BULLETIN DELA S. M. F.

FRANZ PAUER
Sur les espaces homogenes de complication nulle

Bulletinde la S. M. F., tome 112 (1984), p. 377-385
<http://www.numdam.org/item?id=BSMF_1984__112__377_0>

© Bulletin de la S. M. E., 1984, tous droits réservés.

L’accés aux archives de la revue « Bulletin de la S. M. E. » (http:
//smf.emath.fr/Publications/Bulletin/Presentation.html) implique 1’accord
avec les conditions générales d’utilisation (http:/www.numdam.org/
conditions). Toute utilisation commerciale ou impression systématique
est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de
ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

‘NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=BSMF_1984__112__377_0
http://smf.emath.fr/Publications/Bulletin/Presentation.html
http://smf.emath.fr/Publications/Bulletin/Presentation.html
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

Bull. Soc. math. France,
112, 1984, p. 377-385

SUR LES ESPACES HOMOGENES
DE COMPLICATION NULLE

PAR

Franz PAUER (*)

RESUME. — Soient G un groupe algébrique réductif connexe, H un sous-groupe algébrique
de G, le corps de base étant algébriquement clos et de caractéristique nulle.

Supposons qu’il existe un sous-groupe de Borel B de G tel que BH soit ouvert dans G.
Notons U le radical unipotent de B. Alors le normalisateur de UM\ H dans B contient un
tore maximal de G.

ABSTRACT. — Let G be a connected algebraic reductive group over an algebraic closed
field of caracteristic zero. Let H be an algebraic subgroup of G and B a Borel-subgroup
such that BH is open in G. We note U the unipotent radical of B.

Then the normalizer of U N H in B contains a maximal torus of G.

Soient G un groupe algébrique réductif connexe, H un sous-groupe
algébrique (non nécessairement connexe) de G, le corps de base k étant
algébriquement clos et de caractéristique nulle. On dit que ’espace homo-
géne G/H est de complication nulle si un (et par conséquent tout) sous-
groupe de Borel de G posséde une orbite ouverte dans G/H.

La théorie des plongements toriques se généralise particuliérement bien
aux espaces homogénes de complication nulle (voir [6; 7.5 et 8.10] et [7]).
Les exemples les plus connus de tels espaces sont les espaces homogénes
symétriques (voir [9]) et les G/H, ou H contient un sous-groupe unipotent
maximal de G. Lorsque H est réductif, pour que G/H soit de complication
nulle il faut et il suffit que H soit un sous-groupe sphérique, c’est-a-dire
tel que toute composante isotypique du G-module k [G]¥ soit de multiplicité
égale a 1 (voir [8]). Dans [5] sont classifiés tous les sous-groupes sphériques
des groupes simples.

(*) Texte requ le 27 septembre 1983, révisé le 26 janvier 1984.

F. PAUER, Institut fiir Mathematik, Universitat Innsbruck, Innrain 52, A-6020 Innsbruck,
(Autriche). -
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378 F. PAUER

Soit G/H un espace homogéne de complication nulle, et soit B un
sous-groupe de Borel de G tel que BH soit ouvert dans G. Notons U le
radical unipotent de B. Le résultat principal de ce travail est le théoréme
suivant.

THEOREME. — Le groupe Ng(U N H) (le normalisateur de U N\ H dans
B) contient un tore maximal de G.

On en déduit le résultat suivant sur la structure de B/B N\ H (résultat
qui n’est pas vrai pour n’importe quel espace homogeéne sous B!).

COROLLAIRE. — Il existe un tore maximal T de B, qui normalise BN\ H

et qui est tel que Pisomorphisme U x T= B bien connu donné par la multiplica-
tion, induit des isomorphismes

UNH)x(TNH)SBAH

et

(UWUNH)x(TITTNH)S B/BNH.

Lorsque G/H est un espace homogéne symétrique, le théoréme se déduit
facilement de [2; 1.3].

. 1. Notations et rappels

Désignons par ® (resp. , B, U) I'algébre de Lie de G (resp. H, B, U)
et par R (resp. R,, R_) I'ensemble des racines (resp. racines positives,
racines négatives) de G par rapport a B. Je regarde les racines comme des
fonctions linéaires sur B, qui s’annullent sur .

Soit S un tore maximal de B tel que (B H),, la composante neutre
de BN\ H, est le produit semi-direct de U M H avec le tore (S N H),.

Alors l'algébre de Lie © de S est une sous-algébre de Cartan de B et
BNH=(UNH B(SNY) (cf [4; 12.5).

Soient &* I'espace propre du poids ae R U {0} pour I'opération de S
sur ® et h, e S 'unique élément de [6°, 6 ~*] qui vérifie a(h,)=2.

Pour ge® notons g* la composante de g dans ®* et
supp(s): = {aeRU{0}/g"#0}. Alors U= @, .z, ®° donc gel équi-
vaut a supp(g) S R,. -
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COMPLICATION NULLE 379

Nous dirons qu’un élément ge$ est décomposable s’il existe g,,
g2€9H— {0} tels que supp(g,) N supp(g,) = et g=g, +8&,; et qu'un élé-
ment ge H est indécomposable si g#0 et si g n’est pas décomposable.

Si geUN9 est décomposable, alors g=g,+g, o0 g,
g,e(UN H)— {0}. L’algébre S N H opére sur H, donc tout élément indeé-
composable est vecteur propre pour 'opération de S N 9.

Enfin, choisissons un produit scalaire ( — | —) sur P’espace vectoriel engen-
dré par R, invariant par le groupe de Weyl, tel que min { (a| a)/aeR’ }=1
pour toute composante irréductible R’ de R.

Rappelons deux résultats qui nous seront utiles. Soient o et B deux
racines. Alors a(hg)=2(x|B)/(B|B) (cf. [1; VI, 1.1, (D).

Si (| B) >0, a—PB est une racine sauf si a=p.

Si (2|B)<0, a+P est une racine sauf si a=—B, (c¢f [1; VI, 1.3,
Théoréme 1, Corollaire]).

2. LeMME. — Soient geUNH— {0} et P un élément minimal (par
rapport a lordre induit par R.) dans supp(g). Alors hye 9.

Preuve. — Puisque B+H=0, il existe beB et ceH— {0} tels que
b+ce®P—{0}. Alors :

supp ([g, b+c]) = { a—P/aesupp (g) }=
= {0} U { a—P/a e supp (g), a#B }.
Gréice a la minimalité de B, on a :

a—PB¢R_, quel que soit aesupp(g),

donc
[g—g% b+cled et [g b+cleB.

Puisque [g, c]e$, [g, bJel et
g, cl=[g, b+c]—Ig, b]=I[g®, b+cl+(g—g’, b+cl—Ig, b)),

onalg cleBNY,

€

[g—g® b+cl—[g, bleUNH et [gfb+c]JeCGNH—{0}.

D'oi hye . B
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380 F. PAUER

3. LeMMe. -~ Soit R’ un systtme de racines tel que
{(x|a)/xeR’} ={1,2}.
Soient p, 6, te R’ tels que :

(p|p)=(c|o)=(|D)=1;

(p|o)=(p|D)=0;
p+0c€eR, p+teRetoc# t1.

Alors 6+ est une racine et (6 |t)=0.

Preuve. — De p+ceR et (p|c)=0 résulte que p—oeR (cf. [1; VI,
1.3, Proposition 9]). De méme p—t€eR.

Puisque 6# 1 et (5]|0)=(t|1)=1, on a —1<(c|7)<1.

Alors,

(p+o|p+1)=1+(c|1)>0,

et
(p+o|p—1)=1—(c|1)>0,
d’ou
c—t=(p+0)—(p+T)eR
et
o+t=(p+0o)—(p—1)€R.
De plus,

(c—t|o—1)=2-2(c|1)<2,
et

(c+t|o+1)=2+2(c|D)<2,
dou(c|1)=0. W

4. LeMME. — Soit geU N § indécomposable tel que | supp(g)| > 1.
Alors il existe Besupp(g) et I’ = R, tels que
supp(g)={B} U {B+v|yel}.

De plus, Tensemble {B}\UT est une famille orthonormale (par rapport d
(=|=).
Preuve. — Soient p un ¢élément minimal dans supp(g) et
:={yeR.|B+vesupp(g)}.
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Puisque hye S N $ (cf. 2), g est vecteur propre pour I'opération de hy,.
Par conséquent, [hy, g]=2g"+ 3 ,,a(hy) g implique a(hy)=2, quel que
soit aesupp(g). En particulier (a|B) >0, donc a—peR. La minimalité de
p implique a—BeR,, alors a—BeT et supp(g)={B} U {P+v/vel}.

De plus, (¢ —B) (hy)=2—2=0, d’ou (B|1)=0, quel que soit yeI'.

Pour tout YyeI’ on a Pp+y€eR, alors I" fait partic de la composante
irréductible R’ de R qui contient p.

D’aprés [1; VI, 1.4, Prop. 12] I'ensemble {(a|a)/axeR’} est {1} ou
{1,2} ou {1, 3}. Soit yeI. Alors :

(B+Y|B+1)=(B|B)+(7|"),
d’ou
= B|B=(r|n=1 et (B+v|B+1=2

De 3 (avec p=p et o, 1€l) résulte que {B} UT est une famille
orthogonale. W

5. Remarques

Soient g, B, I' comme ci-dessus. Les trois assertions suivantes sont des
conséquences immédiates de la preuve du lemme précédent.

L’ensemble { B} \UT est contenu dans une composante irréductible R’
de R avec {(a|a)/aeR’} = {1, 2}. La racine B est 'unique élément de
supp (g) tel que (B|B)=1.

SifeuN$ tel que {1, 2} ¢ {(a|a)/aesupp(f)}, alors

euww(!)(S' = UF\ﬁ.

6. LEMME. — Soient g;e U N 9 indécomposable et P, esupp(g;) tel que
(B;|B)=min {(a|a)/aesupp(g)}, i=1,2

Si B, =B,, alors g, et g, sont linéairement dépendants.

Preuve. — Soit Aek tel que g1 =Ag81. Alors B, ¢ supp(g, —Ag,).

Si supp(g, —Ag,) n’était pas vide, tous ses éléments o vérifieraient
(a|a)=2, donc G UNH (cf 4 et 5). Mais alors soit g,, soit g, ne
serait pas indécomposable.
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382 F. PAUER
Par conséquent, supp(g, —A g,) est vide, donc g, =1Ag,. W

7. LEMME. —Soit g un élément indécomposable de U N $ et soient PeR .,
I c R, tels que supp(g)={B} U {B+7|yel} (cf. 4). Soit T #0.

Si @ est une racine positive telle que 6*® < $, alors (| p)=0 et p+7¢R,
quel que soit yeT.

Preuve. — On a h,e 9 (cf. 2) et B#o (cf. 6). L’élément indécomposable
g est vecteur propre du poids B(h,) pour I'action de h,, alors y(h,)=0 et
(v|®)=0, quel que soit yeT.

D’aprés 5. I'ensemble { p } U I est contenu dans une composante irréduc-
tible R’ de R avec { (a|a)/aeR’} = {1,2}. Lorsque 0¢R’, +7¢R quel
que soit yeI'. Lorsque e R’ et (9 |9) =2, (Y+¢|y+9)=3, alors o+ 7¢R
quel que soit yeT.

Soit peR’, (¢ | @)=1 et supposons qu’il existe deI" tel que ¢+d€R.
On déduit de 3. (avec p=3, =P, 1=0¢) que B+@eR et (B| ¢)=0.

En particulier, {B, o} UI est une famille orthonormale et
(p+B+v|@+B+7)=3, quel que soit yeI'. Alors @+B+7¢R, d’ou
[G°*, g]=[6* g*]=6"**. Donc

G*"PcH et h,peH (cf2).

Montrons que G~ *"f c §.
Soient beB, ce$ tels que b+ce®G*P— {0}. Alors

supp(c) s {@B}UR, U{0} et —op—Besupp(c).

On peut choisir ¢ tel qu’il est vecteur propre du poids —2 pour I’action
de hy ..
Si aesupp(c)—{ —9p—B}, a(hy+p)=—2. Alors a0,

2(c|@+B) _

= t =2
(@+B|o+B) o @fo+h

Cela implique que €: =a+ ¢+ B est une racine et

(p+B|e)=(p+B|x)+(9+B|9+P)=0.

Mais alors on aurait :
(@) =(e—(p+PB)|e—(@+B) =(e|e) +223.
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D’ou
supp(c)={—-@—B} et G*tcg
En plus, [6%, 6 * F|=6""c .
Soit fe®P— {0}. Alors [, gle H et supp([ f; g])= {0} UT. Plus préci-

sément, la composante de [f, g] dans G° est un multiple scalaire A h, de
hy. Alors f7:=[f, gl—Ahye$,

[f.8lep et supp(S)=T.
Puisque B+7v+58¢R, quel que soient v, 8eTI (¢f 4, 5), on a
Lf, gl=1f", &)
Donc supp([f’, )= {B+7|yel}. Puisque
{(B+v|B+m)/vel} = {2},

cela implique @, . G**" = UN H (cf.5).
Mais cela contredit le fait que g est indécomposable.

8. Preuve du théoréme

Il suffit de montrer qu’il existe une sous-algébre de Cartan de B qui
normalise U N $ (cf. [4; 13, Exercice 1)).

Soient L:=dim,(UN$)—|{xeR,/6°< H}|+1 et M le minimum
de I'ensemble {|supp(f)|/feUNH indécomposable et |supp(f)|#1}
lorsque cet ensemble n’est pas vide, autrement on pose M:=1. Alors
(L, M)=(1, 1) si et seulement si © normalise U N H.

Les expressions supp(f), 6° L, M dépendent du tore ©. Ecrivons donc
L=L(S), M=M(S).

Supposons (L (S), M (S))#(1, 1). Alors M(S)> 1. Soit geU N H indé-
composable tel que |supp(g)| =M (S). Soient Besupp(g) et TSR, tels
que supp(g)= {B} U {B+v/vel} (cf 4).

Choisissons 5T et x=x*e ®® tel que [x, g%]= —2gP*%. L'élément h;+x
est semi-simple et commute avec tout élément de Ker(3) N €. Par consé-
quent S: =(Ker(8) N &) @ k (h;+x) est une sous-algébre de Cartan de B.

Puisque g est vecteur propre pour laction de &N $ (cf 1), on a
(B+0) (h)=P(h), donc P(h)=0, quel que soit heSNH. Alors
eNpcé
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En 8. 1, je montrerai qu’un vecteur propre pour G dans U N § est aussi
vecteur propre pour & (alors L(&) <L(S)).

En 8.2, je montrerai que le nombre d’éléments du support de g par
rapport 3 & est plus petit que M(S) (alors soit M(&)<M(S), soit
L(8)<L(§)).

Ainsi (L(8), M(8)) est plus petit (dans I'ordre lexicographique) que
(L(S), M(©)).

Aprés un nombre fini de répétitions de la construction (—) on trouve
une sous-algébre de Cartan ¥ avec (L(T), M (T))=(1, 1).

8.1. Soient peR, et f€$ tels que supp(f)={@}. Alors p+5¢R et
(¢|8)=0 (cf. 7) d’oui [x, f]1=0 et [h;, f]=0. Par conséquent f est vecteur
propre pour l’action de &.

8.2. Soient seKer(8) NS, Aek et yeI. Puisque 8+B+7v¢R (cf 4, 5)
on a [x, g?*1]=0.

Si y#38, [s+A(hs+x), g N=(B+7) (s+A(hs+x))gP*", alors gP*" est
vecteur du poids B+7 pour I'action de &. (Rappelons que P+ est une
fonction linéaire sur ‘B qui s’annule sur ).

De plus,

[s+A(hs+x), g°+8°**1=B(s) (g +£°*)+ 20" **+

+A[x, gf)=B(s+A(hs+x)) (g°+£°+%)+2AgP*5 24 gP+5,

alors gP+gP*?% est vecteur propre du poids B pour action de &.

En conclusion : le nombre d’éléments du support de g par rapport a &
est||. =

9. Preuve du corollaire

D’aprés [3; p. 96] le groupe B H est le produit semi-direct d’un sous-
groupe réductif K avec U N H. Comme sous-groupe réductif d’un groupe
résoluble, K ne contient que des éléments semi-simples.

Du théoréme résulte que Ny (U N H) est connexe : en effet, tout sous-
groupe de B contenant un tore maximal est connexe. Alors il existe un tore
maximal T de Ng(U N H) qui contient K (cf. [4, 19.4]). Par conséquent
BNH=(UNH)(TNH) et T normalise BN\ H. D’aprés le théoréme T
est un tore maximal de B. B
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10. Remarque

Soit T un tore maximal de B comme dans le corollaire. Soit
6=6°® @, 6" la décomposition de & dans des espaces propres de T.
Alors UNH= D, ,6% oi A4 est un sous-ensemble clos de R,. Le
lemme 2 implique que ) _,[6% 6= TIN$.
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