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FEUILLETAGES DES SURFACES
ET DÉCOMPOSITIONS EN PANTALONS

PAR

Y. MARTINEZ-MAURE (*)

RÉSUMÉ. - Sur une surface orientable compacte M ̂  T2, considérons un feuilletage y
transvcrse à 8M dont les singularités sont des selles de Morse, et supposons que toute feuille
compacte intérieure soit coupée par une transversale fermée et qu'aucune séparatrice ne
joigne deux points de selle. Sur un pantalon, un tel feuilletage sans feuille compacte intérieure
est conjugué à un feuilletage standard ^o- Après avoir introduit les notions de modèle et
modèles équivalents, nous déterminons deux modèles canoniques M^ et M'^ (où g est le
genre de M et b le nombre de composantes de ÔM) tels que : si y est non orientable, il
existe une décomposition en pantalons Q, transverse à ̂ , qui définit un modèle équivalent
à M, » si toute demi-feuille de y atteint ÔM, et à M\^ sinon, auquel cas une transversale
de Q coupe toute demi-feuille qui n'atteint pas ÔM.

ABSTRACT. - On a compact orientable surface Af ^ T2, consider a foliation y transverse
to ÔM whose singularities are Morse saddies, and assume cach interior compact leaf is eut
by a closed transversal and no séparatrice joins two saddie points. On a pair of pants,
such a foliation without interior compact leaf is conjugale to a standard foliation VQ. After
introducing thé notions of model and équivalent models, we détermine two canonical models
^ b and M',^ (where g is thé genus of M and b thé numbcr of components of ÔM) such
that: if y is non orientable, there exists a pants décomposition .̂ transverse to ̂ , which
defines a model équivalent to M,^ if cvcry half-lcaf of V rcaches ÔM, and to M^ if not.
in which case a transversal of 2 cuts cvcry half-leaf that doesn't reach QM.

Introduction
Nous nous proposons d'étudier les feuilletages des surfaces compactes

orientables qui sont transverses au bord, sans liaison et dont les seules
singularités sont des selles de Morse. Le cas des feuilletages orientables a
été traité par Gilbert Levitt dans [L].

Je tiens à remercier vivement les référées dont les arguments pertinents
m'ont permis de simplifier la démonstration du Théorème I. Par ailleurs,
je dois beaucoup à Harold Rosenberg pour son aide lors de la préparation
de ce travail.

(*) Texte reçu le 1er octobre 1983, révisé le 19 janvier 1984.
Y. MARTINEZ-MAURE, 21, rue des Alpes, 78400 Chatou.
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388 Y. MARTINEZ-MAURE

Dans tout ce qui suit, les surfaces sont compactes et orientables, et les
feuilletages sont transverses au bord et n'ont pour singularités que des
selles de Morse.

Le résultat principal de cet article est le suivant :

THÉORÈME. — Soit y un feuilletage non orientable sans liaison d'une
surface sans bord M différente du tore, tel que toute feuille compacte
intérieure soit coupée par une transversale fermée. Il existe un difféomor-
phisme de M sur la surface S g représentée à la figure 1 (g est le genre de
M) tel que

— le feuilletage y s i^uit sur S y soit transverse à la décomposition en
pantalon de S y dessinée;

— sur chaque pantalon de la décomposition, le feuilletage déterminé par
Ys soit isotope au feuilletage dessiné à la figure 2.

(Nous démontrerons en fait un théorème plus général)

Fig.1.

Fig. 1

I. Existence d'une décomposition en pantalons

Un cycle de feuilles est dit totalement dissymétrique s'il ne contient
aucune paire de séparatrices opposées.

PROPOSITION. — Soit y un feuilletage sans cycle de feuilles totalement
dissymétrique d'une surface M différente de T2 et de S l x L II existe sur
M une décomposition en pantalons Q, transverse à V, telle que :

— si V ne possède pas de feuille compacte intérieure^ alors le feuilletage
induit par V sur chaque pantalon déterminé par 3 est conjugué au feuilletage
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FEUILLETAGES DES SURFACES ET DÉCOMPOSITIONS EN PANTALONS 389

VQ représenté à la figure 3. y peut donc alors s'obtenir par recollements
selon leurs bords de pantalons munis de V^

— si f possède une ou plusieurs feuilles compactes intérieures, alors nous
pouvons choisir les courbes de 3 pour quelles rien rencontrent aucune. De
plus, chaque pantalon déterminé par Q contient un pantalon sur lequel le
feuilletage induit par f est conjugué à y^. y peut donc s'obtenir par
recollements selon leurs bords de pantalons munis de V ̂  et S anneaux.
contenant toutes les feuilles compactes intérieures de V\

Fig. 3. - Le feuilletage y^

Remarque. — Les pantalons que l'on obtient en découpant M selon les
courbes de 3 ne sont pas nécessairement plongés dans M : il se peut que
deux composantes du bord d'un pantalon déterminé par 2 proviennent
par découpage d'une même ^urbe de Q.

Cette proposition est prouvée dans [L] pour des feuilletages qui sont
orientables, mais cette dernière hypothèse s'élimine sans difficulté de la
démonstration.

COROLLAIRE 1. — Tout feuilletage Sun pantalon sans feuille compacte
intérieure ni cycle de feuilles totalement dissymétrique est conjugué à y^

COROLLAIRE 2. — Soit sur une surface M un feuilletage V sans cycle de
feuilles totalement dissymétrique tel que toute feuille compacte intérieure
soit coupée par une transversale fermée. Il existe une famille finie de
transversales fermées disjointes telle que toute demi-feuille qui ne rencontre
pas ÔM coupe une transversale de cette famille.

La démonstration de ce corollaire est rigoureusement identique à celle
du corollaire correspondant de [L].

Remarque. — Nous verrons plus loin que si nous supposons de plus
que y est sans liaison, alors il existe une transversale fermée qui coupe
toute demi-feuille qui ne rencontre pas SM.
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390 Y. MARTWEZ-MAURE

IL Les décompositions canoniques

Soit y un feuilletage sur une surface M différente de T2 et de S1xj,
M définit un couple (g, b), où g est le genre de M et b le nombre de
composantes de son bord. Puisque l'indice d'une selle de Morse est — 1 et
que y ne possède que des selles de Morse pour singularités, V possède
2^+&—2 singularités en vertu du théorème de l'indice. On a donc
2g-¥b^2 et par conséquent, comme on considère une surface différente
de T2 et de S1 x /, on a : 2g^b ̂  3.

A tout couple (g, b ) e N * x N , tel que lg-\-b ̂  3, nous allons associer
un ou deux modèles canoniques.

Un modèle associé à (g, b) est la donnée :
— d'une surface M de genre g, dont le bord possède b composantes;
— d'une décomposition 3 de M en pantalons;
— du choix pour chaque pantalon déterminé par 3 d'un bord priviligié.
Nous dirons que M est le support du modèle. Deux modèles seront dits

équivalents s'il existe un difféomorphisme entre leurs supports qui conjugue
les décompositions et respecte le choix des bords privilégiés.

Si y est sans cycle de feuilles totalement dissymétrique (en particulier
si y est sans liaison), alors une décomposition en pantalons 2 de M
transverse à V^ telle que toute feuille compacte intérieure soit coupée par
une courbe de 3, définit un modèle avec V^ de la manière suivante : si P
est un pantalon déterminé par Q, le corollaire 1 nous assure que V \p est
conjugué à VQ et, nous privilégions la composante de QP qui rencontre
toute feuille de y |p.

Le premier modèle canonique M^ ̂  où g > 1 et b ̂  1, est représenté sur
la figure suivante (sur le dessin ^==3 et fr==4) :

Fig. 4.

Les composantes B^ et B^ du bord seront dites primaires.
3^ ^ (resp. M^ ^) désignera la décomposition en pantalons (resp. le

support de M^ ̂
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OU

représente un pantalon où le bord privilégié, tracé ici en gras, est le bord
opposé au point.

Le second modèle canonique M'^ ̂  où g ^ 2 et b > 0 est représenté sur
la figure suivante (sur le dessin ^==4 et fc=3); il est obtenu en collant
M^ i à ^^-i.b+i suivant une composante primaire du bord.

Fig.5.

THÉORÈME I. — Soir f un feuilletage non orientable sans liaison d'une
surface à bord non vide M, et soit B une composante de 8M. Si toute
demi-feuille de y atteint 3M, alors il existe sur M une décomposition en
pantalons Q, transverse à y, qui définit un modèle équivalent au premier
modèle canonique M'y ^ avec B s'identifiant à une composante primaire de
^^'

Démonstration. — Raisonnons par récurrence sur le nombre q de selles
de y : ç=2g+fc—2 ̂  1. Si <?==1, alors M est un tore troué qui admet
(cf. proposition) une décomposition transverse en un pantalon non plongé
dans Af, définissant un modèle équivalent à M^ i.

Fig. 6.

En effet, M ne peut pas être un pantalon puisqu'alors (corollaire I)
oserait conjugué à ^o qui est orientable.

Le théorème est donc établi pour ^==1. Supposons le théorème démontré
pour q < qQ, où q^ ^ 2, et considérons un feuilletage possédant qo selles.
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Distinguons deux cas :
a) II existe deux séparatrices opposées l^ et l^ qui rencontrent des compo-

santes différentes Bi et B^ de SM.
Nous construisons alors une transversale fermée C qui borde un panta-

lon P avec BI et B^ comme il est indiqué sur la figure suivante :

Fig.7.

Notons MI la surface M-P. Par hypothèse de récurrence, M^ admet
une décomposition 2^ transverse à y |j^, qui définit un modèle équivalent
à ^^-i, avec C s'identifiant à une composante primaire de ôM^^i.
Lorsque l'on recolle P et M^ il apparaît que M admet une décomposition
en pantalons 3\ transverse à y, qui définit un modèle équivalent à ̂ y^
avec BI et B^ s'identifiant aux composantes primaires de 8M^ ̂

Fig. 8.

Nous voyons qu'il existe une composante W différente de B, et deux
séparatrices opposées ( et V qui rencontrent respectivement B et B\ Et si
nous refaisons la construction précédente avec ( et Y au lieu de l^ et l^ il
apparaît que M admet une décomposition en pantalons 2, transverse
à Y, qui définit un modèle équivalent à M^ avec B s'identifiant à une
composante primaire de 8M^ ̂

b) II n'existe pas deux séparatrices opposées qui rencontrent des composan-
tes différentes de 8M.

Supposons que pour aucune paire ((i, y de séparatrices opposées, issues
d'une selle s et atteignant une composante C de 8M en des points &i et

TOME 112—1984—?3



FEUILLETAGES DES SURFACES ET DÉCOMPOSITIONS EN PANTALONS 393

b^, il n'existe une paire (J'i, l^) de séparatrices opposées, issues d'une selle
s' distincte de s et qui rencontrent C en des points b\ et fr^ entrecroisés
avec bi et b^ (c^ figure 9).

Fig.9

Alors, comme les séparatrices de 3F sont en nombre fini, il existe une
paire (/i, ^) de séparatrices opposées, issues d'une selle s et atteignant une
composante C de 8M en des points b^ et i ,̂ telle qu'un des deux segments
de C déterminés par fci et b^ ne rencontre aucune séparatrice issue d'une
autre selle que 5. Notons 5 ce segment, et construisons (cf. figure 10) un
pantalon Pi contenant Ji, ^ et C, et dont le bord est transverse à y.

Appelons Ci et C^ les composantes de ÔP autres que C.

Fig. 10

S correspond à une de ces composantes, par exemple Ci. Soit N la
composante de M—P^ qui contient Ci. Comme Ci ne rencontre aucune
séparatrice de y \^ N ne peut être qu'un anneau muni d'un feuilletage
produit. L'autre composante du bord de cet anneau n'est pas une compo-
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394 Y. MARTÏNEZ-MAURE

santé de 8M, car sinon les deux autres séparatrices issues de s atteindraient
des composantes différentes de 8M. Cest donc C^, et par conséquent M
est un tore troué, ce qui est absurde puisque <?o ^ 2.

Il existe donc une paire (?i, ^) de séparatrices opposées, issues d'une
selle 5 et atteignant une composante C de 8M en des points fci et fc^ ct

une paire (Ji, 1̂ ) de séparatrices opposées, issues d'une selle s' distincte de
s, qui rencontrent C en des points b\ et b\ entrecroisés avec &i et b^
Construisons comme précédemment un pantalon Pi contenant /i, l^ et C,
et dont le bord est transverse à f, et appelons Ci et C^ les composantes
de 3P autres que C. Puisque b\ et fe^ sont entrecroisés avec &i et fc^
l\ et /2 rencontrent Ci et C^, et nous pouvons construire, comme au û),
un^pantalon P^ dont le bord, qui contient Ci et C^, est transverse à y.

Fig. il

Notons M^ la surface M—Pi U ^2-Comme il n'existe pas deux séparatri-
ces opposées de y |j^ qui rencontrent des composantes différentes de
8M^ on voit, en appliquant l'hypothèse de récurrence, que M^ admet une
décomposition en pantalons Q^ transverse à V |ĵ , qui définit un modèle
équivalent à ̂ -i^. En recollant M^ à M, il apparaît que ÔM n'a qu'une
composante C=B et que M admet une décomposition en pantalons Q,
transverse à y, qui définit un modèle équivalent à M^ r

Q.E.D.

THÉORÈME 2. — Soit Y un feuilletage non orientable sans liaison fune
surface M différente du tore, tel que toute feuille compacte intérieure soit
coupée par une transversale fermée. S'i( existe une demi'feuille de V qui
n'atteint pas 8M (en particulier si M est sans bord ou si V possède une
feuille compacte intérieure), alors il existe sur M une décomposition en
pantalons Q transverse à V, dont une courbe coupe toute demi-feuille
^atteignant pas 8M, et qui définit un modèle équivalent au second modèle
canonique ̂ .i,.
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COROLLAIRE. — Si y est un feuilletage non orientable sans liaison ni
feuille compacte d'une surface sans bord M, alors il existe une transversale
fermée qui coupe une infinité de fois toute demi-feuille de y.

Lorsque fe=0, ce théorème exprime en d'autres termes le résultat
annoncé en début d'article.

Démonstration. — D'après le corollaire 2 de la proposition, il existe des
familles finies de transversales fermées disjointes telles que toute demi-
feuille qui ne rencontre pas 8M coupe une transversale de la famille. Parmi
toutes ces familles, choisissons en une ,^==(7\, . . ., 7^) possédant le plus
petit nombre d'éléments possible. Ce choix entraîne que :
• V iç {1, . . ., h], Ti n'est pas isotope à une composante de ÔM.
• Vï , je{ l , . . ., fc}, T, n'est pas isotope à Tj.
Considérons une composante Mo de la surface obtenue en découpant

M selon les 7^ 1 < i «i. Mo n'est pas un anneau car M est différente du
tore et h est minimal. D'après la définition de ,̂ toute demi-feuille du
feuilletage V^ induit par y sur Mo rencontre ôMo. Si y° était orientable,
alors le raisonnement effectué dans [L] à la fin de la démonstration du
théorème correspondant nous prouve que V serait orientable. Ve est donc
non orientable et donc d'après le théorème I, il existe une décomposition
en pantalons Qo de Mo, transverse à ^°, telle que le modèle défini par
y° et QQ solt équivalent à ^ç.^, où go est le genre de Mo et bo le
nombre de composantes de son bord. Soit donc (p un difféomorphisme de
Mo sur M^^ qui conjugue Qç et 2^^ et respecte la répartition des
composantes privilégiées du bord des pantalons déterminés par QQ et
^0-

Désignons par C la courbe de Q^ ̂  qui sépare le pantalon non plongé
y du reste de la surface.

Mo possède au moins une composante B qui provient par découpage
d'une courbe T., de y. D'après le théorème I, nous pouvons supposer que
(p (B) est un bord primaire de M^ ̂ .

^ie>)

Fig. 12
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396 Y. MART1NEZ-MAURE

Supposons qu'une autre composante de SM^ provienne par découpage
d'une courbe Ty de y. Nous pouvons alors remplacer T^ et Ty par <p~1 (C)
dans y, et donc T^Ty puisque h est minimal. Il s'ensuit que ^=(TJ.
Découpons Af suivant (p'^C) et appliquons le théorème 1 à No==
Af—q)"1^) : jv^ admet une décomposition en pantalons, transverse à y \
Ny qui définit un modèle équivalent à ^-.i.»+i. D apparaît donc qu'il
existe alors sur M une décomposition en pantalons 3 transverse à f, qui
définit un modèle équivalent à jU'^

Nous pouvons donc supposer que B est l'unique composante de SMç
qui provienne par découpage d'une courbe de y. Alors, M admet une
décomposition en pantalons, transverse à y, qui définit un modèle équiva-
lent à un modèle obtenu en collant à ^o.»o un mode1® -^i.»i suivant
un de leurs bords primaires. Comme nous pouvons remplacer l'unique
courbe de V par la courbe (p'^Q, qui sépare le pantalon non plongé
(p"1^) du reste de la surface, nous pouvons supposer que
^i.»i ̂ ^-i.b+i et -̂ o.̂ -̂ !. r Donc»a existe sur M une décomposi-
tion en pantalons 3 transverse à ̂ , qui définit un modèle équivalent à
^f,b'

Q.E.D.
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