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COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE
DES VALEURS PROPRES DU LAPLACIEN
DANS UN DOMAINE AVEC UN TROU

PAR

GErarD BESSON (*)

RESUME. — Nous décrivons le comportement des valeurs propres du laplacien sur une
variété riemannienne a laquelle on retire le voisinage tubulaire (de rayon tendant vers zéro)
d’une sous-variété fermée, en basse codimension (2, 3 ou 4).

ABSTRACT. — We describe the behaviour of the eigenvalues of the Laplace-Beltrami
operator on a compact manifold from which a tubular neighbourhoud (of radius going to
zero) of a closed submanifold is excised, in low codimension (2, 3 or 4).

0. Introduction

Sur une variété riemannienne compacte M avec ou sans bord, considé-
rons les deux problémes suivants :

Si w désigne un point de M, B(¢g) la boule de rayon £ (petit) autour de
w et A le Laplacien de M.

Au=Au sur M,
(1)

conditions aux bords de M (si é¢M # ¥)
‘ Au=X\u sur M, =M\ B(e),
) u=0 sur 0B,
l conditions aux bords de M.

Les conditions aux bords de M sont de type Dirichlet ou Neumann.

(*) Texte requ le 20 septembre 1984, revisé le 6 mars 1985.
Geérard BEssoN, Institut Fourier, B. P. n” 74, 38402 Saint-Martin-d'Héres Cedex (France).
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212 G. BESSON

On range les valeurs propres de ces deux problémes par ordre croissant :
A <Ay <Ay ... et ME) <A <...

D’aprés [C-F] et [R-T] on sait que A;(€) converge vers A, lorsque & tend
vers z€ro.

On s’intéresse ici a I'étude plus précise de cette convergence. S. Ozawa
[01-06] a obtenu les premiers résultats en ce sens en dimension 2, 3 et 4,
pour les domaines bornés euclidiens et la condition de Dirichlet.

Le travail qui suit a été motivé par un essai de simplification des
démonstrations contenues dans les articles précités. Il repose de maniére
essentielle sur une idée de Y. CoLIN DE VERDIERE [CV].

Le paragraphe 1 est consacré a la dimension 2 ou tout un développement
asymptotique en puissances de (Loge) ™! est obtenu pour A; (&) au voisinage
de la valeur propre A,, celle-ci étant supposée simple.

Le paragraphe 2 concerne les dimensions 3 et 4 ou seuls le premier
terme de développement de A;(g)—A; (A, simple) ainsi que le reste sont
calcules.

Le paragraphe 3 étend les résultats précédents au cas ou I'on considére
un nombre fini de points w; distincts.

Enfin, dans le paragraphe 4 le cas des variétés auxquelles on retire un
voisinage tubulaire d’une sous-variété de codimension 2 est traité.

Signalons que P. BERARD et S. GaLLoT [B-G] ont obtenu un équivalent
de A,(g)—A, en toute dimension.

L’auteur tient a remercier vivement, pour de nombreuses conversations
et suggestions, Y. Colin de Verdiére qui I'a encourageé a étudier ce probléme
et P. Bérard pour I'aide apportée dans la rédaction de ce texte.

1. Le cas de la dimension 2

Si aeC n'est pas une valeur propre du Laplacien sur M, I'opérateur
(A—a)”' existe et est un opérateur compact a noyau; ce dernier est
une fonction R(a x, y) définie sur M x M a I'exception de la diagonale,
vérifiant :

(A, —a)R(x: ., ¥)=3,,
{ conditions au bord de M

TOME 113 — 1985 — N 2



COMPORTEMENT DU SPECTRE DU LAPLACIEN 213

ou A, désigne I'opérateur Laplacien agissant sur la premiére variable. On
vérifie aisément en utilisant le théoréme de Sobolev, en dim 2, que
R(x ., y) est dans L% (M).

Par ailleurs R(a; ., .), a une singularité sur la diagonale identique a
celle de la fonction de Green.

Enfin .R est méromorphe en a et admet un podle simple en chaque

point du spectre de A avec pour résidu le noyau du projecteur spectral
correspondant. (Pour les propriétés de la résolvante du Laplacien sur une

variété riemannienne voir [A], chapitre 4.)
On peut donc écrire, si A est une valeur propre de (]) :

ZL, @:(x)9;(»)
A—a

1
R(aa x,}')=-ﬂLOg(')+ +F(as. xay)t

ou r est la distance de x a y, (9);=,. ... , une base orthonormeée de
’espace propre associé a la valeur propre A et F une fonction hermitienne
en (x, y) analytique en a au voisinage de a=A.

LeEMME 1.1. — Sous les hypothéses de ce paragraphe (dim M =2)
F(.; ., yo) est C* en (o, x) au voisinage de (A, y,) pour tout y, dans M.

Preuve. — On a I'égalité
1
(Ay—a) F=8,,+H (x, o)~ — Logr + — A (Logr),
2n 2n

ou D et C sont des constantes et H une fonction C*. Par ailleurs,
I'expression du Laplacien en coordonnées polaires autour de y, pour une
fonction ne dépendant que de la distance est :

a1 d ] d
Ao=—|—+-(1+ — )=A—-g(x)—,
0 (dr2 r( g(X))dr> E rg(X)dr

ou A désigne le Laplacien euclidien en coordonnées polaires et g une
fonction C* telle que (¢f. [K], p. 81-83) :

g(x)=Nr*+r3L(x) L est C*= et N une constante;

en conséquence,

—;—A(Logr)=80+h(r), he H' (M).
n
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214 G. BESSON

La fonction Log r étant dans H*(M) pour tout s < 1 :
(A—a) Fe H* (M), s<l

Par définition de la résolvante (R(x; ., yo)=(A—a)~?! (3,,)) et le fait que
I'application o+ (A —a) ! est méromorphe en a a valeurs dans les opéra-
teurs de H* dans H**? pour tout s, on a :

aHF(a; LX) }’o)

est méromorphe en o a valeurs dans H***(M) pour s < 1. 1l est aisé de
vérifier que cette application est en fait analytique au voisinage de a=A\.
Enfin Pinjection H2**(M) g C* (M) permet de conclure.

Convergence des );(g). — Dans ce qui suit A désignera une valeur propre
simple du probléme (1) et A(g) la valeur propre correspondante de (2)
pour € assez petit.

Nous allons construire une fonction :

J.(X)=R(a(g)); x, w),

en sorte que par un choix convenable de a(g), elle soit « trés petite » sur
le bord de B(g).

Soit ¢ une fonction propre normée correspondant a A. Supposons
d’abord que ¢ (w)#0. Soit a(€) la solution de I'équation implicite

2
L Loge+ L2 l‘p( )l +F(@(e): w, w)=0;  o(0)=
n A—a(g)

La fonction F étant analytique en a, par le résultat classique d’existence
de la série réciproque, il existe une série entiére zn 5> 1 @, Z" de rayon de
convergence non nul, telle que :

A—a(g)=), , ,a,(—Loge)™" eassezpetit,
a,=+2n|ew)|*  (comparer avec [04]).
La fonction f, ainsi définie vérifie :

(A—a(g)) =0 sur M,
{ Jolos, =R (a(e); ., w)

pour x sur le bord de B,.
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COMPORTEMENT DU SPECTRE DU LAPLACIEN 215

@®)—eW)ow) . |

R(a(e); x, w)= (o) +F(a(g); x, w)— F (2 (g); w, w),

or @ et Fétant C!:
P(x)—e(w)=0 (g),
F(x(g); x, wy—F(a(g); w, w)=0 (¢).
D’ou :
fe|aB,=0(8|LOSel),
(A—a(g)) ;=0 sur M,
{ f:|an,=0(€|L088|),

ce qui suggére que a(€) est « presque » une valeur propre de (2).
Soit u, la fonction harmonique sur M, vérifiant les conditions au bord
de M et égale a f, sur 0B,. Alors u, atteignant son maximum sur 0B, :

VxeM, u(x)=0 (¢|Loge|)

(pour l'existence de u, dans le cadre des variétés riemanniennes cf. [A].)

Posons
h: = f: — U,

qui verifie ’équation

{ (A—a(e)) h,=a(e)u,=0 (¢|Loge|) sur M,
hclantEO»

pour € assez petit, a(g) est proche de A; la valeur propre de (2) la plus
proche de a(g) est donc A(g).

Si a(g) n'est pas égale a A(g), 'opérateur (A—oa(€))~' compact auto-
adjoint est tel que sa norme soit égale a son rayon spectral qui est donc
1/|A(e)—a(e)], d'ou :

Il lle2 meo

A(g)—a(e)| € —m—.
| N T

” u, ”Lz mo=0 (5| Loge l ),

I h¢||:.2(u,, =>C| Log£| (C est une constante).

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



216 G. BESSON

Cette derniére inégalité résultant du comportement (singulier) de la fonc-
tion de Green prés de la diagonale. Donc

A(e)—a(g)=0(g)
et
A(e)—=A=Y, . a,(—Loge)™"+0 (¢)

Si ¢ (w) =0, le méme raisonnement avec comme fonction propre approchée
¢ elle-méme et a(g)=A donne

A(e)—A=0(e),

toutefois chaque terme a, contenant |@(w)|* I'expression ci-dessus reste
valable. On a donc la :

ProPoSITION 1.2. — Si dim M =2 et si A est une valeur propre simple
du probléme (1)

A(e)—A=), . a,(—Loge)™"+0 (¢)

pour & petit, ou la série Z,. > 0 G 2" dépendant de ) a un rayon de convergence
non nul.

2. Cas des dimensions 3 et 4

La méthode utilisée dans le paragraphe précédent s’applique également
en dimension 3 ou 4.

Dans ce qui suit, les hypothéses seront les mémes que dans la section
précédente. On obtient les résultats suivants :

PRrOPOSITION 2. 1. — Sous les hypothéses considérées et avec les notations
de 1 :

() sin=3,A(e)—A=—4n|o(W)|>c+0 (¢?);

(i) sin=4,A(e)—A=—20,|p(W)|*€*+0 (e*| Loge|'?) ou w,=Vol(S?).

Remarquons que la partie (i) de la proposition est obtenue dans [O 6],
mais que le résultat démontré dans [O 5] en dimension 4 fait apparaitre
un reste en O (e%/2).

La démonstration de ces résultats est essentiellement la méme que celle
de 1.2, elle nécessite toutefois quelques arguments techniques supplémen-
taires.

TOME 113 — 1985 — N 2



COMPORTEMENT DU SPECTRE DU LAPLACIEN 217

Preuve de (i). — On utilise la description suivante de R(e; x, y) en
dimension 3

Nﬂaﬁ

+ F(e; x, ).
Y (x5 x, )

-1
R(% x, )= —+
4nr

Le méme raisonnement que précédemment permet de montrer que
F(., ., yo) est continue en (a, x) au voisinage de (X, y,) pour tout y, dans
M et analytique en a.

Si | @(w)|*#0 on définit a () par I'équation implicite

- ﬁ + lpr(:()—l; + F(a(g); w, w)=0.
La fonction f; vérifie donc

\' (A—a(g) f;=0 sur M,

( f:|aa‘=0(1).

condition au bord ¢M

on définit alors u, par I'équation
‘ (A+1) u,=0 sur M,
‘( U)o, = fo

condition au bord de M.
On a par ailleurs le :
LEMME 2.2, — Si t, vérifie

" (1+4)r, =0,

i ".l | “Bl. = l'
( condition sur éM,
alors :
e lle200, =0 (€).
D'ou :

“ u, “U lM,I=O (€).

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUF DF FRANCE



218 G. BESSON

La démonstration se poursuit alors comme dans 1

|A(e)—a(e)] < Mﬂﬂ et |kl = cle
Il e lle2 caep
Preuve du lemme. — 1l suffit de montrer qu’il existe une constante D

strictement positive telle que pour tout x dans M

|o.(x)] <D=,
r

ou r est la distance de x a w.

Or, si G désigne la fonction de Green sur M (cf. [A], chap. 4) alors :

|G (x, w)| sﬁ.
r

Une démonstration analogue permettrait de montrer que

IR(—1; x, w)| <2
r

(on peut aussi remarquer que R(—1; x, w)+(1/4 nr) est continue sur M).
Par ailleurs,

: 1
R(-1;x,w) ~ ——
r—0 dnr

donc
W (x) o8, = —8mER(=1; x, w) — 2
c—~0
et par conséquent pour € assez petit w, (x), 5 = | et verifie I'équation
(A+1) w,=0 sur M,_
Par le principe du maximum
0 <v,(x) <w/(x) pourtout x dans M,

d’ou le résultat.

Le cas @(w) =0 se traite comme précédemment.

TOME 113 — 1985 — N 2



COMPORTEMENT DU SPECTRE DU LAPLACIEN 219

Preuve de (ii). — Résumons les étapes :

R(% x, y)=— ! S+ ‘p(:)_q;(y)

+F(a x, y).
20,7

Une démonstration analogue a celle donnée dans [A], p. 106-114 montre
que :
| R(x x, y)| < k,r7%  r=distancede xa y, k, Cte.

De plus,

Ko

[(A—a) F(x -, yo)| <

(3]

r
d’ou en appliquant la proposition 4. 12 de [A], p. 107-108, on obtient :

F(a x, ,Vo)=J R(x% x, 2) F(x 2, yo)dz,
M

| F(a; x, yo) | < C" (1+|Log(d(x, yo))|)-
Donc :

I _,o@emw Gl&x W)’

Rl x, w)=—2m3r2 A—a r

ou G est continue en (&, x) au voisinage de (A, w) et analytique en a.
On définit alors a(g) par I'équation implicite

1 + |@(w)|? + G(a(e); w, W) _
2wye2  A—af(e) €

0.

La fonction f, vérifie :
(A—a(e)) f,=0 sur M,
Je108,=0(1/8)
condition sur oM.
On conclut alors en utilisant le lemme suivant :

LEMME 2.3. — Si v, vérifie

(1+A)y,=0,

Vo8, =1  alors ||v||.2a,=0 (¢*| Loge|"?).

condition sur oM.

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



220 G. BESSON

3. Cas d’un nombre fini de points

Dans les mémes conditions que précédemment, on suppose donné un
nombre fini de points sur M deux a deux distincts, (w;);-, . , €t on
considére la variété a bords M,=M\ U B;(g) ou B;(c) est la boule de
rayon £ autour de w,, le nombre € étant supposé suffisamment petit en
sorte que les boules B, (€) soient deux a deux disjointes.

Le probléme traité est donc celui de la convergence des valeurs propres
du Laplacien sur M, avec conditions de Dirichlet sur le bord des boules B;
vers celles de M (avec condition aux bords de M s’il y a lieu).

Les résultats sont analogues a ceux des propositions 1.1 et 2.1 a
condition de remplacer | @(w)|? par Yr_, | @ (w;)|* (avec les mémes nota-
tions et hypothéses).

La méthode de démonstration est la méme que précédemment : on
cherche une « presque » fonction propre sous la forme

fx)=Yr L3 (®)R(a(e); x,w) pour xeM,

En choisissant ag;(€) en sorte que la partie principale de f, au voisinage de
chaque w; soit nulle on construit une fonction telle que

(A—a(g)) f,=0 sur M,,
{ L. | as‘=0 (e.G,4(€)),

oi G,(.) est le noyau de Green de R? (d=2, 3 ou 4); la fin de la
démonstration est alors la méme que précédemment. La condition sur les
a;(g) est donc

Vet e @ @ R(@(e); w, W)
2
+a,(s)(c,(e)+ [ | £ ey w, w,)>=o,
A—a(g)
pour tout j (1 <j < k).
Ce systéme de k équations a k inconnues (a;(g)) n’admet de solution
non triviale que si son déterminant est nul.
L’equation
det(bu(s))=0,
ou
b;(€)=R(a(e); w, w))  si i#j,

l(p(w..)iz

bii (e)= Gd (£)+ + F(a(e); w;, W),
A—a(g)
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COMPORTEMENT DU SPECTRE DU LAPLACIEN 221

détermine A —a(€) analytiquement en [G,(g)]~! pour & assez petit.

De plus on vérifie que :

() A—a(e)=— Y., |0 W) |*/Ga(e)+0 (G, (&) 72),

(ii) les a;(€) peuvent étre choisis bornés en € lorsque celui-ci tend vers
Zéro,
d’ou le résultat.

4. Cas d’une sous-variété de codimension 2

Soit Y une sous-variété fermée (éventuellement non connexe) de M, ne
rencontrant pas le bord de M, lorsque celui-ci existe, et définissons la
variéte M, =M\T, ou T, est un voisinage tubulaire d’épaisseur € (assez
petit) de Y.

On s’intéresse donc a la convergence du spectre du Laplacien sur M,
avec condition de Dirichlet au bord de T,, vers celui de M.

On se propose de montrer :
THEOREME 4.1. — Si Y est de codimension 2 et si A est une valeur propre
simple de M,

(i) A(e)—\ admet un développement asymptotique au voisinage de £=0,
en |Loge| *(keN), a tout ordre. De plus, le premier terme est :

_ (n—z)mn-l
©,_,

1
[ lew w0
Loge Jy

ou ¢ est une fonction propre normalisée associée a la valeur propre A et
w,, =vol (§™71).

(i) Si @ est identiquement nulle sur Y, alors :

A(e)—A=0 (g).

Remarques. — Si le bord de M n’est pas vide, les conditions de Dirichlet
ou Neumann sont imposées sur celui-ci. Il n’en sera pas fait mention par
la suite.

La technique de démonstration est rigoureusement la méme que préceé-
demment. Elle nécessite une description de la singularité du noyau résol-
vant.
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222 G. BESSON

LeMMmE 4.2 [D). — Si a n’appartient pas au spectre de M et (x, y) sont
des points de M, alors :

R(x% x, y)= C. +z¢i(x)¢:()’)+F(a; X, )

d""2(x,y) A—a "3 (x,y)

ot C,=1/(n-2)w,_,. d(x, y) est la distance entre x et y dans M, A une
valeur propre du Laplacien de M et (¢;) une base L*-orthonormée de l'espace
propre correspondant.
De plus F vérifie
(i) F(x ., .) est C® sur M x M\ { diagonale }.
(ii) F(a; ., .) est continue au voisinage de la diagonale.

(iii) F est analytique en a au voisinage de A, a valeurs dans les fonctions
continues sur M x M.

Preuve. — Une démonstration de ce lemme est donnée dans [D] utilisant
le développement asymptotique de Minakshisundaram-Pleijel; nous en
esquissons ici une autre utilisant la technique de la preuve de la proposition
4.1.2[A], p. 107-108.

Le premier terme résulte de la construction de R, posons

R x )= mges =H (% %)

(A—a) [H (% ., ¥)]=0 (d*~" (x, y)) lorsque x tend vers y d’ou
H(x x, y)=J R(x x, 2)[(A—a) (H(x 2, y))]dz
M

et par le résultat mentionné ci-dessus
O@d* "(x,y) si n>4,
H(x x, y)={0(1+|Log(d(x, y))|) si n=4,
o(l) si n=3,
d’ou le comportement annoncé pour n > 4. En dimension 3, la continuité
résulte de I'étude de

J’ 1 1
x dz.
wd(x,2) d(z,y)

TOME 113 — 1985 — N 2



COMPORTEMENT DU SPECTRE DU LAPLACIEN 223

La mémoromorphie en a provient de résultats classiques sur la résolvante

(IR-S)).

Soit alors h une fonction de C* (Y) et xe M\ Y, posons
T(h)(x)= J' R(x x, ) h(y)dv(y),

—c | O 9 (x)
T(h) (x)=C, Ld""(x, y)dv(y) Ao (P(v)h(y)dv(}')

+_“+J”'_(V)ﬂ;_ﬁ_y_)dv(y),

" 3(x, y)

T(h)=G (h)+ ——l-——P(h)+ T, (h).
A—a

On supposera que x tend vers un point y, de Y le long d’une géodésique
normale a Y en y,.

Alors si r=d(x, y,)-

LEMME 4.3. — Ona
(i) (A—a) T=0 sur M\ Y.
(i) T(h) (x)= —(0,-3/(n—2)w,_, Log r)h(y,)+ 0 (1).

Preuve. — (a) Par continuité de ¢, P (h)(x) converge vers P (h) (y,)-
(b) La fonction 1/[dy, z)]"~? étant intégrable sur Y et F continue

J’h(V)F(a; X, y)dv(y)__.J’h(v)F(a;yo,y)
Y &3 (x, ) s=~yldr 4" 00y .

(c) On a I'égalité,

h() hO)— w o)
J’d" T ) = f Ty M”'(y")." F(x, y)

comme dans le cas précédent

J’h(}’) hGo) , o (»)

h () —h ()
@(x, p)-? -J’ H40)

rdQo, y))?
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224 G. BESSON

La fonction (h(y)—h(¥,))/(d (¥o, ¥))"~ 2 étant clairement intégrable sur Y,
il suffit donc d’étudier la quantité :

J dv(y)
yld(x =2

posons r=d(x, y,) et montrons que

1 1

En effet

1 1 d, \"? dv(y)
- d = _1) _1]
'[io$ lOr(dn-z d’;-z) v(y)l J“oilOr[(d d:—z

ou d=d(x, y), do=d (yo, y) et d, =(r* +d3)"'2.

< (30 3
do<10r d d';

ord>r>1/104d,, d’ou

(n-2)/2
1< 8 " *lvag,<10n=0q),

la variété Y étant de dimension n—2.
Par ailleurs

=)
do2 10r d.-z d’;_z

|d—d, | s
J< d" ?Pdt™)d
L,;.o,d' 14" (X5 YA o).

Idu—z_d-;—z'

J=
do210r dn-ldl;‘l

dv(y),

Or par I'inégalité triangulaire

0 1
—dy<dy—r<d<dy+r< do,
TR ° (10) °
1 1/2
doSd|€<-l—&—)+l) do

TOME 113 — 1985 - ~ 2



COMPORTEMENT DU SPECTRE DU LAPLACIEN 225

et

d—dlST, d,-—del—do-f-réZ r,
d’ou
1

JSth.rJ' dv(y)

n—1
do2 lOrdo

et il est aisé de verifier que

1
d =0 (1/r).
J;OBIOrds_l v0) ar

Enfin, si dy(y, z) désigne la distance entre deux points y etz de Y
associée a la structure riemannienne de Y, on a :

d*(, 2)
Z0 9 =1+0(dy(» 2)) (cf[D)

ce qui conduit a

1 1
L I:(d(yo, W dy G y))"'z]

En résumé, il suffit d’étudier la quantité

dv(y)< + 0.

J‘ ! dy
(1P +d} (o, )" P2

ou si By, (3) désigne la boule géodésique de Y centrée en y, et de rayon &
(assez petit)

—dv (v)
Ly (%) (P2 +di (v, y))\"~ 202

I'utilisation de la carte exponentielle sur Y, en y, permet de ramener ce
calcul a son analogue euclidien, ce qui conduit au résultat annoncé.

L'estimation du lemme 4.3 permet d'appliquer le théoréme 3.4 de [M-
N-P], que nous rappelons ici :

THEOREME 4.4 ([M-N-P]). — Avec les notations précédentes, on a la
représentation asymptotique suivante

T(h)(x)=— (—&’——)h(yo) Log(r)+ A, (h) (3)+ O (P)
n-2o,._,
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pour tout se(0, 1), et r suffisamment petit. Dans cette expression A est une
application linéaire de C* (Y) dans lui-méme.

Remarque 1. — Pour des raisons de simplicité la preuve du théoréme
précédent dans [M-N-P] n’est donner que sous les hypothéses supplémen-
taires suivantes :

(i) M est un ouvert relativement compacte de R";
(ii) I'opérateur considéré vérifie I'inégalité de Garding sur M;
(iii) Y est difféomorphe a une sphére de dimension n—2.

Ces hypothéses sont clairement superflues. On peut toutefois ramener
la situation qui nous intéresse a celle-ci :

(a) on peut recouvrir Y par un nombre fini d’ouvert du type Y M B(d)
ou B(8) est une boule de M, centrée en un point de Y et de rayon
(petit); !

(b) en utilisant une partition de I'unité adaptée, on peut supposer que h
©si a suppouti dans une bouic By (') de T, cenitce au w€me puini yue
B(d) et de rayon &' <3§;

(c) de plus & peut étre choisi assez petit de sorte que (A—a) (avec
condition de Dirichlet sur dB(8)) vérifie la condition (ii) sur B($5);

(d) si
T (h)(x)= R (% x, y)dv(y)

By (8°)

ou R’ est la résolvante du Laplacien avec condition de Dirichlet sur le
bord, sur B(J), alors

U(h) (x)=T(h)(x)—T" (h)(x)
vérifie :
(A=) U(h)=0 sur B(3)
'U(h) est donc une fonction C* sur B(3) et
UR)(x)=U(h) (yo)+0(r)  si yoeBy(d)

U dépend linéairement de h. 11 suffit donc de prouver I'estimation asympto-
tique pour T (h);

(e) La carte exponenticlle a partir du centre de B(8) permet de se
ramener au cas ou M est une boule de R" et Y un ouvert d'une sous-
variété. Un argument analogue permet d'appliquer 4.4 a cette situation.
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Remarque 2. — Pour la suite de la démonstration, il est nécessaire
d’expliciter le comportement de I'expression O () en a et h.

Ce terme provient des développements G (h), P (h) et T, (h), or

(a) on a P(h)(x) — P (h)(y,) uniformément pour h dans un borné de
X = y0

Co(Y);
(b) De méme T, (h)(x) — T, (h)(y,), une démonstration en tout point
X = yo
analogue a celle du (¢) de la preuve du lemme 4.3, montre que
T, (h)(x)—T,(h)(y,) converge vers O, uniformément pour h borné dans
C°(Y) et a proche de A;

(¢) enfin I’expression J' (h()=h(yo)) dv(»)/(d (x, ¥))"~2 converge, pour
Y

les mémes raisons, uniformément pour h dans un borné de C! (Y).

Fin de la preuve de 4.1. — Posons
PR S B
("—2)(—‘)”—1 A—a

Yy=A—a et U=P+(A—a)B,
Alors 4.4 devient

T(h)(x)=(ALogr)h(yo)+ % U, (R) (o) + 0 ().

Comme précédemment on va chercher a annuler le terme principal de
ce développement. La remarque 2 précédente montre que U, (dont on
peut préciser I'expression) est analytique en y. Soit

U1= LzO‘Y"U", U0=P,

ou chaque U, est une application linéaire de C* (Y) dans lui-méme.
Soit ®(y)= Zyaoy" D etu(y)= ZY;O Y"H, des series formelles a coeffi-
cients dans C* (Y) pour ® et dans R pour p.

LeEMME 4.5. — L’équation suivante est résoluble ( formellement) :

U, (@)=p(y)P(y),
avec,

D=0y et Ho= J I(P(.V)lzdv("')-
Y
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Preuve. — Identifions les coefficients de ¥", il faut donc résoudre :

Zt+|=. U(@)= z,,”___nu,,,d),,
ou
(P—po) (@)= Z_”___m e Hlm®p— Z“,“‘ veo U (@)

(a) le cas n=0 donne

P(®p)=po Do

si®y=0¢ et po= J. |@(»)|? dv(p) I'égalité est vérifice;
Y

(b) cas n=1, I'égalité devient (P—py)®, =p, ®o— U, (¥,). L’opérateur
(P—po) est, sur I'orthogonale a2 ¢y dans L%(Y), la multiplication par
—H, (qui est non nul) et donc bijectif. La condition

p, ®,— U, (®,) orthogonale a @,

détermine p, et permet de calculer ®, vérifiant I'’équation ci-dessus. Par
ailleurs, U, (®,) étant C*, il en est de méme de @,;

(c) le cas général s’en déduit par un procédé de récurrence.

Supposons alors que ¢,y n’est pas identiquement nulle.
Si
=Yk, (=2, 0,7

on a donc
Uy(Un (M =vy MUy (M +0 "),
Par ailleurs, I'équation implicite
vn(Y)+yALoge=0,
détermine une fonction analytique L, telle que

v(e>=L~(———'—). (@) =0,
Loge

vérifie cette équation. De plus,

Ho
€ ~ - ——.
Y )z-o Aloge
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Alors la fonction
f.(x)= f R(a(e); x, )Un(yENdv(y) (A—a(e)=7(€)),
Y

vérifie
(A—oa(e)) f,=0 sur M,

1
Jerer,=(ALoge)Yn(y(e)) + 10 Uy 0 (Un (Y (D) +0 (£,

car Yy (v (€)) est dans un borné de C' pour ¢ assez petit et y(€) est proche
de zeéro.

1
Seror,=(ALoge) Yy (y(e))+ ?(;)vn (YE) ¥n(¥(e))+0 (Loge|™™)

car y(g)=0 (| Loge|™™).

Si A(e) est la valeur propre du Laplacien (avec condition de Dirichlet
sur 0T,) sur M,, la plus proche de A (elle existe et est unique si ¢ est assez
petit), alors un argument analogue a celui utilisé au paragraphe 1 donne :

|A(e)—a(e)| =0 (|Loge|~N* M)

Le théoréme s’en déduit donc en négligeant les termes non significatifs
dans I'’expression

A(g)—A= _L~<L

) +0(|Loge|~™*1).
oge

Le cas ou ¢,, =0 se traite comme précédemment.

5. Conclusion

La faiblesse de la méthode apparait dans I'impossibilité de traiter le cas
des valeurs propres multiples ainsi que celui des dimensions plus grandes.
I1 est toutefois intcressant de noter que le comportement obtenu dans [B-
G] pour la premiére valeur propre (A, =0 si M est compacte sans bord)
mais en toute dimension permet d'esperer des résultats analogues de
maniére génerale.
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Les coefficients de | Loge|™* apparaissant dans la proposition 1.1 et le
théoréme 4.1 ont probablement une signification géométrique que I'auteur
n’a pas pu dégager avec précision. Les remarques a propos de la fonction
F figurant dans [CV] concernent le cas de la sphére S3, ou les valeurs
propres du Laplacien sont toutes multiples.

(A]

[B-G]
([CV]

[C-F]

(D]
K]

[M-N-P|
[R-S]
(R-T]
o1
(02]
(03]
[04]

(03]
[06]
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