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MODULE D’HOLONOMIE D’UNE FIBRATION

PAR

Yves FELIX (*) et JEAN-CLAUDE THOMAS (**)

RESUME. — Si F désigne la fibre homotopique d'une application f: L — K, alors He( F)
supporte une structure canonique de He (Q K)-module. Nous démontrons que si f est I'inclu-

s
sion d’une cofibration V " — L — K alors I'homologie réduite de F est un H, (Q K)-module
libre engendré par H, (V S").

ABSTRACT. — Let F be the homotopy fibre of f: L — K, then H4( F) is equipped with a
canonical structure of He(Q K)-module. We prove that if f is the inclusion map in the

!
cofibration VS" — L — K, then the reduced homology of F is a free H,(Q K)-module
generated by H, (V S™).

Mots clés : Construction de Adams-Hilton — Holonomie.
Classification A.M.S. : 55 P 05-55 R 05.

Introduction

J P
Dans une fibration F —+ E — B, ou B est supposé connexe par arcs et
pointé, la propriété de relévement des homotopies définit, a homotopie
pres, une opération de I’espace des lacets de Moore Q B sur la fibre F, [W),
notée :

v: FxQB—F,

(*) Texte recu le 23 mai 1984, révisé le 20 mars 1985.
(*) Chercheur qualifi¢ au F.N.R.S., Université Catholique de Louvain, Institut de Mathé-
matiques, 1348 Louvain-La-Neuve, Belgique.
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Cette application induit une unique structure de Hi (Q B)-module (a
droite) sur Hy ( F) que nous appelons module d’holonomie.

i P
Dans le cas de la fibration canonique Q B - PB — B, la structure d’holo-
nomie de H.(Q B) est induite par la structure d’algébre de Pontrjagin de

H.(QB) [F.T]. Aussi, prolongeant les techniques initialement introduites

par Apams et HiLtoN [A.H], nous construisons (Lemme) un module
différentiel gradué, dont I’homologie est un Hy (Q B)-module isomorphe

au module d’holonomie Hy ( F) et nous démontrons :

I i
THEOREME. — Soient L un CW-complexe 1-réduit et Vi_,S" - L - K
une cofibration (n;>2). Désignons par F la fibre homotopique de Tinclusion
ide L dans K

Alors, H, ( F) est un Hy (Q K)-module libre engendré par H, (V,;S™).

(H« (X) désigne I'homologie singuliére de X a coefficients dans Z et
H . (X) désigne 'homologie réduite.)

La construction et le théoréme sont illustrés par les exemples suivants :

Exemple 1. — Soit F la fibre homotopique de la projection :

S2VS3 U, e+ - 52,

ou o=kJala,...,[a b]...](m fois a, keZ).
La construction précédente montre que :
H,(F)=(Z[o)/k.a™).b,
avec degh=3, dega=2, Z[a]=H,(QS*a).
j p
Exemple 2. — Soit F — E — B une fibration ou E est supposé avoir le

type d’homotopie d’'un bouquet de sphéres.
Désignons par V I'image de la composée,

Hurewicz

n-(QE)‘:n. (QB) —— H.(QB)

et par 0: Hy (Q B) = H4 ( F) le morphisme induit par le connectant de la

suite exacte de Puppe v|, .qg: 2B — F. Un petit calcul montre alors :
Imo=H.(QB)/V.H.(QB).
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Exemple 3 [CM.N], § 8. — Soit f:5™ !, e™— S™ l'application
cellulaire qui écrase le m—1 squelette et F=F,, (p") la fibre homotopique
de f, le théoréme précédent entraine que

H,(F,(0)=H,(S" ) ® He(QAS™)

en tant que H, (Q S™)-module.

Signalons que, dans son étude de la Z-formalité [A], D. Anick étudie
’homologie d’un carré fibré par des techniques similaires. Notons aussi
que, dans [B], H. BAuEs donne une description cellulaire de la fibre homoto-
pique de certaines applications. Le théoréme précédent peut se déduire de
ses constructions.

Démonstration du théoréme. — Soit K un C.W.-complexe 1-réduit
(K°=K"'=x) et (¢;);.; 'ensemble de ses cellules de dimension supérieure
ou égale a deux. Désignons par A (K) 'anneau unitaire libre engendré par
{a;};., avec deg(a;))=dime;—1 et par B(K) la somme directe de Z et du
groupe abélien libre engendré par {b;};., ou deg(b)=dime, D’aprés
[A.H], il existe des différentielles d, D, D et des homomorphismes 0, 8’ et
d rendant commutatif le diagramme de groupes différentiels :

o
(A(K), d) —Cs(QK)

! !
(B(K)® A (K), D)~ Cs (PK)
! !

s
A(K), D) = C«(K)

ou O (resp. 0) est un homomorphisme d’algeébres différentielles (resp.
de modules différentiels), et 8, 8" et § induisent des isomorphismes en
homologie.

Soient maintenant un sous C.W.-complexe L de K, i: L — K I'inclusion
canonique et F la fibre homotopique de i. La construction d’ApaMs-HILTON
se faisant par récurrence sur les cellules ([A.H], p. 317), 'homomorphisme
B(K) ® A (K) = C« (PK) se restreint a un homomorphisme de A4 (K)-modu-
les B(L)® A(K) :» Co ( F). Par un argument de suite spectrale, on montre
alors :

LEMME. — Le morphisme canonique B(L) ® A(K) —.» Cu (F) induit en
homologie un isomorphisme de H s (A (K)) (= H« (2 K))-modules.
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Pour terminer la démonstration du théoréme, notons A=A (L) I'algébre
des chaines définies ci-dessus et A(K)=A4{a,, ...,a, ), dimag,=n,

La différentielle d sur A(K) est définie de la maniére suivante : si
fi:8"% 'S5 QL correspond a I'application d’attachement de la cellule
e"*! alors da;e A(L) est un cycle représentant I'image du générateur de
H,_,(S""') par le morphisme f. Il en résulte que Db,eB(L).
B(L) ® A(K) étant un modéle de Apams-HiLToN de F, nous obtenons la
suite exacte de 4 (K)-modules différentiels

0-B(L)®A4 (K= B(K)®A(K)— B (K)/B(L)® 4 (K) -0,

d’ou I'isomorphisme de H« (A4 (K))-modules

H,(B(L)® A(K))~s""' (H (B(K)/B(L)) ® H (4 (K)).
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