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QUELQUES RÉSULTATS
SUR

LES ENSEMBLES NASH SOUS-ANALYTIQUES
Pu

E. FORTUNA 0 et M. GALBIATI (**)

RÉSUMÉ. — On étudie les applications analytiques réelles propres à image Nash sous-
analytique; en particulier, on donne des conditions pour la semi-analyticité d'une telle
image. On donne aussi une caractérisation des Nash sous-analytiques qui sont en effet
semi-analytiques, de la quelle on déduit des renseignements sur l'ensemble des points où un
sous-analytique n'est pas semi-analytique (ou n'est pas Nash sous-analytique).

ABSTRACT. — Rcal analytic proper maps having Nash subanalytic images arc studied:
namely. thé authors give a caractérisation of such maps and give conditions under which
thé image is in tact scmi-analytic. Thé paper contains aiso a caractérisation for thé
scmi-analyticity of a Nash subanalytic and some remarks about thé set of points wherc a
subanalytic set is not scmi-analytic (or non-Nash, rcspcctivcly).

Introduction

Une application analytique réelle propre a une image sous-analytique
fermée; d'ailleurs un sous-ensemble sous-analytique fermé peut toujours
être considéré comme image d'une application analytique réelle propre [7].
On peut donc se placer de deux points de vue différents :

(A) Étude de l'image des applications analytiques réelles propres; en
particulier on peut chercher des conditions pour qu'une telle application
ait une image semi-analytique, ou Nash sous-analytique.

(B) Étude directe d'un sous-analytique fermé D; en particulier, si l'on
appelle

D^ = { x e D | D, n'est pas semi-analytique},
D^ = { x e D [ D, n'est pas Nash sous-analytique},
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348 E. FORTUNA ET M. GALBIATI

est-ce que les deux sous-ensembles ainsi définis sont sous-analytiques
dans D ?

Pour le problème posé dans (A), on rappelle que l'on a déjà obtenu des
résultats qui essentiellement lient la structure de l'image d'une application
analytique réelle propre/: X -» Y avec des propriétés d'une complexifica-
tion de/: si/a une complexification propre [5], ou si/a une complexifica-
tion semi-propre (avec une propriété supplémentaire) [4], alors f(X) est
sous-analytique dans Y.

Dans cet article on étudie les conditions sur une complexification de/
pour que l'image soit Nash sous-analytique en un point (§ 2). On obtiendra
aussi des conditions de semi-analyticité de l'image qui portent exclusive-
ment sur la structure réelle de l'application / et des espaces considérés
(§ 3). D'autres conditions de semi-analyticité pour un Nash sous-analytique
sont l'objet du paragraphe 4, où on ne regarde plus le sous-analytique
comme image d'une application donnée.

Pour ce qui concerne le problème énoncé dans (B), la question de la
sous-analyticité de ?„ a été posée il y a longtemps par Hironaka; celle
sur D^ a pour origine l'étude de certains problèmes d'analyse différentielle
(voir [2], [3], où les Nash sous-analytiques ont été introduits). Dans le
paragraphe 5 on aborde l'étude de ces deux sous-ensembles D^ et D^,
on souligne le lien entre les deux, et on donne comme facile conséquence de
ces considérations la réponse aux questions dans certains cas particuliers.

Nous tenons à remercier le Référée pour le soin qu'il a apporté à la
lecture du manuscrit; grâce à ses suggestions on a pu, en particulier,
simplifier la démonstration du théorème 3.1.

1. Préliminaires

Pour la théorie des espaces analytiques réels on renvoie à [6]. On précise
seulement que ici un espace analytique sera toujours denombrable à l'infini.
Pour une exposition détaillée de la théorie des ensembles sous-analytiques
on renvoie à [7]. Il nous faut d'ailleurs préciser ici quelques résultats :

THÉORÈME 1.1 [9]. — Soit D un sous-ensemble sous-analytique dans un
espace analytique réel Y. Alors, pour tout j^O, . . ., k, avec k^dm D, le
sous-ensemble de D
^(Z^^xeDjD, est le germe

d'une variété analytique réelle de dimension ;}
est un sous-analytique de D.
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SUR LES ENSEMBLES NASH SOUS-ANALYTIQUES 349

Remarque 1.2. — De 1.1 on déduit que

Z)-U^(Z))

(que l'on appellera sing D) est aussi sous-analytique dans D. On remarque
encore que, si l'on appelle

D^^D),

alors Z^Hsing D=>sing D^ si D est fermé. Remarquons enfin que si X
est un espace analytique réel, il existe (cf. [6] ou [7]) un sous-espace
analytique réel fermé de X, noté Sing X, tel que X- Sing X est semi-
analytique en Xde dimension pure=dim X, dim Sing Jlf<dim X, et sing X
est contenu dans le support de Sing X.

Rappelons maintenant la définition d'ensemble Nash sous-analytique
([2], [3]) :

DÉFINITION 1 . 3 . — Soit D un sous-ensemble sous-analytique fermé d'un
espace analytique réel Y. Soit y ç D et supposons que la dimension de D
soit constante en tout point d'un voisinage de y dans Y. On dit que D est
Nash sous-analytique en y (ou que Dy est Nash) si le plus petit germe
en y de sous-espace analytique réel de Y au voisinage de y qui contient Dy,
disons-le Zy, est tel que dim Zy=dim Dy. Si D est de dimension pure, on
dit que D est Nash s'il est Nash en tout point de D. Si D n'est pas de
dimension pure, on dit que D est Nash s'il est réunion localement finie de
sous-analytiques fermés de dimension pure, qui sont Nash.

Exemple 1.4. — Soit £ un sous-ensemble semi-analytique compact
et non semi-algébrique de dimension pure n dans / ? " x { l } dans ^"+1.
Considérons le cône C(E) sur E de sommet 0 dans ^n + l . On sait (8] que
C(£) est sous-analytique et non semi-analytique en 0. C(E) est d'ailleurs
Nash.

Exemple 1.5.- Soit/: R2 -. R\f(x, y)=(x, xy, xe^. Soit B une boule
fermée centrée à l'origine de R2. On démontre [8] que f(B) est sous-
analytique de dimension 2 et non semi-analytique en 0 de R3. Pour démon-
trer cette assertion on remarque que le plus petit analytique qui contient
f(B) au voisinage de 0 est R\ donc/(B) n'est pas Nash en 0.

LEMME 1 . 6 . — Soit D un sous-ensemble sous-analytique fermé dans un
espace analytique réel Y, Nash en un point y. Soit dim D y ^ k . Alors les
sous-analytiques D^ définis dans 1. 2 sont Nash en y.
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350 E- FORTUNA ET M. GALBIATI

Démonstration. - Dy étant Nash au voisinage de y, D est réunion finie
de sous-analytiques Nash en y de dimension pure; soient Ao, . . . , A^ (où
dim Aj=/ si A^0). Pour avoir le résultat il suffit de remarquer que, au
voisinage de y, ^(Z^cA^ et donc que D^Ap pour toutj. Vu que Aj est
Nash en y, Dj l'est aussi.

2. Approche complexe du problème A

On veut lier la structure de l'image d'une application analytique réelle
propre f:X-^Y avec des propriétés d'une complexification de /.

PROPOSITION 2.1. - Soit f:X-^Y une application analytique réelle
propre, yef(X). Supposons que le sous-analytique fermé f (X) soit de dimen-
sion pure au voisinage de y. Alors f(X) est Nash en y si et seulement si f
vérifie la propriété suivante :

(2.1.1) il existe :
(i) des voisinages ouverts V de y dans Y et U de f~1 (y) dans X, avec

/(l7)cF.
(ii) une complexification

J^ (Xr\Uf^(Yr\Vf,

de
î^ xr\u^Yr\v,

(iii) un sous-espace analytique complexe 2 de (VU V)
tels que :

(a) Z^(îu(Xr}U)\
(b) dim2y=dim/(X)y.
Démonstration. - Si/vérifie (2.1.1), / (X) est évidemment Nash en y :

il suffit de considérer le germe en y de la partie réelle de 2, que l'on peut
supposer invariant par l'auto-conjugaison de ( Y C\ Y) '

Pour la réciproque : si f(X) est Nash en y, soit Zy le germe analytique
en y donné par la définition de Nash. Soit J : X -» î une complexification
arbitrairement choisie de / et appelons Zy la complexification de Zy dans
?y Soit î une réalisation de 2y dans un voisinage ouvert P (invariant
par l'auto-conjugaison de 7) de y en P, et soit 2'=7" ' (2)c:XnT~l (^)-
L'application 7|z :^ •"* Z cst unc complexification de / au voisinage de
F1 (y) et de y.
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SUR LES ENSEMBLES NASH SOUS-ANALYTIQUES 351

Quitte à restreindre P de façon que f(X) H P soit de dimension pure,
on a

dim2y=dimZy=dim/Wy=dim(/Wn ̂ .

3. Des critères de semi-analyticité

On va donner maintenant des conditions sur une application analytique
réelle propre / pour que l'image soit semi-analytique, sans rien supposer
sur une complexification d e / L e théorème suivant est analogue au
théorème de complexification semi-propre (voir [4]), mais sa démonstration
est bien plus simple.

THÉORÈME 3.1. ~ Soitf:X-^ Y une application analytique réelle propre,
et soit y ef (X). Supposons que, pour tout sous-espace analytique réel fermé T
de X(y compris JSQ, le germe f(T)y soit Nash. Alors f(X) est semi-analytique
en y.

Remarque 3.1.1. — Dans renoncé du théorème 3.1 on pouvait suppo-
ser seulement que :
(^) f(X) est Nash en y et pour tout sous-espace analytique réel fermé T
de X tel que dim /(T)<dim f(X), f(T)y est Nash.

En effet, soit (*) vraie et soit T un sous-espace analytique réel fermé
de X tel que dim/(T)==dim/CY)=p. Démontrons que /(T) est Nash
en y. Considérons la filtration lisse de T en sous-espaces analytiques réels
fermés de T, To= T, T<+i ==Sing T(. Par récurrence sur i (les T, étant vides
pour i assez grand), on peut supposer que /(T,.n) soit Nash en y et que
dim/(T.)=/?.

Alors, on a :

f(T^f(T^Uf(J(T,))Uf(T^^

où /(Tf)^ est le Nash sous-analytique formé des points de /(T/) de
dimension/?, et J(T») est un sous-espace analytique réel fermé de T, tel
que dim/(J(T,))</?, la restriction de/à T,-(J(T,)U T,+i) étant de rang
constant p. Donc/(7^) est évidemment Nash en y.

Démonstration de 3.1. — On procède par récurrence sur la dimension
dc/(JO. Le résultat est évidemment vrai si dim/(X)=0,l. Supposons
donc dim f(X)^p.
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352 E. FORTUNA ET M. GALBIATI

On considère la filtration lisse de X en sous-espaces analytiques réels
fermés définie par

X=Xo, X.^=SingX,.

On va montrer, par récurrence sur i, que les/(X,) sont semi-analytiques
en y. En effet, il existe un indice 1*0 tel que X^=0 et donc le résultat est
vrai pour iç. Supposons alors que f(X^^) soit semi-analytique en y et
considérons/(X,). Remarquons qu'on peut supposer que dim/(^)==/?.

Rappelons qu'il existe J,, sous-espace analytique réel fermé de X^ tel
que /est de rang/? en tout point x de X,—(Xf+i U^») et dim/(J,)</?.
Donc / (J,) est semi-analytique en y par récurrence.

Vu que

/(X.)=B.U(/W-B,).

où B,=/ (Ji) U /W+1) est semi-analytique en y, grâce aux hypothèses de
récurrence, il suffit de démontrer que/(X,)—B, est semi-analytique en y.

Évidemment, on peut supposer que^e/(X.)—B,, autrement il n'y a
rien à montrer.

Par hypothèse, / (X^) est Nash en y; soit donc Z, un représentant, dans
un voisinage ouvert assez petit V de y dans Y, du plus petit germe
analytique en y qui contient / (X,)y. Quitte à restreindre V, on peut suppo-
ser que, dans V, Z^fÇXi) et dim Z<=p.

Remarquons que f(Xi)—(BiU Sing Z.) est semi-analytique dans Z, (et
donc dans Y), étant ouvert et fermé dans Z,—(B, U Sing Z<).

Par ailleurs, toujours en travaillant dans V,

f (X,) - (B, U Sing Z,) =/(X,) - B,,

f(Xi)—Bi étant analytique réel de dimension pure p dans Z,—B,.
Donc / (X^) est semi-analytique en y.
On se place maintenant dans des situations particulières dans les quelles

on peut obtenir le résultat de semi-analyticité de l'image avec des hypothè-
ses plus maniables. Le théorème suivant, qui pourrait évidemment être
énoncé localement en Y, a aussi l'avantage d'avoir une démonstration
directe et d'ailleurs très simple.

THÉORÈME 3.2. -- Soit f:X-*Y analytique réelle propre, f(X) Nash
sous-analytique de dimension pure. Soit J un sous espace analytique réel
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SUR LES ENSEMBLES NASH SOUS-ANALYTIQUES 353

fermé de X tel que dmf(J)<dimf(X) et f de rang constant sur
X-(Sing X U J ) ' Supposons que f(J) et /(Sing X) soient Nash et que
Sing X vérifie une des deux hypothèses suivantes :

(a) dim / (Sing X) < dm f (X),
(b) f (Sing X) est semi'analytique dans V.

Alors f(X) est semi'analytique dans Y.
Démonstration. — Soit yef(X) et soient Z, Z^, Z^ des représentants

dans un voisinage convenable de y dans Y des germes analytiques relatifs
respectivement aux sous-analytiques / (X), f (J), / (Sing X), qui sont Nash
en y. Ici, les deux derniers sous-ensembles peuvent ne pas être de dimension
pure en y, en ce cas Z^ et Z^ sont représentants de la réunion des germes
analytiques relatifs aux Nash sous-analytiques en y de dimension pure
dont / (J)y et / (Sing X)y sont réunion finie.

Dans le cas (û), soient

B=ZiUZ2USingZ,

.4=/W-B;

A est semi-analytique dans Z (et donc dans Y), étant ouvert et fermé dans
Z—B, toujours au voisinage de y dans Y, où d'ailleurs f(X)=À, et l'on a
la thèse dans ce cas.

Dans le cas (fc), et si dim/(Sing X)y^dimf(X)y, disons

BI =Zi U /(Sing X) U Sing Z,
A^f(X)-B,.

Alors, comme dans le cas (a), dans un voisinage de y, A^ est semi-
analytique et f(X)=Â^ U/(Sing X). Le théorème est alors complètement
démontré.

4. Conditions de semi-analyticité pour un Nash sous-analytique

On quitte maintenant la direction (A) de l'introduction et on passe à
une étude directe des sous-analytiques. Dans ce paragraphe on examinera
le cas Nash sous-analytique; les résultats qui suivent seront utilisés dans
le paragraphe 5 pour l'étude des sous-ensembles D^ et D,/y définis dans
l'introduction. Tous les énoncés sont donnés globalement, mais il est facile
d'en considérer une version locale. En effet, c'est dans ce sens qu'on les
utilisera dans le paragraphe 5.
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354 E. FORTUNA ET M. GALBIATI

THÉORÈME 4 . 1 . — Soit D un sous-analytique fermé de dimension pure
dans un espace analytique réel Y. Soit D^ un sous-analytique fermé de Y tel
que D^c:D, dm D^<dsm D et D—Z>i est lisse. Alors, si D et D^ sont
Nash, D est en fait semi-analytique.

Démonstration. — II suffit de montrer la semi-analyticité de D en tout
point de Di; soit donc yeD^ La méthode de démonstration est tout à
fait analogue à celle de 3.2 : soient Z et Zi des représentants au voisinage
de y des germes analytiques relatifs à D et Dp qui sont Nash en y. Alors,
au voisinage de y,

B==D-(ZiUSingZ)

est semi-analytique dans Z et D == 5.
Le théorème 4.1 implique comme corollaire un résultat qui nous sera

très utile dans la suite.

COROLLAIRE 4.2. — Soir D Nash de dimension pure k dans Y. Alors D
est semi-analytique si et seulement si sing D est Nash.

Démonstration. — Si sing D est Nash, il suffit d'appliquer 4.1 à D,
avec Z>i =sing D. L'autre implication est évidente.

Le théorème 4.1 peut être généralisé :

THÉORÈME 4.3. — Soit D Nash dans Y, dim D=fc. Soit D^ un sous-
analytique fermé dans Y, DÏ cD, D —Di c:r*(D). Si D^ est semi-analytique,
alors D est semi-analytique.

Démonstration. — On procède toujours de la même façon : soit y ç D
et, avec les notations habituelles, appelons

^=D-(SingZU^i).

Au voisinage de y, A est semi-analytique en Z et À U D^ =D.
Cette dernière assertion est presque évidente : il suffit de remarquer que,

si j c e D — D p xer^D); mais

r*(D)c=D-SmgZc/ÎU^i.

Vu que x^Dp xçÂ.
Analoguement à 4.2, on obtient :

COROLLAIRE 4.4. — Soif D sous-analytique Nash dans Y. D est semi-
analytique si et seulement si sing D est semi-analytique.
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Démonstration, — Considérons les sous-analytiques de dimension pure
Dj définis dans 1.2. D étant Nash, grâce à 1.6, pour tout 7, Dj est Nash.
Comme sing D^singD^ il suffit d'appliquer 4.3 à D^UsingD, avec
Di=sing D.

On peut maintenant retrouver le résultat suivant :

THÉORÈME 4.5 (Bierstone). — Soit D un Nash sous-analytique dans Y.
Supposons qu^il existe unefiltration de D

D=Do=>Di=>... =>D^

telle que :
(1) D, est un Nash sous-analytique dans Y, pour tout i=0, . . ., r.
(2) dim Df>dim D»+i, pour tout i=0,. . . , r—1.
(3) D,—D,+i est lisse de dimension pure = dim D(, pour tout

i'=0, . . ., r-» 1, et Dy est lisse.
Alors D est semi-analytique dans Y.

Démonstration. — Par récurrence sur i on se réduit à la situation du
théorème 4.3 (D^ étant lisse et fermé, est semi-analytique dans Y.)

5. Commentaires sur D^ et D^

Rappelons le problème B de l'introduction : si D est un sous-analytique
fermé dans un espace analytique réel Y, il s'agit d'étudier les sous-
ensembles

D,,={x6D|D, n'est pas semi-analytique},
0^ = {x e D | D^ n'est pas Nash}

Les conjectures annoncées sont donc :

CONJECTURE 1 (Hironaka). — Pour tout sous-analytique fermé D,
l'ensemble D^ est sous-analytique.

CONJECTURE 2 (Bierstone, Milman, Schwarz). — Pour tout sous-
analytique fermé D, l'ensemble D^ est sous-analytique.

Commençons l'étude de D,, et D,^ en remarquant que, évidemment, on
a :

( 5 . 1 . 1 ) D^cD^csingD
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356 E. FORTUNA ET M. GALBIATI

et

(5.1.2) (smgZ))^cD^.

On veut utiliser les résultats du paragraphe 4 pour obtenir des renseigne-
ments sur ?„ et Z)^, et sur le lien entre les deux conjectures. En fait les
résultats principaux 4.1 et 4.2 sont valables dans le cas où D est de
dimension pure. Mais on peut toujours, pour notre problème, se réduire
à cette situation; en effet, si D ne l'est pas, on a que

^=U,(Z>^

^N==U,(̂ )nN,

avec les notations de 1.2. Pour la deuxième égalité, voir 1.6.
On obtient alors, comme corollaire de 4.2 et 4.4, le résultat suivant

qui nous sera très utile dans la suite :

COROLLAIRE 5.2. — Si D est un sous-analytique fermé de dimension pure
dans un espace analytique réel Y, alors

(5.2.1) D^=D^U(singD)^,

(5.2.2) D^=D^U(singD)^

Dans le cas Nash,

(5.2.3) ^u=(sing D)^=(sing D)^

Le résultat (5.2.1) nous permet de déduire de façon évidente :

PROPOSITION 5.3. — Si la conjecture 2 est vraie, la conjecture 1 F est
aussi.

COROLLAIRE 5.4. — Sous les hypothèses de 5.2, on a que

D^=>(sing D)^-(sing D)^.

Démonstration. — Si ^€(sing £))„, veD^. Mais alors, si (sing D)y est
Nash, Dy ne peut pas l'être, parce que Dy serait alors semi-analytique (4.2),
contre l'hypothèse.

On veut maintenant voir quels renseignements ultérieurs on peut obtenir
des résultats du paragraphe 3, en regardant D comme l'image d'une applica-
tion analytique réelle propre, ce qui est toujours possible grâce à :
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SUR LES ENSEMBLES NASH SOUS-ANALYTIQUES 357

THÉORÈME 5.5 [7]. — Soit D un sous-analytique fermé d'un espace
analytique réel Y; alors il existe une application analytique réelle propre
f: X-^Y, telle que:

(a) /(X)=D,
(b) X est lisse et dim X=dim/(X).
Remarque 5 . 6 . — On pourra donc se placer toujours dans la situation

suivante : D sous-analytique fermé de dimension pure dans V, D==/(X),
où f'.X-^Y est une application qui vérifie les propriétés de 5.5. On
pourra aussi supposer que sur chaque composante connexe X, de X on
aitrk/ |^=rfc/.

LEMME 5.7. — Soit f:X-^Y comme dans 5.6. Alors il existe un
sous-espace analytique réel E, fermé, de X, tel que

(i) dim £<dim X,
(ii) dim/(£)^dim/(X)-2,

(iii) la restriction de f à X—/^1 (/(£)) est un morphisme fini cTespaces
analytiques.

Démonstration. — Soit J :S -» ? une complexification de /, où X est
lisse, rkj^rkf, et si X, est une composante irréductible de X,
rkj\^.=rkj. On sait alors [1] qu'il existe un sous-espace analytique com-
plexe fermé Ë de X, tel que dim Ê<dim ,̂ rkj\^rkj-l. et
dim(7~1 (/OOL^O pour tout xeX—E. On peut supposer que £ soit
invariant par l'auto-conjugaison de ,̂ et soit £ sa partie fixe. On vérifie
aisément que £ satisfait les propriétés demandées.

On obtient, grâce à 5.7, des résultats qui donnent des renseignements
sur la « codimension » de D^ et D^ et que l'on peut formuler sans
hypothèses sur rèquidimensionalité de D.

PROPOSITION 5.8. — Soit D un sous-analytique fermé dans Y. Alors :
1. D^ est contenu dans un sous-analytique fermé de dimension

^dimD-2.
2. Si D est Nash, D^ est contenu dans un sous-analytique fermé de

dimension ^dim D — 3 .
Démonstration. - Vu que D^= U^(^),u avec les notations de 1.2, on

peut se réduire à supposer D de dimension pure.
1. Soit / : X -» Y comme dans 5.6. II suffit de remarquer que D^c/(£):

en effet si r^/(£), D est semi-analytique localement en r, étant l'image
d'un analytique par un morphisme fini.
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2. Par (5.2.3), D^sss(smgD)^ 11 suffit donc (rappliquer 5.8.1 à
sing D.

PROPOSITION 5.9. — Soit D sous-analytique fermé de dimension pure et
f:X^Y F application donnée par 5.5. Alors D^-D^cz(f(J))^ où J est
un sous-espace analytique de X défini comme dans 3.2.

Démonstration. — Si Dy est Nash eif(J)y aussi, le résultat suit de 3.2,
avec X lisse.

En tant que corollaire de la proposition 5.8, on peut aisément décrire
D^ et D^ pour un sous-analytique fermé quelconque de dimension 2.

COROLLAIRE 5.10. — Soit D un sous-ensemble sous-analytique fermé de
dimension 2 dans un espace analytique réel Y. Alors, si D est Nash, D est
semi-analytique. Si D n'est pas Nash, les ensembles D^ et D^ coïncident et
ils sont semi-analytiques de dimension 0.

De la même façon on obtient :

COROLLAIRE 5.11. — Soit D Nash sous-analytique de dimension 3. Alors
D^y s'il nest pas vide, est semi-analytique de dimension 0.
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