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SOLUTIONS PERIODIQUES
DES SYSTEMES NON CONSERVATIFS
PERIODIQUEMENT PERTURBES

PAR

M. N. NKASHAMA (*)

RESUME. — Nous démontrons I'existence et l'unicité de solutions 2 =n-périodiques du
systéme
x”()+Cx’'(t)+grad, G (¢, x(t))=e(1),
sous des conditions du type non uniforme (en t). Les valeurs propres de la Hessienne de G
peuvent étre contenues dans des intervalles différents de la résolvante du probléme linéaire
associé. Nos resultats sont basés sur la méthode de séries de Fourier, les techniques du type
de Leray-Schauder et le degré de coincidence.

ABSTRACT. — We use Fourier series method, Leray-Schauder's techniques and Coincidence
dcgree in order to get existence and uniqueness results for 2 n-periodic solutions of the
system

x”(t)+Cx'(t)+grad, G(1, x(1))=e(t)

under nonuniform conditions (in t). The eigenvalues of the Hessian of G may be contained
in different gaps of the resolvent of the associated second order linear problem.

Mots clés et phrases. — Systémes non conservatifs, solutions périodiques, conditions de
Caratheodory, techniques du type de Leray-Schauder, degré de coincidence.

AMS(MOS) (1980) : 34C25, 34B1S, 34B30.

1. Introduction
Le but de ce travail est de donner des résultats d’existence et d'unicité
de solutions du systeme force :

(1.1) x(@)+Cx'(t)+grad, G(t, x(1))=e(1)

(*) Texte regu le 17 janvier 1985, révisé le 25 mai 1985.
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388 M. N. NKASHAMA

et son cas particulier

(1.2) x"” (t)+grad, G(t, x(t))=e(t),

vérifiant les conditions aux limites périodiques :
(1.3) x(0)—x(2n)=x"(0)—x"(2n)=0.

Nous considérons toujours que J=[0, 2n): n > 1, neN; eeL'(J; R"); C
est une matrice symeétrique réelle d’ordre n et que G: J x R" — R satisfait
les conditions de Caratheodory i.e. G(., x) est mesurable pour tout x € R",
G (1, .) est continu en x pour presque tout teJ. Nous supposerons de plus
que G(t, .) est de classe C? pour presque tout teJ et que pour tout réel
r > 0, il existe une fonction a valeur réelle c,e L' (J; R) telle que

|lgrad, G (¢, x)|| < c, (1)

pour presque tout teJ et pour tout xeR" avec || x|| <r. Ici la notation
|| . || représente la norme euclidienne dans R" et (., .) représente le produit
scalaire usuel.

Les problémes (1.1){(1.3) et (1.2)-(1.3) ont fait 'objet de plusieurs
travaux par différents auteurs. A. C. Lazer et D. A. SANCHEZ [14] ont mon-
tré que si G(t, x) = G(x) i.e. G est autonome et qu’il existe un entier
naturel Ne N et deux nombres réels p et g tels que

N <p<g<(N+1)?

et que pour tout ae R", on ait

\2
(1.4) pl$< &G (a)><qz, L=l ...n

ou I est la matrice identité, alors le probléeme (1.2)-(1.3) posséde au moins
une solution; I'unicité ayant été démontrée plus tard par le premier auteur
dans [13] sous des conditions plus faibles (nous en reparlerons). Ce résultat
d’existence et d’unicité pour le probléme (1.2)«1.3) avec G autonome a
¢té retrouve plus tard par R. Kannan [10] en utilisant les méthodes alternati-
ves, par J. MawHIN [15], S. N. Chow, J. K. HALE et J. MALLET-PARET [7],
et R. KANNAN et J. Locker [11] comme une conséquence des théorémes
d’existence et d'unicité dans des espaces abstraits. Nous signalons aussi
que R. REissiG [19] a étendu le résultat ci-dessus au cas du systéme non
conservatif (1.1){1.3) avec C une matrice réelle symétrique arbitraire et
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G autonome satisfaisant les conditions (1.4) en suivant l'idée de
J. MAwHIN [15].

Par la suite, A. C. Lazer [13] a démontré un résultat d’unicité de solu-
tions pour le probléme (1.2)«(1.3) avec G autonome sous les hypothéses
suivantes (plus faibles que (1.4)):

Il existe deux matrices symétriques réelles 4 et B de valeurs propres
respectives
M<...<A, et <. <p,
et qu'il existe des entiers N, e N (k=1, ..., n) satisfaisant la condition

(1.5) NZ < dy < py < (N +1)?2

et tels que pour tout ae R", on ait

2
(1.6) As( &G (a))SB.
0x;0x;

Les hypothéses (1.5) et (1.6) sont aussi suffisantes pour I'existence de
solutions du probléme (1.2)-(1.3) comme démontré par S. AumaD [1]. Le
résultat complet d’existence et d’unicité a été aussi retrouvé par
K.J. BRowN et S. S. Lin [5] en utilisant un théoréme d’inversion globale.
Tous les résultats ont été démontré en supposant que e€ C (J, R"). Récem-
ment L. AMARAL et M. P. Pera [3] ont étendu les résultats de Lazer-
Ahmad et Reissig au cas ou la non-linéarit¢ G est non autonome en
introduisant pour la premiére fois les conditions du type non uniforme, a
savoir la condition (1.6) est remplacée par

&G

Cx; Cx;

(1.7) A<'y(t)$( (t. a))sl‘(r)SB.

pour tout teJ et pour tout ae R", ou A, B sont des matrices symetriques
constantes d'ordre n ayant comme valeurs propres respectives N et
(N, +1)? avec N, eN pour chaque k=1, ..., n; y et T sont des matrices-
fonctions symétriques d’ordre n, y. Fe C(J. £ (R".R") i.e. y. ' sont conti-
nues avec des conditions supplémentaires sur I'interaction de y avec 4 et
I avec B respectivement et ee L?(J. R". Ces résultats de Amaral-Pera
sont une conséquence des théorémes abstraits d'existence et d’unicité dans
les espaces de Hilbert.

Dans ce travail. nous nous proposons de généraliser les résultats des
auteurs cités ci-dessus (cf. théorémes 1, 2) sur I'existence et l'unicité de
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390 M. N. NKASHAMA

solutions pour les problémes (1.1)-(1.3) et (1.2)«(1.3). Nos résultats sont
basés sur la méthode des séries de Fourier, les techniques du type de
Leray-Schauder et le degré de coincidence.

L’approche utilisée ici — qui est différente de celles des autres auteurs —
permet non seulement de généraliser les résultats antérieurs en élargissant
la classe des termes forgants et la classe des non linéarités G pour lesquelles
on a lexistence et I'unicité de solutions de (1.1){(1.3) et (1.2)«(1.3),
mais aussi de formuler de maniére plus précise certaines hypothéses de
Iarticle [3].

Nous signalons que toutes les propriétés utilisées ici pour les matrices
symétriques, leurs valeurs propres et les fonctions propres correspondantes
sont tirées de I'article de W. T. Reip [18]. En outre dans la suite, nous
utiliserons toujours les notations de [9] pour les espaces fonctionnels, la
convergence forte et la convergence faible.

2. Solutions périodiques des systémes non conservatifs sans dissipation

Avant de donner le résultat principal, nous allons d’abord préciser un
point de notation.

Wai(J, R)={x:[0,2n] = R"| x et x’
sont absolument continus,
x(0)—x(2n)=x"(0)—x’ (2 ®)=0}.

DEFINITION. — Soit Qe Z(R", R") une matrice symétrique constante
dordre n, alors on écrira Q = 0 (respectivement Q > 0) si et seulement si
(Qx, x) = 0 (respectivement (Qx, x) > 0) pour tout xeR" (respectivement
pour tout xeR", x #0). Dans cette section, comme par la suite, nous
considérons toujours que A et B sont des matrices symétriques constantes
dordre n ayant comme valeurs propres respectives N3 et (N,+1)? ou N,eN
(k=1,...,n)et Ny <N, <...<N,.

Pour deux matrices 4 et B comme ci-dessus, soient a,, 4, ..., a, et
b,, b,, ..., b, des vecteurs dans R" [18] tels que

2.1) Aa=Nia, (3 a)=5,
(2.2) B6,=(N,+1)25, (b, b)=5,,
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SOLUTIONS PERIODIQUES DES SYSTEMES NON CONSERVATIFS 391

pour j, k=1,..., n ou §;=0, k #j et §,,=1. Nous définissons les sous-
espaces vectoriels V,, V,, V5 = W ! (J, R") comme suit :
(@) xeV,si

(2.3 x(M=Ys., b,

ou

(2.9 f®=Y"\ .1  (cycosrt+d, sinrt),
(b) yeV,ysi

(2.5) y®=X1.,&®b,

ou

(2.6) & (t)=ch,+z:f: , (cy cosrt+d,,sinre).
(c) xeV,si

2.7 x(=Y:., h@®ay

ou

(2.8) hy () =Py, + Zf'; ' (Py, cOS Tt + gy, SINTL).

Comme une application de la méthode de séries de Fourier et d’'un
lemme sur les formes bilinéaires symeétriques, il est démontré dans [13],
p- 91-93 que

(2.9) wW3lJ, R)=V,@V,=V,®V,.

En fait (2.9) est démontré dans [13] pour le sous-espace V de C?(J, R")
formé des éléments 2 n-périodiques ainsi que leur premiére dérivée, mais
une simple analyse de la démonstration montre que (2.9) reste vrai si V
est remplacé par W2 ! (J, R") tel que défini dans [9]. Nous considérerons

aussi les sous-espaces Hy et Hy,,(NeN) de H!'(J, R") (cf. [9)) définis
comme suit :

(2.100 Hy={xeH'(J, R"): x(t)=
=Y _,(Pecos N, t+gq,sin Ny t)a,, p,, g, R}
(2.11) Hy,,={xeH'(J, R"): x(1)=
=Ya.,(cicos(N,+ 1) t+d,sin(N,+ 1)) b,, c,, d,e R}

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



392 M. N. NKASHAMA

Nous sommes maintenant en mesure de donner le résultat principal de
cette section :

THEOREME 1. — Supposons qu’il existe deux matrices symétriques constan-
tes A et B comme ci-dessus et deux matrices symétriques a valeurs réelles
v, FeL!(J, Z(R",R") telles que

(2.12) A<yY(®)<ST@®<B

pour presque tout teJ. Supposons de plus que

(2.13) j'zx((B—r'(t))v(t), v(t))dt >0
0

pour tout ve Hy . \\{0} et

(2.14) J‘z‘(('y t)—A)yw(), w())dt >0
0

pour tout we H\,\ {0}.

Alors si
2.15) 10 <(rat. @) <T O,
0x;0x;

pour presque tout teJ et pour tout aeR", le probléeme (1.2)-(1.3) posséde
une solution unique pour chaque e L* (J, R").

Pour démontrer le théoréme 1, nous avons besoin de quelques lemmes
dont les énoncés et les démonstrations sont donnés ci-dessous.

LeEMME 2.1. — Soit De L' (J, & (R",R")) une matrice symétrique a valeurs
réelles telle que

(2.16) Yy@)<D@)<I'(t) p.p. ted,

ou vy, FeL' (J, £ (R"R") satisfont les conditions du théoréme 1. Alors le
probléme

2.17) { x”"(£)+D (1) x (1) =0,

x(0)—x(2n)=x"(0)—x"(2n)=0,

n'a que la solution triviale (c’est-da-dire x =0).
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Preuve. — Soit xe W2 ! (J, R") une solution de (2.17). Alors, en vertu
de (2.9) x s’écrit d’une maniére unique sous la forme

x())=x()+x(),

avec xeV, et xeV,. Dés lors, compte tenu de la symétriec de D, des
inégalités (2.16), (2.12) et I'intégration par parties, nous obtenons

2=
0=f (xX@O=x@) (x" (@) +D @) x (1)) dt
]

2x
=J. (%' (@), X' ()= (x (@), D (1) x (1))} dt

0

2=
—J (X" @), X' @)= (x @), D (@) x ()]

[

2x
Zf (%" (0), X (@) =[x (), T () x (1)) dt

0

2x
—J (X" (@), X" ()= (x (1), ¥ (6) x (1)) de.

0

En vertu des relations (2.1), (2.2), (2.4), (2.8), I’égalit¢ de Parseval-
Steklov et les arguments utilisés dans [13], p. 92, nous avons

2x
(2.18) _[ (X" (), X" ()= (x(t), T (1) x (¢)))dt = O
0
et
2n
(2.19) —J [(x (1), X" (1)) = (x (1), Y(t) x (1))]dt > O,
0

avec 'égalité dans (2.18) et (2.19) si et seulement si xeHy,, et xeHy
respectivement. Dés lors

2=
J (X" (1), X" ()= (x (1), T(1)X(1)))d1=0
o

avec xeH,., et

2n
f [(x (@), y(O) x(0)—=(x" (1), x" (1)) dt=0

0

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



394 M. N. NKASHAMA

avec xe Hy. Ce qui entraine que x=x=0 en vertu des conditions (2.13)
et (2.14), ce qui achéve la preuve.

Nous allons maintenant énoncer et démontrer un lemme qui va nous
donner des bornes a priori pour les solutions. Nous I’énoncerons sous sa
forme la plus générale possible étant donné que nous I'utiliserons plusieurs
fois dans ce travail.

LEMME 2.2. — Soient v, TeL! (J, £ (R",R") deux matrices symétriques
a valeurs réelles. Supposons que pour chaque matrice symétrique
DeL'(J, Z(R", R") telle que

Y@)<D@)<I'(t) p.p. tel,
le probleme

x” (t)+Cx’ (t)+ D (£) x (t) =0,
x(0)—x(2m)=x" (0)—x'(2m)=0

(ou C est une matrice symétrique constante d’ ordre n) n’a que la solution
triviale.

Alors il existe e=g(y, ) >0 et n=n(y, ') > 0 tels que pour toute
matrice symétrique Q e L' (J, £ (R",R")) satisfaisant les inégalités

(2.20) y(t)—eI<Q@)<T(t)+el p.p. teJ
et pour tout xe W' (J, R"), ona
(2.21) | x*+Cx +Qx||p1 = nl x|

Preuve. — Supposons que la conclusion du lemme soit fausse. Nous
pouvons trouver une suite

x € WH1(J, RY)  avec |x,|lc=1

et une suite Qe L' (J, Z(R"R"), Q,. symétriques avec
1 1

(2.22) Y)—-—1<Q, ) <TT(®)+—1 p.p. teJ(meN¥*),
m m

telles que

(2.23) [ xu+Cxp+Qmxnllir < ! (meN*).
m
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Des inégalités
YyO)-1<Q,@0)<TC@®)+I p.p. ted,
nous déduisons que
(2.29) Ie.®l <lly®-1+|T -y +21],
pour presque tout teJ et pour tout meN*, et donc
@l <<,
pour une certaine constante c=c(y, I', I)eR, ce qui implique que

(2.25) x4 Cxpllet < d+]| Qullet | Xmlle < d+c.

Dés lors, en considérant les sous-suites si il y a nécessité, nous pouvons
supposer que (cf. par ex. [17], lemmes I1.3 et I1.4)

x,—x dans C(J, R"),
Q0.—Q dans L'(J, Z(R"R"),

avec
xeW2 LR, |x|le=1
Comme
00— ~1<T@®
m

on a

QW <Tr(® pp
De méme

Yy <Q@ p.p.
et donc
(2.26) Y1) <Q@ <T@ p.p. teJ([21]. p. 701).

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



396 M. N. NKASHAMA

D’autre part, pour chaque ¢ e L®(J, R"), nous avons

2=
f (Qm (D) xpn ()—Q (D) x (1), @ (1)) dt
[}

<

2x
J (Qm () (xm () —x (1)), @ (1)) dt
o

<+

2x
J (@m()—Q M) x(1), @ (1) dt
0

<cllollell xn—x]lc

+

2x
f (@m(®—-Q @) x (1), ¢(1))dt ‘
0o

Comme les deux derniers termes convergent vers zéro pour m — + oo,

nous avons que
Q.x,—Qx dans L'(J, R",

par la densité de L™ (J, R") dans L' (J, R"). Dés lors
x/+Cx,,— —Qx dans L'(J, R") par (2.23)
De plus I'opérateur L: Dom L = C(J, R") —» L' (J, R") défini par
DomL=W*!(J,R") et Lx=x"+Cx’,
étant faiblement fermé, nous pouvons affirmer, en vertu de (2.23), que
xX'+Cx'+Qx=0, xeW'(J, R".

D'ou x=0 par hypothése, une contradiction avec le fait que || x||c=1, ce
qui acheve la preuve.
Nous sommes maintenant en mesure de démontrer le théoréme 1.

Démonstration du théoréme 1. — Elle sera divisée en deux parties; la
premiére consacrée a l'existence alors que la deuxiéme est consacrée a
I'unicite.

1"* partie. — En vue d’appliquer le degré de coincidence [16], nous
définissons les espaces et les opérateurs abstraits suivants :

X=C(J, R"), Z=L'(J, R,
L:DomLcX-2Z
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défini par
DomL=W2*!(J, R" et Lx=x"
A: X>Z:x—- Ax=Tx,
N: X—>Z: x> (Nx)(t)=grad, G (¢, x(t))—e(t)

Il est bien connu que L est un opérateur de Fredholm d’indice zéro. 4
est linéaire et L-complétement continu et que N est continu et transforme
les bornés en bornés; ce qui implique que N est L-compact en vertu du
fait I'inverse a droite de L est compact [16].

Le probléme (1.2)-(1.3) est équivalent a

(2.27) Lx+ Nx=0, xeDom L.

En vue d’appliquer le théoréme de continuation di a
J. MAawHIN [16], p. 44, nous considérons I’homotopie

®: DomLx[0,1]-2Z
définie par ®(x, A) = Lx+(1 —A) Ax+A Nx.

Il s’agit de montrer que I'ensemble de toutes les solutions possibles de
I’équation

(2.28) ®(x, \)=0

est borné indépendamment de A.
Soit xe W21 (J, R") une solution de (2.28), alors x vérifie I"équation

(2.29) x"(O)+(1=A)T () x(t)+Argrad,G(t, x(1))—Are(t)=0

qui, en vertu du théoréme de la moyenne pour les fonctions vectorielles
(cf- [12]), p. 100), est équivalente a

(2.30) x"()+[(1=NT@O+AD@))x(t)+Argrad,G(t, 0)—Are(r)=0,

1 2
D(t):J (_8 _G (t, sx(r)))ds.
0 ('X‘-('xj

En vertu de I'hypotheése (2.15), la matrice

xeDomL, ou

Q)=(1-2)T(()+AD()

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE
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est telle que
YO<SQ@)<I(® p.p tel

Dong, en vertu des lemmes 2.1 et 2.2 on a
O=|x"+[(1-A)T+AD]x+Agrad, G(., 0)—Ae||.:
2 n|lx|lc—(|grad, G (., O)|lu1 +| e ]ler),
ou n ne dépend que de y et I'. Dés lors
@30 [xle<n*(lerad, G (. Ol +] el <R,

ou R est une constante indépendante de A et de x. L’existence découle du
théoréme IV.5 de [16].

2¢ partie. — Soient x, ye W21 (J, R") deux solutions du probléme
(1.2)-(1.3). Alors u=x—y est solution du probléme

u ()+Q(Mu(t)=0, ue W¥1(J, R"),
ou

1/ 26 ‘
Q@)= f ( @) +s(x@)-y (t)))) ds
o \ 0x;0x;

grace au théoréme de la moyenne. Clairement
YO<QM<T@® p.p tel,
en vertu de I'hypothése (2.15). Le lemme 1.1 implique que u=0 c'est-a-dire

x=}, ce qui achéve la déemonstration.

Remarque 2.1. — Compte tenu de la structure des espaces Hy et Hy ., :
les hypotheses (2.12), (2.13) et (2.14) sont en particulier satisfaites si on
a:

(2.12) ALSyYy(t)ST(@)<B p.p tel,

(2.13) rea)<B
(1.e. B—T (1) définie positive) sur un sous-ensemble de [0, 2 n] de mesure
positive,

(2.14) A<y()

(i.e. y(t1)— A définie positive) sur un sous-ensemble de [0, 2 n] de mesure
positive.
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Remarque 2.2. — Une analyse de la démonstration du théoréme 1
montre que ’hypothése (2. 15) peut étre remplacée par
G
5x‘ ax j

'y(t)—vs( (t, a))sr(t)+v,

p.p. teJ et pour tout aeR avec 0 < v < € ou € > 0 est associée a y et I"
par le lemme 2.2. Dés lors, on peut « traverser » les valeurs propres N7 et
(N, + 1)? sur des sous-ensembles de [0, 2 ] de mesure positive.

Remarque 2.3. — Le théoréme 1 généralise les résultats antérieurs de la
maniére suivante :
(a) Le résultat de LAZER-SANCHEZ [14]:
A=N?I, NeN; B=(N+1’I, y(@)=pl, peR
F()=ql, qeR; G x)=G(x),

G
pl < (@) ) < ql pour tout aeR,
0x,; 0x;

N*<p<q<(N+1)%, eeC(J, R".

(b) Le résultat de KANNAN [10], MAWHIN [15],
CHoW-HALE-MALLET-PARET [7}, KANNAN-LOCKER [11]: voir (a).

(¢c) Le résultat de Lazer [13}, AnmaDp [1], BRrROwN-LIN [5]:
G(t, x) = G(x), A et B sont des matrices symétriques définies comme au
début de cette section, y et I' sont des matrices symétriques constantes,
A<y<TI<BeteeC(J, R" (cf. W. T. ReD [18)).

(d) Le  résultat de AMARAL-PERA  [3]: GeC(JxR" R),
v, FTeC{J, Z(R",R") et ee L?>(J, R". Nous precisons ici la signification
de I'hypothése (F,) du théoréme 5 de [3], voir a ce sujet les hypothéses
(2.13), (2.14) et la remarque 2.1 ci-dessus.

3. Solutions périodiques des systémes non conservatifs avec dissipation

Cette section est consacrée a I'étude du probleme (1.1), (1.3) c’est-a-dire
que nous considérons le cas ou I'on a une dissipation linéaire. Nous
geénéralisons les résultats de R. REissIG [19] et ceux de L. AMARAL et
M. P. Pera [3].
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Tout au long de cette section nous supposerons toujours que A et B
sont des matrices symétriques constantes d’ordre n ayant comme valeurs
propres respectives des entiers N7 et (N,+1)> comme au début de la
section 2.

De plus nous supposerons aussi que :

(3' l) El=5k°

Nous pouvons énoncer le résultat principal de cette section :

THEOREME 2. — Supposons qu’'il existe des matrices symétriques A,
Be Z(R", R", v, TeL! (J, Z(R",R") satisfaisant les hypothéses (2.12) a
(2.14) du théoréme 1. Supposons de plus que la relation (3.1) a lieu et que
la matrice symétrique C commute avec A et B.

Alors si G satisfait la condition (2.15), le probléme (1.1), (1.3) posséde
une solution unique pour chaque e L' (J, R").

Avant de démontrer le théoréme 2, nous prouvons d’abord le lemme
suivant :

LeMME 3.1. — Soit DeL! (J; (R", R")) une matrice symétrique a valeurs
réelles telle que

y@)<D@)<<I(t) p.p. tel

ouy, TeL! (J, Z(R",R") et C satisfont les conditions du théoréme 2. Alors
le probléme

(3.2) { X" (1)+Cx’ (1) +D (1) x (1) =0,

x(0)—x(2n)=x"(0)—x"(2n)=0,

n'a que la solution triviale.

Preuve. — Elle est similaire a celle du lemme 2.1. 1l suffit seulement
de remarquer que la relation (3.1) implique que V,=V,. En vertu de
'orthogonalité (au sens de L2(J, R") de V, et V, et du fait que C
commute avec A et B, on a

2x
I (x()=x(@), Cx’(1)dt=0 (cf. [3).

o

ce qui achéve la preuve.
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Démonstration du Théoréme 2. — Nous définissons les espaces et les
opérateurs abstraits comme suit :

X=C(, R"), Z=L'(J, R,
L: DomL < X — Z est défini par

DomL=W*!(J,R") e Lx=x"+Cx’
Ax=Tx, (Nx)(t)=grad, G (t, x(t))—e(t).

En suivant pas a pas 'approche de la démonstration du théoréme 1 et
en utilisant les lemmes 3.1 et 2.2 (au lieu des lemmes 2.1 et 2.2), on
prouve aisément que toute solution de I’homotopie

Lx+(1-AM)Ax+ANx=0

est telle que || x||c < R ou R est une constante réelle indépendante de A et
de x; ’existence découle aussi du théoréme IV.5 de [16]. L'unicité provient
alors du lemme 3.1 ci-dessus en utilisant I'approche de la deuxiéme partie
de la démonstration du théoréme 1, ce qui achéve la démonstration.

Remarque 3.1. — Les remarques (2.1) et (2.2) ci-dessus restent vraies
pour le théoréme 2.

Le théoréme 2 généralise les résultats de R. REissIG [19], L. AMARAL et
M. P. Pera [3], théoréme 5. Nous signalons que le fait que F (¢, .) est de
classe C! et est tel que (¢F/éx) (1, x) est symétrique dans [3] entraine que
F(t, x)=grad, G (t, x) pour une certaine fonction G : [0, 2 7] x R" — R telle
que G (t, .) est de classe C2.
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