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REPRÉSENTATION DE WEIL
ET CHANGEMENT DE BASE QUADRATIQUE

PAR

MICHEL COGNET (*)

RÉSUMÉ. - Soit F" une extension quadratique d'un corps local non archimédicn F de
caractéristique différente de deux. Le changement de base de Langlands associe, à une
représentation admissible irréductible de GÎ F), une représentation de GL^(F). D'autre
part, la conjecture de Howe suggère qu'en décomposant une représentation de Weil sur un
espace de dimension 4 sur F on établira une correspondance de GL^ (F) sur GL, (F). On
montre que ces deux correspondances coïncident, en donnant une méthode explicite pour
décomposer la représentation de Weil.

ABSTRACT. — Lct F bc a quadratic extension of a non archimedean local ficld F of
characteristic différent to two. Thé base change of Langlands gives a correspondance
bclwecn thé set of irreducible admissible représentations of GL^ (F) and a set of irreducible
représentations of GL^ (F). Thé Howe's conjecture gives a correspondance bctween représen-
tations of GL^(F) and représentations of GL^F) when we décompose thé Weil représenta-
tion on a vector space of dimension four on F. This article proves that thèse correspondan-
ces are thé same and thé method gives an explicit construction of thé base change of
Langlands.
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404 M. COGNET

Introduction

Ce travail propose d'établir une construction de la correspondance de
Langlands entre l'ensemble des représentations algébriques irréductibles
de GL^ (F) (où F désigne un corps local non archimédien de caractérisrique
différente de 2) et celles de GL^ (F) (où F désignera une extension quadrati-
que de F) qui sont équivalentes à leurs transformées par le groupe Galois
de F sur F (cf. [9]). LANGLANDS — dans [9] —a en effet étudié un tel
changement de base dont il a montré l'existence et l'unicité en passant par
l'adélisation du problème et en utilisant la formule des traces. Or, on
connaît au moins un autre moyen pour étudier des correspondances entre
les représentations irréductibles de deux groupes qui forment une paire
réductive duale : les relèvements via les séries thêta définies à partir de la
représentation de Weil. Ainsi PIATETSKJ-SHAPIRO a étudié la paire (GSP^
SOa) (cf. [11]) et WALDSPURGER la paire (SL^ SO^) (cf. [12]).

Cest ainsi que, dans ce travail, on veut étudier la paire GL^ (F), GL^ (F))
qui n'est pas duale, mais qui est issue de la paire (GL^(F), G0(q)) (où q
est une forme quadratique en quatre variables) qui, elle, est réductive
duale. FRIEDBERG — dans [2], page 17 — a utilisé, dans le cas archimédien,
le même espace de matrices et la même forme quadratique pour construire
la représentation de Weil.

Les trois premiers paragraphes établissent une correspondance entre
représentations de GL^(F) et représentations de GL^(F) en donnant
l'image de chaque représentation de GL^(F). L'obligation de séparer le
cas cuspidal du cas non cuspidal provient de ce que, dans le premier cas,
si les problèmes de convergence d'intégrales sont assez simples à traiter,
on ne connaît pas de classification simple des représentations cuspidales,
et que, dans le second cas, à l'inverse, si on connaît une description
utilisable des représentations irréductibles (cf. [8]), on a quelques problèmes
d'intégration des fonctions du modèle de Kirillov (cf. le lemme 9 qui n'est
démontré que dans le cas cuspidal à cause des calculs d'intégration).

Le quatrième paragraphe montre que la correspondance étudiée est en
fait la correspondance de Langlands. Et ceci par des moyens purement
locaux. La difficulté de ce paragraphe était d'établir que, pour n représenta-
tion cuspidale de GL^(F) donnée dont iC désigne la représentation de
GZ-2 (F") image par la correspondance étudiée, si n' est cuspidale, alors n'
est effectivement l'image de n par le changement de base de Langlands.
On a utilisé, pour traiter ce cas, la théorie des facteurs e du produit de
deux représentations (cf. JACQUET dans [6]). On a suivi la méthode de [6];
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CHANGEMENT DE BASE QUADRATIQUE 405

notamment en considérant les intégrales qui permettent de définir les
facteurs e et qui lient étroitement les fonctions des modèles de Whittaker
les deux représentations (cf. page 12 de [6]).

Je voudrais aussi remercier Jean-Lou Waldspurger et Marie-France
Vigneras pour leurs nombreux conseils et suggestions ainsi que pour
l'atmosphère propice au travail qu'ils ont su créer et sans laquelle ce
travail n'aurait pas vu le jour sous cette forme.

Notations et généralités

F désignera un corps local non archimédien de caractéristique différente
de 2. On notera parfois G le groupe GL^ (F).

Soit F une extension quadratique de F et soit îy un élément de F qui
n'est pas un carré dans F et tel que F est l'extension F(^) (où ̂
désigne une racine carrée de ^).

On considère alors la forme quadratique en les quatre variables :

q(x, y, 2, t)=xy•^z2-^.,t2 pour x, y, z et t,

dans F.
Elle peut être considérée comme définie sur l'espace £ des matrices A

dans M^(F) vérifiant À^A, c'est-à-dire de la forme ( ), où x et
\b ~x/

y décrivent F, b décrit F' et où F désigne le conjugué de b dans F'. La
forme q est définie par :

——[C^, ̂ ')}
Soit G0(q) le groupe des similitudes de l'espace quadratique (£, q).

L'application :
GL^(F)^GO(q\

^i'
\ E - ^ E
[M^g.M^

(où f^i désigne la transconjuguée dans GL^(F) de la matrice g^) définit
un homomorphismc de groupe dont le noyau est l'ensemble des matrices

( a 0\
diagonales de GL^ (F) de la forme ^ j avec aa égal à 1.

BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE



406 M.COGNET

Remarque. — On peut en fair montrer que l'application :

GL^(F)xF*^GO(q\

"̂̂ "(H^
est de noyau égal à l'ensemble \ ( ), (ûû)"1, aeF1* [ , a un conoyau

(A° a ) )
d'ordre deux et a pour l'image l'ensemble des similitudes dont le détermi-
nant est égal au carré de leur rapport. GO (q) est ainsi engendré par l'image
de GL^ (F') x F* et la transposition de rapport 1 et de déterminant — 1.

On déduit de ce qui précède une représentation R de GL^(F) sur
y(E x F*), espace des fonctions de Schwartz-Bruhat sur E x F* :

Quels que soient g^ appartenant à Gl^(F\ f à ^(ExF*) et (x, ù) à
Ex F*,

R(gi)f(x,u)^f(g^.x^)-\detg^deig,.uV

On définit aussi la représentation de Weil r^ {cf. [14]) de GL^(F) sur
y(E x F*), liée à un caractère additif continu non trivial ^fy de F et à la
forme quadratique q :

Quels que soient les éléments b de F et a de F*,

rM^ ^))/(^ u)^,(buq(x))f(x, u).

On a :

^(l û01)7^ u)=(ûî ̂ l^^ u)-

où (û, ^) est le symbole des restes normiques de a de l'extension F sur F.

^(-°i ^/(JC' ̂ ^ f f(y- ")^(^(^))H^
(où | \F désigne le module de F, dy la mesure autoduale sur £ où ^(x, y)
est égal à

q(x^y)-q(x)-q(y) et y,(u)
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CHANGEMENT DE BASE QUADRATIQUE 407

est le facteur de Weil de la forme quadratique uq pour le caractère additif
^ (défini dans [14])).

Remarques. — 1. Le facteur Y,(l) est égal au facteur de Weil Y^(l) où
q^ est la forme quadratique définie sur F2 et égale à la norme N^ :
(z.0^z2--^2.

2. Pour tout/de y(E x F*}, on définit sa transformée de Fouricr /par
rapport à y qui appartient à y (F2 x F x F*) :

V(x,^, fr, u)çF2xFxF*,

7 Oc, ̂  b, u)=f /iï^ ^V u^^(^)|u|^2^.

(où dv est la mesure autoduale pour x|̂ ).
L/homomorphisme de ̂ (£ x F*) dans y (F2 x F x F*) qui à/associe 7

est un isomorphisme. On définit R (resp. y^) représentation de GIl^F')
(resp. GL^ (F)) sur ̂  (F2 x F x F*) par :

Quels que soient g dans GL^F), g^ dans GL^(P\ f dans
y ( F 2 x ^ x F*), si /i est la fonction dont/est la transformée de Fourier :

^(^tei)/-^)^^

Soit ^/.. le caractère de F' égal à ^F°Trp,F (où Try^(b) est égal à b-^K
quel que soit b dans F') et soit | jjc" le module de F' égal à |N^( ) \p.

( 0 1\
Soit w la matrice ( j et soit p^ la représentation de Weil de GL^ (F)

sur l'espace y (F x F*} relative au caractère ̂  et à la forme quadratique
^•/F.

On a les relations :

(Rl) ^ ^î^y.b.u^W^n^y.ba-^uaa).

(R^) R ( j 7 (̂  ̂  ̂  ") = ̂ r (M )̂ ̂ F (nn^M) 7 (̂  ̂  ̂  + ̂ » ")•

(Ra) 5(w)7(x.^fc.u)

-f 7(^/. ~5'.")^("^x--^'))|u|^x|^|.
Jr2
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408 M. COGNET

(R4) Soit / dans y (Ex F) telle que :

î(x,y,b,u)^f,(x,y)Mb,u\

avec /i dans y (F2) et f^ dans y (F x F*). Quel que soit ^ dans GL^ (F) :

^te)70c. ̂ , t. «)=/i((^ :̂ )(P^)/2)(b, ").

Cette relation découle de l'équivalence connue entre la représentation
de Weil de GL^(F) sur y (F2) associée à la forme quadratique xy et la
représentation de translation à droite de GL^(F) sur y (F2).

n\^r\ m\,,^ ^G 'H T)^6-"'
== ̂  F (mynpcu) x|̂ . (uymfr) i|̂  (nu (xy -h fcF

+frwx4-6wx4-wwx2))7(^, ̂ , fc-t-mx, u).

Ainsi, la fonction g^^(g)(f(0, 1, 1, 1) de GL^(F) dans C (resp.
g^ »-»^(^^)7(0, 1, 1, 1) de GL^tF) dans C) est une fonction de Whittaker
pour le caractère x|/^ (resp. pour le caractère x|/^).

NOTATIONS STANDARD UTILISÉES DANS LES PARAGRAPHES SUIVANTS :

(1) R (resp. R') désigne l'anneau de la valuation normalisée v de F
(resp. de la valuation de F"). R* (resp. R ' * } en est le groupe des éléments
inversibles. Le symbole œ (resp. œ') désignera une uniformisante de
F (resp. de F}.

(2) dx est une mesure de Haar additive de F (resp. de F'), d^ est la
mesure de Haar multiplicative ^x/|x|jr de F* (resp. dx/|x|^. de F'*).

(3) On utilisera le triplet (n, H, £') pour désigner une représentation
du groupe H sur l'espace vectoriel complexe E\ Le mot « représentation »
signifiera toujours « représentation algébrique » (ou encore « lisse » selon
une autre terminologie).

(4) On notera K le groupe compact maximal GL^ (R) de GL^ (F), B le
groupe des matrices triangulaires supérieures de GL^(F) et N le groupe

unipotcnt des matrices de la forme ( ] avec n décrivant F. Z sera le

centre de GL^ (F).

TOME 113 - 1985 - N' 4



CHANGEMENT DE BASE QUADRATIQUE 409

(5) ^F'fF est 1e caractère de F* qui associe à tout élément a de F son
symbole des restes normiques (a, !;).

(6) Pour tout ensemble A on notera 1^ la fonction caractéristique
de A.

Préliminaires

Soit x)/p le caractère tel que ̂  (x)=^(—x) quel que soit x dans F.
Soit n une représentation irréductible de dimension infinie de GL^(F),

réalisée dans son modèle de Whittaker iT^" relatif au caractère continu
non trivial x|//r.

Pour/appartenant à y(E x F*), W à H^~ et g^ à GL^F), on définit
la fonction {cf. [13], p. 24, lemme 2ii et [12], p. 87).

B^: GL^D-^C,

g^^(jg)^(g)R(St)7(0. 1, 1, 1).

D'après la relation (R5), la fonction B^ y a les deux propriétés :
(1) Pour m e F et pour g eGL^ (F),

^. i n »
^^(^YMw)^1^).

(2) La fonction B^ ^ est invariante par translation à droite par n'im-
porte quel élément de N et peut être considérée comme fonction sur N\G.

LEMME 1. - Quels que soient fey(E x F*) et Wçi^^~, quel que soit
g^ € GZ-2 (F'), la fonction B9^ ^ est intégrable sur N\G.

Démonstration. — La fonction B^\ ^ est localement constante car W
l'est et car r^ est algébrique.

Montrons que la fonction h : g»-*F^(g) R(g^)7(0, 1, 1, 1) est à support
compact dans N\G, ce qui démontre le lemme. Grâce à la décomposition

/a 0\
d'Iwasawa, on peut écrire g==[ ] k avec a et P dans F* et k dans K.

\° P/
On a :

^te)=^)Kte,)7(0,P.o, l/apKa.yla.r1!^2.

BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHEMATIQlîF DE FRANCE



410 M. COGNET

Cette fonction de a et de ? est à support compact dans F*2 car fi(gi)7
est dans y (F2 x F x F*). D

Soit la fonction

A^: GL,(F)^C,

g^\ By^(g)dg.
JNN^G

On définit l'espace

^ S={A^^fey(Ex^WeiTÎ'}.

Il est stable par translation à droite. Soit n' la représentation de GL^ (F)
sur S, action de translation à droite de GL^(F). D'après la relation (*),
SS est un modèle de Whittaker de ïi' relatif au caractère additif ^-.

Soit/un élément de y(E x F*) et W un élément de i^î". Soit 'K^ y la
fonction de F'* définie par :

K,.W.A,.(^ »))

et soit ^ Fespace des fonctions K^ w pour/décrivant y (Ex F*) et W
décrivant i^î~.

LEMME 2. — Pour/dans y(E x F*) et W dans i^î', il existe un entier
relatif n tel que :

si v (bE) ̂  n, alors K^ ^ (b) est nul.

Démonstration. — On a l'égalité :

K,^(b)=W2! ^ wYÇ ^^(o.ylP.a-1!}/2

x ̂  (k) î(o, P, ex. K-l, ̂ -\ d: à* P dk.

Comme K est compact, on se ramène à une somme finie d'intégrales de
la forme :

|iw'L,.>>e ̂ w-'-^^-^y^
TOME 113 - 1985 - ?4



CHANGEMENT DE BASE QUADRATIQUE 411

La fonction J est à support compact dans F2 x F x F*. Il existe donc
quatre constantes c^, c^, €3 et €4 telles que la fonction intégrée est non
nulle seulement si :

(1) v(^c,.
(2) 2v(a)-i;(fc6)^.
(3) C3^(fc5)-r(a)~i?(P)^C4,

ce qui impose :

t;(bF)^2c3-hC2-»-2ci.

PROPOSITION 1. — L'espace ^ n'est pas T espace nui
Démonstration. — On va chercher / et W telles que A^ y(Id) est

différent de 0. On aura aussi démontré que l'espace ^ n'est pas l'espace
nul.

Soit / dans y(E x F*) telle que J est le produit de deux fonctions /i et
/2 dans y (F2) et y (F x F*). On a :

A^ ^(Id)= f f f W(bk)f,((0,\)bk)(p^(bk) /,)(!, \)db\dL
JK\JH\P /

Désignons par F^ ^ nr(k) l'intégrale intérieure.

Premier choix de fonction. — On va faire en sorte que P f / w dépende
le moins possible de la variable k.

Soit/i(x, y)=1^n^{x)î^^nn(\1) avec n entier naturel non nul à fixer
ultérieurement.

En écrivant ^ = ( ], il est clair que F^ ^ nr(k} est non nul
\C D /

seulement si :

(1) C appartient à œ" R.
(2) D appartient à R*.

Soit alors fC l'ensemble

LeK, k^ ^V C€(û^, De/^l.

BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE



412 M. COGNET

/l+œ"/? ©"jR \ _
Soit N- le sous-groupe de congruence ( (. On a :

Y (ÙHR l+œ"^/

X'=(BnK).N,.

En écrivant l'élément k de K sous la forme fc^ u^ avec b^ dans B 0 K et
u^ dans N,p on obtient que :

(1) si kçK\ F^^^(k)=F^^^(u^

(2) si kiK\ ^./,.^(k)=0.

( a c\
Deuxième choix. — Soit &=( ) dans B.

(P^W/2)(1. l)=^(crf-l)(û.Ç)|û|F|û4|;l/2/2(^ l/û^-

Choisissons
/2(b, u)=l(^^^^^(fc)l^(u)

avec a suffisamment grand pour que ^.,jr soit trivial sur 1 -hœ'Jî.
Soit W^ la fonction de iT^'~ telle que :

-((: ?))-«-•
Avec ces deux choix de fonctions, on peut maintenant fixer n pour que

W et / soient stables par N, sous les actions de translation à droite et de
P^

D'autre part, il est facile de voir que si x appartient à B, /i((0, l)xi^)
estégalà/i((0,l)x).

Donc :

f ^ ^ ^(fc)=l^.(k) f W(b)f,((0,\}b)(p^(b)f,)(\,\)db,
JN\B

c'est-à-dire :

^i./i.^^^f ^«'î )
JfKf

xiK.^ii^-^û)!^'1!^2^^^^
TOME 113 - 1985 - ?4



CHANGEMENT DE BASE QUADRATIQUE 413

et on a l'égalité :

A^ ^(Id)=(mes(JC)) f li^"R(d)li^(û)^û^
JF*XF*

qui est non nul.
De cette proposition qui assure la non nullité de l'espace ̂  on déduit

en fait que V contient un ensemble suffisamment gros.

LEMME 3. - L'espace V contient F ensemble y (F*) des fonctions de
Schwartz-Bruhat sur F*.

Cest une adaptation de la preuve du lemme 2.9.1, page 41 de [8].

2. Le cas de la série principale et de la série spéciale

Soient ^ et ^ deux caractères de F*. On notera p(Hi, ^) la série

principale correspondante, représentation induite de la représentation T du
groupe B définie par :

TJY01 "y]=Mûi)Mû2) PO^ ûi»û2<=^ et neF.

On notera cr(pi, ^2) la série spéciale {cf. (8), p. 104).

MODÈLE DE WHITTAKER DE 71

Comme p(^, ^} (resp. o (pi, ^2)) est équivalente à p(^ ^i)
(resp. 0(^2. ^2)). on F6"1 se restreindre au cas où, quel que soit t dans F,
| ̂ i (0 ̂  l (01 est e^ à 1 r 1 'F avec 5 P0^^ ou nuL

Soit (p un élément de B(^i, ^2) (c/- notations de [8]) et soit g un élément
de GL2 (F). Il existe un entier naturel Wo tel que :

(1) V W ^ W Q ,

^(H'"1^)^^)^^ ^(H'"1^)^/-^)^

J»-i»»j( Jf-mo^

(dans cette égalité, on a confondu l'élément ( j de N et l'élément n

de F».

BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE



414 M. COGNET

On pose alors :

| (p(w-ln^)^(n)dn=lim„^+^( q>(w-1 n^)^(n)^).
JF \Jti»-mn /

En effet (cf. [God], paragraphe 1.9), si m est un entier non nul,

f ^>(^lng)^F(n)dn=\ <p(w-1 ng)^F(n)dn
Jœ-m^ JR

+zr=i f (p^'1^)^)^-
J.-kn.

Quitte à changer (p en sa translatée à droite par g, on peut supposer
que g est la matrice identité. On remarque successivement :

(a) <p est dans B(^i, ^2) : il existe un entier naturel n^ tel que, quel que
soit g dans GL, (F),

/ /l-hco"»R œ 1 1 1 ^ \\"K „•,« î -J.)-1"'*
(fr) II existe un entier n^ tel que Hi H^1 est trivial sur 1 -hœ^. R.
(c) II existe un entier n^ tel que, si n est supérieur à ^3, on peut trouver

u, dans R* tel que ^/-(œ'""u,) est distinct de 1.
, /n-1 -iy i °\

(rf) w " ' (o nX^ 1 l}
Posons 5=<p(Id) et supposons que k est un entier supérieur à

3+2sup(n», n^ n^) (pour que (k-\)12 soit supérieur à
\^-sup(n^ n^ n^)).

On a :

^(H-'^^Mn)^
J«-kK-

^i^Wî.sl (p,^1)^'1)^^'^)^*-
Jlc

Soit le changement de variable

u = r + û)̂ 2 u^2,

TOME 113 - 1985 - N 4



CHANGEMENT DE BASE QUADRATIQUE 415

OU
M=l?4-0)(k-l)/2u^^2

et posons :
^ = ̂ F (œ^2 "k/i) ou ^ (œ-^1)/2 u^ ̂ ).

suivant que k est pair ou impair. On obtient l'égalité :

^>(w~ln)^F(n)dn=(^^l)((ùk)S.'k|,
Jo-kn*

x (Hi^1)^-1)^^-'")^.

Puisque ̂  est distinct de 1, cette expression est nulle.
Donc, on peut choisir mo égal à 3+2 sup (n^, n^ ^3).
On définit l'ensemble :

^v" ^^.^(n)^,^«=^^ ^)(w~lng).^F(n)dn,
F

<p€B(Ui, p2)siîi=p(Hi, Ha)

(peB5^!, ^2) si 7t==CT(Hi. Hz) ^

LEMME 4. — L'espace D, n'e5f pa5 nul et constitue le modèle de Whittaker
relatif au caractère ^ p .

Il suffit d'adapter les résultats de [5], pages 1.27 et 1.28. D
Caractérisation de n'. — Pour mener les calculs sans problèmes (relatifs

notamment à l'application du théorème de Fubini) et quitte à faire des
prolongements analytiques pour avoir des égalités vraies quel que soit le
nombre réel positif 5, on introduit un facteur complexe supplémentaire.

Soit (p un élément de B (^i, ^2), soit x un nombre complexe.
Considérons la fonction <p1 :

GL^W^C,

-c x ^-^•1"-^
Elle est bien définie et appartient à l'espace B(^, (|^2, ^ l l r^2) et

coïncide avec <p sur K.

BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE



416 M.COGNET

Considérons aussi les applications

W3,: GL^F^C,

g^ ^>x(w'lng)^F(n)dn
JF

et

A}^: GL^n-C,

gi^ f HW^te)^tei)7(o, i, i, i)^.JN\G
Le lemme suivant est un lemme (Tanalyticité qui permettra de prolonger

à tout nombre complexe x de partie réelle positive les résultats de la
proposition 2.

LEMME 5. - Soir <p un élément de B (ni, ^2)» f dans y {Ex F*) et g^
dans GL^(F). L'application x^A^ w(8i) est une fonction entière sur C.

Démonstration. - Quitte à changer /, on peut supposer que gi est la
matrice identité. On a l'égalité :

A}, ^ ( Id)=f W^ ^k)^)7(0. P, a, 1/cxp)

IP.^I^^^^a^P^.

Puisque la fonction W^ est X-finie à droite, il suffit d'établir Fanalyticité
sur C de la fonction 5y w définie sur C :

^-L,."^ ^))^?•^ l• /aB
x|pa-i|;"(a,Ç)iCaiif(.

° " - ^(C ^- '̂(•••"'•C ^'wdn

De l'égalité

., /a 0\ /p 0\ .,/! npa-'\
w '"(o pj'io ah (o 1 )
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et du changement de variable n (ter1 =r, on déduit que :

^(G ^^^^^^^^^
avec :

Jî(o, P)=f (p-iï^ ^w-^^IP-^I^^P^.a.r)^

et

^(o,P)=J (p^ ^w-lr)lP-l.a|,.^(P-l.a.r)dr.

1. ÉTUDE DE 7^(0, P)

On a l'égalité :

/P 0\ ., /P OVr-1 -IV 1 0\
(o ah -(o aXû rAr- l}

/ 1 0\Si r appartient à F-R, la matrice . appartient à K et on a
\r-1 û;

l'égalité :

^^IPa^ir^iWMa)

L.<C1. ?))'-'-
^(Hi^'X'-"1)^^"1-"'-)^-

On considère alors les intégrales J^' (1' * égales à :

f ^(( 1 . o))l^"llrl(^l^l2-l)('•-l)^(P-l.a.r)d^.
J.-*!»- VV l//

On a :

^^-l^l?^^-)^)^^;-, ;))

x^i^'X"'1)^^'1-»-"'*")^"-
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Reprenons les notations utilisées pour montrer l'existence de

^(w'^^n^irWdn (cf. page 12). Supposons que k soit tel que
JF
(k-i^P^.oO-l)^ est supérieur à l+sup(ni, n^, ^3) et posons, pour a
et P fixés,

a?-1 ̂ œ1^"1^ p (avec u.. p dans R*).

Soit le changement de variable :

U^V+G^U^U^ p
avec :

Y^-^P^a))^ si fc-i^P^oQest pair
et

^^(^-^(P"1»)^!)^ si k-i^P^oOest impair.

On conclut alors que J^ pt Jc est nulle pour de telles valeurs de k. On
peut donc se restreindre aux valeurs de k telles que :

l^k^3+2sup(ni, n^ n3)+^(P~l.a)=h(a, P).

Posons w = — 2 — 2 sup (n^, n^ n^) et soit T, l'ensemble des couples
(a, P) tels que la valuation ^(p'^a) est supérieure à m.

On a l'égalité :

^(o, P)=IT((O, P^IPa-lir^MPWa)

^Z^y^i^1)^)!^!^

'•.[..'''((..•i- ?))(--.'»("-'
x^(p- l.!x.œ~ tM)^u

(expression (£)).

2. ÉTUDE DE î\ (a, P)

Puisque w~ 1 r appartient à K si r appartient à R, on a l'égalité (£') :

/îta.P^lpa^lr^M^MoO

x f (p^-^IP^al^P^.a.r)^.
Jx

TOME 113 - 1985 - ?4



CHANGEMENT DE BASE QUADRATIQUE 419

3. ANALYTICITÉ DE LA FONCTION 8y ^

Puisque J est à support compact dans F2 x F x F*, il existe deux com-
pacts ouverts K^ et J^ de F* tels que 7(0, P, a, 1/ap) est non nul seulement
si a appartient à Ki et P à X^.

Posons :

LÎ- ̂ ^(o, p)7(o, p, a, i/o^lp.or1)^ )̂
L;- ̂ ^(o, P)7(0, P, a, l/apïlpor1!^ ^).

On a l'égalité : (£') :

6 .̂ ^(x)= f LÏ P(x)^arf*P+ f LÎ P(x)J*a^P.
^1«X2 ^IXK,

D'après les expressions (£) et (£'), les fonctions Lî* p et L^' p sont
analytiques sur C.

Soit XQ un nombre complexe. Du fait que le nombre b(o, P) est borné
sur le compact K^ x K^ des expressions (£) et (£'), on déduit que les deux
fonctions

x^\H^(x)\ et X^IL^OC)]

sont majorées par des fonctions intégrables pour la mesure ^*arf*p de
F* x F* et indépendantes de XQ dans un voisinage de ce nombre complexe.

Comme ce raisonnement est valable quel que soit le nombre complexe
XQ, les intégrales figurant dans l'expression (f) sont analytiques en x et
ôy nr l'est aussi. C3

Si H est un caractère de F*, on désignera par ^ le caractère de F * égal
à H°Nr/f

PROPOSITION 2. — Suit/appartenant à y (Ex F*), (p û B(^ip p^) et solt

x un nombre complexe dont la partie réelle est strictement supérieure à
— 5 + 1 . // existe une fonction <î>^. , à valeurs complexes et définie sur
GL^ (F) telle que :

(1 )0^ , appartient à B(n, [ |^2, ̂  j | /r^2).
(2) Quel que soit Vêlement g^ de GL^(F),

^f. .teiï-f ^f. ,(^Q ~^,)^.(û)^.
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(3) Quels que soient g^ et g dans GL^ (F\

<^.^i)=<^(n)/.,te)-

Démonstration. — On a la suite d'égalités :

.̂ w(s)- [ ^i)^te)^tei)7(o, i, i, D^.
JN\Ç

-f . f f ^^''ng^FWdn}
JN\G\JN /
x^te)^tei)7(o, 1.1, \)dg

= f «w-^ï^^X^JW i, i, \}dg.
JG

c'est-à-dire que :

'̂̂ -L,..,..̂  OG ^)
".«; OC :»̂

7(0, i, i, i)!?^-1!^^»^?^^.
qui est égal à :

f lap-'I^MoOMPîia.P-1)}'2^)
JF*XF*KF«K

xF/wn^ °^^te,)7(0, 1, 1, 1)

xlP.a-'JF^a^pdndk,

Or:

^(^(^ S)^^^7^ 1' 1' 1)

^(Dia.P-'l^a^f ^(fc)^tei)
JF-

x7(-a, -np, a, -np. a.fc, l/ap)^("^+'rr(fr))t^]-
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L'application

(a,P,n,fc)^|a.P-l|î/2|^ll(a)^i2(P)^tel)7(-a, ̂ n^^~)

est intégrable dès que Re(x) est supérieure strictement à -s+1, ce qui
justifie les calculs formels précédents et permet d'appliquer le théorème de
Fubini pour ces valeurs de x.

Posons :

^(a,P,fc,^)=^(a)^(P)|a.rl|rl)/2

x f ^(W^ °)kWi)7(0, 1, 1, D^i

et soit
;/(OL P)=j/(a, P, Id, Id).

On notera que :;/(o, P, K, gi)=;n^i)^(Xï /(a» P)'
On a l'égalité :

A} ^)= f J(^ P. ̂  giîcp^lP.a^lF^a^P^-
JF^XF-XFXI:

On a :

^o^PÏ^H^^H^^Ia.P^l^^^^d)

-L^ ^<-.-"•b•"
x^(nb?-hTr(fc))dh^.

Par inversion de Fourier, on a l'égalité :

(^^^(TO-J-œ^1--6-1^-^
et donc on a l'égalité :

^^^^^.(^^(Pïla.P-'l'f^'^Y^l)

«J/'-C :)< O-1)^—
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^(^u^Y^Ola.p^ir.^o^lap-1),,

/̂(("af ^^r(b)db.

Fixons v dans F* tel que v n'est pas une nonne de F*.
(1) Supposons que a est la norme d'un élément de F* et choisissons a

dans F'* tel que a==ûû. On a :

/abb a 5 \ / l b\/0 -1V1 0V 0 a \ / l 0\
Y a f c oj\0 lAû 0 AO OÂ-1 OÂ^ V

(2) Si a n'est pas une nonne de P*, choisissons a dans F * tel que
a=v.oa. On a :

fabb a 5 \ / l 5\ /0 -IVv 0 \ / 0 a\ /1 0\
\ab a)~\0 l)\a 0 ){o o)\-l o)\b \ ) '

Soit S le groupe des normes de F*. L'application N f / p :

F*-oS,
b^bb.

est surjective. Fixons une section continue e de N f / p .
On obtient l'égalité :

^^^(^(^(nia.p-'ir3'72^^)
f^(e(a))- 0 ^ / 1 -^
Jr W 0 O) \0 ' 7/

(̂(i S).'/P)^-^s(a)
? ^/(e(a.v-))-> OY /l -^
Jr \Y 0 \ ) \Q \ ) )

-€ :)•"v^t)
On a finalement l'égalité cherchée :

^.ir(^i)=J<^.,^^ ^ ^^^(fc)^,
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avec :

<^.^i)=Y,o)J MoOMpïla.r^r^uoo

""^(-rr ?)-)
x^W/)iï^ ^, l/pW]-l^(a)

-t^r^'1 :)4 )̂
C S;)'̂ )^^

<r}.,tei)=Y,0)
x f MoOH^Ia.P-'ir^Cx.i;)

JF'XF'

x f (p(k)(Rte»)^(k)/)iï^ ^\ l/ap^^*a^P.

Il est facile de vérifier les propriétés énoncées dans la proposition. D
Soit ft l'ouvert de C, ensemble des nombres complexes dont la partie

réelle est strictement supérieure à — 5 — 1 .
L'application :

(a^^Moo^pîia.r^r^2^)
x f <p^)(^)^)n((^ oo)v^)dk[c!'ad'n

est intégrale dès que Re(x)> —s- 1. On peut donc définir ̂  ,(^) par
la formule ci-dessus dès que x est dans Q.

Puisque <D^ , appartient à B(yi\\ |^.2, ̂ \ \FX12^ o" F^"1 montrer
{cf. la partie 2) que, pour <p fixée dans B(pp ^^), /dans ^{E x F*) et gi
^ûn5 GL^(F'), i7 ^xïsre un ^nri^r Wo indépendant de x dans 0 tel que
l'application :

'"^1.-. .^(^G "f)^)^'^^
est constante pour les entiers m supérieurs à WQ.
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On pose, pour x dans t2 :

L^.<(-G '^'•wda

""'—{i-^-^o ~^^wi'•)•
Soit :

M^ ̂ )=J ^ /^Q ~~^\gi)^r(a)da.

LEMME 6. — Lu fonction M^ , ̂ 5r analytique sur SI.

Démonstration. — Quitte à changer /, on peut supposer que g^ est la
matrice identité. Il existe un entier m naturel tel que :

Vxeîi, M^(;c)=f ^.tfW1 "iWoOdû.
J.'-'-n' \ V0 1 / /

Posons :

^(a,P.^û)=y,(l)^li(cx)^l2(P)|a.P" l|(fx+l)/2(a,^

U t f y. aa a ï\ \
x <pW(r,(fc)/)(( ,1/ap)^.

K \\ tt-0 a / /

On a l'égalité :

< .̂ ,(W1 ^û))= f ^(oc, P, xû)J*a^P.
\ V0 1 / / JfKF*

Puisque / est dans *S^(£ x F*), il existe un compact K^ de F, deux
constantes M et c indépendantes de x dans ft tels que, en notant Y9

l'ensemble i.reF, |r0'o0| ^c} :

\g(^^^a)\^M^^{aL)\{^^ï)(ai)\WC{x)^ly.W.

Grâce à cette inégalité, on voit qu'on peut majorer la fonction

(a, P, û)»-^(o, P, x, û)

uniformément au voisinage de tout point x de 0, par une fonction inté-
grable pour la mesure d* id* Çda de F* x F* x û)'"*" R\
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Comme la fonction x 1-̂ (0, P,, x, a) est analytique sur tl quel que soit
le triplet (a, P, a) de F* xF* xœ'-1"^, comme M", ,(x) est égal à l'inté-
grale

g(^ P, je. û)^(û)d*a^P<iû, My. ,
jF»xF*x«'~"'ir

est analytique sur Q. D
Vu les deux lemmes d'analyticité (lemmes 5 et 6), on déduit que la

proposition 2 reste vraie quel que soit x vérifiant: Re(x)>-s~l et
notamment pour s^O, quel que soit x tel que Re(x) est strictement
supérieure à -1. Il suffit alors de faire x=0 et on obtient :
si/appartient à y{E x F*), (p à B(Hi, ^), si 5 est positif.

Af, ̂ )= \ ̂  /^L J^1 }^r(à)da. 4/. ̂ i^f^. ,(^Q ~^i^r(û)^,

avec <ï>^ , dans B(^\, ^2) et

W(g)^\ ^>(w-lng)^F(n)dn.
JN

Soit <p fixée dans P(Hi, ^2) telle ̂ ue w associée soit non nulle. D'après
le troisième point de la proposition 2, l'espace des fonctions
{<ï>^ ,, fey(E x F*)} est un GL^ (n-module et on a :

COROLLAIRE. — L'espace 9 est un sous-quotient de B(\i\, ^2).
On rappelle que

^={^/.^/e^(£xF»), Wç^-}.

PROPOSITION 3. - (1) Si pi ^2'1 ̂ 1 Ir» ^ ̂ ( ^û/ û ^(^P ^2) ^ nf est

la série principale p(Hi, ^2).
(2) Si ^i H2"1 ï= 1 1 r er ^i ^2 1 = I 1 F< ^ esr ^û/ û Bs (^ P2) ^ ^

esr lu s^rïe spéciale 0(^1, ^2)-
(3) Si ^i ^2'1 =1 IF- er ^i ̂ 1 ̂ 1 1̂  ^ esr ^û/ û B^ ^2) ^f 7t/ ^5t

réductible.
Démonstration. - De ce qui précède, on sait que S (qui n'est pas

l'espace nul) est soit B(^ ̂ \ soit B5^ ^Y soit encore le quotient de
dimension 1. Puisque 9 est un modèle de Whittaker de n\ cet ensemble
ne peut être le quotient irréductible de dimension 1.
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(1) est clair.
(2) On va supposer que n est o(^, nj |jT1). Il n'y a que deux

possibilités : soit ^P=B(Hi, ̂  soit âS^B3^ H;)-

LEMME 7. — (1) Si f appartient à y (Ex F*), il existe une constante
positive ̂  telle que :

I ̂ /. y (û) | ^ \f1 Ui (ûû) | au voisinage de 0.

(2) Si ̂  est B(Ui, pa)» ^ existe/appartenant ày (Ex F*) et W à tu-
telles que :

^/. w (û) = | ° \ï12 • ^2 (ûû) ûu voisinage de 0.

Les parties (1) et (2) de ce lemme sont contradictoires (on rappelle que
^2 = ̂ i | IF 1) et ^onc l3 représentation n' est la série spéciale 0(^1, ^).

Prouvons d'abord la deuxième assertion du lemme. Si ̂  est l'ensemble

^(Pi» tô. rapplication : g^\ <p(wagi)^(-â)da est dans ^ quelle
J F '

que soit Papplication (p de B(yi^ ^). On rappellera A^(g^).

Acpiï^ o))=|fc|F /2^2(fc6)J<p((^ ^)^r(û6)^.

Il reste à choisir la fonction q> telle que la fonction

^J (̂(-°l ^r(a^da

soit constante au voisinage de 0 sans valoir la constante nulle. Soit on
applique [5], page 28, chapitre 1, soit on fait un calcul direct facile. Q

Prouvons la première assertion du lemme. On a :

^ ^(û)=J w^^R^ ^7(o, i, i. \)dg.

^ . . fl n\/QL 0\/z 0\
On cent ^ = t ^ i ) ( n i )l n ) selon la décomposition d'Iwa-
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sawa. Grâce à l'invariance de nos fonctions par un sous-groupe ouvert, il
suffit de prouver le lemme pour la fonction C^ y définie par :

c,,(»)-|.|̂ (̂(7 ^))(.,,a
x/ (0, 2. a 2û-1, aa/a. z2) \ a | p 1/2 d* a </* 2.

Le caractère central de la présentation it est ̂  V-i = VÏ \ \r '•
On obtient l'égalité :

C/.H.(û)=|a|^f ^WW^ °))( ,̂!;)
Jr-xf VV0 1 / /

x7(0, z, azû-1, aû/a^la^^^^a^j.

(û) II, existe quatre constantes Ci, c^, €3 et €4 telles que la fonction

(z^)^À(z)\z\^w(F ^))(a.^)

7(0, z, a.zû-1, ûû/a.z^ial^2 ,
ne s'annule pas seulement si :

(1) v(z)^c^
(2) 2u(a)+2u(z)-u(ûû)^C2,
(3) II existe un entier h tel que :

C3^A^C4 et i;(a)=i?(aû)-2u(z)+/i.

Ce système se réduit à : il existe un entier h tel que €3 ̂  h ̂  €4 et tel
que :

(1) Ci^(z)^(aû)+2^-C2)/2,
(2) ^ i?(a)=i;(ûû)-2y(z)+À.

(fc) On sait qu'il existe une fonction /i dans Sf (F) telle que :

VaeF*. H^ ^= |a|^2^ (a)/^ (a).

Il existe une constante positive X telle que :

VaeF», j^Ç ^l^.lanM»)!.
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(c) Soit

^-{(z oOe^xF- ^^v(^(v(aa)^h^cW
^""t-^6' ' ' t r(a)=t;(ûû)-2r(z)+h. J-

Soit M un majorant de 17|.

Alors, | C^ w (û) [ est majorée par :

^M^T^ f I^IM^lMoOl^a^.JfS
Soit

L;= {zeF», c^v(z)^(v(aa)^lh-cj2].

Quel que soit A tel que c^^h^c^, il existe une constante positive K^
telle que :

f 1^)|M.'1 |Hi(a)|^a^z^X,|^(ûû)|ff|z[^dz*y

On a :

r , . , /i-lûl^H^^2^^
z^2= œ,^ 1 iF }F————).

JLÎ \ ^HF )

Pour tout voisinage F de 0 dans F', il existe donc une constante K^(Y)
positive telle que :

H^f \2\Fl^Z^Ki(v).
JL;

Soit

^Z^^^^-^

On obtient la majoration cherchée :

Vûe^, \C^^(a}\^\y.\^(aa)\. D

Prouvons le troisième point de la proposition 3. Les hypothèses faites
sur les caractères pi et ^ signifient que n est la série principale
P(Pi» 4i I I^Xf/p).
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Supposons que (n\ GL^(F), ai) est équivalente à la représentation
(0(^1, ^2), GL^(F\ B5^, ̂ )). La représentation n' est irréductible et
l'espace

<if={X^y/€^(ExF*), WçiTÏ-}
est le modèle de Kirillov de n\ D'après [5], V est exactement l'ensemble

des fonctions
{a^\a\y^(aa)f(a\fçy(F)Y

Le lemme suivant assure la contradiction.

LEMME 8. — II existe une fonction f de y ( E x F*), une fonction W de
W^ ~ et une constante \ différente de 0 telle que :

^/, w (a) = ̂  |a |r1/2 Ui (aû) au voisinage de 0.

Démonstration. — Pour obtenir le résultat, il suffit d'affiner la preuve
de la non nullité de l'espace SS (cf. la proposition 1). On a, quel que soit
m appartenant à F'* :

^ ^(m)= \m\y2 S ^(g)^fe)7(0, 1, m-1 , mm)dg.
JN\G

En gardant les notations de la proposition 1, on choisit a, /i, f^ W et
l'entier n tels que :

(1) ./i0c,>0=l«^00îi^ji00-

(2) w((^ ^^^(a)^,112^^!^) (cf. [God], page 36, § 1).

(3) a est un entier naturel tel que la restriction de ^ à l+îi'/? est
triviale.

(4) /2 (^)=l|r(fc)l i.^04

(5) n est assez grand pour que W et la fonction g»-»p^te)/2 soient
stables par translation à droite par n'importe quel élément de N^ (cf. page
9) et n est supérieur à a.

Comme dans la proposition 1, soit :

^i.^.^^f ^(bk)f,((QA)bk)^(bk)f^(m-\mm}db
JH\B

^i^(k) f W(b)f,((0. \)b)(^(b}f,)(m-\ mm)db.
JH\B
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On a l'égalité :

""•"•'^-L.1'^"'^ IS))*"-0
xH^ljr^'^îi+.'i^mw/a^Hr'^a^.

Or,

^"^(Ç ^^-"'̂ (G °))'
/ i o\

car est dans N, dès que à est dans 1 +0)"^.
\0 d/

Donc :

^l./î. H-W-^'^) f ll^^WHl(û)
Jy-xF*

xlûl^^^^l^^m-^li^^tmm/û^^ûrf^.

Puisque n est supérieur à ex, on a :

l l -^«»"n(<0• l l+« a j l ( '"W/ûrf)=ll^^^(rf) . l l^^^(WW/û).

Posons ûssmwû'. On a l'égalité :

^i.^.^)-1^)

x( ^l^RWi^R^tW
\J*F*KF»

x |û'|^1 l^.(mwû')
x 1^ (mma') d* a d* d) ̂  (mm) \ mm \ p 1.

De l'égalité

î l ^«» t t j l (û ' ) l / l (WWÛ') l^ (WÛ')= l l^^^(û / ) l^ (w) ,

on déduit que :

^i./^)-1^)

x f f Ïi..^(rf)li^^(û)^^^
\Jf«F» /

X H i ( w w ) [ w | ^ 1 IK (w).
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De Fégalité

^wW^\m\y[ F^^wWdk,
JK

on déduit qu'il existe une constante \ strictement positive telle que :

X/. ̂ W^.Mw^lml^M^m).

Le lemme 8 est ainsi démontré. D

3. Le cas des représentations cuspidales

Soit W fixé dans H^ non nul. On a l'égalité :

^={^,,/6^(£xF*)}.

Considérons y l'application de restriction de 9 dans ̂  qui associe à toute
fonction de â9 (notée généralement A^ ^ dans ce qui précède) sa restriction

( a °\aux matrices de la forme ( ) (notée Kf ^ dans les paragraphes

précédents).
Soit n une représentation de GL^(F) irréductible et cuspidale, réalisée

dans son modèle de Whittaker ^"î". Soit œ, le caractère central de n.

LEMME 9. - ( 1) Soient a et b dans F *, f dans ^{E x F*) et n dans F.
On a les égalités :

( 1 . 1 ) ^Rn. Ouy.H^)^/. W^Y
0 1

( 1 . 2 ) A;^(, ,^/ „,(/>) =<rr("/^/. w(h}.
0 l

(2) // existe une fonction L de F * x F' * à valeurs complexes telle uue,
pour tout f dans //(£ x F*) et pour tout h dans F* :

(2.1) L'application c^ K^ n ( r )L(r , h) est intégrable pour la mesure de
de F\

(2.2) On a F égalité :

.̂.. /. H ^)= Â:/. w(c}L{c. h) de.
JF
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Le point (1) est clair et on prouvera le deuxième point qui nécessite quelques
lemmes techniques (cf. page 28, pour F expression de la fonction L).

De ce lemme et de la décomposition d'Iwasawa, on déduit le corollaire
suivant :

Le noyau de y est réduit à l'espace nul.
Par conséquent, au lieu d'étudier la représentation (n\ GL^ (F), 9\ on

étudiera la représentation transportée sur ̂  qu'on appellera encore n\
Soit û)i un caractère de F'*. Notons (ù^ son caractère conjugué

ûi-^û)i(û).

LEMME 10. — (1) L'espace V est soit ^(F'*) soit un espace dans lequel
y ( F * ) est de codimension deux.

(2) Dans ce deuxième cas, il existe un caractère (ù^ de F * tel que :

(2.1) ^-{a^\a\V2((ù,(a)f,(a)
^^(a)Ma\f,€y(F)f,çy(F)}.

(2.2) (ùi^œî

(2.3) Quel que soit a dans F* :

|(ù,(û)|=|û).(û)|.

Démonstration. — On sait déjà que Kf ^(a) est une somme finie
d'expressions de la forme (cf. page 23) :

i.rJ^».(,)K-((; \}Y...Q
7(0, r, azû-1 , aà|rt.z2)\a\Fl{2d^aid*z.

(1) Puisque n est cuspidale, il existe deux constantes entières Ci et c^

telles que w[ ( ) ) ne s'annule pas seulement si : c^v(v.)^c^

(2) II existe aussi deux constantes entières €3 et c telles que
/(O, 2, a rû"1, aû/a.22) est non nul seulement si :

C3^u(ûû)-r(a)-2r(2)^C4.
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D'après (1), il existe deux constantes entières €5 et c^ telles que
/(O, z, a.zû"1, aû/a.z2) est non nul seulement s'il existe un entier ^ tel
que :

(û) c^^yi^c^

(b) (*): v(z)^v(aà)/2^^

D'après (*), il existe un voisinage V de 0 dans F" tel que pour tout a
dans V, pour tous z et a dans F*, on a l'égalité :

7(0, z, a.zû"1, ûû/a.z2)=7(0, 0, a.zû-1, ûû/a.z2).

Puisque l'intégration sur K n'apporte qu'un nombre fini d'intégrales du
type précédent, on obtient, pour a suffisamment proche de 0 :

K,,w.W^^.ww(^ ^))(..,,o

(r^(fe)7)(0, 0, a.zû-1, aà|v..zl)\y.\fwd*a.d*zdk

'L^^G î))^0-1 '1^
Supposons maintenant qu'il existe une fonction /i dans y {F2} et une

fonction /^ dans ^(F' x F*) telles que :

7(x,;p,fc,u)=/i(x,>0/^,u).

Posons pour tout a dans F*

^ ^(û)= f H^)r^)R(ï^ ^7(0, 0, 1, 1)^.

et {cf. la formule (^J)

j^ ^(û)= f W(g)(^{g)f,}(à^. aà)dg.
JH\G

II existe un voisinage de 0 dans F tel que pour tout a dans ce voisinage :

(I) K^ „ (a) = K}. ^ (û) =/, (0, 0) | a \V2 J^ ^ (û).
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Soit ^ appartenant à F*. Quel que soit a dans F'*, on a :

J^^a)^^)^(\)J^^(a).

Soit D l'ensemble des caractères x de F * tels que :

Vî.eF», xW-^yœ^W.

Pour Xo6^' on P^1 considérer l'intégrale

^ x o = f Jf,w(a)%o(a)da.
JF'*/F*

Soit A l'ensemble des caractères de F * I F * ,
Puisque F * I F * est compact, l'ensemble A forme une base de l'espace

des fonctions localement constantes sur F */F* à valeurs complexes.
L'action du groupe A sur l'ensemble

Dx/4-^D,

(X* Xi)^X.Xi

munit D d'une structure d'espace homogène sous A.
Donc, il existe une famille presque toute nulle (c^^çp de nombres

complexes telle que, quel que soit a appartenant à F'* :

^.^-Z^^x-X'1^

Soit v la mesure de F * / F * . On a l'égalité :

(**) ^x=v.^x.

Premier cas. — Supposons la condition H suivante vérifiée

VxeD, V/e^(£xF*), VH^eiT;-. ^,=0.

D'après l'égalité (**) on a : cj ^==0 quels que soient /, W, x- Donc,
la fonction Jy w est la fonction identiquement nulle et K^ y (û) est nul
au voisinage de 0. Avec le lemmc 2, on déduit que ̂  est y (F*).

Deuxième cas. — On suppose que la condition H est fausse. Soient alors
X€Z)./6y(£xF»)et WelTÎ-tels que J^^O.
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On a les égalités :

îw.^[ f f ^Ûr)(P^)/2)(û"1, aa)^(a)dg\da
Jr</F<\JN\G J

=f ff f f ^(^)(P^)/2)
JffF*\JZN\G\JF*

(à"1, aà)ji(a)d*'k\dg\da.

Puisque ^ appartient à Z), on obtient l'égalité :

^f w^([ f f (P^)/2)
JZN\G \JF'*/F*\JF*

(^û-1, aû/^x^.^"1)^'')^)^.

Posons :

^(^f (P^Ï^^'^^Xtû)^*.
JF'*

On obtient :

J^=f H^te)^^)^.
JZH\G

Soit G 'h le sous-groupe de GL^ (/') des matrices dont le déterminant est
la norme d'un élément de F'*. Soit r^ la représentation de G^ définie
dans [8], page 11 et soit 7i(x)=ind^+(r^). On sait que 7t(x) est irréductible.

LEMME 11. — L'espace des fonctions {H^2, f^€y{E x F*)} est le modèle
de Whittaker de la représentation n(x) relatif au caractère additif ̂  p.

Ce lemme découle de [8], page 13.
Posons

<^. ^2>=f W(g)W^{g)dg.

JZN\G

La forme (W, ll^)»-^ W, Wf2 > est donc une forme d'entrelacement
(non nulle par hypothèse) entre les deux représentations n et n(x) qui
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sont irréductibles. On déduit que n est équivalente à la représentation
contragrédiente de ît(x), c'est-à-dire ît(x~1) {cf. [8], page 150). Comme n
est cuspidale, le caractère x est distinct du caractère x°-

On sait que la représentation ît(xi) est équivalente à la représentation
îc(x) si et seulement si X i = X ou X2:!=XO (c/- [8], page 150). Donc, d'après
l'égalité (^ ^) seuls c^ ^ et c^ ^a peuvent être non nuls.

Soit / la fonction telle que

7(x, y, fc, u)=7(^ ̂  5» u).

Puisque cj ^ est non nul, les égalités

v.c7^o=7^a=7^=v.c7^

assurent que c^. ̂  est non nul.
Soit ©i le caractère x~1- On déduit de ce qui précède et de la relation (I)

que :

^^{û^lûl^^^/^^+œî^/JaW/^^Cn,/^^^)}.

Donc y ( F * ) est de codimension deux dans .̂
Les propriétés de œ, se déduisent de celles de x- D
on va utiliser ce lemme pour établir :

PROPOSITION 4. — Lu représentation {n\ GL^ (F). ̂ ) est irréductible.
Démonstration. — Soit T l'ensemble des GL^ (F')-modules inclus dans

V et contenant y {F*).
Soit V l'intersection de tous les modules appartenant à T. La représenta-

tion (n\ GL^(F), V) est irréductible car tout sous-module non nul de ̂
contient y (F*) (c/. lemme 3).

Si ̂  est y (F*), alors

V ^ y ( F ^ ) et (n\ GL^(F\ <€)

est irréductible.
Si ^ est tel que y ( F * ) est de codimension deux dans ^, supposons que

^ est distinct de V.
Premier cas. - Supposons V-=y{F*). Puisque V est son propre modèle

de Kirillov, la représentation {n\ GL^(F\ V) est cuspidale. Comme
{n\ GL^ (f), V) est admissible, on peut appliquer le résultat, page 37 de

TOME 113 - 1985 - N 4



CHANGEMENT DE BASE QUADRATIQUE 437

[1] à cette représentation : le sous-module V de V qui est cuspidal est
facteur direct.

Il existe un sous-module V de ̂  tel que : VQV'^.
La dimension sur C de V est égale à la codimension de V dans V. Elle

est donc finie et non nulle, ce qui est exclu car V doit contenir y (F*).
Deuxième cas. — Supposons que la codimension de y (F*) dans V

vaut 1.
Puisque V est toujours son propre modèle de Kirillov, (n\ GL^ (F), V)

est une représentation spéciale liée à un caractère p de F *. Id est :
y={a^\a\y2^(a)f(a\fEy(F)}.

Par définition de la série spéciale liée à H, le caractère central de îf
est H2 . ] |,-1.

Par un calcul direct, on obtient qu'il est égal à œ, ° N F ' / F .
D'autre part, d'après le lemme 10, on sait qu'il existe un caractère (ùi

deF* tel que:
(1 ) VûeF*. |cùi(û)|=|œ,(û)|.
(2) œ^©?.
(3) V^{a^\a\V2(^(a)f,(a)^(ù<[(a)Ma)\f,ey(F\f^y(F)}.

De l'indépendance algébrique des caractères de F * , on déduit que ^ est
égal soit à (ùi, soit à œ^. On a donc :

VûeF», |n(û)|=|(ùi(û)|=|(ù.(û)|.
ce qui contredit l'égalité ^i2. | |̂ .1 ==œ^0 Np.^.

Par conséquent, seul le troisième cas est possible.
Troisième cas. — y ( F * ) est de codimension deux dans V. V est alors

égal à ̂  et la proposition est démontrée. Q

COROLLAIRE. — Soit n une représentation irréductible cuspidale.
(1) S ' i l existe un caractère co de F * tel que n est équivalente à n(œ),

alors œ est distinct de (ù° et n' est la représentation de la série principale
P(œ, œ°).

(2) Sinon, n' est irréductible cuspidale.
Donc, sauf si n est la représentation de la série principale

P(^p ^i | I f ^ X F / f ) 7 1 est irréductible. Mais n possède un unique
quotient irréductible non nul, y compris dans ce cas exceptionnel. Dans
ce cas, il est de dimension 1.
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Dans la quatrième partie, on appellera encore TC' ce quotient irréductible
et on étudiera la correspondance n^n'.

Démonstration du lemme 9. — II reste à prouver la deuxième partie de
ce lemme. On va utiliser le lemme suivant :

LEMME 12. — Soient a et p deux éléments quelconques de F* et soit W
un élément de T .̂

(1) Quel que soit g appartenant à GL^ (F), F application

""<-C X î» '̂
est intégrable pour la mesure dn définie sur F.

(2) L'application

-K-C X ;»^
est une fonction de Whittaker et il existe un nombre complexe c(a, P) tel
quelle est égale à c (a, P) W.

Démonstration. — On va montrer que l'application V^ p est à support
compact dans F. Comme elle est localement constante, elle est intégrable
pour la mesure dn de F. Quitte à changer W, on peut supposer que g est
la matrice identité.

Soit k un entier naturel tel que W est invariante par translation à droite
. ^ / l -hû/R (û'R \

par n importe quel élément de N4 == . . |.
\ ^R 1+û/jR/

Supposons que v(n)^ -fc. D'après l'égalité matricielle :

/a 0 \ / î " \ / " a 0 \ / 1 -n"1»-1?^ï "W" T|AO l/ \ 0 naAû
w

<0 PAO 1
/P.a^rr2 0\/ 1 0>

'l 0 lAn-1 ^
on a :

"(-(; X ;))-*'<"-«-"—ro'""0))
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Puisque n est cuspidale, ce dernier terme est nul quand v(n) est assez
négatif. D'où l'assertion.

(2) Considérons le morphisme C-linéaire A de T^Î" dans l'ensemble Y
des fonctions / de GL^ (F) à valeurs complexes, localement constantes et
telles que :

V^€GL(F), VneF, f(ng) = ̂  (n) f(g).

A: w^^W^Q ̂  ;)̂ (̂ )

A est un opérateur d'entrelacement entre la représentation irréductible n
et la représentation de translation à droite que Y. A est donc soit nul soit
injectif. Si A est injectif, l'image de A est aussi le modèle de Whittaker
T^"Î~ de 7t. Le lemme de Schur assure que A est une homothétie de H^"
dont le rapport est le nombre complexe c (oc, (î).

L'application V^ p est égale à l'application œ,(P) V^ p -1 ,. On en déduit

c(o,P)=œ,(P)c(a.P-1 , 1).

Pour aeP1, on pose c(a)=c(a, 1).
Achevons maintenant la démonstration du lemme 9. Soient/un élément

de y (Ex F*), W un élément de H ^ ' . Soit a un élément de F*. On a
l'égalité :

|û^1'2^ ^(û)= f ^te)r\te)7(0, 1, <r1, aà)dg,
JN \G

c'est-à-dire que :

iûi;.12^?)^^)^! , (| w^^^ °)^)vM^)
J A - \ G \ J N \ \0 P/ 7 7

^(^)7(0, \.à~\aà)d^

(en confondant toujours la matrice ( j et l'élément n de F).

Considérons la fonction Cj y :

GL,(F)-C

g^Wig)^^ n°i)^)7(0, l,û-1,^).
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La fonction C^ w est intégrable pour la mesure dg de G si la fonction :

^")-l< ;))' l

-HG s;))7^-1'-"^'^
x^(n&fiûûap)<MpTr(a5))dfr| . j/ ic-1^

est intégrable pour la mesure produit d* cd* hdn de F* x F* x F.
Et cette fonction est intégrable si la fonction :

(c,A,b,n)-|^ ^I.IJC-P-^-nP-1

x^bc.aà^lch^hc'1^2

est intégrable pour la mesure produit d*cd*hdbdn de F * x F * x F x F .
Mais ceci est clair puisque n est cuspidale. Ce résultat permet d'utiliser le
théorème de Fubini.

On obtient donc que :

jûl^2^ ^(û)c(o, P)= f W(g)r^(g)7(0, 1, û-1. ûû)̂
JG

= f ^(^)ff ^(^ap^lû^icxl^.IPl^ta, ̂
JN\̂  \JF'XF

x^te)7(-P"1, -nP"1, fc. ûûap)

x ̂ ^ (nbfiaûap - n + P. Tr (db)) dbdn ) ̂ g.

Posons, pour a et P donnés dans F*

Z^= f ^(aà^q)\a\^ \ a j}72. | p \î12 (aa, ^)
Jr"f

x^te)7(-P'1. -nP-^ûûap)

x^(nhRïûap-n+pTr(ûfc))^n</fr.
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Posons x=-p~ 1 et effectuons le changement de variable ^=nx. On
obtient :

^= f ^(-aàaix^q^aWy2^^^ ç)
JF'XF

^(S)7(x.y, b, -ûoax"1)

XX^F(-^~2^ûûa-^x~l-Jc~lTr(ûfr))^<ffc.

Soit A un élément quelconque de F'*. Afin de fixer la dernière variable
de la fonction r^(g)J, posons : a= —xAA(aa)~1. On a l'égalité :

Da — Y ( AA n\\^\112\ A\112\\•\~^ ( Y ^\ FA
f^ï^\/i/i(i)\a\F' \/i\F' \X\F V""^» V^f^

avec :

^ f ^te)7(^^ fr, AÀ)^,(yx^(AÀbE-\)
JF'XF

-x-^rtûfr))^^.

Faisons le changement de variable fc=J~ 1 -hwx (x est en effet non nul).
On a :

£^= | \x\î^(g)J(x,y, J^-hmx, ^J)
JF'XF

x ^p Cy-^ ~ ! (A mx + -î ̂  + wwx2))

= ( |^|F^(^)7(^^ Â-^mx, AÂ)
JF xp

x ^F- (y(^) ̂ ~1 • w) ̂ r(yxmm)

x^ . (—x~ 1 .û^^^^^^—aw)^^.

De la relation {R 2), on déduit :

-̂LI'Î 'C ':))^^•J-^/i»
^^.(-X'^Û^'^^^-ÛW)^^.
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On obtient finalement :

W2^, ̂ (a)c(-xAA(aa)-\ -x-1)

=\a\Flll<û.(-x-l)K^^(a)c(xlAA(aS)-l)

^-^^(AÂq^aA^^r^-x^.aA-1)

î -C^d^C "))
x]l(x,y,À^,AA)dy\dg\dm.

Soit <t> la fonction :
F x F* ̂  C,

(m, x)^<D(m, x)

=J ^te)fj ̂ )JîQ ^^(x, ̂  A-1 , AJ)^^.

Alors, on obtient que :

(E,): f <!><.. ^r(-am)dm
J F -

^^^A^^ÇAÂqr^r^'^A-^^^x-1)

xc(x2AÂ(aa)^)(^x, ̂  K^ ^(a).

Soit x fixé dans F* et considérons la fonction

<D,: r-^C,

m»—^<l>(w, x).

Elle est localement constante et l'égalité

^^f ^(^ ^^i^-rcc^)JF-XF.XX \\0 ^// /
(( (^ ̂ ) 7) (ex, <>•, c M- ' + mx\ AÂ/cd)

x^p.(Aym)^F((mmyx)AÂ)dy-\d*cd*ddk.

assure que <l>^ est à support compact dans F {n est cuspidale).
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On peut considérer sa transformée de Fourier

fci-^ ^(m)^F.(bm)dm et par inversion de Fourier, on a :
Jr

( <D(m, x)^^(-am)dm\da^^(0)
J F - \Jr )

= L ^te)f f ^te)70c. Y. A-\ AA)dy\dg.
JN\G \JF /

De l'égalité (Ei), on déduit que le membre de gauche est égal à :

(E,) : (-x, ̂ A^y^AAqr^^-x-1)

x f \a^l^(x-l.aA-l)c(x2AA(aS)-l)K^^(a)da.
J F '

LEMME 13. — La fonction
(^^(-^yœ^-jc-1))^1

x^,.(x-laA^)c(x2AA(aa)-l)K^^(a)

est absolument intégrable pour la mesure produit dx da de Fx F\
Admettons momentanément ce lemme. L'égalité (E^) et ce lemme assu-

rent la convergence de l'intégrale l^ égale à :

f |^|r^M-^-î)(| f f ^(m,x)^F.(-am)dmUa\dx,
JF \JF'\JF' / /

et qui vaut :

f ^ ( g ) ( [ ^(jg)7(x,y^Â-\AA) x^,(-xAÀ)\A\,.dxdy)dg.
JH\G \JF2

D'après les relations (R3) et (Ri), on a :

'-^"•(L-'̂ Co' ?))
(£3) x^(w)7(0, 1, 1. \)dg)

c'est-à-dire :
1 «| A | -1 /2 y / J\
lA^\/i\F• ^JKw» /. WV^h
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D'autre part, l'égalité (E^) donne que :

^ = f ( f (-^QW^^AAq)-1

x^-x'^a^^r^'^A'^^-xAA)

c(x2AA(aa)•~l)K^ y(a)da)dx.

D'après le lemme 13, on peut utiliser le théorème de Fubini. l^ est donc
égale à :

f K^^aW^A^y^AAq)-1

J F '

xff(-x,yœ,(-x-1)^^"1^-1)

x^F(-xAA)c(x2AA(aa)~l)dx)da.

Finalement, en confrontant cette égalité à l'égalité (E^) :

^<.)/. w(A)^ [ K^ ^(û)L(û, A}da=\A\V2I,.^
JF'

avec :

L(û, A)=^(AAq)~l\A\r\a\^l (-x, ^)œ,(-x-1)
JF

x^p.(-x~laA•~l)^F(-xAÀ)c(x2AA(aa)~i)d^

Démonstration du lemme 13. — Soit r le nombre réel tel que, quel que
soit 2 appartenant à F * :

|œ,(z)|=|z|,.

LEMME 14. — (1) // existe c ,>0 telle que, quel que soit a appartenant à
F'*, si | û j ^ . > C i , alors K^y(a) est nul.

(2) I I existe c^ > 0 (d/e çue, ^ud ̂  soit a appartenant à F '*,
1 y (n\\ <"r \^\{r^ 1 ) /2

l-^/.^^/l ^c2!û|r•

Cest une reformulation des lemmes 3 et 10.

LEMME 15. - ( 1 ) II existe une constante c^>0 telle que. quel que soit a
appartenant à F*, si (aj^>C3, a/ors c(a) est nu/.
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(2) I I existe une constante c^>0 telle que, quel que soit a apartenant à
F* :

|c(a)|^|a|^-1/4,

Démonstration. - Soit W appartenant à iT^~ telle que H^(Id)s=l. On

^-H'-C î)G O)̂ -
Soit m un entier naturel tel que W soit invariante par translation à

droite par le groupe N^ et tel que ̂  soit trivial sur œ*" R.

Posons :

^-L.'^-C X O)^
t<«)-L.-.("-C OC .))^-

On a : c(a)==û(a)-t-fe(a).
D'après l'égalité

/a 0\ /a 0 \ / a - 1 0\ ^
w ~ 1 1 1=( I I |w

\0 \) \0 aA 0 \ )
et puisque ©""R est compact, il existe un entier q, q constantes ^.p

\^, .. ., ?i, et q fonctions de iT^~ W^ W^ . . ., W, tels que :

/ /a"1 0\\
û(oO=Z:.^œ.(oO(H^ ^J.

Comme n est cuspidale, il existe une constante C telle que, quel que
soit a appartenant à F* : si | a |p > C, alors a (a) est nul.

De l'égalité

,/a 0\/a 0 \ / n a 0 \ / l -n - 1 a-'\
w [o i)[o pMo "«A o } )

/a-'.n-2 0 \ / 1 0\
'l 0 .An- l)
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vraie quel que soit l'élément n de F non nul, on déduit la relation, pour
tout n appartenant à F—(ûmJÎ :

<-(: X ;))-•<"«»\ \ / \ / / . . - 1 . . . - 2 Q\\

x^n-1.^1)^; p ^J.

Puisque n est cuspidale, il existe une constante \ telle que si u(a) est
inférieure à ,̂ cette dernière expression est nulle et donc fc(a)=0.

La première partie du lemme est démontrée.

(2) Fixons maintenant W telle que la fonction x^ W ̂  \\ est la

fonction caractéristique de jR*. La fonction a-^h(a) s'annule seulement si
i;(a) est inférieure à 2 m ou si i?(a) est impaire. Soit v (a) =2 h avec h>m.

Effectuons le changement de variable n=(ù^hx dans l'intégrale fc(a).
On obtient que :

fc(a)=œ,(cù-*a)|œ|^ f <ù,(x)^(œ^x-^œhx-l.a'l)dx.
JR9

Posons

s(a)= œ,(x)x|^(ûr'lx+û)*x"l.o^l)<fx.
Jic

Soit n^ le conducteur de .̂ Soit f un entier tel que œ, est trivial sur
l-t-co'R.

Pour tout réel y, notons E{y) la partie entière de y. Soit h tel que
£ ((n^ -h h)/2) + 1 est supérieur à t et soit u l'entier égal à 1 + £ ((n^ -h ^i)/2).

Pour >' dans R, faisons le chargement de variable dans
s (a) =(1+0)"^) 2.

De l'égalité (l+œ l (^)(l-œ l l^)=l-œ2*'^ on déduit que (1 -(-û^y)"1 est
congru à 1 —a^y module œ2" R.

Puisque œ, est trivial sur 1 -Ko^ et que ̂  est trivial sur œ2"^, on a :

(E') s(a)=| û),(2)^(©~<tz+œ\a~1.2- l

Jir
+œM^(œ"*z-û)<l.a'1.2' l))^.
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Soit
£.={z€JÎ*, u-H^ûr^z-œ^or^z"1)^}.

On a :
£.={z€JÎ*, i^-œ^.or1)^-^-!!}.

Intégrons en y et sur Jl les deux membres de (E'). Par définition de n^,
on obtient que :

5(a)= [ (ûJzîxMœ^z+c^.a^z'1)^.
Jf.

Donc :

|5(a)|^mes(£.).

Si £, est non vide, soit ZQ un élément de £,. Soit q l'entier naturel égal
à la valuation de 2. Soit V^ l'union des deux ensembles \•\•wn^h~UR et
de — 1 -hû)"^""^. On vérifie facilement que, quel que soit h supérieur à
2(2+4), on a : £^0^.

Soit

D={a6F*, i?(a)=2/i, h^2ç+4. £((n^+h)/2)+l ̂ t } .

D'après l'inclusion £,c:Zo V^ il existe une constante \^ positive et indépen-
dante de h et de a telle que, quel que soit a dans D :

(5(a)|^|û)|ï-11.

Il existe alors une constante \^ telle que, pour aeD :
\kf^\\<'\ \n\\k{''~lf2)—\ \n\r)l'ïl^\ D (a; [ S Â.2 | (ù | F — ̂ 2 | a | F

Pour résumer, on a :

(1) si i?(a)^2w, b(a)=0;
(2) si i;(a) est impair, b(a)=0;
(3) si i; (a)=2/i avec ^i^sup (2^+4, 2(r+ l)-n^),

alors a appartient à D et on a :

\bw\^w2-114.
Soit

//.={a6F*.2ni+lSt»(a)S2sup(2^+4,2((+l)-n^)}.
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Si H^ est vide, soit ^3=0. Si H^ n'est pas l'ensemble vide, soit :

^3=sup({|b(a)|/|a|^,a6Hj).

^3 est un nombre réel puisque la fonction ai-^b(a) est localement
constante.

Soit ^4=sup(\3, \^). On obtient, pour tout a dans F :

|fc(a)|^,W-1/4.

Par ailleurs, comme la fonction a--^û(a) est à support compact dans
F*, il existe une constante .̂5 telle que, quel que soit a dans F* :

laCoOl^M^-174

Soit €4=2 sup (^4, ^.5). On a, pour tout a dans F* :

|c(a)l^cja|^-1/4.

D'après ces deux lemmes, quelles que soient / appartenant à y{E x F*)
et W à l^î~, il existe un compact K^ de F et un compact K^ de F\ il
existe une constante \ positive telle que, quels que soient x appartenant à
F* et a à F-* :

\(-x^)^(^x'l)\a\f.l^^(x'laA^)c(x2AÀ(aa)-lK^^(a)\
^\a\^\x\,l'2\„{x)l^(a).

Cette majoration démontre le lemme 13.

4. Correspondance de Langlands entre GL; (F) et GL; (F)

On a mis en évidence une correspondance entre les représentations
irréductibles de dimension infinie de GL^ (F) et des représentations irréducti-
bles de GL^(F). Si n est une telle représentation de GL^(F) on note ^(n)
son image par cette correspondance. On note d'autre part -^(n) son image
par le changement de base de Langlands.

PROPOSITION 4. — Soit n une représentation irréductible de dimension
infinie de GL^F). On a régalité : V{n)^y(n).

Démonstration. — Soient pi et ̂  deux caractères du groupe multiplicatif
d'un corps local. On notera p(Hp Hj) la série principale associée quand
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celle-ci est irréductible, <J(Ui, ^2) I21 représentation spéciale et ît(Ui, ^2) le
seul quotient irréductible non nul — de dimension finie ou infinie — de
B(^i> ^2) (c/- notations de [4], page 122).

On rappelle que si H est un caractère de F*, n' est le caractère n0^./^
de F"".

La correspondance V vérifie :

(1) V(p(^^))^n{^^).

(2) ^(HI,^))-^!^).
(3) Si TC est cuspidale et s'il existe un caractère œ de F'* tel que n est

équivalente à ît(œ), alors :

^(7c)=p(œ,œ°).

(4) Si n est cuspidale sans être du type îc(©), alors 71'= ̂ (n) est aussi
cuspidale.

On sait que le changement de base de Langlands vérifie aussi les trois
premières égalités (cf. [4], page 117).

Pour prouver la proposition, introduisons les fonctions L et les facteurs
e d'un produit de deux représentations (cf. [6] et [7], page 480).

Soient n (resp. n') une représentation irréductible de dimension infinie
de GL^(F) (resp. de GL^(F/)). Supposons n cuspidale et supposons qu'il
n'existe aucun caractère œ de F * tel que n est équivalente à n((û). Soit fi
la contragrédiente de n et ft' celle de n\ On a les propriétés suivantes :

(1) Quel que soit le caractère j, de F'*, on a l'égalité :

Vsey, L(5, 7ixïc(x))=L(s, n'xïiOc-1))^.

(2) La représentation n' est égale à -^(n) si, quel que soit le caractère ^
deF* :

(û) le caractère central de n' est œ,°Ny.^.
(b) L(5.7i'®x)=L(5,^®x)=l.
(c) c(5, TÎXÎI(X), ^M^C^O))2^, Tt^X. ^f).

(c/ [7], pages 480. 481 et 484).
On a d'ailleurs : (y^tDï^t-1, y (c/. [14], page 177 ou [31, page 42).

Soit n comme en 4) (id est n est cuspidale et il n'existe aucun caractère
(o de P* tel que n est équivalente à îc(û))) et soit ^==^(71) qui est alors
cuspidale.
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On sait déjà que le caractère central de n' est (ù^^Ny./^ Comme n' est
cuspidale, l'égalité (fc) sur les fonctions L est vraie. Pour obtenir que n'
est -Sf(ît), il reste à établir l'égalité (c) sur les facteurs e.

A cet effet, soit W un élément quelconque du modèle de Whittaker de
n' associé au caractère additif x(^. Soient % un caractère quelconque de F
et s un nombre complexe. Formons l'intégrale

J^(s)=J H^ ^X^H^2^.

Il existe W dans le modèle de Whittaker de n et/dans y(E x F*) telle
que, quel que soit g^ dans GL^ (F),

^tei)- f ^te)^te)^tei)7(o, 1.1, i)^.
JN/G

Supposons que/est de la forme : J(x, y, fc, u)==/i (x, y).f^ (fc, u) avec
/i dans y (F2) et /^ dans y (Ex F*).

Soient x et y les deux réels tels que :

(1) VoeF* IxWMûl^
(2) V^F». IQ^I-NÎ.

Introduisons les fonctions :

W3^: GL^(F)^C,

g^ldetgl^f (p^)/2)(-û-1, -û^x^lûl'r^û
JF-

et
/': GL2(F)-C,

^^|detg|î. f IX^œ.^xM^)^ ^)/i((0, ̂ .)g)^\.
JF*

W^^ est définie quelle que soit la fonction /^ de y ( F x F * ) et quel que
soit le nombre complexe s. La fonction /' l'est quelle que soit la fonction
/i de y { F 2 ) et quel que soit le nombre complexe s tel que Re(5)> - x / 2 — y .

( -1 0\Soit enfin r\ la matrice ( j .
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LEMME 16. — Pour Re(s)> —x/2—y, on a F égalité :

^(s)=(-l, y f W(g)Ws^g)fs(g)dg.
JHZ\G

Démonstration. — On a les égalités,

Iw'(s)- f W(g)([ ^te)7(0, 1, a-\ aa)ji(a)\a\^^a\dg
Jff\G \JF'- )

= f H^)/i((0,l)^ff ^(S)f^-^a}\a\\.ya\àg
JN\G \Jr- /

- f ^(S)[ ^nWfi((0^)g)
JNZ\G JF*

x(J (^^(P+te)^)^-1,^)

^^i(d)\a\'f.d*a\d•\ds

=[ W(g)([ (p^(g)f^)(a-\a5)Ti(a)\a\Vd*a)
JNZ\G \JF'* /

x ( f 1 ̂  lis œ. W X M (̂  y /i ((0. X)^) rf^ \) dg

-(-l.^f ^te)^(T1^)/'te)^. D
JHZ\G

LEMME 17. — Quel que soit le nombre complexe s, F espace des fonctions
{ Wfy /2€ y (r x ^*)} ̂ t <e modèle de Whittaker de la représentation n (^)
associé au caractère additif ̂ p .

Démonstration. — Comme lors de l'étude de ^(n) quand n est cuspidale
{cf. [8], page 13), l'espace des fonctions

L^-f (P^)/2)(~û'1. ~aû)x(û)|û|î-^û,/2€^(FxF»))
l Jr- /

est le modèle de Whittaker de la représentation 7i(x| |^) relatif au
caractère ̂ . L'espace { H^^, /^ € y (F x F^)} est le modèle de Whittaker
de la représentation 7i(x| |î-) ® | |r' qui est équivalente à la représenta-
tion îc(x). D
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Pour introduire le facteur e du produit des deux représentations n et
n(j), considérons la transformée de Fourier/i de/i

h^y)-\ f,(z,t)^(tx^zy)dzdt
JF2

et considérons la fonction (cf. page 12 et théorème 14.7, page 13 de [16])
définie pour tout nombre complexe 5 tel que Re(s) < 1 —x/2—y

h5: GL2(F)^C.

^Idet^l^œ^det^-^det^-^det^)

x f IXl^^œ.W^x^r1-^ ^)./i((0, ̂ )g)d^.
JF9

Soit W^ une fonction du modèle de Whittaker de n relatif au caractère
^ et W^ une fonction du modèle de Whittaker de ît(^) relatif au caractère
^F.

La fonction g^ W^ (g) W^(J}g)f'(g) est définie pour les nombres com-
plexes s tels que Re(s)> -x/2-y et la fonction g^ W^ (g) W^{r[g)h3(g)
Fest pour les nombres complexes tels que Re(5) < 1 —x/2—y. On supposera
donc dorénavant que s est tel que : —x/2—y<Re(s)< 1 —x/2—>\ D'autre
part, ces deux fonctions sont invariantes par translation à gauche par
n'importe quel élément de ZN.

Puisque n est cuspidale, elles sont intégrables pour la mesure dg de
ZN\G (cf. [6], pages 12 et 14).

LEMME 18. — Soir s tel que: — j c / 2 — v < R e ( 5 ) < l — x / 2 — v . On a
régalité :

f W,(g)W,(r^g)fl(g)dg^ (^l^)x(^l)

JNZ\G ^ ̂ xnW. ̂ r)

x f W,^g)W^r}g)hs(g}dg.
JNZ\G

Démonstration. — Cest le théorème 14.8, page 20 de [6] au changement
près de ^ en ^. (Rappelons que les fonctions L (s, n x n (^)) et
L(s,nxn(j, l)) sont identiquement égales a i . ) D
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Appliquons ce lemme au cas particulier suivant : W^ = W et W^ = W}^
(toujours pour des valeurs de s dans la bande
~x/2~-^<Re(s)<l-x/2-^). On obtient grâce aux lemmes 16 et 18 :

I^(s)^ ^^ f W(g)Ws^g)hs^g)dg.
e(s,îcxîc(x),^)J^^

LEMME 19. — Soit s tel que Re(s)<l—xl2—y. On a F égalité :

f ^(g)W5f^g)hs^g)dg^^ yx(-l)6(s, îi-®x, ^)^(s).
JZJV \G

Déduisons tout de suite la proposition de ce lemme. On obtient en
effet :

; M-^1^)6^®^). ,.
l^y. (S) - — — — — — — - — — — — — — — — — — — — — — — lW W.

e(s,nxîi(x),^)

(expression valide pour s tel que —xf2—y<Re(s)<l—x/2—y.
On sait que

e(s, n x n(x), x|/;)=e(s, n x n(x), ^r) (c/. [6], page 21).

Comme on peut choisir W tel que I y ( s ) est non nul, on obtient
l'égalité :

£(s, îixn(x), ^)=(-1, ^)€(s, TI'®^ ^F^C^O))2^, ît^X, ̂ r).

Démonstration du lemme 19.
Soit

J,=f ^^H^XTi^yte)^.
JWZ\G

(1) Dans l'expression de h3 (g), faisons le changement de variable
CT = X det g.

On obtient l'égalité :

^(^Idet^-^ff lal^^ûUar^a)-1

>< (o, ̂ )/i ((0, o) g/det ̂ J* o).
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On calcule facilement :

/i((0, o)g/deig)= \detg\F f /i((z, r)^)^(-az)dz^.
Jr2

Soit

Mta^lal^œ^ar^or^a,;;).

On a l'égalité :

y^)= |det^|î. [ M(a, 5)/,((z, 0^)^(-oz)^adzA.
JF*xp2

(2) On a :

H/}2(T1^/îl^)=(-l^)f X^lûl^A^^^)
Jf'xF*xF

x/ia^o^xp^)^)^-1.^
x ̂  ( — CT z) rf* û d* a dz A.

D'après la relation (R^), on a l'égalité :

/i((^ 0^)(P^te)/2)(û'1, ûû)=^te)7(^ t. ci-\ aa).

Soit :

L(g. o, û)== ^(g)/(z, r, û~1 , ao)^(-az)dzA
JF2

et

Nte, 5, û)= | M(CT, 5)Lte, a, a)d*a.
JF*

On a :

^(Tl^te)^-!, ^) f X(û)|û|î-^^ 5, û)^û.
JF-

D'après la relation (R3), on a l'égalité valable quel que soit \ dans F* :

Lte, ^ûû:û)=|û|;.l^r^)^(w)7(0, ̂  -û-^ûû).
Or.

N(̂ , 5, û)= Af(Xûû, 5)L(g, ^ûû, û)^^.
JF-
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Donc,

N(g,s,a)^\a\^M(aa,s)

x f M(^s)^(g)R(w)7{0^ -a^\aa)d*'L
J F *

Soit

m(û, s)=M(oû, 5)|û|^l+s%(û)=û),(ûû)''lx(û)~l|fll^~s•

II vient que :

^sf^g)h5(g)=(-\, ^) I m(fl, 5)M(?i, s)
JF'-XF*

x^te)5(w)7(0, ?i, ~û~1 , û^^û^À..
Soit

^te, s, ÎL)= f m(û, 5)^(^)^(w)7(0, ̂  -û-1, oû)^û
JF-

et posons dans cette intégrale û= -F^"1. Puisque la fonction û»-^ m (û, s)
est un homomorphisme de F* dans C* et que m ( -1, s) est égal à x( -1)»
on obtient :

/te,s,X)=x(-i)w(^1^)

x f m(6,s)^te)^(w)7fo,?i,îiF-1,^)^.

D'après la relation (Ri), on a :

J(^5, ̂ xt-Dw^"1 ,^

x f Ibl^-^^m^s)^^)^^)^^ °))
JF- ^ / /

^(o,^K,^b.

De cette égalité et des égalités :

(1) MC^m^-'.s)^,,^)^).
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(2) (^ y ^te)7(o, ̂  ^ -)=^(?^)7(o, i, i, i).

on déduit que :

M(^/te,s,).)=œ.(^,s, 1).

D'après l'égalité

^te)^te)=(-l,^)f M ( ^ s ) I ( g , s^)d^
J F *

on obtient :

^(^te)=(-l. Ç) f œ^)7(î^, s, l)d^.
JF*

(3) Donc :

^=( - l , ^ ) f ^(^)^,s. 1)^
JN\G

-(-l^ïxC-Df ^te)ff IfciF"172.^^^^^)
JN\G \JF-

XR((bQ ^))^M7(0, 1, 1, 1, \)d^b)dg

= ( - î . ^ ) X ( - l ) f ^iï^ ^^Ifcl^-œJ^-^W-1^^

D'après [8], page 75, on déduit l'égalité cherchée :

^==(-1- ^)X(-1)€(5, n '®^ ^ r ) l w ( s ) . D
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