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REPRESENTATION DE WEIL
ET CHANGEMENT DE BASE QUADRATIQUE

PAR

MicHer COGNET (*)

RESUME. — Soit F' une extension quadratique d’'un corps local non archimédien F de
caractéristique différente de deux. Le changement de base de Langlands associe, a une
représentation admissible irréductible de GL,(F), une représentation de GL,(F). D'autre
part, la conjecture de Howe suggére qu'en décomposant une représentation de Weil sur un
espace de dimension 4 sur F on établira une correspondance de GL, (F) sur GL,(F). On
montre que ces deux correspondances coincident, en donnant une méthode explicite pour
décomposer la représentation de Weil.

ABSTRACT. — Let F' be a quadratic extension of a non archimedean local field F of
characteristic different to two. The base change of Langlands gives a correspondance
between the set of irreducible admissible representations of GL,(F) and a set of irreducible
representations of GL, (F). The Howe's conjecture gives a correspondance between represen-
tations of GL,(F) and representations of GL, (F') when we decompose the Weil representa-
tion on a vector space of dimension four on F. This article proves that these correspondan-
ces are the same and the method gives an explicit construction of the base change of
Langlands.

1. Le cas non archimédien
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404 M. COGNET
Introduction

Ce travail propose d’établir une construction de la correspondance de
Langlands entre ’ensemble des représentations algébriques irréductibles
de GL, (F) (ou F désigne un corps local non archimédien de caractérisrique
différente de 2) et celles de GL, (F’) (ou F’ désignera une extension quadrati-
que de F) qui sont équivalentes a leurs transformées par le groupe Galois
de F sur F (cf. [9])). LANGLANDs — dans [9] —a en effet étudié un tel
changement de base dont il a montré I’existence et I'unicité en passant par
I'adélisation du probléme et en utilisant la formule des traces. Or, on
connait au moins un autre moyen pour étudier des correspondances entre
les représentations irréductibles de deux groupes qui forment une paire
réductive duale : les relévements via les séries théta définies a partir de la
représentation de Weil. Ainsi PIATETSKI-SHAPIRO a étudié la paire (GSP,,
S0,) (cf. [11]) et WALDSPURGER la paire (SL,, SO,) (cf. [12]).

C’est ainsi que, dans ce travail, on veut étudier la paire GL, (F), GL, (F))
qui n’est pas duale, mais qui est issue de la paire (GL, (F), GO (q)) (ou g
est une forme quadratique en quatre variables) qui, elle, est réductive
duale. FRIEDBERG — dans [2], page 17 — a utilisé, dans le cas archimédien,
le méme espace de matrices et la méme forme quadratique pour construire
la représentation de Weil.

Les trois premiers paragraphes établissent une correspondance entre
représentations de GL,(F) et représentations de GL,(F’) en donnant
I'image de chaque représentation de GL, (F). L'obligation de séparer le
cas cuspidal du cas non cuspidal provient de ce que, dans le premier cas,
si les problémes de convergence d’intégrales sont assez simples a traiter,
on ne connait pas de classification simple des représentations cuspidales,
et que, dans le second cas, a I'inverse, si on connait une description
utilisable des représentations irréductibles (cf. [8]), on a quelques problémes
d’intégration des fonctions du modéle de Kirillov (cf. le lemme 9 qui n’est
déemontré que dans le cas cuspidal a cause des calculs d'intégration).

Le quatriéme paragraphe montre que la correspondance étudiée est en
fait la correspondance de Langlands. Et ceci par des moyens purement
locaux. La difficulté de ce paragraphe était d’etablir que, pour n représenta-
tion cuspidale de GL,(F) donnée dont n’ désigne la représentation de
GL, (F) image par la correspondance étudiée, si n’ est cuspidale, alors n’
est effectivement I'image de n par le changement de base de Langlands.
On a utilisé, pour traiter ce cas, la théorie des facteurs € du produit de
deux représentations (cf. JACQUET dans [6]). On a suivi la méthode de [6};
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CHANGEMENT DE BASE QUADRATIQUE 405

notamment en considérant les intégrales qui permettent de définir les
facteurs € et qui lient étroitement les fonctions des modéles de Whittaker
les deux représentations (cf. page 12 de [6]).

Je voudrais aussi remercier Jean-Lou Waldspurger et Marie-France
Vigneras pour leurs nombreux conseils et suggestions ainsi que pour
I’atmosphére propice au travail qu’ils ont su créer et sans laquelle ce
travail n’aurait pas vu le jour sous cette forme.

Notations et généralités

F désignera un corps local non archimédien de caractéristique différente
de 2. On notera parfois G le groupe GL, (F).

Soit F’ une extension quadratique de F et soit £ un élément de F qui
n’est pas un carré dans F et tel que F' est I'extension F (\/E) (ou \/E
désigne une racine carrée de £).

On considére alors la forme quadratique en les quatre variables :

q(x, y, z, )=xy+2z2—Et> pour x,y,z et t,

dans F.
Elle peut étre considérée comme définie sur 'espace E des matrices 4

- b
dans M, (F') veérifiant A'=A, c’est-a-dire de la forme (’Z ), ou x et
-X

y décrivent F, b décrit F' et ou b désigne le conjugué de b dans F. La
forme g est définie par :

y z— _JEt
q(x, y, 2, z)——detl:(z+\/gt s )]

Soit GO (q) le groupe des similitudes de I'espace quadratique (E, g).

L’application :
GL,(F)—GO(q),

E—-E
—
& MHglMEl

(ou g, désigne la transconjuguée dans GL, (F’) de la matrice g,) définit
un homomorphisme de groupe dont le noyau est I'ensemble des matrices

0 - .
diagonales de GL, (F’) de la forme (; a) avec aa égal a 1.
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406 M. COGNET

Remarque. — On peut en fair montrer que I’application :
GL, (F)x F* = GO (g),
E-E
@ “)H{MH(;——Q)& Mg

u

a 0
est de noyau égal a I'ensemble { (0 ), (aa)~?, ac F** }, a un conoyau
a

d’ordre deux et a pour I'image ’ensemble des similitudes dont le détermi-
nant est égal au carré de leur rapport. GO (q) est ainsi engendré par I'image
de GL, (F’) x F* et la transposition de rapport 1 et de déterminant —1.

On déduit de ce qui précéde une représentation R de GL,(F) sur
S (E x F*), espace des fonctions de Schwartz-Bruhat sur E x F* :

Quels que soient g, appartenant a Gl,(F), f a S(ExF*) et (x, u) a
E x F*,

R(gy) f(x, “)=f(81_l~x(?1)-l» det g, det g,.u).

On définit aussi la représentation de Weil r, (cf. [14]) de GL,(F) sur
S (E x F*), liée a un caractére additif continu non trivial Y de Fet a la
forme quadratique q :

Quels que soient les éléments b de F et a de F*,

1 b
Ty ((0 I))f(x, u) =V (bugq (x)) f (x, u).

0
r.(; a-,)f(x,u)=(a‘i)IaI%f(ax.u).

ou (a, &) est le symbole des restes normiques de a de I'extension F" sur F.
0 1 5
) o) ®W=Y@ | SO0V ug(x y)|ulFdy.
E

(ou | |f désigne le module de F, dy la mesure autoduale sur E ou q(x, y)
est égal &

q(x+y)—q(x)—q(y) et y,(u)
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CHANGEMENT DE BASE QUADRATIQUE 407

est le facteur de Weil de la forme quadratique ug pour le caractére additif
Vr (défini dans [14])).

Remarques. — 1. Le facteur y,(1) est égal au facteur de Weil y,, (1) ou
q, est la forme quadratique définie sur F* et égale 4 la norme N :
(z, )22 —E1t2

2. Pour tout f de ¥ (E x F*), on définit sa transformée de Fourier f par
rapport a y qui appartient 8 & (F?x F' x F*) :

V(x, y, b, uye F* x F' x F*,
J(x, », b, “)=I f((v 5>,u)‘l/r(vuy)‘u“=/2du.
F b —x

(ou dv est 1a mesure autoduale pour V).

L’homomorphisme de & (E x F*) dans % (F? x F' x F*) qui a f associe 7
est un isomorphisme. On définit R (resp. r,) représentation de GL,(F)
(resp. GL, (F)) sur & (F? x F' x F*) par :

Quels que soient g dans GL,(F), g, dans GL,(F), f dans
& (F2 x F x F*), si h est la fonction dont f est la transformée de Fourier :

re@R(g) f=r,@R(g)h

Soit Y- le caractére de F' égal & Yo Tre.p (00 Try. r(b) est égal 3 b+b
quel que soit b dans F) et soit | |, le module de F égal a [Nee( ) |p

0 1
Soit w la matrice ( { 0) et soit p, la représentation de Weil de GL, (F)

sur 'espace & (F' x F*) relative au caractére J; et a la forme quadratique
Ng .

On a les relations :

(Ry) R(; ?)](x, ¥, b, u)=|a|}!2](x, », ba~!, uaa).

1 0 _ _
(R,) R (0 1)7 (x, ¥, b, u)=Vp.(uynb) ¥ (nnyxu) J (x, y, b+ nx, u).
(Ry) RwW) J(x, 5. b, u)
=J‘2](X’. Yy =b, wp @ x—yx")|u|pdx|dy|
F
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408 M. COGNET

(R,) Soit fdans & (E x F) telle que :
J0x, b, w=1,(x, ) £(b, u),
avec f, dans & (F?) et f, dans & (F x F*). Quel que soit g dans GL, (F) :
ry®) T (x, . b, W)=£,((x, )8) (P &) £2) (b, u).

Cette relation découle de 'équivalence connue entre la représentation
de Weil de GL, (F) sur & (F?) associée 4 la forme quadratique xy et la
représentation de translation a droite de GL, (F) sur & (F?).

-~ (1 ~/1
(RS) r*<0 :)R(O T)](x9 Y, b’ “)

=\ F(mmyxu) Y 5. (uymb) V¢ (nu (xy + bb
+bmx +bmx + mmx?)) T (x, y, b+mx, u).

Ainsi, la fonction go—>?‘v ®©(f(0,1,1,1) de GL,(F) dans C (resp.
g:—R(g)) J(0, 1, 1, 1) de GL, (F) dans C) est une fonction de Whittaker
pour le caractére J (resp. pour le caractére Yp.).

NOTATIONS STANDARD UTILISEES DANS LES PARAGRAPHES SUIVANTS :

(1) R (resp. R’) désigne I'anneau de la valuation normalisée v de F
(resp. de la valuation de F'). R* (resp. R’*) en est le groupe des éléments
inversibles. Le symbole ® (resp. ®’) désignera une uniformisante de
F (resp. de F).

(2) dx est une mesure de Haar additive de F (resp. de F’), d* est la
mesure de Haar multiplicative dx/| x| de F* (resp. dx/|x|,. de F'*).

(3) On utilisera le triplet (nr, H, E’) pour désigner une représentation
du groupe H sur I'espace vectoriel complexe E’. Le mot « représentation »
signifiera toujours « représentation algébrique » (ou encore « lisse » selon
une autre terminologie).

(4) On notera K le groupe compact maximal GL, (R) de GL,(F), B le
groupe des matrices triangulaires supérieures de GL,(F) et N le groupe

, . 1 n .
unipotent des matrices de la forme (0 l) avec n décrivant F.Z sera le

centre de GL, (F).
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CHANGEMENT DE BASE QUADRATIQUE 409

(5) %rF est le caractére de F* qui associe & tout élément a de F son
symbole des restes normiques (a, £).

(6) Pour tout ensemble 4 on notera 1, la fonction caractéristique
de A.

Préliminaires

Soit Yy le caractére tel que Yy (x) =V, (—x) quel que soit x dans F.

Soit © une représentation irréductible de dimension infinie de GL, (F),
réalisée dans son modéle de Whittaker %7~ relatif au caractére continu
non trivial .

Pour f appartenant 4 S(Ex F*), W a w7~ et g, 4 GL,(F), on définit

la fonction (cf. [13), p. 24, lemme 2ii et [12], p. 87).
B% y: GL,(F)-C,
g—~W@r,@RE)f0 1,1, 1)
D’aprés la relation (Ry), la fonction Bf  a les deux propriétés :
(1) Pour meF et pour ge GL, (F),
1 L] .
B w V" (&) =5 (m) BY w (2).

(2) La fonction By y est invariante par translation a droite par n'im-
porte quel élément de N et peut étre considérée comme fonction sur N\ G.

LEMME 1. — Quels que soient fe S(ExF*) et We W™, quel que soit

g,€GL,(F), la fonction B} , est intégrable sur N\ G.

Démonstration. — La fonction BYi y est localement constante car W
I'est et car r, est algébrique.

Montrons que la fonction h : g»—of,(g) R(g,) f(0. 1, 1, 1) est a support
compact dans N\ G, ce qui démontre le lemme. Grace a la déecomposition

0
d’Iwasawa, on peut écrire g=(: B)k avec a et B dans F* et k dans K
Ona:

h@)=r,(k)R(g,) T (0. B. o 1/aB)(a &)|a.p™' |12
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410 M; COGNET

Cette fonction de a et de B est 4 support compact dans F*2 car R(g,) f
est dans S (F*xF x F*). 0O
Soit la fonction

A, w: GL,(F)-C,

ngJ. B y(g)dsg.
NN\G

On définit 'espace
g={AI'W,f€y(Exp), WGW-:—}.
Il est stable par translation a droite. Soit n’ la représentation de GL, (F’)

sur 8, action de translation a droite de GL, (F’). D’aprés la relation (%),
2 est un modéle de Whittaker de n’ relatif au caractére additif ..

Soit f un élément de S(E x F*) et W un élément de #7¥~. Soit K,  la
fonction de F'* définie par :

a 0
vl )

et soit € I'espace des fonctions K, y pour f décrivant & (E x F*) et W
décrivant w7,

LEMME 2. — Pour f dans (E x F*) et W dans %7 ", il existe un entier
relatif n tel que :

si v(bb)Sn, alors K, w(b) est nul.

Démonstration. — On a I'égaliteé :

0
K, w®)= leI;"f W((g )k)(a, B)|B.a |22
F*xF*xK B

xF,(k)]<0, B, a.b™t, é%)d:d'ﬂdk.

a

Comme K est compact, on se raméne a une somme finie d’intégrales de
la forme :

0
leI}”J w((: B))x(a, §)IB.a"I;”](0. B .51, ”—E)d-ad- B.
Ak ¥ ad . aB
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CHANGEMENT DE BASE QUADRATIQUE 411

La fonction f est 4 support compact dans F? x F' x F*. Il existe donc
quatre constantes c,, c,, 3 et c, telles que la fonction intégrée est non
nulle seulement si :

(1 v(B)=c,.
) 2v(a)—v(bb)2c,.
3) c3Sv(bb)—v (@) —v(B)Sc,

ce qui impose :

v(bb)22cy+cy+2¢,.

ProposITION 1. — L’espace & n’est pas 'espace nul.

Démonstration. — On va chercher f et W telles que A, y(Id) est
different de 0. On aura aussi démontré que I'espace € n’est pas I'espace
nul.

Soit f dans S (E x F*) telle que T est le produit de deux fonctions f, et
f, dans ¥ (F¥) et #(F xF*).Ona:

Ay, w(ld)=J ('[ W (bk) £, ((0,1) bk) (p, (bk) f3)(1, l)db>dk-
K \JN\B

Désignons par F, . (k) I'intégrale intérieure.

Pre.mier ch({ix de fonction. — On va faire en sorte que F,  ,. » dépende
le moins possible de la variable k.

Soit f, (x, ¥)=1,ng(x)1, ,,ng (¥) avec n entier naturel non nul a fixer
ultérieurement.

. A
En écrivant k=(

B
c D)' il est clair que F, , w(k) est non nul

seulement si :

(N C appartient a ®"R.
2) D appartient a R*.

Soit alors K’ I'ensemble

kK.k-A B Cew"R, DeR*
€ —CD.E(n. .
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412 M. COGNET

1+®"R "R
Soit N, le sous-groupe de congruence @ .Ona:
o"R 1+0"R

K=BNK).N,

En écrivant I'élément k de K sous la forme b, u, avec b, dans BN K et
u, dans N,, on obtient que :

(1) Sl keK’, Ffl- fa. W(k)=Ffl- I W(uk).
(2) Sl k¢K’, Ffl- S W(k)=0'
. a ¢
Deuxiéme choix. — Soit b=<0 d) dans B.

(Py (®) £)(1, D)=Vp(cd™ ") (a, E)|a| | ad| 77 f,(a, 1/ad).

Choisissons
f2(b, u)= lu +0®R)+ vER (b) 1z. (u)

avec a suffisamment grand pour que X soit trivial sur 1+w"R.
Soit W la fonction de w7~ telle que :

(=

Avec ces deux choix de fonctions, on peut maintenant fixer n pour que
W et f soient stables par N, sous les actions de translation a droite et de
Py

D’autre part, il est facile de voir que si x appartient a B, f, ((0, 1) xu,)
est égal a f, ((0,1) x).

Donc :

an.!z.W(k)=lx'(k)j W (b) f, ((0,1) b) (p, (b) f,)(1,1)db,
N\B
c'est-a-dire :
Fyy. s wk)=1g (k) 1,.onr(d)
FxFe

x1g. (@)1, osr(a)|da™"|F*d*ad*d

TOME 113 — 1985 — N° 4



CHANGEMENT DE BASE QUADRATIQUE 413

et on a Pégalite :
Ay w(d)=(mes(K)) | 14prg(@)1y4p0x(a)d*ad*d,
F*xF*

qui est non nul.

De cette proposition qui assure la non nullité¢ de I'espace ¢, on déduit
en fait que € contient un ensemble suffisamment gros.

LEMME 3. — L’espace € contient ['ensemble & (F'*) des fonctions de
Schwartz-Bruhat sur F'*.
C’est une adaptation de la preuve du lemme 2.9.1, page 41 de [8].

2. Le cas de la série principale et de la série spéciale

Soient u, et u, deux caractéres de F*. On notera p(p,, p,) la série
principale correspondante, représentation induite de la représentation t du
groupe B définie par :

t[(‘;’ ")]=pl(a,)p,(a2) pour a,,a,eF* et nekF.
a;

On notera o (y,, W) la série spéciale (cf. (8), p. 104).

MoDELE DE WHITTAKER DE T

Comme p(p,, M) (resp. o (Kn,, Ky)) est équivalente a p(u, K,
(resp. o(M,, H;)), On peut se restreindre au cas ou, quel que soit ¢ dans F,
|ny () ps ' (2)] est égal a |t|% avec s positif ou nul.

Soit ¢ un élément de B(u,, 4,) (cf notations de [8]) et soit g un élément
de GL, (F). Il existe un entier naturel m, tel que :

(n Yymzm,

J cp(w“‘ng>¢,(n)dn=f ® (W™ ' ng) s (n)dn.

®=-mo,

1 n
(dans cette égalité, on a confondu I'élément (0 l) de N et I'éléement n
de F).

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



414 M. COGNET

On pose alors :

J (p(w—lng)“’f'(n)dn:limm- +co(J.
F

o-mg

@ (W' ng) Y (n) dn).
En effet (¢f. [God], paragraphe 1.9), si m est un entier non nul,

j o(w™! ng)\llr('l)dn=J’ o (W™ ng) Vg (n)dn
»—mg

R

+Z:=1J’ o (W™ ! ng)Yp(n)dn.

o—kge

Quitte a changer @ en sa translatée a droite par g, on peut supposer
que g est la matrice identité. On remarque successivement :

(a) @ est dans B(y,, p,) : il existe un entier naturel n, tel que, quel que
soit g dans GL, (F),

140" R o™ R _
‘p(g< o™ R 1+m~nk>)_¢(g)'

(b) 1l existe un entier n, tel que p, u; ! est trivial sur 1 +w"2. R.

(c) Il existe un entier n, tel que, si n est supérieur a n,, on peut trouver
u, dans R* tel que Y, (0~ "u,) est distinct de 1.

N n~! -1 1 0
(d v n_(O n)(n" l>'

Posons 6=0(Id) et supposons que k est un entier supérieur a
3+2sup(n,, ny,ny) (pour que (k—1)/2 soit  supérieur a
1 +sup (n,, n,, n,)).

Ona:

J‘ @ (w ' n)Ye(n)dn
®-kge

=(P|Pz-l)(mk)-5'|‘ By uz D@ V(@ u)du®.
-

Soit le changement de variable

u=v+*?u,,,

TOME 113 ~ (985 — N 4



CHANGEMENT DE BASE QUADRATIQUE 415

ou
ll=v+(l)(k - l)/2 u“+ 1)2

et posons :

A=Vr(0 k2 Uy2) ou Vr (@~ ®+vr2 Ug+1)2)s

suivant que k est pair ou impair. On obtient I'égalité :

f Q(w ' n)Yp(n)dn=(n, Pz_l)(mk)s-)‘-h
o—kpge

Xj (uy Pz_l)(“_l)‘l’r(m—k u)du*.
R*

Puisque A, est distinct de 1, cette expression est nulle.
Donc, on peut choisir m, égal a 3+2 sup (n,, n,, n;).
On définit I'ensembile :

D,= {g*-'j o (w™!ng). Vg (n)dn,
F
QeB(uy, uy) si t=p(Hy, KJ)

0B (u,, py) sin=0o(u,, Pz)}-

LEMME 4. — L’espace D, n’est pas nul et constitue le modéle de Whittaker
relatif au caractére Y.

Il suffit d’adapter les résultats de [5), pages 1.27 et 1.28. [

Caractérisation de n’. — Pour mener les calculs sans problémes (relatifs
notamment a I'application du théoréme de Fubini) et quitte a faire des
prolongements analytiques pour avoir des égalités vraies quel que soit le
nombre réel positif s, on introduit un facteur complexe supplémentaire.

Soit @ un élément de B (u,, u,), soit x un nombre complexe.

Considérons la fonction ¢* :

GL,(F)—C,

a O\/1 n w2
g=(o B)(o x)k"‘laﬁ |¥2 -0 @)
-x/2

Elle est bien définie et appartient a I'espace B (u, ||F2 u,|lF*?) et
coincide avec ¢ sur K
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Considérons aussi les applications
W, : GL,(F)-C,
gHJ' @*(w™ ' ng) Y (n)dn
F .
et

A;' W . GLz(Fl)_'C,

ngI Wz(e)r, @) R(g,) 70, 1, 1, 1)dg.
\G

Le lemme suivant est un lemme d’analyticité qui permettra de prolonger
a tout nombre complexe x de partie réelle positive les résultats de la
proposition 2.

LEMME 5. — Soit ¢ un élément de B (u,, K,), f dans S (Ex F*) et g,
dans GL, (F’). L’application x+— A} w(g,) est une fonction entiére sur C.

Démonstration. — Quitte a changer f, on peut supposer que g, est la
matrice identité. On a I’égalité :

0 -
A5 o (Id)= J' wx«“ B)k)r.(k)f(o, B, @, 1/aB)

F*xF*xK 0

|B | (e, §)d* a[d* Bdk.

Puisque la fonction W est K-finie a droite, il suffit d’établir I'analyticité
sur C de la fonction &, y définie sur C :

8 wi(x)= J' W((O B))](O B, o 1/aP)
: x|Ba™ |} (o, E)d* ad* B.

R S

De I'égalité
-1 a 0 B 0 -1 ] n BC( -t
wln = w
(0 B) (0 G) (0 ! )
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et du changement de variable nBa~!=r, on déduit que :

0
wi(5 5))-r@p+nEp,
avec ©
x = (P O) -1 -1 -1
B B=|o*{, ,)* r) B a| V(B a.r)dr
R

et

T’z‘(mﬂ)=j (P‘((g E)W"f)|B"-Glr-%(ﬁ"‘-d-r)dr-
F-R

1. ETupe pE 5 (o, B)

On a I'égalité :
B 0\ _, B O\/r ' -1 1 0
w r= .
<0 a) 0 a/\ 0 rJ\r !t 1

0 ) .
appartient a K et on a
a

. 1
Si r appartient 3 F—R, la matrice (r“

I'égalité :
B(x B)=|Ba™ |2 p; (B) 2 ()
l 0 -1]x+1
[ ()
X(l-‘lP;l)("_l)‘l’r(ﬁ_l~a7)d"~

On considére alors les intégrales J* P * égales a :

1 0
j w((,-n l))l”’IF”(u,u{’)(r“)\vp(B“.a.r)dr.
u-‘R'

Ona:

1 o0
. B x K|x -1 k
Ve N (TS )(m)L.w((m.u_, 1))

Xz N VB a0 u)d*u.
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Reprenons les notations utilistes pour montrer [Iexistence de
I¢(w“n)¢,(n)dn (cf. page 12). Supposons que k soit tel que
F

(k—v(B~!.a)—1)/2 est supérieur & 1+sup(n,, n,, n3) €t posons, pour a
et B fixés,

afp l=a" P Dy, p (avecu, 4 dans R*).
Soit le changement de variable :

u=v+0"uu, g
avec :
y=(k—-v(B 'a)2 si k—v(B'a)est pair
et
y=(k—v(B ta)+1)/2 si k—v(B~!a) est impair.

On conclut alors que J&* # * est nulle pour de telles valeurs de k. On
peut donc se restreindre aux valeurs de k telles que :

1SKkS3+2 sup (my, ny, ny) +0(B~1.0)=b (2 B).

Posons m= —2—2 sup (n,, n,, n;) et soit T, I'’ensemble des couples
(o, B) tels que la valuation v(B~!.a) est supérieure a m.

On a l'égalité :
(e, B)=11((o B))|Ba—1|F"22p, (B)p, ()
x Y Py | o

1 0 -1 -1
x'[k.w((w.u_, ]»(u,uz Y(u™Y)

xYr(B'.a. @t u)d*u

(expression (E)).

2. ETuDpE DE I (a, B)
Puisque w™ ' r appartient a K si r appartient a R, on a I'égalité (E’) :

(o B)=|Ba™" ¥ 22, (B py (@)

xf eWw ') |B ol V(B 2. r)dr.
R
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3. ANALYTICITE DE LA FONCTION &,

Puisque f est 4 support compact dans F? x F x F*, il existe deux com-
pacts ouverts K, et K, de F* tels que J (0, B, a, 1/ap) est non nul seulement
si a appartient a K, et B a K,.

Posons :

Ly P(x)=F (s B) J (0, B, o 1/aB)|B.a~! |12 (x &)
Ly *(x)=F(x B) J (0, B, & 1/aB)|Ba™!| ¥ (a, ).

On a I’égalité : (E”) :

L "(x)d"‘ad‘ﬂ+J‘ L% P(x)d* ad*B.

K1xk,

r
81‘. W(X)=J

Kyxk,

D’aprés les expressions (E) et (E’), les fonctions LY ® et LY P sont
analytiques sur C.

Soit x, un nombre complexe. Du fait que le nombre b(a, B) est borne
sur le compact K, x K,, des expressions (E) et (E’), on déduit que les deux
fonctions

x—|Ly P(x)] e x—|L§P(x)]

sont majorées par des fonctions intégrables pour la mesure d*ad*f de
F* x F* et indépendantes de x, dans un voisinage de ce nombre complexe.

Comme ce raisonnement est valable quel que soit le nombre complexe
Xo, les intégrales figurant dans I'expression (E”) sont analytiques en x et
6, wlestaussi. [J

Si p est un caractére de F*, on désignera par p’ le caractére de F'* égal
a pueNpy

ProrosiTioN 2. — Soit f appartenant a & (E x F*), ¢ a B(u,, pn,) et soit
x un nombre complexe dont la partie réelle est strictement supérieure d
—s+1. Il existe une fonction ®; . & valeurs complexes et définie sur
GL, (F) telle que :

(1) @5 , appartient @ B(u;| |§% ny| |F¥3).

(2) Quel que soit T'élément g, de GL, (F'),

1 -
;. w(gl)=f 0;. .(w(o ?)g,)\l‘r'(a)da.
F
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(3) Quels que soient g, et g dans GL, (F'),
d)}. o(ggx)=¢fu") 1 ,(g).

Démonstration. — On a la suite d’égalités :
A?, W(8)=J' N W:@1);¢(3)R(gl)](0a 1, 1, 1)dg.
N\G

=J | (j ¢=(w"ng)wr<n)dn)
N\G \JN
x7, @R@E)TO 1, 1, 1)dg

- f 0" w127, @R (gD T O, 1, 1, 1)dg.
G

c’est-a-dire que :

SAT I (CO )
rwE F'!F'xrxx(p 0 1 0 B
- 1 0
A G e
7O, 1,1, D)|B.a™!|[d*ad* Bdndk,

qui est égal a :

I B~ | #2py (@) py (B) |a. B~ | H2 o (k)
F*xF*xFxK

xF,(wn(: g>k)k(g,)](o. 11, 1)
x|B.a"'|pd* ad* Bdndk,

Or:

- a O
r.(wn(o B)k)ﬁ(g,)]‘(o, L1,1)

1y (D] B [} (@, aj F R @)
.
xf(—a, —nB, o, —nP, a.b, 1/aP)V; (nbb+ Tr(b))[db].
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L’application

(o B m, b)—|a. B™H |3 m, (a)uz(B)R(gx)f(—a, —np, ab, alﬁ)

est intégrable dés que Re(x) est supérieure strictement & —s+1, ce qui
justifie les calculs formels précédents et permet d’appliquer le théoréme de
Fubini pour ces valeurs de x.

Posons :

Jr(en Bk, g)=p, @ p, (B)|a.Bt|EFT12
X,L;*(W"(o B) )R(g)](o 1,1, 1)dn

jr(x B)=j, (e B, Id, Id).

et soit

On notera que : j; (%, B, K, 1) =jr gy r, x (% B)-
On a I'égalité :

A}.W(gl)= jl Bk, 81)(P(k)IB-a—llrd*ad'Bdk-

F*xF*xFxK
Ona:
jla, By=p, (@) py (B)|a. B~ E 2y, (1)

xJ‘ FF,(; g)](—l. —n b, 1)
FxF'
X Yig (nbb +Tr (b)) db dn.

Par inversion de Fourier, on a I'égalité :

(oo DA eJl rionoi-nin

et donc on a I'égalité :

jla By=p, (@ (B . B2y, (1)

oy (5 2o
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=02 (@) B2 (B) Yo (D] B! [ Gany2 (o E)|aB~ Y|

C!bE o
XJ‘rf(< ab cf)’ l/aB)"’r'(b)db.

Fixons v dans F* te] que v n’est pas une norme de F'*.
(1) Supposons que a est la norme d’un élément de F'* et choisissons a
dans F'* tel que a=aa. On a :

abbl « (1 0 —-1I\/1 O0\/ 0 a\/1 O
ab a«) \0 1/\a o0 /\0 o/\-1 0/\b 1)
(2) Si a n’est pas une norme de F'*, choisissons a dans F'* tel que
a=v.aa. Ona:

abb ab\ (1 0 —I\/v 0 0 a\/1 0
ab o) \0 1/\a 0/\0 0/\ -1 0o/\b 1)
Soit S le groupe des normes de F'*. L’application Ng.r :

F*-3S,
b+ bb.

est surjective. Fixons une section continue € de Ng. .
On obtient I'égalité :

Jla, B)=py (@) uy (B) Y, (1) |a. B~ F* 32 (15(x)
(e(@)™' 0 1 —b'))
X R w
(G
1 0
y ((0 0). n/B)db—lvsm)
(e(@.v')™ ' 0 1 -b
<SR N6 7))

v 0
.1/vB)db).
S o) #)#)
On a finalement I'égalité cherchée :

1 -b
Ag. W(gl)=J. 07.0(“’(0 1 )&)Wr'(b)db'
.
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avec .
o7 L(2)=7,(1) By @ ua (B)| . B+ 12 (14(w)
F*

F*x

Y
x L cp(k)(R(‘“? l)gl)

1
<r, (k)f)(( : g) l/B)[dk]—lvs(u)

-1y)-1
xf Q’(k)(R(e(a'v ) 0 g |ryk) f
K 0 1
x((v 0N, 1vB)dk ) d* oca*
id est : 0 0>’ v) ) ad”p.

@7 L(g1)=7,(1)
XJ My () py (B) o B FH V2 (o, &)
F* xF*

0
j w(k)(R(gl)m(k)f)«: O), l/aB>dk)d‘ad' B.
K

11 est facile de vérifier les propriétés énoncées dans la proposition. [J

Soit Q I'ouvert de C, ensemble des nombres complexes dont la partie
réelle est strictement supérieure @ —s— 1.

L’application :

(o B)y—py () py (B) . B H |12 (e, B)

xj w(k)(n(k)R(g,)f)((a 0),i)dk[d'ad‘f1
K 0 0/ ap

est intégrale dés que Re(x)> —s—1. On peut donc définir ®7 ,(g,) par
la formule ci-dessus dés que x est dans Q.

Puisque ®} , appartient a B(u;| |¥% p3| |7*?). on peut montrer
(cf. la partie 2) que, pour o fixée dans B(y,, p,), fdans ¥ (Ex F*) et g,
dans GL,(F’), il existe un entier m, indépendant de x dans Q tel que
I'application :

1 -a
m»—--[ 0}'.(\@'(0 l—>gl)¢r.(a)da
w ™R

est constante pour les entiers m supérieurs a m,,
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On pose, pour x dans Q :

1 -
L’Q}' ,(w(o ‘Dgl)%" (@) da
=limm-¢+a:(j 07'.0(“’(1 _&)g)‘l’r(a)da)
o 0 1

1 -
M2 ()= f o .(w(o ,)g)w (@ da
i

LEMME 6. — La fonction M$* | est analytique sur Q.

Soit :

Démonstration. — Quitte a changer f, on peut supposer que g, est la
matrice identité. Il existe un entier m naturel tel que :

VxeQ, MY ,(x)=j d)}_,(w<(1) ~?>)¢,.(a)da.
.a'ﬂR:

Posons :

g B, x, &)=y, () p, @ p, (B)|a. B~ |F* V2 (o, &)

x( J' (p(k)(r*(k)f)((tia “o‘l“). l/aﬂ)dk.
K .
On a l'égalité :

@..(W(l _‘3>=J g (o B, xa)d* ad*p.
0 1 Foxpe

Puisque f est dans %(E x F*), il existe un compact K, de F, deux
constantes M et ¢ indépendantes de x dans Q tels que, en notant Y*
'ensemble {ye F, |[v(ya)| Sc}:

lg(x B x, a)| SM 1, (@] (117 ) (@] a5 1y (B).
Grace a cette inégalité, on voit qu'on peut majorer la fonction
(2, B, a)—g(x B. x, a)

uniformément au voisinage de tout point x de Q. par une fonction inté-
grable pour la mesure d*ad* PBdade F* x F* xw' "™ R".
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Comme la fonction x+—g (o, B, , x, a) est analytique sur Q quel que soit
le triplet (o, B, a) de F* x F* x®’~™R’, comme M _(x) est égal a I'inté-
grale

g(a B, x, @) Vp (@) d* ad* Bda, M} ,
F*xF°xe' ™R’
est analytique sur Q. [J

Vu les deux lemmes d’analyticité (lemmes 5 et 6), on déduit que la
proposition 2 reste vraie quel que soit x vérifiant: Re(x)> —s—1 et
notamment pour s=0, quel que soit x tel que Re(x) est strictement
supérieure a — 1. Il suffit alors de faire x=0 et on obtient :

si f appartient 4 & (E x F*), ¢ a B(y,, M,), si s est positif.

1 -—a
A W(81)=I ‘D‘}_ ’(W(O ;)&)‘l’r'(a)da,
F

avec @7 , dans B(uj, p,) et
W(g)=J @ (W™ ng) Vg (n)dn.
N

Soit ¢ fixée dans B(p,, H,) telle que W associée soit non nulle. D’aprés
le troisitme point de la proposition 2, I'espace des fonctions
{®9 o f€S(ExF*)} est un GL,(F)-module et on a :

COROLLAIRE. — L’espace ® est un sous-quotient de B (n}, n3).
On rappelle que

g={AI- W,fE.V(ExF‘), WE‘II’:-}

ProposiTioN 3. — (1) Si pyp5 ' #| |r, B est égal a B(u), py) et n est
la série principale p (n}, n3).

(2) Sipipy™'=| |petpunpui'=| |5 B est égal a BS(uy pny) et @
est la série spéciale o (u}, H3).

(3) Sipinyt=| |r et pyn;'#| |5 @ est égal a B(py, p3) et n° est
réductible.

Démonstration. — De ce qui précéde, on sait que # (qui n'est pas
I'espace nul) est soit B(u3, p3), soit B (u3, p3), soit encore le quotient de
dimension 1. Puisque & est un modéle de Whittaker de n’, cet ensemble
ne peut étre le quotient irréductible de dimension 1.
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(1) est clair.

(2) On va supposer que m est o(u;, u,| |F'). I n’y a que deux
possibilités : soit 8 =B (u}, u3), soit & =B (u}, H3).

LemMMme 7. — (1) Si f appartient a & (E x F*), il existe une constante
positive A, telle que : ‘
|K;, w(a)| SA;|n, (aa)| au voisinage de 0.

(2) Si # est B(u;, u3), il existe f appartenant a S (ExF*) et W a w7~
telles que :

K, w(a)=|a|}*.p,(aa) au voisinage de 0.

Les parties (1) et (2) de ce lemme sont contradictoires (on rappelle que
H,=p,| |rF') et donc la représentation n’ est la série spéciale 6 (u;, p3).

Prouvons d’abord la deuxiéme assertion du lemme. Si # est 'ensemble

B(u3, W3), I'application : g,'—»f o (wag,) V5. (—a)da est dans # quelle
F
que soit I'application ¢ de B(u,, u3). On I'appellera A ¢ (g,).

40 ((g ?)) =|b|H? u, (bb) L ® (( _(_)1 :;)) V- (ab) da.

Il reste a choisir la fonction @ telle que la fonction

bHL“’((_O | ,l;))w (ab) da

soit constante au voisinage de O sans valoir la constante nulle. Soit on
applique [5], page 28, chapitre 1, soit on fait un calcul direct facile. [

Prouvons la premiére assertion du lemme. On a :

- 0
K, W(0)=J' W(g)r.(g)ﬁ((g l))](O. 1,1, )dg.
NIG

1 n o 0 z 0
On écrit g= | i o . )
e <° 1)(0 1><o z)" selon la décomposition d'Iwa
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sawa. Grace a I'invariance de nos fonctions par un sous-groupe ouvert, il
suffit de prouver le lemme pour la fonction C,, , définie par :

covumtar], (5 et
F*xF* z

xf (0, z, xza~!, aafa.z?)|a|; 2 d* ad* 2.

Le caractére central de la présentation = est p, p,=p?| |71
On obtient I'égalité :

C!.W(a)=|a|#2f uf(Z)lzlr"’W«: ?))(uz,ﬁ)
expe

xf(0, z, aza™?, aaja'z?)|a|f V2 d* a d* 2.

(a) 11, existe quatre constantes c,, c,, ¢, et c, telles que la fonction

0
(2 ) ewd ()2] 7 w((g l))«z.z, 3

7,z a.2a7 ", agja.z?)|a|F 12,

ne s’annule pas seulement si :

(1) v(2)2cy,
(2) 2v(a)+20(z)—v(aa)2c,,
3) Il existe un entier h tel que :

c3Shsc, et v(a)=v(aa)—2v(z)+h.

Ce systéme se réduit a : il existe un entier h tel que c3Sh=c, et tel

que :
8} ¢, Sv(2)S(v(aa)+2h—c,)/2,
) ) v(a)=v(aa)—2v(z)+h.

(b) On sait qu'il existe une fonction f, dans & (F) telle que :

Vae F*, W((; (l)))= Iawz Ky (@) fy (@)

11 existe une constante positive A telle que :

0
VaeF®*, IW((; 1)>| Skl p (@]
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(c) Soit

E}= {(z, a)e F* x F*, { clév(z)g(”(“a)"‘z"-Cz)/Z}

v(x)=v(aa)—2v(z)+h.

Soit M un majorant de | f|.

Alors, | C;. w(a)| est majorée par :

A M|a|12 :;cathuf(z)“zU’|p,(a)|d*ad‘z.
Soit
Lt'={zeF* c¢,<v(z)S(v(aa)+2h—c,/2}.

Quel que soit h tel que c;<h=<c,, il existe une constante positive K,
telle que :

Lluf(z)llzl;‘Iu,(a)ld‘ad‘éKthl(atﬁl(I IZIF‘dZ‘)-
. L

O" a:
j |Z| 1d‘ I l(l Ial 'HZI I-“'_ 2/2"‘1))
F 2= F () < |
Lt F

1-]olF!

Pour tout voisinage V de 0 dans F’, il existe donc une constante K; (V)
positive telle que :

|a|}12J‘ |z|7'd*z< K, (v).
L
Soit

Ay = :‘”3 K, K,(V).A. M.
On obtient la majoration cherchée :

VaeV, |C; w@|SAy.|p@@)]. O

Prouvons le troisiéme point de la proposition 3. Les hypothéses faites
sur les caractéres p, et p, signifient que =n est la série principale
Py il |7 xr )
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Supposons que (n’, GL,(F’), #) est équivalente a4 la représentation
(o (), H3), GL,(F), BS(u3, p3)). La représentation n’ est irréductible et
I’espace

€¢={K; wfeS(ExF*), Wew? }
est le modéle de Kirillov de n’. D’aprés [5], € est exactement ’ensemble

des fonctions
{ar|a|}? p, (aa) f(a), feS (F)}.

Le lemme suivant assure la contradiction.

Lemme 8. — Il existe une fonction f de & (E x F*), une fonction W de
WY~ et une constante \ différente de 0 telle que :

K, w(a)=\|a|z"*p,(aa) au voisinage de 0.

Démonstration. — Pour obtenir le résultat, il suffit d’affiner la preuve
de la non nullité de I'espace & (cf. la proposition 1). On a, quel que soit
m appartenant a F'* :

Kf, w(m)=lm|;‘{2J. W(g)F*(g)]'(O, 1, ';_l, mn—l)dg.
N\G
En gardant les notations de la proposition 1, on choisit a, f;, f,, W et
I'entier n tels que :

(1 510 p)=1gng (x) 1 ong ().
0
(¥} W((g l>)=|,1,(a)|a|;”2 (o, E)1x(a) (cf. [God], page 36, § 1).

(3) a est un entier naturel tel que la restriction de p, a 1+n*R est
triviale.

(4) fz(bv “)=lx'(b)11+n‘n(u)-

(5) n est assez grand pour que W et la fonction g+ p,(g) f, soient
stables par translation a droite par n’importe quel élément de N, (cf. page
9) et n est supérieur a a.

Comme dans la proposition 1, soit :

Fy. 12 w(k)=J W (bk) £, ((0,1) bk) p,, (bk) f3) (m ™", mm)db
N\B

='x-(k)J. W (b) £, ((0, 1) b)(py (b) f3) (m ™", mm)db.
N\ B
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On a I'égalité :

0
Fj,_ 2 w (k)= S ()] W(((a) d))(a’ £)
F*xF*

x|al}? 1g (@m~')1,, o g (mm/ad) |a| 7. d* ad* d.

e @W((§3))=teex@w((5 0)).

1 0
car (0 d) est dans N, dés que d est dans 1 +®"R.

Or,

Donc :

Fpy g2 wk)=1g (k) F.xplu.ng(d)p, (a)
x|al7 ! 15 (@) 1g (@M~ Y) 1, , 2 x (mm/ad) d* ad* d.
Puisque n est supérieur a o, on a :
Lo (@ 1y e g (mmfad) =1y, gr g (). 1, , o g (mm1/a).

Posons a=mma’. On a I'égalité :

Fro g, wik)=14(k)

X(Jl 1 iorr (@)1 402y (@)
S

x|a'|fF' 1g. (mma’)

x 1g(mma’)d* ad* d) p, (mm)|mm|;*.
De I'égalité
1) vat g (@) 1g (mma’) 1. (ma") =1, , 4o g (@) 1z (m),
on déduit que :

Frv. g wR)=1x (k)

x(f l,,_.R(d)l“.-k(a)d‘ad‘d)
Foxpe

X py (mm)|m| ;! 1 (m).
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De I'égalité
K[. w(m)= |m I ;[ZJ. Ff,. S w (k) dk,
K

on déduit qu'il existe une constante A strictement positive telle que :
Ky, wim)=xA.p, (mﬁ)lm l 712 1. (m).

Le lemme 8 est ainsi démontré. [J

3. Le cas des représentations cuspidales

Soit W fixé dans #*~ non nul. On a I'égalité :
B={A, ., feS(ExF*)}.

Considérons y I'application de restriction de # dans €, qui associe a toute
fonction de # (notée généralement A,  dans ce qui précede) sa restriction

a 0
aux matrices de la forme (0 l) (notée K, ,, dans les paragraphes

précédents).
Soit n une représentation de GL, (F) irréductible et cuspidale, réalisée
dans son modéle de Whittaker # ¥ ~. Soit w, le caractére central de n.
LEMME 9. — (1) Soient a et b dans F *, f dans S (E x F*) et n dans F'.
On a les egalités :

(1.1 Ke(s oy)s. w(b)=K; wiab).
0 1

(] 2) Kl'” 1 n ))j u(h)z\l’r(nh)K! u(h)
o 1

(2) 1l existe une fonction L de F'* x F'* a valeurs complexes telle que,
pour tout [ dans Y (E x F*) et pour tout b dans F'* :

(2.1) L'application c— K, 4 (c)L(c, b) est intégrable pour la mesure dc
de F.

(2.2) On a légalité :

KRI-'D J. N(h)=J‘ K/_ u-(C)L(('. b)d(‘
F
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Le point (1) est clair et on prouvera le deuxiéme point qui nécessite quelques
lemmes techniques (cf. page 28, pour I'expression de la fonction L).

De ce lemme et de la décomposition d’Iwasawa, on déduit le corollaire
suivant :
Le noyau de vy est réduit a I'espace nul.

Par conséquent, au licu d’étudier la représentation (n’, GL, (F), #), on
étudiera la représentation transportée sur € qu’on appellera encore n".

Soit ®, un caractére de F'*. Notons ®] son caractére conjugué
a— o, (a).

LeEMME 10. — (1) L’espace € est soit & (F’'*) soit un espace dans lequel
& (F *) est de codimension deux.

(2) Dans ce deuxiéme cas, il existe un caractére w, de F'* tel que :

2.1) $¢={a—|alf?(@,(a) f,(a) _
+07() f;(a), /e (F) fe ¥ (F)}.

(2.2) o, #0f
(2.3) Quel que soit a dans F* :
|0, (@)]=|o, ()]

Démonstration. — On sait déja que K, w(a) est une somme finie
d’expressions de la forme (cf. page 23) :

|a|},52J m,(Z)W((u 0))(:1:.&)
e 0 1

700, z, aza™ ', aaja.z?)|a|f 2 d*ad* z.
(1) Puisque m est cuspidale, il existe deux constantes entiéres ¢, et c,

a 0 .
telles que W((O | )) ne s’annule pas seulement si : ¢, <v(a)<c,.

(2) I existe aussi deux constantes entiéres c; et ¢ telles que
f(0,z, x2a"", ad/a.z%) est non nul seulement si :

cy<v(aa)—rv(a)—-2v(z)<c,.
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D’aprés (1), il existe deux constantes entiéres cs et cq telles que
f(0, z, a.2za" ", ad/a.z?) est non nul seulement s’il existe un entier p tel
que :

(@) - CsSHSC,

® (*): v(@=v(ad)/2+p

D’aprés (*), il existe un voisinage V de 0 dans F’ tel que pour tout a
dans V, pour tous z et a dans F*, on a I'égalité :

7, z, a.za" !, ad/a.z?)=7 (0, 0, a.za"*, ad/a.z?).

Puisque I'intégration sur K n’apporte qu'un nombre fini d’intégrales du
type précédent, on obtient, pour a suffisamment proche de 0 :

K, w(@)=|a }lzf u),(z)W((: ?)) (@.2 E)
F*xF*x K

(Fy (k) (0, 0, a.za™ ", ad/a.z?)|a|;f /? d* ad* z dk

0
N\G

Supposons maintenant qu’il existe une fonction f, dans & (F?) et une
fonction f, dans & (F' x F*) telles que :

J(x, », b, wy=f,(x, y) f, (b, u).

Posons pour tout a dans F'*
. ~(fa O
K}, W(a)=.|' W(g)r.cg)R((O 1)) J©,0, 1. 1)dg.
N\G
et (¢f. la formule (R,))

Jy: w(@-‘—’J W (@) (p, (&) f2) (@', ad)dg.
N'\‘G

11 existe un voisinage de 0 dans F’ tel que pour tout a dans ce voisinage :

(I K; x(@=K; w(@=/,(0,0)|alf?J; w(a)
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Soit A appartenant & F*. Quel que soit a dans F'*, on a:
Jrwa)=(, )o,0)J; w(a)

Soit D I'ensemble des caractéres y de F'* tels que :
VAeF*, yx(W=( Bo' Q).

Pour y,€D, on peut considérer I'intégrale
Iy zo=J Jy. w(@)xo(a)da.
F'*|F*

Soit A 'ensemble des caractéres de F'*/F*.

Puisque F'*/F* est compact, I’ensemble A forme une base de I'espace
des fonctions localement constantes sur F'*/F* a valeurs complexes.

L’action du groupe A4 sur I’ensemble

DxA-D,
6 X)X

munit D d’une structure d’espace homogéne sous A.

Dong, il existe une famille presque toute nulle (cf ,),.p de nombres
complexes telle que, quel que soit a appartenant a F'* :

Jp w@=Y . pcf -1 (@)
Soit v la mesure de F'*/F*. On a I'égalité :
(% x) Iy ,=v.cf .
Premier cas. — Supposons la condition H suivante veérifice
VyeD, VfeF(ExF*), YWew?", 17 ,=0.
Daprés I'égalité (%) on a: ¢} ,=0 quels que soient f, W, x. Donc,

la fonction J,  est la fonction identiquement nulle et K,  (a) est nul
au voisinage de 0. Avec le lemme 2, on déduit que € est & (F'*).

Deuxiéme cas. — On suppose que la condition H est fausse. Soient alors
x€D, fe S(Ex F*) et We W~ tels que I}  #0.
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On a les egalités :

4 ,=j (J‘ W () (py (8 f) @1, aﬁ)x(a)dg)da
F oiF* \JN\G

=f (J : (f W) (p, (Ag) f2)
F'*/F* \JZN \G \JF*

(@, ad)y(a)d* k) dg) da.

Puisque x appartient a D, on obtient I’égalité :

1}”.,=J' we)(f (f v (@) f2)
ZN\G F'*/F* F*

(Aa !, aa\>)yx(@a. )" ‘)dl*)da)dg.

Posons :
W'z(g)= L.(p. ) f2) (@', ad)x (a)da*.
On obtient :
b4 ,=I W (g) W2 (g) dg.
ZN\G

Soit G* le sous-groupe de GL, (F) des matrices dont le déterminant est
la norme d'un élément de F'*. Soit r, la représentation de G* définie
dans [8], page 11 et soit n(y) =indg+(r,). On sait que n(y) est irréductible.

LEMME 11. — L'espace des fonctions {W”'2, f,€ % (E x F*)} est le modéle

de Whittaker de la représentation n () relatif au caractére additif V.
Ce lemme découle de [8], page 13.

Posons

(W, W)= W(g) W2 (g)dg.
2N \G
La forme (W, W/2)—» ( W, W/2) est donc une forme d’entrelacement
(non nulle par hypothése) entre les deux représentations n et m(y) qui
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sont irréductibles. On déduit que n est équivalente a la représentation
contragrédiente de n(y), c'est-a-dire n(x ') (cf. [8), page 150). Comme =
est cuspidale, le caractére x est distinct du caractére x°.

On sait que la représentation n(y,) est équivalente a la représentation
7 () si et seulement si g, =y ou x,=x° (¢f. [8), page 150). Donc, d’aprés
I'égalité (* %) seuls cf , et c} o peuvent étre non nuls.

Soit f la fonction telle que
Ty, b, =7 (x, y, b, ).
Puisque ¢/ , est non nul, les égalités
v.cf o=If o=I} ,=v.c},

assurent que c}. o est non nul.
Soit ®, le caractére 3 ~*. On déduit de ce qui précéde et de la relation (I)
que :

€={a—|a|l*(0,(a) f, (@) + 05 (a) f, (@) f, €& (F), [, L (F)}.

Donc & (F'*) est de codimension deux dans ¥.

Les propriétés de o, se déduisent de celles de x. [J
on va utiliser ce lemme pour établir :

ProPOSITION 4. — La représentation (n’, GL, (F'), €) est irréductible.
Démonstration. — Soit T I'’ensemble des GL, (F')-modules inclus dans
€ et contenant & (F'*).

Soit V I'intersection de tous les modules appartenant a T. La représenta-
tion (', GL, (F’), V) est irréductible car tout sous-module non nul de ¢
contient & (F*) (c¢f. lemme 3).

Si € est ¥ (F'*), alors
V=S(F*) et (', GL,(F), €)

est irréductible.
Si € est tel que & (F*) est de codimension deux dans €, supposons que
€ est distinct de V.

Premier cas. — Supposons V=% (F*). Puisque V est son propre modéle
de Kinllov, la représentation (n’, GL,(F), V) est cuspidale. Comme
(n’, GL,(F’), €) est admissible, on peut appliquer le résultat, page 37 de
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[1] & cette représentation : le sous-module ¥V de € qui est cuspidal est
facteur direct.

Il existe un sous-module V' de € tel que : VO V' =%.
La dimension sur C de V' est égale a la codimension de V dans €. Elle
est donc finie et non nulle, ce qui est exclu car ¥’ doit contenir & (F'*).
Deuxiéme cas. — Supposons que la codimension de & (F*) dans V
vaut 1.
Puisque V est toujours son propre modéle de Kirillov, (n’, GL, (F’), V)
est une représentation spéciale liée a un caractére p de F' *. Id est :
V={ar|a|i.p(a) f (@), fe & (F)}.
Par définition de la série spéciale liée a p, le caractére central de n’
estp?.| |7l
Par un calcul direct, on obtient qu’il est égal & @, ° Ng./¢.
D’autre part, d’aprés le lemme 10, on sait qu’il existe un caractére o,
de F'* tel que :
(1) VaeF*, |o,(a)|=|o,@)|
) 0, #0f.
() Ve{a—|a|i? (0,(a) f;(@+a5(a) 12 (a)), € F (F), €L (F)}.
De I'indépendance algébrique des caractéres de F'*, on déduit que p est
égal soit a w,, soit 3 ©]. On a donc :
VaeF‘, IH(“)|=lm1(a)|=|mg(a)|-

ce qui contredit I'égalité p2. |

-1 _
lr' =,°Np/f.
Par conséquent, seul le troisiéme cas est possible.

Troisiéeme cas. — & (F'*) est de codimension deux dans V. V est alors
égal a € et la proposition est démontrée. [J

COROLLAIRE. — Soit 1t une représentation irréductible cuspidale.

(1) S'il existe un caractére ® de F* tel que nt est équivalente a n(w),
alors o est distinct de ®° et n’ est la représentation de la série principale
p(w, ©°).

(2) Sinon, n’ est irréductible cuspidale.

Donc, sauf si n est la représentation de la série principale
P(Ky My| |F'-xr )7 est irréductible. Mais n' posséde un unique
quotient irréductible non nul, y compris dans ce cas exceptionnel. Dans
ce cas, il est de dimension 1.
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Dans la quatriéme partie, on appellera encore n’ ce quotient irréductible
et on étudiera la correspondance n+— n’.

Démonstration du lemme 9. — 1l reste & prouver la deuxiéme partie de
ce lemme. On va utiliser le lemme suivant :

LEMME 12. — Soient a et B deux éléments quelconques de F* et soit W
un élément de W.
(1) Quel que soit g appartenant a GL, (F), l'application

V:ﬂ: F-C,

n— W<w_l (; g)((l) ';)g)‘l’r(n)

est intégrable pour la mesure dn définie sur F.
(2) L’application

[ D o
F

est une fonction de Whittaker et il existe un nombre complexe c(a, B) tel
qu’elle est égale a c (o, B)W.

Démonstration. — On va montrer que I'application V2 p €st a support
compact dans F. Comme elle est localement constante, elle est intégrable
pour la mesure dn de F. Quitte a changer W, on peut supposer que g est
la matrice identité.

Soit k un entier naturel tel que W est invariante par translation a droite

l1+0*R  o'R
o'R 1+ R>'
Supposons que v(n) < —k. D’aprés I'égalité matricielle :

U (S A [ (Y

par n'importe quel élément de N,=(

f2 O\/1 nm\\_ 1 -y
(' o 1)wentee
xm,,(mz)W((B'a-ol"-2 ?))
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Puisque & est cuspidale, ce dernier terme est nul quand v(n) est assez
négatif. D’ou I'assertion.

(2) Considérons le morphisme C-linéaire A de %7~ dans ’ensemble Y
des fonctions f de GL, (F) a valeurs complexes, localement constantes et
telles que :

VgeGL(F), VneF,  f(ng)=VFr (n) f(g).

A wH<gHJ w1 (* 0)(1 ")g)¢ (n)dn>
' R (o B/\0 1 F '

A est un opérateur d’entrelacement entre la représentation irréductible n
et la représentation de translation a droite que Y. A4 est donc soit nul soit
injectif. Si A est injectif, 'image de A est aussi le modéle de Whittaker
W7~ de n. Le lemme de Schur assure que A est une homothétie de %Y~
dont le rapport est le nombre complexe ¢ (o, B).

L’application V¥ g est égale a I'application w,(B) V7 4-1. ,. On en déduit
c(a B)y=o,Brc(a.B7' 1)

Pour ae F*, on pose c(a)=c(a, 1).

Achevons maintenant la démonstration du lemme 9. Soient f un élément
de ¥(Ex F*). W un élément de #7Y~. Soit a un élément de F'*. On a
I’égalite :

lalF'? K, W(a):J‘ W(g)7, (& f(0, 1,a"", ad)dg,
N\G

c’est-a-dire que :

lajft?c(o, BK (a)=r | wlw (2 0 ng | Ve (n)dn
|air S W JN\'G N 0B F

7, (g) 70, 1,3, ad)dg.

1 n
(en confondant toujours la matrice (O l) et I'élément n de F).

Considérons la fonction C, y :

-1

g W(g)F.«qO B?l)wg)](o, 1,a"', aa).

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUFE. DF FRANCF



440 M. COGNET

La fonction C,,  est intégrable pour la mesure dg de G si la fonction :

(c,hn)HIW((f) 2))! I
fo,((; :))](—a-', —nB-L, b, adap)

x Vg (nbbaa aB) Ve (B Tr(ab))db|. | hc™* |¢

est intégrable pour la mesure produit d* cd* hdn de F* x F* x F.
Et cette fonction est intégrable si la fonction :

c O

(c. hy b, n>H|w((0 h))l.m—a-*.c, —np-!
x h, be, agaB/ch) || he™* |}?
est intégrable pour la mesure produit d*cd*hdbdn de F*x F*x F xF.

Mais ceci est clair puisque n est cuspidale. Ce résultat permet d’utiliser le
théoréme de Fubini.

On obtient donc que :

la|r'? K, w(@ec(x, B)=J WP, @ f,1,a", aa)dg
G

[ wo([  vaasbalallal.5p* @ o
N\G F'xF
xFy(8)J(=B~', —nB"", b, aaap)
x Yr(nbbaaaB—n+B. Tr(Eb))dbdn) dg.

Posons, pour o et B donnés dans F*

D}=J' Yo(adaBg)|als |afp?.|BJ3 (ax, &)
F'»F

X ;t(g)](—ﬂ-,’ —"B—lv b' GEQB)
x Yy (nbbaa aP —n+ B Tr(ab))dn db.
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Posons x=—B~! et effectuons le changement de variable y=nx. On'
obtient :

D?=J Ye(—agax™'q)|alp|alf?| x| % (x, &)
F’'xF
;o(g)f(x, », b, —agax~1)
X Yp(—yx~2bbaaa —yx~*—x~! Tr(ab))dy db.

Soit A un élément quelconque de F'*. Afin de fixer la derniére variable
de la fonction 7, (g) 7, posons : a=—x AA (aa)~ . On a Iégalité :

Dj=v,(449)|ap?| A|#?|x|F* (—x, §) EF,

avec .

E;=J‘ re® f(x, y, b, AD)Yp(yx~ ' (AAbb—1)
F'xF
—x~ ! Tr(ab))dy db.

Faisons le changement de variable b= A4 ~! + mx (x est en effet non nul).
On a:

Ef=J |x|2r, @) T (x, y, A~} +mx, AA)

F' xF
x Y (yx~ ' (Amx + Amx +mmx?))
=j |x|27, @) T (x, y, A~ +mx, 44)
F'xF

xYp (Y (AA) A~ . m) Yy (yxmm)
xYp(—x"'.aA™ ) Yp(—am)dmady.

De la relation (R ,), on déduit :

E}':I |x|;F,(g)§«' m))](x,y.z".AZ)
FxF 0 1

xVYp(—=x"'.aA" ")y (—am)dmdy.
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On obtient finalement :
la|F*2 K, w(a@)c(—xAA(aa)™ !, —x71)
=lalr 2 0, (=x ) Ky, w(@)c(x? 44 (D))
=(-x, E)v,(44q)|a 4| Yp.(—x"'.aA™")

<[ veen(], wo([Fox((o 7))

xf(x,y, A7}, AX)dy)dg)dm.

Soit @ la fonction :
F xF*-C,

(m, x)—®(m, x)

- 1 - .
=J W(g) (J re@R (0 T)) T,y A7, AA) dy) dg.
NN\G F

Alors, on obtient que :

(E)): f D V5 (—am)dm

o F
=|a|pt A7 Y, (AAq) "V (x" . aA™ o (—x71)
xc(x* AA(aa)” ") (—x, E) K, w(a).
Soit x fixé dans F* et considérons la fonction
d) .

x

F-C,

m—®(m, x).

Elle est localement constante et I'égalité

c 0
eanl (i Serrrcs
F*xF*x K 0 d I !F °

(J (ry (k) P(cx, dy, c (A" +mx), AA/cd)
F

X g (A ym) Y ((mmyx) AA) dy) d* cd* ddk.
assure que @, est a support compact dans F' (n est cuspidale).
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On peut considérer sa transformée de Fourier
b— J. " @, (m) Vg (bm)dm et par inversion de Fourier, on a :
F
J._ (I ® (m, x)Yf. (—am) dm) da=o_(0)
F\JF

=. W(x)(f r@J(x y, A7, AZ)dy>dg-
F

N\G

De I'égalité (E,), on déduit que le membre de gauche est égal a :
(E)): (=x8)|A4[2 vy (449 o, (-x71)
xJ‘ la|r! Ve (x"'.aAd™ ) e (x* A4 (aa) ") K, w(a)da.
-

LemME 13. — La fonction

(X, a)’_’("x, é)mn(_x—l)la';’l
xYp (x"'ad" ) c(x* A4 (aa) ") K, w(a)

est absolument intégrable pour la mesure produit dxda de F x F'.

Admettons momentanément ce lemme. L’égalité (E,) et ce lemme assu-
rent la convergence de I'intégrale I, égale a :

JIAIF'Wr(—XAZ)(I (I ®(m, x)\l:,-(—am)dm)da)dx,
F F\Jr

et qui vaut :
J‘ W(g)(j re@ T (x, y, A7, AA) xVp(—xAA)|A|r dxdy)dg.
N\G F?

D’aprés les relations (R,) et (R;), ona:

1,=IA|;-”2(I wm&mﬁ((_o” ‘:))
N \G

(E,) xRw)J@©, 1,1, 1)dg)
c'est-a-dire :
1A=|A[;.”3 Kx (w) 1. ,,.(—Z).
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D’autre part, I’égalité (E,) donne que :

1,4=Jl (J (=x 8| 4] vy (449)7"
F \JF'

xo,(—x"V|alp Y (x" .ad" )V (—x A4)
c(x2 AA(aa)" ") K, w(a)da)dx.

D’aprés le lemme 13, on peut utiliser le théoréme de Fubini. I, est donc
égale a :

j K, w(@|alst| 4[4y, (4Zg) "
)

X(J (—x’ &)mu(_x—l)q,F'(x-laA_l)
F
x Yp(—x AA)c(x? AA(aa)™ ") dx)da.

Finalement, en confrontant cette égalité a I’égalité (E,) :

Kg o 1. W(A)=J"K,_ w(a)L(a, A)da=|A|}l’I(_;,.
avec : ’
L(a, A)=y.<AXq>"IAIF-IaI.:-‘L(—x, E)o (—x7)
XVYp(=x"'aA " YWWp(—xAA)c (x> AA(aa) ')daf

Démonstration du lemme 13. — Soit r le nombre réel tel que, quel que
soit z appartenant a F* :

[o,(2)] = |z[5

LemMMme 14. — (1) Il existe ¢, >0 telle que, quel que soit a appartenant a
F'* si|ajf->c,, alors K; w(a) est nul.
(2) Il existe c,>0 telle que, quel que soit a appartenant a F'*,
|Ky. wl@| <cy|algr .

C’est une reformulation des lemmes 3 et 10.

LemME 15. — (1) Il existe une constante c,>0 telle que, quel que soit a
appartenant a F *, si |a|,->c,, alors c (o) est nul.
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(2) 1l existe une constante c,>0 telle que, quel que soit o apartenant d
F*:

|le@] <cq]alf?=t,

Démonstration. — Soit W appartenant a 7Y~ telle que W(Id)=1. On

RS S I

Soit m un entier naturel tel que W soit invariante par translation a
droite par le groupe N,, et tel que Vg soit trivial sur ™ R.

w7 ) oo
ol (6 o

On a: c(x)=a(a)+b(a).
D’aprés I'égalité

(6 96 (5 )

et puisque @~ "R est compact, il existe un entier g, g constantes A,
Ay ..., A et g fonctions de w7~ W,, W,, ..., W tels que:

a(u):Z:_ Ao, (a)(W,-(cl(_) (:))

Comme n est cuspidale, il existe une constante C telle que, quel que
soit a appartenant & F* : si |a|,> C, alors a(a) est nul.

Posons :

et

De I'égalite

A [ E S (G
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vraie quel que soit I'élément n de F non nul, on déduit la relation, pour
tout n appartenant 8 F—@™R :

(e (e e
(7))

Puisque = est cuspidale, il existe une constante A telle que si v(a) est
inférieure a A, cette derniére expression est nulle et donc b (o) =0.

La premiére partie du lemme est démontrée.

x 0
(2) Fixons maintenant W telle que la fonction x+— W ((0 l)) est la

fonction caractéristique de R*. La fonction @ — b (a) s’annule seulement si
v(a) est inférieure a 2m ou si v(a) est impaire. Soit v(a)=2h avec h>m.

Effectuons le changement de variable n=o " x dans I'intégrale b(a).
On obtient que :

b(a)=m,(m"'a)|m|;"j‘ o, (X)Vr(@ " x+o"x . a")dx.
-

Posons

s(a)=J. o, ()Y@ *x+otx~ ! a")dx.
R

Soit n, le conducteur de Y. Soit ¢t un entier tel que w, est trivial sur
1+0'R.

Pour tout réel y, notons E(y) la partie entiére de y. Soit h tel que
E((n,+h)/2)+ 1 est supérieur a ¢ et soit u I'entier égal a 1 + E((n, + h)/2).

Pour y dans R, faisons le chargement de variable dans
s()=(1+0n"y):z.

De I’égalité (1 -}-m“y)(l —w'y)=1-w?y, on déduit que (1 +w"y) ! est
congru a 1 —w*y modulo w*R.

Puisque o, est trivial sur 1+@"R et que Y, est trivial sur ®**R, on a :

(E) s(u)=J' 0, V(@ *z+0*.a"t. 27!
R®

+o'y(@ ' z—0".a .27 Y)d:
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Soit
E,={zeR* u+v(@*z—0*.a"t.z7") 2n,}.
Ona:
E,={zeR* v(*—0™.a " )2n,+h—u}.

Intégrons en y et sur R les deux membres de (E’). Par définition de n,,
on obtient que :

s(oz)=J- o, Vr(@ " z+0*. a" 27 Y)dz.
Donc : =
|s(a)| Smes(E,).

Si E, est non vide, soit z, un élément de E,. Soit q I’entier naturel égal
a la valuation de 2. Soit V, I'union des deux ensembles 1+ @™ **™“R et

de —1+w"™ " “R. On vérifie facilement que, quel que soit h supérieur a
2(2+4q),ona: EczyV,.
Soit
D= {aeF* v(a)=2h, h22q+4, E((n,+h)/2)+121t}.

D’apreés I'inclusion E, =z, V,, il existe une constante A, positive et indépen-
dante de h et de o telle que, quel que soit @ dans D :

|s(@)] sA|o]F ™
11 existe alors une constante A, telle que, pour aeD :

|b(@)] SAy| @] a1 =n, o[y 1,

Pour résumer, on a :

(1) siv(@)sS2m, b(x)=0;
(2) si v(a) est impair, b(a)=0;
3) siv(x)=2havec h2sup (2q+4, 2(t+1)—n,),

alors a appartient a D eton a :

|b(a)] SA,|a|f2 14
Soit

H ={aeF* 2m+1<5v(a)S2 sup(2q+4, 2(t+1)—n,)}.
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Si H,, est vide, soit A;=0. Si H,, n’est pas '’ensemble vide, soit :
As=sup({|b(®)| /|a|¢* aeH,}).

A; est un nombre réel puisque la fonction arsb(a) est localement
constante. _
Soit A, =sup (A3, A,). On obtient, pour tout a dans F :

|b(@)] Shg|a|f2™1e.

Par ailleurs, comme la fonction a — a(a) est & support compact dans
F*, il existe une constante A, telle que, quel que soit a dans F* :

la(@)| Shs|a|f2~1e
Soit ¢, =2 sup (A,, A;5). On a, pour tout a dans F* :
|c(@)] Scqfa|p2 1
D’apres ces deux lemmes, qhelles que soient f appartenant a S(E x F*)
et Wa w7?¥, il existe un compact K, de F et un compact K, de F, il

existe une constante A positive telle que, quels que soient x appartenant a
F*etaa F*:

|(=x, B)o,(=x"Y|a| 7' Yr(x " a A" c(x* Ad(aa) ' K w(a)|

SlalF x| 712 1, (x) 14, (a).

Cette majoration démontre le lemme 13.

4. Correspondance de Langlands entre GL, (F) et GL, (F')

On a mis en évidence une correspondance entre les représentations
irréeductibles de dimension infinie de GL, (F) et des représentations irréducti-
bles de GL, (F’). Si nt est une telle representation de GL, (F) on note € (n)
son image par cette correspondance. On note d’autre part & (n) son image
par le changement de base de Langlands.

PrOPOSITION 4. — Soit m une représentation irréductible de dimension
infinie de GL, (F). On a légalité : € (n) =< (n).

Démonstration. — Soient p, et u, deux caractéres du groupe multiplicatif
d’un corps local. On notera p(u,, u,) la série principale associée quand
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celle-ci est irréductible, o (u,, p,) la représentation spéciale et nt(p,, u,) le
seul quotient irréductible non nul — de dimension finie ou infinie — de
B(p,, H;) (cf- notations de [4], page 122).

On rappelle que si p est un caractére de F*, p’ est le caractére po Np. /¢
de F'*.

La correspondance € vérifie :

§))] €(p(K1y» B2))=m (K], H3).
(2) (g(c(p'l, u'Z))=0(u,l9 P"z)

(3) Si © est cuspidale et s'il existe un caractére ® de F'* tel que & est
équivalente a n(w), alors :

€(n)=p(w, 0°).

(4) Si n est cuspidale sans étre du type n(w), alors T’ =%(n) est aussi
cuspidale.

On sait que le changement de base de Langlands vérifie aussi les trois
premiéres égalités (cf. [4], page 117).

Pour prouver la proposition, introduisons les fonctions L et les facteurs
€ d’un produit de deux représentations (cf. [6] et [7], page 480).

Soient n (resp. n’) une représentation irréductible de dimension infinie
de GL, (F) (resp. de GL,(F')). Supposons n cuspidale et supposons qu'il
n’existe aucun caractére w de F'* tel que n est équivalente a n(w). Soit #t
la contragrédiente de n et &t celle de n’. On a les propriétés suivantes :

(1) Quel que soit le caractére x de F'*, on a I'égalité :
Vse€, L(s,mxm(x)=L(s, naxn(x ")=1

(2) La representation =’ est égale a . (=®) si, quel que soit le caractére
de F’*:

(a) le caractere central de n’ est w,° Ng. .

() Ls. " @)=L T ®y)=1.

(€) e(s. mxm(x), Vp)=(¥,, () €(s, B @ %, Yp).
(cf. [7]. pages 480, 481 et 484).

On a d’ailleurs : (y"(l))’=( —1, E) (cf. [14), page 177 ou [3], page 42).

Soit 1 comme en 4) (id est n est cuspidale et il n'existe aucun caractére
o de F* tel que nt est équivalente a n(w)) et soit i’ =€ (n) qui est alors
cuspidale.
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On sait déja que le caractére central de n’ est ©,° Np./r. Comme 7’ est
cuspidale, I'égalité (b) sur les fonctions L est vraie. Pour obtenir que =’
est £ (n), il reste a établir I’égalité (c) sur les facteurs &.

A cet effet, soit W’ un élément quelconque du modéle de Whittaker de
n’ associé au caractére additif .. Soient y un caractére quelconque de F'
et s un nombre complexe. Formons I'intégrale

IW,(s)=J‘ W’((g ?))x(a)lali--‘"’d‘a.
o

Il existe W dans le modéle de Whittaker de n et f dans & (E x F*) telle
que, quel que soit g, dans GL, (F’),

W'(81)=J‘ wer,@Re)fO 1,1, Ddg
NIG

Supposons que f est de la forme : f(x, y, b, u)=f, (x, y).f, (b, u) avec
f, dans & (F?) et f, dans & (E x F*).
Soient x et y les deux réels tels que :

(1 VaeF* |x(a@)]=]a|}-
) VAeF*, |o,M)|=]|r|5
Introduisons les fonctions :
Wi, : GL(F-C,

1:
ngdctglF'I (Py®) f))(—a"', —aa)x(a)|a|}-d*a
F**

et
'+ GL(F)—C,

8*-*|d€lg|'rj. AP o.M x MM E) £, (0, )g)d* A
Fe

W7, est definie quelle que soit la fonction f, de & (F x F*) et quel que
soit le nombre complexe s. La fonction f* I'est quelle que soit la fonction
/1 de & (F?) et quel que soit le nombre complexe s tel que Re(s)> —x/2—y.

-1 0
Soit enfin 1 la matrice ( 0 ]).
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LemMmE 16. — Pour Re(s)> —x/2—y, on a légalité :

Iy (5)=(~1, &) W (g) W3, (ng) f*(g) dg.

NZ\G

Démonstration. — On a les égalités,

I.V.(s>=J ww(j @7 1,5“.a5)x(a)|a|}'d‘a)dg
N\G F*
=j W(x:)fn((O,l)g)G (p,(g)fz)(E")x(a)lal’r'd‘a)dg
N\G F*
=J’ W(g)J o, () £,((0, ) g)
NZ\G F*

x(f o §)(P¢(g)fz)()~5—l,g)

xx(a)lal‘pd‘a)d*ug
=_f- W(g)(f (p.(g)fz)(a",a&)x(a)|a|;.a—a)
NzZ\G F'e
. X(I [A R0, M) XA\ E) £, (0, L) g)d* L) dg
F*

=(-18) W) Wy,(ng) f*(g)dg. O

NZ\G

LeMME 17. — Quel que soit le nombre complexe s, 'espace des fonctions
{W7},.[2:€ L (F x F*)} est le modéle de Whittaker de la représentation n(x)
associé au caractére additif Y .

Démonstration. — Comme lors de I'é¢tude de € () quand = est cuspidale
(cf. [8], page 13), I'espace des fonctions

{g'—'J. (Py ®) f1)(—a™ !, —aE)x(a)Ialfr'd‘a.fzeY(F’xF‘))
F'*

est le modéle de Whittaker de la représentation n(x| [}) relatif au
caractére V5. L'espace { W7}, f,€ & (F x F*)} est le modéle de Whittaker

de la représentation n(x| [F)®| |f*®qui est équivalente i la représenta-
tionn(y). O
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Pour introduire le facteur € du produit des deux représentations = et
n(%), considérons la transformée de Fourier f, de f;

jz(x, y)=J‘ zfl (Z, t)\llp(tx-—zy)dzdt
F

et considérons la fonction (cf. page 12 et théoréme 14.7, page 13 de [16])
définie pour tout nombre complexe s tel que Re(s)<1—x/2—y

K: GL,(F)—C,

gr|det g| ;"o (det g)~ ' x(detg) ' (det g, £)

x J AP0, M) (A B 7, (O, Mgk
F*

Soit W, une fonction du modéle de Whittaker de = relatif au caractére
Vr et W, une fonction du modéle de Whittaker de n(y) relatif au caractére
Vr.

La fonction g— W, (g) W, (n g) f*(g) est définie pour les nombres com-
plexes s tels que Re(s)> —x/2—y et la fonction g— W, (@) W,(ng)h*(g)
I’est pour les nombres complexes tels que Re(s) <1 —x/2—y. On supposera
donc dorénavant que s est tel que : —x/2—y<Re(s)<1—x/2—y. D’autre
part, ces deux fonctions sont invariantes par translation a gauche par
n'importe quel élément de ZN.

Puisque n est cuspidale, elles sont intégrables pour la mesure dg de
ZN\G (cf. [6]), pages 12 et 14).

LemMmE 18. — Soit s tel que: —x/2—y<Re(s)<1—x/2—y. On a
légalité :

(=LEx(=1D
e(s, mxm(x). Vr)

j W, @e)W,(ng) f'(g)dg=
Nz\G

XJ' W, @) W,(ng)h(g)dg.
Nz\a

Démonstration. — C'est le théoréme 14. 8, page 20 de [6] au changement
prés de Y, en {,. (Rappelons que les fonctions L(s, mxm(y)) et
L(s.nxn(x ")) sont identiquement égales a 1.) [J
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Appliquons ce lemme au cas particulier suivant : W, =W et W,=W7,
(toujours pour des valeurs de s dans la  bande
—x/2—y<Re(s) <1—x/2—y). On obtient grace aux lemmes 16 et 18 :

x(—1)
Iy (s) = W (g) W* K (g) dg.
w (5) G R xR0 VE) Jun @)Wy, (ng)h (g)dg

LeEMME 19. — Soit s tel que Re(s) <1—x/2—y. On a légalité :
J- W) Wy,(ng)h (g)dg=(—1, &) x(=1D)e(s, n' @ %, Vr) Iy (s).
ZN \G

Déduisons tout de suite la proposition de ce lemme. On obtient en
effet :
-1, Eels, ' @, Vi
( g) ( ® x— WF) IW' (S)
S(S, n Xn(X), ‘l’F)

Iy ()=

(expression valide pour s tel que —x/2—y<Re(s)<1—x/2—y.
On sait que
e(s, nxm(x), Vr)=¢e(s, mxn(x), ¥g) (cf- [6], page 21).
Comme on peut choisir W’ tel que Ig.(s) est non nul, on obtient
I'égalité :
E(S’ X n(X)v WF)=(- 1’ é)e(sv 7[, ® X, \l’F'):('qu (l))ze(s' T[, ® xv \llF)
Démonstration du lemme 19.
Soit
J,=J W (g) Wi(ng) k' (g)dg.
NZ\G
(1) Dans l'expression de h°(g), faisons le changement de variable
c=A det g.

On obtient I'égalité :

h’(8)=|d°lglr'“"’(j lo|3" 0, (0) ' x (o)
F*

x (o, &) £, ((0, o) g/det g) d* c).
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On calcule facilement :
J1((0, o) g/detg)=|det g| rj;z £1(@ D@V (—o2)dzar
Soit
M(o, 9)=|c|;" Ye,(0) ' x(0)"* (q, ¥).
On a l'égalité :

k* (g) = | det gl‘}J. M(o, s) f, ((z, ) g)Vr(—o2)d* o dzdt.

F*xF?

(2) Ona:

Wi, (ng)k (g)=(-1,8) 1(a)|al} M (o, 5)

F* xF*xF

xfi((z, D8 (py (&) f2) (@™, aa)
xYp(—0o2)d*ad* odzdt.

D’aprés la relation (R,), on a I'égalité :
fillz D8)(py @) f) @, aa)=r,(g) [ (z, t, a" ", aa).
Soit :
L(g, o, a)=J 1?*(g)f(z, t,a" !, aa)Yp(—oz)dzde
F

et

N(g. s, a)=-[ M (o, s)L(g, o, a)d*o.
F'

Wi, (ng) k@) =(-1, i)f 1(a)|alt- N, s, a)d*a.
F°*

D’aprées la relation (R,), on a I'égalité valable quel que soit A dans F* :

L(g Aaa, a)=|a|;'r,@) R(w)J (0, N, —a™!, aa).
Or,

N@. s, a)=I M (\aa, s)L(g, Aaa, a)d* A
-
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Donc,
N(g, s, a)=|a|s' M(aa, 5)

XJ' M@, )r,@RW) J(0, %, —a™', aa)d*
F*

Soit
m(a, s)=M (aa, 5)|a|z **x(a)=0,(ad) "' x (@)~ |a|} "

Il vient que :

W}z(ng)hs(g)=(—1, g) m(a9 S)M(xa S)

F"’(F'
xr, (@) Rw) J(0, A, —a™"', aa)d*ad* ).
Soit

I(g, s, X)=J m(a, s)r, (@) R(w) (0, A, —a™"*, aa)d*a
F

et posons dans cette intégrale a= —bA ~!. Puisque la fonction a~— m(a, s)
est un homomorphisme de F'* dans C* et que m(—1, s) est égal & x(—1),
on obtient :

I‘g' S, A')=X('_l)'n()"‘lv S)

xJ’ m (b, s)a(g)ﬁ(w)](o, A ABTY -f-g>db‘.
po

D’apreés la relation (R,), on a:

I(g s, N=x(=1)m("1,s)
xj |b| 742 m (b, s)F,(g)R(w)R((g ?))
F'*
x](o, A A %)d*b.

De cette égalité et des égalités :

(1 M@, s)m(A~1, s)=w, Q) (X, §),
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@ ) ?.(g)f(o, , $)=ao»g)f(o, L1, 1,

on déduit que :
M@, I(g, s, \)=o,(\g,s, 1).
D’aprés I'égalité

Wi @k @=(-1, E..)f M@, 5)I(g, s, M)d* 4,
F*

on obtient :
Wi, @k @=(-1, i)f o,M)I(rg, s, 1)d* L
-
(3) Donc:

Js=("'l’ g)J’ W(g)l(gv S, l)dg
N\G
=(—-1L&x (-1 W(g)(J |blr2.m (b, )1y (8)
N\G F*
~//b 0
xR((O l))R(w)](o, 1, 1, 1, 1)d* b) dg

b 0¥ _ _ _
=(—l.§)x(—-1)J‘ W'((O ]) )ww ‘@, (bb) ™' x (b) ™" d*b.
F**

Drapreés [8], page 75, on déduit I'égalité cherchée :
J=(=1L8)x(=De@ " ®x V) Iy (5). O
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