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SOMMES CONNEXES F1BRÉES EN CERCLES
PAR

MARC AUBRY et JEAN-MICHEL LEMAIRE(*)

RÉSUMÉ. — Nous montrons qu'en dimension cinq toute variété compacte, simplement
connexe, sans bord, admet une action de cercle libre si et seulement si elle est sans torsion :
ceci fournit des exemples de sommes connexes non triviales admettant une action de cercle
libre; d'autres exemples en dimension six étaient déjà connus par un résultat de Goldstein et
Lininger.

ABSTRACT. - Wc show that any fivc dimcnsional compact simply connected manifold
without boundary admits a free circle action if and oniy if it is torsion-free: we thus obtain
examples of non-trivial connected sums which support a frce circle action; other examples
in dimension six were aiready known by a resuit of Goldsiein and Lininger.

Cette note a pour but de cerner davantage la réponse à une question
de W. Hsiang à laquelle S. HALPERIN vient d'apporter de nouveaux
développements [H] : quelles sont les variétés compactes, sans bord,
1-connexes, qui admettent une action de cercle sans point fixe et une
décomposition en somme connexe non triviale?

S. Halperin montre qu'une telle variété M vérifie nécessairement
^.(WOQ^O, pour un certain i>0. Ainsi S 3 x S 3 # S 3 x S 2 n'admet pas
d'action libre de cercle.

En fait, GOLDSTEIN et LININGER [GL] avaient déjà classé les variétés de
dimension 6 répondant à cette question dont Phomologie est sans torsion :
ce sont :

(^x^4)^"1^^3)^
et :

TU^^X^^-^^X.S3)^,
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où (X)^'1 représente la somme connexe de n exemplaires de la variété X
et T|4 l'espace total du fibre non trivial en S4 au-dessus de S2. En
dimension 6, ce sont les seuls cas 1-connexes dont l'homologie soit sans
torsion.

En particulier S 2 x S ^ # S 3 x S 3 n'admet pas d'action libre de cercle,
mais :

S2xS"^S3xS3^S3xS3

en admet une. Nous montrons que, pour tout n, m^O, la somme connexe
(S2 xS3)^ de même que Tb#(S2 xS3)1" (où ^3 désigne l'espace total du
S^fibré non trivial au-dessus de S2), est l'espace total d'un S^fibré
principal, et donc répond à la question pour n^2, m ̂  1.

Dans tout ce qui suit, « variété » signifiera variété C00 compacte sans
bord. Soit X une variété 1-connexe de dimension 4, et soit :

cçH2(X, Z), c^O.

L'espace total M du fibre S ̂ principal classé par c est une variété de
dimension 5, qui est 1-connexe si et seulement si cZ est un facteur direct
dans H2 (X; Z) : ceci résulte immédiatement de la considération du
diagramme :

n^(X) ̂  Uî(K(Z, 2)) ̂  n^(M)^n,(X)^0
r r i i

H^(X)^H^(K(^2))^H,(M)^H,(X)=0

lont les lignes sont respectivement les suites exactes d'homotopie et d'ho-
mologie (de Serre) de la fibration :

M^X-^X(Z, 2).

De plus, pour toute fibration 51 -* M —^ X où M (resp.X) est une
variété de dimension 5 (resp. 4), M 1-connexe implique M sans torsion.
En effet, la suite exacte d'homotopie montre que X est 1-connexe. D'où,
par le théorème des coefficients universels, H2(X) — et H2 (M) - sont
sans torsion. La suite spectrale de Serre montre alors que :

H3(M)^KeT(d2: H 2 ( X ) ® H Ï ( S l ) ^ H 4 ( X ) )

est sans torsion.
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Rappelons le résultat suivant, dû à SMALE [S] (dans le cas W2==0) et à
BARDEN [B] (pour w^O) : les variétés 1-connexes de dimension 5 sont
classées par leur H^ et par un invariant lié à l'ordre d'un élément du H 2
détecté par w^; en particulier, toute variété 1-connexe M vérifiant

W2 (M) = 0 (resp Wa (M) ̂  0)

et H2 (M; Z) ̂ T est difféomorphe à :

(^xS3)^ (respî^^xS3)^-1).

Soit donc p : M -»• X la projection du fibre en cercles classé par
ce H2 (X; Z). Le fibre tangent à M est somme directe de p* TX et du fibre
tangent le long des fibres, qui est trivial de rang 1. Donc :

W2(M)=^W2W.

Ainsi si nous prenons :

X=(S2xS2)^m, m^\

et

avec

c=(ûi, ûi, .. ., û ,̂ ûJeZ21",

pgcd(a^ ûp . . ., û ,̂ fl,.)==l,

la variété M est 1-connexe et vérifie W2(M)=0, car :

w^(X)=0 et ^(M)^2"''1.

D'après le théorème de Smale, M est difféomorphe à (^xS3)^2"*"1 et
nous avons donc construit des fibres principaux :

5' -(^x^3)^2 1""1 -^(^xS2)^

De même, prenons X=(S2 x^^^C P(2). muni du S^fibré obtenu
en recollant sur un voisinage du collier le fibre de Hopf sur CP(2) et le
fibre trivial sur (52 x52) ï ( t <" : la classe caractéristique de ce fibre est un
générateur du facteur H 2 ( C P ( 2 ) ) dans H^X). D'autre part, w^X) n'est
autre que la réduction mod. 2 de cette classe et par construction :

0==p»W2(X)=W3(M).
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Comme H^ÇM)^!2^ la variété M est difféomorphe à (S2xS3)^2m et
l'on a défini un fibre principal pour chaque m

S1 -^ (S2 x S3)^*" ̂  (S2 x S^^C P (2).

Finalement, nous avons fibre (S2 x S3)^ en cercles pour tout n.
Enfin, si l'on prend ^=CP(2)#CP(2) muni du S^fibré classé par un

générateur d'un des facteurs de H2 (X), la variété obtenue M est simplement
connexe et a la cohomologie de S 2 x S 3 , mais vérifie w^(M)^0. Cest
l'espace total du S^fibré non trivial au-dessus de S2, d'après le théorème
de Barden. De même, si l'on prend :

A^=CP(2)#CP(2)#(S2xS2)#n

muni du S^fibré classé par un générateur d'un des facteurs de H2(X), on
obtient la variété :

M^r}^(S2xS3)^fl.

Conclusion. — D'après le théorème de Barden,

(S2xS3)^ll et r[^(S2xS3)^\

pour n^O, représentent toutes les variétés de dimension 5, 1-connexes,
dont le H^ est sans torsion. Ce qui précède permet d'affirmer qu'une
variété 1-connexe de dimension 5 admet une action de cercle libre si et
seulement si elle est sans torsion.
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