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CLASSES CARACTERISTIQUES ET FONDAMENTALES
EN COBORDISMES ET K-THEORIES

PAR

Luce GOUYON (*)

RESUME. — Suivant une idée de Shih Weishu, certaines classes caractéristiques et fondamen-
tales de fibrés vectoriels réels et de cobordismes dans la K-théorie (réelle ou complexe) sont
caractérisées par des séries formelles.

ABSTRACT. — Following an idea of Shih Weishu it is shown that certain charactenistic
and fundamental classes of real vector bundles and cobordisms of (real or complex)
K-theory are characterized by means of formal series.

Dans cet article, on donnera, suivant une idée de Shih Weishu, une
caractérisation, par des séries formelles, des K-classes caractéristiques du
cobordisme unitaire [6] et du cobordisme orienté [7]. On montrera ainsi
(§ 3) que 'ensemble des K-classes caractéristiques « stables » du cobor-
disme unitaire préservant les structures additives et multiplicatives s’iden-
tifie au sous-ensemble Z,[[t]] de Z[[t]] formé des séries dont le terme
constant est 1. On établira que la composition avec les opérations de
Adams, qui donne des classes non stables, se traduit par la formule

N’rC)(T)=Zos.‘<1—x(| +0) e+ =1),

ou ¢ est une classe stable et y, une opération de Adams. On montrera des
résultats analogues pour les K-classes du cobordisme orienté. Ces résultats
sont des consequences de la caractcérisation, par des sérics formelles. des
monoides Fon(E.. K) et Fon (E2*. K) des K-classes fondamentales des
fibrés vectoriels complexes et des fibrés vectoriels réels, orientés, de rang
pair, donnée par SHIH WEIsHU [12]. cette caractérisation est elle-méme
conséquence de celle des groupes de Grothendicck K(MSO (2n)) et
K(MU (n)) des espaces de Thom du SO (2n) et du U (n)-fibré universel.

(*) Texte requ le 14 mai 1985.
Luce Gouvyon, 2. impasse de la Pelude. 31400 Toulouse.
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476 L. GOUYON

Dans le paragraphe 1 on démontrera donc le lemme de Shih Weishu
caractérisant le groupe K(MSO (2 n)). On montrera aussi que la complexifi-
cation des fibrés induit un isomorphisme entre les groupes KO (MSO (4 n))
et K(MSO (4n)) [8]. Ce résultat permettra, en particulier, de donner dans
le paragraphe 2 une démonstration de la proposition de SHIH WEISHU et
SINGH VARMA [13] qui caractérise le monoide Fon(Eg*, KO). Le
paragraphe 2 est en effet consacré a la caractérisation des K-classes de
fibrés vectoriels complexes et de fibrés vectoriels réels, orientés, de rang
pair et des K et KO-classes de fibrés vectoriels complexes ou réels de rang
pair.

1. Les groupes K(MSO (2n)), K(MU (n)) et KO (MSO (4 n))

1.1. REPRESENTATIONS ET K-THEORIE : RAPPELS ([2}, [9], [10]))

Pour X, CW-complexe fini, K(X) (resp. KO (X)) est le groupe de
Grothendieck des classes d’isomorphisme des fibrés vectoriels complexes
(resp. réels) de base X. K(X)=coker K(point) - K(X) (resp.
RO (X)=coker KO (point) — KO (X)) est identifié au sous-groupe K (X, x,)
(resp. KO (X, x,)) lorsqu’un point-base x, a été choisi.

Le produit tensoriel des fibrés vectoriels munit K(X) et KO (X) d’une
structure d’anneau.

On étend la définition des foncteurs contravariants K et KO a la
catégorie de tous les CW-complexes en posant

K(X)=lir_n K(P), KO (X)=lir_n KO (P)

ou P parcourt les sous-complexes finis de X.

Dans ce qui suit G désignera toujours un groupe de Lie compact et
connexe.

L’anneau des représentations complexes R (G) (resp. réelles RO (G) du
groupe G est I'anneau de Grothendieck des classes d’isomorphisme des G-
modules complexes (resp. réels) de dimension finie. R (G) est ainsi le Z-
module libre additif engendré par les classes d’équivalence des G-modules
irréductibles; la structure multiplicative provient du produit tensoriel des
G-modules. RO (G) est construit de fagon similaire a partir des G-modules
réels.
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K-CLASSES EN COBORDISMES 477

1.1.1. Notant T, le tore de dimension net M (k,, . . ., k,) sa représenta-
tion complexe de dimension un ou I'action de T, est donnée par

0,...,0,).Z=exp(2mi(k,0,+...+k,6,).Z,
ona
R(T)=Z[a,, a7, ..., ¢, 07 ..., o Y]
ou

©=MQ,..., 1,...,0).
)

1.1.2. On a des homomorphismes
r: R(G)— RO (G), (®C): RO (G)- R(G),

définis le premier par restriction des scalaires, le second par complexifica-
tion. :

L’association de son dual a un G-module complexe définit une opération
t:R(G)— R(G); on a alors [4], p. 59 (®C)or=1+t et ro(®C)=2.
L’homomorphisme (®C) est donc injectif. Nous utiliserons le résultat
suivant :

1.1.2.1. Pour tout entier n> 1, les homomorphismes
(®C): RO(SO(2n+1))-» R(SO(2n+1))
et

(®C): RO(SO(4n))—~ R(SO(4n))
sont des isomorphisme (cf. [9], p. 193).

1.1.3. Si T est un tore maximal de G et N le normalisateur de T, le
groupe de Weyl W (G) de G est le groupe quotient N;/T. Le groupe W (G)
opere sur I'anneau R (7).

1.1.3.1. T, est tore maximal de U(n), SO(2n) et SO(2n+1). Le
groupe de Weyl de U (n) es tle groupe des permutations des indices des a,.
Le groupe de Weyl de SO (2n+1) est le produit croisé des permutations
des indices des a; avec les substitutions

(o, ..., )= (aft, ..., o) ou g==+1.
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478 L. GOUYON

Le groupe de Weyl de SO (2n) est le produit croisé des permutations des
indices des a; avec les substitutions

(otgy -0y )= (05, ..., %) ou g=+1 et ¢g...g,=1

1.1.4. L’homomorphisme de restriction R(G) — R(T) est injectif et
applique R(G) sur R(T)¥ ‘9, anneau des invariants de R(T) par I'action
de W (G).

Notant € : R(G) —» Z 'homomorphisme « augmentation » qui associe a
chaque représentation de G sa dimension et I (G) le noyau de g, le completé
de 'anneau de représentation de G est

R(G)=lim R(G).
< 1(G)

1.1.4.1. L’'homomorphisme ¢ : Z[t,,..,t]]— R(T,) défini par
@(t;)=2;—1 (1 <i<n) induit une bijection des complétes

@: Z[it,,...t,]]>R(T,).

1.1.5. Si T est un tore maximal de G, le groupe de Weyl W(G) de G
opere sur R(T) et sur R(T) et la restriction i: R(G)— R(T) induit
un monomorphisme i : R(G)— R(T). Ce monomorphisme envoie R(G)
bijectivement sur (R (T))¥ ‘@ =R (T)* ©.

1.1.5.1. Les composés

. i o) !

RUEN = RTD) = Z{r,,. .. 4]l

A ) o !
R(SO(Q2n+1))=R(T,) = Z[t,.... 1))

et

0!

R(SO2m)—=R(T) = z(it,.. .. 1]

donnent des descriptions explicites de R(U(n)). R(SO(2n+1)) et
R (SO (2 n)) en terme de séries formelles a coefficients entiers.

1.1.5.2. L'anneau R (U (n)) s'identifie au sous-anncau de Z [[t,. . .. 1]
constitué par les series formelles symétriques.

1.1.5.3. L'anncau ﬁ(SO(2n+ 1)) s'identifie au sous-anneau de
Z[[t,....t,]] constitué par les séries formelles symétriques et invariantes
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K-CLASSES EN COBORDISMES 479

par les substitutions du type t; — (1/(1+¢;)—1) lesquelles correspondent
par @ aux substitutions de la forme a;—a; .

1.1.5.4. L'anneau R(SO(2n)) s’identifie au sous-anneau de
Z[[t,, .., t]] constitué par les séries formelles symétriques et invariantes
par un nombre pair de substitutions du type ¢; — (1/(1+t;)—1) (qui corres-
pondent toujours par @ aux substitutions de la forme a;—a; ).

Un large usage sera fait également des résultats suivants dus a Atiyah
et Hirzebruch pour la K-théorie complexe [2] et @ Anderson pour la
K-théorie réelle [1].

1.1.6. Les homomorphismes

« : R(G) - K(BG) et a,: RO(G)— KO (BG)

construits a partir du G-fibré universel de base BG sont des isomorphismes.

1.1.6.1. Les applications KO (BSO(2n+1)) » K(BSO(2n+1)) et
KO (BSO (4 n)) - K(BSO (4n)) définies par la complexification des fibrés
sont en vertu de 1.1.2.1 des isomorphismes.

Pour la dimension — 1, on a

1.1.7.
K~ ! (BG)=K' (BG)=0,
KO ~'(BG)= KO’ (BG)= Ro. ©) .
r(R(G))

1.2. Le Groure R(MSO (2n))

MSO(n) désigne I'espace de Thom du SO (n)-fibré universel,
R(MSO (n)) est identifié 4 un sous-groupe de K(MSO (n)) grice au point-
base de I'espace de Thom.

THEOREME. — L'’homomorphisme induit par la composition de la section
nulle et de linclusion de BT, dans BSO (2n) :

R(MSO (2n)) = K(BSO(2n)) = K(BT)=Z[lt,, .., t.])

est injectif. Son image dans K(BT,)=2[[t,, . ., t,]] se compose des séries
Jormelles symétriques, invariantes par un nombre pair de substitutions de la
forme t; — (1/(1 +1t))—1) et divisibles par le produit t, .t,. . .t,.
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480 L. GOUYON

Démonstration. — Soit ESO (2n) le fibré principal universel de groupe
SO (2n) et de base BSO(2n). Soit X=ESO (2n)so (3, % B*" le fibré
en boules de dimension 2n associé et soit Y=ESO (2n)so;,xS?""! le
sous-fibré en sphéres. On a K(X, Y)=R(MSO (2n)), d’ou une suite exacte

K~ ' (Y) > K(MSO (2n)) = K(X) = K(Y).

Le choix d’un point-base de $2"~! définit un homéomorphisme de Y sur
ESO (2n)/SO (2n—1). Notant p: BSO(2n—1)— BSO (2n) I'application
induite par I'injection canonique SO (2n—1) — SO (2n), le diagramme

Y=ESO(2n)/SO(2n—1)=BSO(2n-1)
! I Ik
Xi ESO(2n)/SO(2n) = BSO(2n)

ou f est l'application qui rétracte chaque boule-fibre sur son centre
et g l'application naturelle de ESO (2n)/SO(2n—1) sur son quotient
ESO (2n)/SO (2n) est commutatif. La suite exacte ci-dessus devient donc

K ' (BSO(2n—1)) - R(MSO (2n))

- K(BSO (2n)) - K(BSO (2n—1)),

or K™'(BSO (2n—1))=0 d’aprés (1.1.7) et R(MSO (2n)) s’identifie donc
au noyau de p'.
L’injection SO (2n—1) — SO (2 n) induit aussi

p: R(SO(2n))—» R(SO(2n-1))
et le diagramme
R(SO(2n) > R(SO@2n-1))
= lu = lc
K(BSO(Zn))p—'»K(BSO 2n-1))

est commutatif. La caracterisation du noyau de p' revient donc a celle du
noyau de p.
L'homomorphisme restriction p :R(T,) — R(T,_,) caractérisé (1.1.1)
par
ule)=q, I1<ig<n-1, n(a,)=1,
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K-CLASSES EN COBORDISMES 481

induit fi : R(T,) - R(T,_,) et définit un homomorphisme
(1.1.4.1)

P: Z[ty,..,t->Z[ty, ..., t,-4]]
caractérisé par
P(t)=t, 1<isn—1, P()=0.

De la commutativité du diagramme

RS0@m) - R(T) = Zln. ...t
i° e Lf

RSO @n=1)=R(T,_ )~ Zlty, - - -, tu_y]

et de I'injectivité des fléches horizontales (1.1.4.1, 1.1.5) il s’ensuit qu'un
élément du noyau de p est représenté par une série formelle f (¢,, ..., t,)
satisfaisant aux conditions énoncées en 1.1.5.4 et appartenant au noyau
de P. Cette série satisfait donc a I'égalite f(t,,...,t,_;, 0)=0; elle est
ionc divisible par ¢, La divisibilit¢ par le produit ¢,.t,...t, est alors
conséquence de la symétrie de la série. Inversement une série formelle
divisible par t,.t,...t, I'est par t, et est image d’'un élément du noyau
de p.

1.3. Le Groure K(MU (n))

MU (n) désigne l'espace de Thom du U (n)-fibré universel. Une
démonstration analogue a la précédente prouve que

LEMME. — L'homomorphisme induit par la composition de la section nulle
et de Tinclusion de BT, dans BU (n) :

R(MU (n)) = K(BU (n)) = K(BT,)=Z[[t,. . - .. 1,]]

est injectif: son image se compose des séries formelles symétriques et divi-
sibles par le produit t,.t,. . .1,.

1.4. LE GrouPE RO (MSO (4 n)).

ProposiTioN [8). — La complexification des fibrés induit un homomor-
phisme (®C) : KO (MSO (4n)) = K(MSO (4 n)) qui est bijectif.

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



482 L. GOUYON

Démonstration. — Il revient au méme de prouver que ’homomorphisme
(®C): KO (MSO (4n)) - R(MSO (4n))

est bijectif. Comme dans la démonstration de 1.2, on obtient la suite
exacte

KO~'(BSO (4n)) ) KO~ (BSO (4n—1)) — KO (MSO (4n))

Po
— KO (BSO (4n)) - KO (BSO (4n—1)).

Nous démontrerons la surjectivité de p',; il s’ensuivra I'exactitude de
la suite

0 — KO (MSO (4n)) - KO (BSO (4n)) 3 KO (BSO(4n—1))— ...

D’aprés (1.1.6) et (1.1.2.1) la proposition sera alors démontrée.
Or(l1.1.7,1.1.2.1)

RO (SO (4m) _ (®C)(RO)(SO (4n))

KO ~!'(BSO (4n))= — = =
r(R(S0(4n))) ((0C)°r)(R(SO(4n))

- R(S0 (4n))
T (1+1)R(SO (4n)

et de méme pour KO~ ! (BSO (4n—1)).
Notant toujours

p: R(SO(@&n)—R(SO@n=-1)),

I’homomorphisme induit par I'injection SO (4n—1) — SO (4 n), la surjecti-
vitt de p', résultera de la surjectivité de p. Usant des descriptions
(1.1.5.3) et (1.1.5.4) de R(SO(4n—1)) et R(SO (4n)), tout revient a
prouver :

LEMME. — Notant

Z([ty, ..., ty0oy0 1, Q)72

(resp. Z[It,, ..., 11.-1]]'1"').

le sous-anneau de 'anneau des séries formelles a coefficients entiers et a 2n
(resp. 2n—1) variables constitué par les séries symétriques et invariantes
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K-CLASSES EN COBORDISMES 483

par un nombre pair (resp. quelconque) de substitutions S; du type
t;— (1/(1+t;)—1), Fapplication

R: Z[ty, ...ty L% =Z[t,, ..., N | LETET
définie par
RMB@y, .- s typg)=h(ty, ..., 1,4, 0)
est surjective.

Démonstration. — Nous montrerons le résultat plus fort suivant : notant
Z(ty, ..., t,]]'= le sous-anneau de Z[[t,,...,t,]] constitué par les
séries formelles symeétriques et invariantes par les substitutions
t;—S;(t)=(1/(1+t)—1), lapplication

S: Z[ty .- osty tmei ] 1= Z[[ty, ..., DV,
définie par
Sh)(ty, ..., t)=h(ty, ..., 1, 0)

est surjective, ce qui suffira a assurer la démonstration du lemme.
Soit donc
i i
f(‘h ey tm)=z,‘|_ e 1.;oai1. . .i.tll' . 't;’
un élément de Z[[t,, .. ., t.])"~. Posons

@p=40ag0. . .0

a, (11)=Z¢l>o G, 0.. .0t

- iy pi i
a(ty, ..., lk)—Z.,_ i2e . w>0%iria. . o, .ol 17,1

Remarquons que la symétrie de f entraine pour toute permutation o de
[1, m] I'égalite

a‘b--‘-:al’-m- . -iu-);
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484 L. GOUYON

on a alors

al (tl)=f(tl’ 09 LR ] 0)_009
a,(ty, t)=f(t3, 3, 0, ..., 0)—a, (t;)—a, (t;)—ao,

.................................................

a(ty, ... )=f(ty,...,4,0,...,0)
k-1
— =1 (Z(n- et @ty - 1,))—aq,
ou (%, ..., X,) désigne une suite strictement croissante. On voit, par

récurrence, que les séries formelles a, sont invariantes par toute
substitution S ;.

La série formelle
h(tys - oo b e ) =G0+ 20 O, rer men @ (o0 1))
est ainsi un élément de Z[[t,, . . ., t,., =+ et

hity, . .., ty, 0)=aq
+Z:I=1(Z(1|. ... Wl -lla'(tll’ ct tb))
=f(tyy -5tk

donc S(h)=/.

2. Classes caractéristiques et fondamentales : rappels

2.1. NOTATIONS

Nous noterons # la catégorie des CW-complexes finis et € la catégorie
de tous les CW-domplexes.

Pour X, objet de €, nous noterons Ec(X) (resp. E2*(X), E3*(X),
E&* (X)) le monoide, pour la somme de Whitney, des classes d'isomor-
phisme des fibrés vectoriels complexes (resp. complexes de rang pair, réels
orientés de rang pair, réels orientés de rang multiple de 4) de base X.

Soit A un anneau commutatif unitaire. Pour X, objet de &, K, (X)
deésignera le produit tensoriel K(X) ®; A. Pour X, objet de €, K, (X) sera
défini par K, (X) = lir_n K, (P), ou P parcourt les sous-complexes finis de X.
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K-CLASSES EN COBORDISMES 485

Un élément de E¢ (X) (resp. E3* (X)) et I'élément de K (X) (resp. KO (X))
qu’il représente seront notés de fagon identique.

Nous noterons A [[t]] I'anneau des séries formelles a coefficients dans A
et A[[t]]. (resp. A[[t]].) le monoide (resp. groupe) défini par la multiplica-
tion (resp. addition) des séries formelles.

Le sous-ensemble

At [[t]]={f|f(t)= if(- ILH)}

de A[[t]] est un sous-monoide de A4 [[t]] ..
Nous noterons enfin nc(resp. 2ng) le fibré trivial complexe de rang n
(resp. réel, orienté, de rang 2 n) dcnt la base est précisée par le contexte.

2.2. CLASSES CARACTERISTIQUES : DEFINITION

Soient E et L deux foncteurs contravariants de la catégorie ¥ dans la
catégorie des monoides commutatifs. L'ensemble Hom(E, L) des
transformations naturelles du foncteur E dans le foncteur L est un
monoide pour I'opération de monoide de L et ses éléments sont les classes
caractéristiques de E dans L.

Lorsque E=Ec, E3* ... et L=K K, ou KO deux structures de
monoides peuvent étre retenues. p représentant une paire d'operations
(+, +). (+, x)...., qui seront précisées dans chaque cas, on notera
Hom(E, L), I'ensemble des classes caractéristiques qui respectent ces
opérations. Hom(E, L), . désignera ainsi I'ensemble des classes
caractéristiques ¢ de E dans L satisfaisant a I'égalité :

c(x+x)=c(x).c(x).

L’intersection Hom(E, L), , NHom(E, L), . est un anncau que
nous noterons Hom(E, L)

anneau’

2.2.1. Remarque

L'inclusion canonique Hom(K, L), , —Hom (E¢, L), . induitun
isomorphisme

Hom(K, L) - Hom (ECc L)nnnnu'

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



486 L. GOUYON

2.3. EXEMPLES

L’algébre extérieure d’un fibré définit deux éléments A et X de
Hom (E¢, K), « et un élément | de Hom(Eg*, KO), , introduits par
Grothendieck. Précisément on a

x(§)=zi;o/\iﬂ, X(n)=z‘;o(—l)iAiﬁ’ I(§)=z;;o('—l)il\i§y
ou T désigne le conjugué de n.
2.4. CLASSES CARACTERISTIQUES ET SERIES FORMELLES

Remarquons que si 1 est un fibré en droites complexes de base X objet
de #, la composante de degré zéro du caractére de Chern (cf. [3]) de
n— 1 est nilpotent dans K(X) (cf- [2] et [9]). 1l S’ensuit que I'opération
consistant & remplacer t par n— 1 dans f (¢) élément de A [[t]] définit un
élément de K, (X). Si X est un objet de €, cette opération définit encore
un élément de K, (X) défini comme limite projective.

2.4.1. THEOREME [11]. — On définit un isomorphisme de monoides
¢: Hom (E¢, Ky, x — A[lt]]«
et un isomorphisme de groupes
V: Hom (E¢, Kj)., x = A[l1l.,
en posant, quel que soit 1 fibré en droites complexes,
e()Mn—lg)=cMm), V(@D M—Il)=d(n).
En outre il existe une bijection

§: Hom (Ec, K).nnnu —-Z

unique, satisfaisant a (i) 8(0)=0, (ii) quels que soient c#0 dans
Hom (E¢, K),nneau €1 N fibré en droites complexes

()= %@ si 8(c)>0,
n nlse! si 8(c)<O.

L’inclusion canonique Hom (E¢, K),pneaw = Hom (E¢, K), , devient,
moyennant les identifications & et  la correspondance n — (1+1)", ne Z.

2.4.1.1. Remarque. — Les séries formelles 2+1 et t/(1 +1t) correspon-
dent par @ respectivement aux classes de Grothendieck A et X.
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K-CLASSES EN COBORDISMES 487

2.4.1.2. CorOLLAIRE [11). — Les opérations de Adams \,, k € Z, comme
éléments de

Hom (EC’ K)lnnel\l ~Hom (K-» K)annuu

sont entiérement déterminées par

n* si k>0, :
Y (n)= rang n=1.

n* - si k<O,
Elles correspondent par \ aux séries (1+1t)* et par & aux entiers k.

Remarquons que, notant &,(resp. n,) le fibré réel orienté (resp. com-
plexe) universel de base BSO (n) (resp. BU(n)), un élément ¢ de
Hom (E2*, K), . (resp. Hom(E¢, K), ) est entiérement déterminé par
la donnée, pour tous les n, des éléments c (£, ,) de K(BSO (2n) (resp. c(n,)
de K(BU (n)).

En particulier, a tout entier m e Z correspond une classe unique de

Hom (Eg*, K), . (resp. Hom (E2*, K), «)
que I'on notera m et qui est définie par
m(E,,)=m"(resp. m(n,,)=m"), VneN.

Une telle classe sera appelée classe entiére.

La détermination du monoide Hom(E¢, K), . est analogue. En fait,
un élément ¢ de Hom(E, K). . est déterminé par le seul élément c¢(n,)
de K(BU(1))=Z[[t])] (1.1.4.1, 2.4.1). La démonstration de ce théoréme
de Shih est analogue a celle du théoréme suivant qui est di a Shih Weishu
et Singh Varma; aucune démonstration n'en ayant été publiée nous en
donnons une ici.

2.4.2. THEOREME.

Le diagramme suivant est commutatif :

X (4
Hom(Ei* K), .s Hom(E¢, K). . — Z[[1]].
L 1" i
Y [ ]
_ Hom(E&*. K).. . cHom(E}* K), .—Z,.[x. »]
ou :
— les inclusions horizontales sont déduites des applications Ec — E}* et

Ei* — Eg* obtenues en passant de la structure vectorielle complexe d la
structure réelle orientée sous-jacente;
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— u et v sont les applications naturelles déduites des inclusions
Ef*cEX* et EL*cE;

— @ est Pisomorphisme multiplicatif défini en 2.4.1;

— o Tlinjection qui & ceHom(El* K). . associe Tlélément de
Z, . [[x, y]] qui correspond (1.1.6, 1.1.5.2) @ c(m,)e K(BU(2));

— w associe a la série f(t) la série (x, y)>f(x).f(y). Limage
de Hom(Ei* K), . dans Z[[t]]. se compose des f telles que
f(=t/(1+t)=¢ f(t) avec e= +1 indépendant de t. Hom(Egx*, K), , se
compose des multiples entiers de l'image de u, Hom (E%*, K), , se compose
des multiples entiers des éléments de T'image de v et Tinjection o identifie
Hom(E%* K), . a Tlensemble multiplicatif des séries de la forme
nf (x) f (¥) (avec neZ) et linjection ooy identifie Hom(Eg*, K), . d
T'ensemble des séries de la forme

) SO) o f<{fix>=ef(x)-

De plus Tapplication Hom (Eg*, KO), , —Hom(Eg*, K),, . induite par
la complexification KO — K est bijective.

Démonstration. — Pour la commutativité du diagramme, il suffit de
montrer que we@=ac°p, c'est-a-dire d’aprés 1.1.6et 1.1.4.1

a(@@)) Pt ()L pt(M)—-D=0()Et(M)-D.0@)PE:(M,)-1),
ou p, : BT, — BT désigne la i-iéme projection; or
a(v(e)) (T (ny)—1, p2 () —1=v(c) (PT (M) @ P3 (M}))
=c(Pt(M)).c@IM))=0 (@) @PT(M)-D.0@)(E:Mn,)-1).

Le diagramme est donc commutatif.

Pour tous p, g et n=p+gq, notons m,,__:

BU(2p)xBU(2q) = BU(2n)
et
I,: BU@Q)x...xBUQ)—BU@2n)
les applications classifiantes de n, ,xn,, et n, x ... x7n,; elles induisent

——~—— .
n

TOME 113 — 1985 — N° 4



K-CLASSES EN COBORDISMES 489

des monomorphismes

m; .. K(BU@2n)) - K(BU(2p)xBU(29)

et
I*: K(BU@n)—=K(BUQ)x...xBUQ2)).

Pour qu’une suite d’éléments c,€ K(BU(2n)) définisse un élément ¢ de
Hom (E2*, K), , avec, pour tout n, c(n,,)=c,, il faut et il suffit que
my .(c,)=c,xc, puisque

(mp’, q)‘ ('12 n)=n2 P X nl q

Soit (c,),n une seconde suite de tels éléments; si ¢, =c}, I'injectivité de
(m,, o)* implique I'égalité de (c,) ¢ n €t (C,), e n €t Par conséquent I'injectivité
de a.

Un élément ¢, de K(BU(2)) détermine donc un élément (unique) ¢ de
Hom (E%*, K), , si et seulement si, pour tout n, (c,)" appartient & Im [
qui s'identifie (1.1.5) au sous-ensemble Z, . [[x,, y,...., X, y,]] de
Z[[x;, ¥y» - -~ X ¥a]] coOnstitué par les séries symétriques par rapport a
toutes les variables.

Un élément ¢, de K(BU(2)) représenté par un élément f(x, y) de
Z, i [[x, ¥]] détermine donc une classe (unique) de Hom(EZ* K), , siet
seulement si, pour tout n, les produits f(x,, },)...f(x,, },) représentant
(c,)" sont symétriques par rapport a toutes les variables.

Un raisonnement analogue prouve qu'un élément ¢, de K(BSO (4))
représenté (1.1.5.4) par un élement f(x, y) de Z, . [[x, y]] invariant par
la substitution

/

-x =¥
(x.,r)—'( ———)
l+x 1+y

7

détermine une classe (unique) ¢ de Hom(Eg*, K), . si et seulement si,
pour tout n. les produits f(x,, v,)...f(x,. ¥,) sont symétriques par rap-
port a toutes les variables.

De méme. compte tenu des identifications T= U (1)=S0 (2). un élément
¢, de K(BSO (2)) représente par un élement f (1) de Z[[t]] détermine une
classe ¢ de Hom(E}*. K), , si et seulement si

-_x -y
.f(x).fc\>—f(r;)'f(fli-)'
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C’est-a-dire si

f@®)=¢f (T:t—) avec &= +lindépendantde t.
+t

Observons enfin la commutativité du diagramme
KO (BSO (4n)) — KO (BSO (4p)x BSO (49)), n=p+q
ecC l E l ecC

(mp, g%

K(BSO(4n)) — K(BSO (4p)x BSO (4q))

ou la premiére fléche verticale est un isomorphisme. Il s’ensuit I'injectivité
de l'application KO (BSO (4n)) —» KO (BSO (4p) x BSO (49)), induite par
m, . et donc le fait qu'avec un raisonnement analogue appliqué a
ce Hom (E%*, KO), . on voit que ¢ est caractérisée par une série f (x, y)
de Z, . [[x, y]] telle que

fx, y)=f(—x—)f<——y—>
I+x 1+y
et telle que le produit f(x,, y,)...f (x, y,) soit, pour tous les n, symé-
trique par rapport a toutes les variables.
Pour qu'une série de la forme f(x,, y,)...f (x,, y,) soit symétrique par
rapport aux 2n variables, il faut et il suffit que la série f(x, y). f(u.v)
soit symeétrique par rapport a ses quatre variables.

LEMME. — Pour qu'une série f (x, y) élément de Z [[x, y]] soit telle que le
produit f (x, y). f (u, v) soit symétrique par rapport aux quatre variables il
SJaut et il suffit que f(x, y) soit de la forme n.g(x).g(y) ou neZ et
g(®)eZ[[t]). Pour qu'en outre

f(x, y)=f(—f—x— —_—‘—>

l+x 14y

il faut et il suffit que g(t)=cg(—1t/(1 +1)) avec €= + | indépendant de t.
La démonstration de ce lemme technique figure en [8].

Soit maintenant ¢ un élément de Hom (Eg*, K), .. D’aprés le lemme
ci-dessus on a

e xE)=(x<y()PT(M)=1 p3(n;)-1)
=n. f(pt(M,)— D.fs(Mm,)-1)
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avec f (t)=¢€ f (—t/(1+1)), donc
(@) (@M -1, pt(my)-1)
=n. (@0 (D) @T(M)-1.(e°0) (@ P3(n,)—1)
ou deHom(E%*, K), .. Or
n. (@)@ @, (M)=D. (@)@, (n)—-D)=n.d(E,).d(E,).

soit ¢ (&, x§,)=n.d (&, xE,), soit encore, compte tenu de I'injectivite de
mt¥ ;, c(§4)=n.d(&,) donc c=n.d.

Il s'ensuit la caractérisation de I'image de Hom(Eg*, K), . dans
Z,,[[x, y]] donnée dans I’énonce.

Les démonstrations des résultats relatifs au monoide Hom (E2*, K), .
sont identiques.

Notons Z [[t]]* (resp. Z* [[t]]*) le sous-monoide des éléments non nuls
de

Z{[t])« (resp. Z* [[t]) )
et
Z* xZ[1)* (resp. Z* < Z* [[f)* )

~ ~

le monoide quotient de Z* x Z[[t]]* (resp. Z* x Z* [[t]]*) par la relation
d’équivalence (n, af) ~(na?, f) et désignons par [n, f] la classe d’équivalence
de I'élément (n, ) de Z* x Z[[t]]* (resp. Z* x Z* [[t]]*). On voit facilement
que le monoide multiplicatif formé des éléments non nuls de Im a est

Z* = Z[[1)*

isomorphe a ; cet isomorphisme associe a la série n. f(x).f (y)

classe [n, f].
2.4.2.1. Remargue. — L’isomorphisme

Z*xZ*[1)*

~

%, : Hom(Eg*, KO), ,—

déduit de a est défini comme suit : on a a,(c)=[n, f] si et seulement si
(®C)(c €y xEN=n.f(n,—D.f(n,—=1).
La classe de Grothendieck A correspond par a, a [1, t2/(1 +1)).

2.4.3. THEOREME [11]
On détermine un isomorphisme de monoides multiplicatifs

®o: Hom(E}* K,). . —A*[1].
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en posant, pour tout fibré réelt, orienté, de dimension 2,
Qo(c)(M—1¢)=c (&), ou n est le fibré en droites complexes unique (a un
isomorphisme prés) isomorphe a £ comme fibré réel.

La démonstration de ce théoréme figure dans celle du précédent.

2.4.3.1. Remarque [11].

Définissant un élément A, de Hom (E3*, K,) par

1
¢o()~o)—<1+t“'l—+—t)

on a, pour tout fibré réel &, orienté, de dimension 2, A,(E)=n—n, ou N
désigne le fibré en droites complexes unique (& un isomorphisme pres)
dont § est le fibré réel sous-jacent.

2.5. CLASSES FONDAMENTALES

2.5.1. DEFINITION.

Si E=E, E3* ou E§* et si n est un élément de E(X), on note M (1)
Tespace de Thom de . Sx L=K, K, ou KO, la structure multiplicative de
L induit un produit interne L (X) ® L (X) —» L(X) et des produits externes

L(X)®L(Mn)—»L(MMm)
et
LMM)®L(Mn,)
LM M)AM™)=L(M (n, xny).
Dans ces conditions une classe fondamentale u pour (E, L) est. par

définition, la donnée pour chaque fibre vectoriel ne E(X) d'un élément
u(n) de L(M (n)) vérifiant les conditions suivantes :

(1) u est fonctorielle par rapport a I'image reciproque des fibres;

(11) u est multiplicative, c'est-a-dire : u(n, X n,)=u(n,).u(n,) pour n,,
n,e E(X).

L’ensemble de ces classes est noté Fon(E, L). La structure multiplicative
de L définit une structure de monoide sur Fon(E, L).

La section nulle j des fibrés induit un homomorphisme
j*: L(M(m)) — LX), v neE(X),
et donc un homomorphisme
f: Fon(E, L)— Hom(E, L), .
défini par

J* W) (Mm)=j*(u(n)), VueFon(E, L), ¥YneE(X).
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puisque L (M (1)) se plonge dans L (M (n)) grice au point-base canonique
de M (n). .
A toute classe u de Fon(E, L) on fait correspondre une application

(2.5.1.1) p,: Hom(E, L), .- Fon(E, L)
définie par
p,(c)=c(m).u(m), VceHom(E, L), ., VneE(X).

2.5.2. TutoreME ([12], [13])
L’hormomorphisme j est injectif dans les cas suivants :

.71 : Fon(EC’ K)—'Hom(ECv K)-o»,x’
.72 : FOD (Elzl" K) - Hom(E%‘, K),
J: Fon(Eg* K)—Hom(ER*, K)., «
et
J,: Fon(E4* KO) - Hom (E§*, KO), ..

L’image de j, (resp. j,) se compose des classes caractéristiques c satisfaisant
a c(1¢)=0 (resp. c(2g)=0). L’image de J et celle de .7’; se compose des
classes caractéristiques ¢ satisfaisant a c (4g) =0.
La démonstration va étre donnée pour 'homomorphisme J,,.
Considérons le diagramme commutatif

cC
KO (MSO (4n))—» K(MSO (4n))
L5 W\
®c
KO (BSO (4n)) = K(BSO (4n))
On sait (1.1.6.1, 1.4) que les applications ®C sont des isomorphismes
et (1.2) que j* est injective, il s’ensuit que j§ I'est également. L'injectivité
de j3 entraine celle de J,,.

Soient en effet u et v deux classes fondamentales satisfaisant a
Jo (u)=.7o (v), C’est-a-dire :

U@ ))=js(v(Ea)),  VneN.
Puisque j3 est injectif, on a
uEi)=vEn), VneN,

d’ot u=v, donc J, est injectif.
D’aprés la remarque 2.4.2.1 un élément c=(a,) ' ({m, f(1)]) de
Hom (Eg*, KO), ,satisfait a c(4g)=0 si et sculement si f (t) est divisible
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par t C'est-a-dire si f(0)=0. Soit u une classe fondamentale telle que
ao(Jo ) =[m, f (1)) Alors, J,(u)(&,) s'identifie dans KO (BSO (4)) a
m.f(x).f(¥) ot m. f(x).f(y) est divisible par x.y comme élément de
Imj§(1.4,1.2); il s’ensuit que f(¢t) est divisible par ¢ et que donc
.70 (u) (4g) =0. Inversement, si c élément de Hom (Eg*, KO), . est tel que
oo (c)=[m, f(t)] et c(4g) =0 alors f () est divisible par ¢ et

m"f(x). f ). ..f0) par x,p;...%,. Y,
m". f(x)) fy)...f(x,)...f(y,) représente donc un élément u, de
KO (MSO (4n), il s’ensuit qu’il existe une classe fondamentale u satisfaisant
a
u€en)=u, VneN,
et 'on a J, (u)=c.
2.5.3. Exemples

2.5.3.1. L'algébre extérieure XeZ[[t,, . ., t,] satisfait a A(1¢)=0; il
existe donc une classe fondamentale u, e Fon(E, K) telle que j, (u,)=X.
L’isomorphisme de Bott [4]

oM : KX)-»RMMm), mneEc(X),

est alors donné par
ox(Mx)=x.u,(n),  xeK(X).

2.5.3.2. On définit un élément u, de Fon (E3*, K) par j, (o) =4,

2.5.4. Remarque

La considération du fibré réel orienté sous-jacent a un fibré complexe
définit un morphisme canonique w : Fon (E3*, K) = Fon(E, K) qui satis-
fait & w(up)=2A.u,.

2.5.5. TueoreME [12].

Soit A un anneau commutatif unitaire.
L’application p,, : Hom (E¢, K,). . —Fon(E¢, K,) définieen2.5.1.1
et 2.5.3.1 est une bijection. Si 2 est inversible dans A, T'application

P, : Hom(EZ* K,). .—Fon(E3* K,

définie en 2.5.1.1 et 2.5.3.2 est une bijection.
La démonstration de ce théoréme figure en [8].
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3. K-classes du cobordisme unitaire et du cobordisme orienté

3.1. RAPPELS

Dans ce qui suit &, (resp. €,) désignera la catégorie des CW-complexes
finis (resp. quelconques) a point-base et des classes d’homotopie d’applica-
tions continues respectant les points-bases. Pour X et Y objets de #, ou
de €,, [X, Y] désigne I’ensemble des morphismes de X dans Y.

Pour X objet de ¥,, K(X) désigne, suivant Atiyah-Hirzcbruch, le sous-
groupe K(X, x,) de K(X) ou x, est le point-base de X.

Le produit tensoriel des fibrés définit un homomorphisme
R(X) ® K(Y) - R(X A Y). En particulier pour Y = X, I'application compo-
sée K(X) ® R(X) —» R(X A X) » R(X), ou la seconde application est défi-
nie par 'application diagonale définit la structure multiplicative de K (X).

L’isomorphisme de Bott: K(X)— K(S2X) est la multiplication par
Iélement B=u,(1)e K(S?)(2.5.3.1).

Pour tout ne Z, K"(X) est défini par

- R(X) si nest pair,
Rx=1, . | P
K(SX) si nest impair.

La multiplication K*(X) ® K™(Y) = K**™(X A Y) est définie comme
suit : si m est pair, on prend la multiplication de la théorie K; si n est pair
et m impair on prend cette multiplication jointe a I’identification de
XAS'AYaS'A XA Y par échange des deux premiers facteurs; si n et
m sont impairs on utilise la multiplication de la théorie K, puis I'isomor-
phisme S' A XAS'AYxS2AXAY et enfin I'inverse de I'isomor-
phisme de Bott.

L’isomorphisme de suspension est la multiplication a gauche par
I'élément B de K' (S?).

Notons n, le fibré vectoriel universel de base BU (k), p,. , 'application
classifiante de n, x N, et M(p, ) :

MU (k) A MU (h) - MU (k +h)

I'application qu’elle induit entre les espaces de Thom.

L'inclusion du fibre trivial 1¢ de base un point dans n; définit une
application py: S2 = MU(1); on en déduit une application

S2AMUKk)=MU(1) A MU(k) = MU (k+1).
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Le spectre multiplicatif  de Thom est alors défini en posant
**=MU (k), w1 =§' A MU(k);

lapplication S! A #2* — &2**1 est I'identité de S' A MU (k), I'applica-
tion S! A ¥k o 2+ 2 estPapplication S2 A MU (k) = MU (k + 1) défi-
nie ci-dessus.

Le cobordisme unitaire J* est la théorie cohomologique généralisée [14]
associée au spectre 4. Soit X un objet de #, on a

0" (X)= Lim [S* X, #**"
—
k
et donc
0*"(X)= Lim [s** X, MU (k +n)),
—
k
U2"*1(X)=Lim [S?**! X, MU (k +n)).
—_—
k
L’isomorphisme de suspension est la multiplication a gauche par I'¢lément
v de U'(S!) représenté par I'application p, : S2 = MU (1).
Notons &, le fibré vectoriel universel de base BSO (k), r, , I'application
classifiante de £, xE, et M(r, ) :

MSO (k) A MSO (h) = MSO (k +h)
I'application qu’elle induit entre les espaces de Thom. Les espaces de Thom
MSO (k) et les applications M (r, ,) définissent le spectre multiplicatif

MSO de Milnor. Le cobordisme orienté est la théorie cohomologique
généralisée associée au spectre MSO. Soit donc X un objet de F,, on a

= Lim [S* X, MSO**"]= Lim [S* X, MSO (k +n)).
k k

L'isomorphisme de suspension est la multiplication a gauche par I'élément
1 de Q' (S') représenté par I'application identique de S*.

On étend la définition du cobordisme unitaire et du cobordisme orienté
a la catégorie €, en posant

U(X0=Lm0"(P), &(X)=Lim"(P),
ou P parcourt I'ensemble des sous-complexes finis de X.
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Rappelons enfin le résultat suivant :

3.1.1. Si L* et M* sont des théories cohomologiques graduées, tout
morphisme de foncteurs L* — M* qui respecte le degré et est compatible
avec les suspensions respecte aussi les structures additives de L"(X) et
M" (X), quel que soit X objet de F,,.

3.2. NOTATIONS

Dans ce qui suit un élément u de Fon(E, K) (resp. v de Fon (EZ*, K))
(2.5.1) est considéré comme associant a tout fibré vectoriel complexe n
de rang k (resp. réel, orienté & de rang 2k) I'élément de K2 (M (1)) (resp.
K?*(M (&)) correspondant a u () e R(M (1)) (resp. v(E)e K2 *(M (£))); c'est
cet élément que I'on note désormais u(n) (resp. v(£)).

o désignera indifféremment l'isomorphisme de suspension dans la
théorie U*, la théorie * ou la théorie K*.

1- (resp. 2z) désignera le fibré vectoriel complexe de rang 1 (resp. réel.
orienté, de rang 2) dont la base consiste un un seul point.

Soit A un anneau commutatif unitaire; on notera [U*. K*%] (resp.
[Q*, K%]) I'ensemble des classes caractéristiques de U* dans K% (resp. de
Q* dans K%) qui conservent le degré, I'addition, la multiplication et qui
respectent les isomorphismes de suspension. Si A=Z ces ensembles seront
naturellement notés [['*. K*] et [Q*. K*).

3.3. LA CLASSE CARACTERISTIQUE DE CONNER-FLOYD

Cette classe ,. ¢lement de [{"*. K*] est définie de la fagon suivante : soit
x un élement de C"(X). il existe A entier tel que o?* ™" (x) soit representé
par une application /- $2* " (X) — MU (k) alors o2 * " () (x))=* (up(N,))
ou u, est ia classe fondamentale de Bott (2.5.3.1)

3.4, DerintTioN

On définit un ¢lement < de Fon(E.. U*) (resp. 8 de Fon (EZ*. Q*))
comme suit : soit n (resp. 3) un fibré vectoriel complexe de rang n (resp.
réel. oriente. de rang 2nm) et de base X. l'application classifiante
de n(resp. 2) soit X' — Bl (n) (resp. X' — BSO (2n)) induit une application
M (M) — MU ) tresp. M(Z) — MSO (2n)). Cet element est. par définition,
T(n) (resp. 812)). On verific que t(resp. 6) est bien une classec fondamen-
tale. En paruculier. I'élement t(n,) de [*"(MU(n)) (resp. 8(5,,) de
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3**(MSO (2n)) est défini par lapplication identique de MU (n)
(resp. MSO (2n)).

Observons que la multiplication a gauche par <t(lg)=1t.1
(resp. 6(2g)=v.v) (3.1) est la double suspension dans Ila
théorie U* (resp. 1*).

3.5. THEOREME

Soit ueFon(E¢, K) (resp. veFon (E*, K)) une classe fondamentale
satisfaisant a u (1¢) =P € K*(52) (resp. v(2g) =P € K?(S?)) oui B est le généra-
teur de Bott qui définit la double suspension dans la théorie K*. Il existe
alors une classe caractéristique c : U* = K* (resp. d: {}* =+ K*) et une
seule compatible avec les suspensions des théories U* et K* (resp. Q* et
K*), telle que (3.5.1) c(t(m))=u(n) (resp. (3.5.2) d(6())=v(E)) pour
tout fibré vectoriel complexe n (resp. réel, orienté, de rang pair £). Cette
classe conserve le degré, I'addition et la multiplication.

Démonstration. — Commengons par montrer l'unicité de la classe ¢
compatible avec les suspensions et satisfaisant a (3.5.1).

Soit x élément de U2"(X); il existe k>0 tel que o?*(x) élément de
02n+2k(52* X) soit défini par une application f: S2* X — MU (k +n). Cela
signifie que o2*(x)= f* (t(MNx+,))- On doit donc avoir, puisque ¢ est un
morphisme de foncteurs contravariants,

c(@** (X)) =f*(c(t (M)
soit, puisque ¢ commute a la suspension,
* o c(x)=f* (T (Meea)) = S* W (Ms1 ),

ou encore B*.c(x)= f*(u(n,.,)). L unicité de c(x) pour les x de degre
pair est prouveée; il s’ensuit I'unicité pour les x de degré impair, car on
doit avoir o(c(x))=c(c(x)) ou le second membre est connu.

Il reste a montrer que la relation * définit effectivement un élément ¢ (x)
indépendant du choix de k, lorsque x est de degré pair 2n. Remplagons
donc k par k+1; fest alors remplacée par M (p,.,)°(Is2 A f). On doit
prouver que

(M (Pesn)elsz A N* @(Masne ) =07 (f* ((n,2,)).
M(Pye) U (Maspe D) =u(Misn) - u(lc)=B.u(Mys)
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et
(Is2 A S*)* (B u(Mus ) =B./* (N4 ) =0 (f* (u(Ms11)
QED.
On a ainsi défini la classe ¢ : 02" (X) —» R2"(X) pour les degrés pairs,
elle commute a la double suspension et elle satisfait a 3.5.1. Elle se
prolonge en une classe définie pour tous les degrés et commutant a la
suspension. Il s’ensuit (3. 1. 1) que ¢ respecte I'addition.

Il reste 2 montrer que ¢ respecte les structures multiplicatives de U* et
R*. 11 suffit de vérifier cette propriété pour les degrés pairs : en effet si,
par exemple, x est de degré pair et y de degré impair on a
o(c(x.y)=c(o(x.y)=c(x.c(y)

=c(x).c(c())=c(x).c(c(y))=0(c(x).c ()
ensuite si x et y sont de degrés impairs, on a
o(c(x.y)=c(o(x.y)=c(c(x).y)=c(a(x)).c(y)=0(c(x).c(y))

Soient donc x élément de U?"(X) tel que o?*(x) soit représenté par

f: S**X-MU(k+n)
et y élément de U2 ™ (Y) tel que o' () soit représenté par

g: S¥Y-MU(+m).
On a alors

ok (x)=v3*. x avec (3.1) v¥*e U2*(S%Y),
o*'(y)=v3'.y  avec v*'e0*'(S?)
et
o (x.p)=vit vl x. y=(1;,, 2 )* (V. x 02 y)

ou

Yae 200 SPTHXAYSHAXASYHAY

échange les deuxiéme et troisiéme facteurs. Il s’ensuit que o2**2/(x. y) est
représenté par la composeée h :

Y2k, 21

SH*UXAY —— S X A SP'Y

M (p )
k+n l+m

] A
——:MU(k+n)AMU(1+m) - MUk+I1+n+m).
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On a donc d’aprés la définition de c: B**'.c(x.p)=h* (U(Mrs1enem)-
Calculons ce second membre. D’abord M (p;+p 1+m)* U (Mx414n+m) €SE
€gal & U(My4p X Nyspm) SOIt & U (N4 ,)- u(N;,,,) puisque u est multiplicative;
ensuite ( f A 8)* (u(Ny+4)- ¥ (N;4,)) est égal &

f* UMisn)-8* @Mism)
soit a

Br.c(x).B.c(») et (Yar 20*(B*.c(x).B'.c(¥)
=B*.B.c(x).c0)=B""".c(x).cO),

donc, finalement c (x. y)=c(x).c(y).

La démonstration du théoréme sur les K-classes du cobordisme orienté
est analogue.

Remarque. — Dans I'énoncé du théoréme 3.5 on peut remplacer le
foncteur R* par le foncteur R% Il n’y a rien a changer dans la démonstra-
tion.

3.5.3. COROLLAIRE

Le théoréme 3.5 définit une bijection de Tensemble [U*, K*)
(resp. [Q2*, R*)) sur le sous-ensemble de Fon(E, K) (resp. Fon (E3*, K))
formé des classes fondamentales u(resp. v) satisfaisant a u(lc)=P
(resp. v(2g) =PB) Cette bijection envoie la classe de Conner-Floyd | sur la
classe de Bott u,.

Démonstration. — Si ¢ est une classe caractéristique U* — K* qui pré-
serve le degré et la multiplication, la relation 3.5.1 définit un élément u
de Fon(E¢, K). Si de plus ¢ est compatible avec les suspensions on a
u(l¢)=P. En effet la multiplication (a gauche) par t(l¢) est la double
suspension dans la théorie U* donc la multiplication (a gauche) par
c(1(1¢))=u(l¢) est la double suspension dans la théorie K*, ce qui impose
u(le)=B.

La démonstration du corollaire sur les classes du cobordisme orienté
est identique.

3.5.4.1. COROLLAIRE

L'ensemble (J*, K*] s’identifie au sous-ensemble Z, [[t]] de Z[[t]] formé
des séries formelles dont le terme constant est 1. La classe de
Conner-Floyd | correspond a la série constante 1.
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En effet la bijection (p,)”" (2.5.5) envoie le sous-ensemble de
Fon(E¢, K) formé des classes u satisfaisant a u(lg)=p sur le sous-
ensemble de Hom(Eg, K), . formé des classes ¢ satisfaisant a
c¢(1¢)=1€eK(point). L’'isomorphisme ¢(2.4.1) identifie ce sous-ensemble
a Z, [[:]]. La caractérisation de | est une conséquence triviale de la défini-
tion de la bijection p,,.

3.5.4.2. CoROLLAIRE

Soit A un anneau commutatif unitaire dans lequel 2 est inversible. L’ensem-
ble [(3*, K%) s’identifie au sous-ensemble A}, [[t]] de A* [[t]] (2. 1) formé des
séries formelles dont le terme constant est 1/2.

Démonstration. — La bijection

(p,,)"': Fon (E3* K,) —Hom(E3* K,). . (2.5.5)

envoie le sous-ensemble de Fon (E3*, K,) formé des u satisfaisant a
u(2g) =P sur le sous-ensemble de Hom(E}*, K,), . formé des b satis-
faisant a b(2g) =1/2€ K (point). Soit en effet b=(p, )~ ! (u); par définition
de p,,, on a, pour tout E, fibré vectoriel réel de rang 2, b(8).u, (§)=u(E)
et, en particulier b(2g).u,(2g) =B. 1l s’agit donc de calculer u,(2g); or
(2.5.4) o(ug)=%A.u, donc

o (uo) (1) =uo L) =A(1¢). uy (1) =28.
Il vient donc 2B.b(2g) =B, soit b(2g) =1/2.

3.6. REMARQUE

Soit a un élément inversible d’'un anneau 4 commutatif unitaire. A toute
classe caractéristique ¢ dans [0*, K*] faisons correspondre la classe c, :
U* — R définie par

¢, (x)=a".c(x), Ver"(X).

La correspondance ¢ — ¢, est bijective. En ce qui concerne la suspension,
on a ¢c,>0=a.(c-c,) et la relation 3.5.1 définit une classe u, dans
Fon(E., K,) satisfaisant a u,(1¢)=a.B=c,(1(l¢)). Ainsi, compte tenu
de la bijectivité de la correspondance définie ci-dessus, on obtient une
bijection entre I'ensemble des classes caractéristiques ¢ : U* — K% qui res-
pectent le degré, I'addition, la multiplication et satisfont a I'identité
ceo=a. (c-c) et le sous-ensemble de Fon(E., K,) forme des classes u
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satisfaisant 4 u(l¢)=a%.p. Ce dernier ensemble s’identifie au sous-
ensemble A,z [[t]] de A [[t]] formé des séries formelles dont le terme constant
est a.

De la méme fagon la relation 3.5.2 définit une bijection entre les
classes caractéristiques ¢ : {3* — K% qui conservent degré, addition, multi-
plication et satisfont a I'identité cco=a. (coc) et le sous-ensemble de
Fon (E%*, K,) formé des classes u qui satisfont & u(2g) =a®. B. Lorsque 2
est inversible dans A, ce dernier ensemble s’identifie au sous-ensemble
A%, ([t]] de A*[[t]] formé des séries formelles dont le terme constant est
a?/2.

3.7.1. PROPOSITION

Soient c un élément de [U*, K*) et \, une opération de Adams (2.4.1.2).
Leur composée V,oc: U* — K* est une classe caractéristique préservant
degré, addition et multiplication et satisfaisant a (y,°c)°c?=1.5%0 (Y, °c).
La composition des classes caractéristiques et la relation 3.5.1 définissent
alors une injection

F: Hom (E¢, K)ppens X [0*, K*] = Fon(E¢, K),

qui moyennant les identifications aux séries formelles (2.4.1, 3.5.4.1)
associe a un élément (I, f|) de Z x Z, [[t]] I'élément f, de Z [[t]] défini par

S0=Focici-1 (14071, (1+0'=1).
Démonstration. — Rappelons que I'isomorphisme
¢: Hom(Ec, K), . —Z[1]. (2.4.1)

est uniquement déterminé par @ (b)(n—1)=>b(n), quel que soit 1 fibré en
droites complexes. L'opération « composition »

Hom (EC' K)-nnuu x Hom(EC' K)+. i Hom(EC‘ K)*. x

se traduit alors par

e (W eb) ()=o) (1 +1)'=1).
En effet
oY, -D)Y(m=1) =y, (b(M) =V, (9 (b)(n—1)),

y, préservant les structures d’anneau, il vient

Vi(bmY=0 (b)Y, (M)—-D=0(b)(n'-1)
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soit

(Vo) ()= ®) (1 +1)'-1).

Rappelons le comportement des opérations de Adams vis-avis de I'iso-
morphisme de Bott (2.5.3.1) : le diagramme

L]

K(X) - K(X)

ox ) l 1 ox )
\Jl

RM@)-RM©)

n’est pas commutatif; de fagon précise, definissant [4] un élément unique
6, de Hom(E¢, K), , par 6;(n)=1+n+...+n'"! quel que soit n, fibré
en droites complexes, on a

Ve ox Q) ()=, ) (6,(D). ¥, (x)), VxeK(X),
soit

Y, (4, (0). x)=u, (8). 6,(C). ¥, (x), VxeK(X).

Soit (Y, ¢) un élément de Hom (E¢, K),peau X [U*, K*). Notant F la
composée (p,b)" o F, la série formelle f, associée a ¢ (3.5.4.1) est aussi
par définition de F, la série formelle associée a F(y,, ¢). Cherchons la
série formelle f; associée a F (Y, c¢). Il suffit de connaitre F({,, ¢)(n) pour
n fibré vectoriel en droites complexes; or par définition de F,

F(, oYM =u,(M). F(W, ) (M) =¥, (c(x (M) =¥, (F(¥,, ©)(m))
=y, (uy (). F ¥y, ) (M) =u, (). 8,(n). ¥, (F (¥, ) (n))

donc

F, o) (m)=8,(m). ¥, (F (¥, ) ()

et
O(FW. NW=Y o, M+ @F W, N1 +0D'=1)
soit
LHO=Y0cici, T+DT L1+ =1).

Montrons alors, que F, ou de fagon équivalente F est injective. Soient
donc , et \, deux opérations de Adams, ¢ et ¢’ deux éléments de [0*, K*)
tels que F (V. ¢)=F (Y. ¢’). Notant f et f, (resp. f; et f}) les séries formelles
associées a

FWno) et F(¥, o) (resp. F(W, ) et Fw,. c))
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on a f;(0)=I=k=£,(0). De I'égalité f,(t)= f;(t) on déduit, puisque Z [[¢]]
est intégre, que

LA+ =-D=f((+0)'-1)

C’est-a-dire f; =f; donc, d’aprés le corollaire 3.5.4.1, c=c¢".

3.7.2. PrROPOSITION

Soit A un anneau dintégrité commutatif, unitaire dans lequel 2 est
inversible.

Si c est un élément de [(}*, K%) et v, une opération de Adams, la composée
(W, ® 1,0c: Q* - K% préserve le degré, l'addition et la multiplication et
satisfait a

e 14)°C°02=1-(°’2°(\|’1® 1)°0).

La composition des classes caractéristiques et la relation 3.5.2 définissent
alors une injection

G: Hom(K, K), ..., x [(2*, K% — Fon (E3*, K,)

qui moyennant les identifications aux séries formelles (3.5.4.2, 2.4.3)
associe a un élément (I, g,) de Z x A}, [[t]]) Pélément g, de A* ([t]] défini par

gO=Y,, . A+ (1407 g, (A +0'=1).

Démonstration. — Soit u 1'élément de Fon (Ej*, K,) défini par
u(E)=v,(uq(8)) pour tout £ fibré vectoriel réel, orienté et de rang
pair. D’'aprés la définition de p,,, il existe un élément O, de
Hom (E%*. K,), . satisfaisant 2 ©,.uy=u. Si § est de rang 2, on a

©,(8).j* (ug (§))=j* (€N =W, (* (o (8)) (cf 2.5)

donc ©,(%).(n—m)=n'—n' ot n désigne le fibré en droites complexes
dont § est le fibré réel sous-jacent (2.4.3.1); O, est alors déterminée par
I'égalité
el(§)=2.‘q-:-1 ﬂ'- ﬁl
et
P (@)=Y, ..., (1+0.(1+1)7 (2.4.3)
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Soit (Y, ¢) un élément de Hom (K, K),,.... [(¥*, K%]. Notons G la com-
posée (p,,) '°G, g, la série formelle (3.5.4.2) associée a ¢ donc a
G (V,, c) et g, la série formelle associée a G (Y, c).

On a alors, pour tout fibré vectoriel réel £, orienté et de rang pair

G (W )(®)- (§).= W®1,)(OE)
et
Gy, (). up (B)=c(8(E)

donc

G (W, ©)(E).up (B)=(W, ® 1,) (4o (§). G (¥, ©) (8))
=, (4o (€))- (W, ® 1,) (G (¥, ©) (E))
=0,(§). 4o (£). (W, ® 1) (G (¥, ©) (B)),
c’est-a-dire
G 0)(E)=6,(&). Wi ® 1,)(G (¥, ¢)(¥)
donc
0o (G (Vi ) (D) =00(0) (1). 9o (W, ® 14)°G(\l’n o)) (1)
soit
8(')=Z.-+j.:-1 A+tY. 1+ g, (1 +0)=1).

L’injectivité de G est alors conséquence du corollaire 3.5.4.2
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