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UNE THEORIE DE L’INTERSECTION
DANS UN ESPACE SINGULIER

PAR

RipHa BELGRADE (*)

RESUME. — Dans cet article, nous exhibons, dans un espace analytique complexe, une
classe de cycles, sous-jacents a des « racines » d'idéaux d’intersections compliétes, pour
lesquels les produits d’intersection que définissent ces idéaux n’en dépendent pas.

Pour cela, nous construisons pour ces « bons » cycles un invariant global dans la cohomo-
logie locale analytique & valeurs formes, qui donne des multiplicités intrinséques.

Ceci permet alors de faire une théorie géométrique de I'intersection.

ABSTRACT. — We define a type of cycles (in a complex analytic space), associated with
“roots” of complete intersection ideals, for which intersection products defined by these
ideals don’t depend on them.

The tool used here is local analytic cohomology with values in holomorphic forms sheaves,
in which a “fundamental class™ is constructed for these “good™ cycles.

Then we show the expected properties of this geometric intersection theory.

0. Introduction

Soit X un sous-espace analytique, réduit et de dimension pure, d’un
ouvert de Stein V de CV. S (X) et R(X) désignent respectivement ses lieux
singulier et régulier.

Soient C,, C, deux cycles analytiques de codimensions pures g, et q,,
tels que chaque composante irréductible de |C,| N |C,| soit de codimen-
sion q, + 4.

(*) Texte regu le 2 fevrier 1985.
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68 R. BELGRADE

1. Si aucune de ces composantes n’est dans S(X), on peut définir
C, ; C, en affectant a chacune d’elles, la multiplicité de sa partie générique
contenue dans R (X), calculée par I'intersection dans R (X).

2. Sia,.C,=D, y Xestintersection compléte (i. e. a, e N* et D, intersec-
tion compléte dans V), et a,.C, =D,y X aussi, alors le cycle a coefficients
rationnels :

1

a,.a,

D,y Xy D,,

ne dépend que de C, et C,. En effet, si par exemple a;.C, =D y X, alors
I’associativité de ,; donne :

a;D,yXyD,=a,(a;C,)yD,=a,.D1yXyD,.
D’ou
1 1
D,yXyD,=—
a,.a, a,.a,

1vXyD,

L’intérét d’'une formule d’associativité dans X imposerait ce cycle comme
candidat naturel pour C, yC,.

3. Si maintenant a,.C, =D, y X est intersection compléte mais C, est
un cycle quelconque, on ne sait pas si 1/a, (D, y C;) ne dépend pas de
(a,, D).

Ceci est vrai si X est lisse. Et dans ce cas on peut définir les multiplicités
d’intersection en regardant les classes fondamentales de C, et C, dans X
qui sont leurs courants d’intégration. Les cohomologies courants, formes
étant les mémes, on peut faire le produit de ces courants et en prendre
des traces.

Mais dans le cas X singulier, on est obligé de chercher un substitut
« formes » pour le courant d’intégration sur C,, seul I'accouplement
formes- courants étant possible. Ceci explique moralement pourquoi il
faut mettre des conditions sur C,. Les critéres exposés ici permettent de
« passer » d’un systéme d’équations a un autre et montrent I'invariance
du cycle 1/a, (D, ; C,). Le caractére intrinséque de ces critéres permet de
recoller pour faire une théorie globale sur X quelconque.

Le plan se présente comme suit : Au chapitre 1, on construit un inva-
riant, type classe fondamentale, « a valeurs formes », d’'un « bon » cycle.
Au chapitre 2, on donne un résultat-définition des produits d’intersection,
et leurs propriétés. On finit par des exemples.
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UNE THEORIE DE L'INTERSECTION 69

Un appendice est réservé a I’exposition des propriétés des clotures
intégrales d’idéaux que le chapitre 1 utilise.

1

Soit (X, 0y) un espace analytique réduit et de dimension pure, (Qy, d)
le complexe des faisceaux de formes holomorphes sur X.

Soit Y un sous ensemble analytique fermé de codimension pure g,
Iy = Oy son idéal réduit.

Notons par _Iz} (QY) le faisceau associé au préfaisceau :

VoH,(V,Qy) ou Hy(V, Q)

représente le séparé associé a Hy (V, Q) pour sa structure canonique QFs.

THEOREME 1. — Supposons que localement sur X : 3 f,, ..., f, des sec-
tions de Oy, 31 N* tels que lidéal I=(f,, . . ., f,) vérifie :
vin=Y,
IclcT

geénériquement sur Y.
Alors le cocycle

est intrinséque dans
A @)
dfy @Qy!

et définit une section globale

"eH"(X E;(n}))
Y ’dﬁ_;(m") .

On aura besoin de quelques lemmes pour la démonstration de ce
théoréme.
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70 R. BELGRADE

LEMME 1. — Soit n: X — U un revétement ramifié de degré k, contenu
dans U x CP, sans multiplicités, avec U polydisquecC" centré a Torigine.
U=ty st "=(lgs1,-- -, 1,) € t=(ty,...,t,) sont les coordonnées
respectives de C?, C" "% et C".

Soit I=(ty, . . ., t,) Oy et Y=supp(Cy/I).
feT (X, 0,) et Pt 2)=2+Y,_ (=1)S5,(®).2**

son polynéme caractéristique (cf. Appendice : 3).
Les conditions suivantes sont équivalentes :
(a) f,e€I, pour y générique dans Y.

(b) Sia,=trace y,y(f*), ona:
d*'a,
o
Va:|a|<h, Vi'eUNC 4

Vh=1,...,k,

0, t”)=0,

(c) 3S, €T (U, Oy), pour |a|=h tels que :
(G2 VG ED SN N (5

) f,e I.y, VyeY.

Preuve. — b= c : développement en série de a,, + Appendice : 3.

c¢=d : Cayley-Hamilton.

d = a : évident.

a= b : il suffit de prouver b. pour un petit ouvert dans U N C" 4.

Mais du fait que 1t| Y: Y = UNC" 9 est un revétement ramifié, il existe
to=(0, tg) tel que :

f,el,  Vyen~'(t).

Appendice. — 2. (iii) donne : 3C >0, U, vois. de ¢, dans U tels que :
£t x)|<Csupygieq|til.  VieU,.
D’ou
[tracey |y (/)| <C’(supicicq|ti ), YteU, Vh.
La formule de Cauchy implique alors que :
lal

Yh, V|a|<h, Vt“erﬂC""'%(O;l")=0-
tﬂ
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UNE THEORIE DE L'INTERSECTION 71

Remarque. — (c) donne en particulier :

(=" 18,(0)=8 o).} +Y7_, 84 : (0.1,
et si
A, o=Z:=,S:.. o LA

ona:
fk:z:=1 Sh. O't';'fk_h‘l’z::zAi. o-ti-

LEMME 2. — Dans la situation du lemme 1, soit :
a, be R*, Kc U un compact.

Si il existe :
Sh. o€ (U, Oy), h=1,..., k,
A; 0T (X, Oy), i=2,...,49
tels que :
(1) f"=Zf.=,S;.. o-t:'f*-h'*'z.?:zAi. o-lis
@) ||Sh. ollx<a.b*,  h=1,..., k.

Alors il existe :

S m€T (U, Op), h=1,..., k, meN*
A, €T (X, Oy), i=2,...,9q, meN*

tels que :
(L= Shm 7 SR T A
(1) || Sk, mllx<a(l+a)y"b™**, h=1,..., k.

Preuve. — Par récurrence sur m.

Pour m=0, c’est I'hypothése. Supposons que pour m donné, S, ,, et
A; , sont construites et vérifient (i), et (ii),. Alors (i),, x f donne :

o S T A Y Sy TR ST (4 e NN
Maintenant (i) donne :
fk+m+l=2:=lsl. m-Sh. otTH“-fhh
+ 201 Sherm 17T SN

+ Y (A e[S, T A O
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7 R. BELGRADE

(1).+1 sera vérifiée si :

Sk m+1=Sn+1, mtS1, m-Sa 0Sx+1, m: =0),
et
A“' M+1=Ai. ll‘f+Sl. m.tT+l.A'-. o

(ii),, +, aussi puisque :

ISk, me 1 llx<IISns s, mlle+1IS1. mlle- [l Su. ollx
<a(l+a)™.b"***'+a(l+a)".b™*'.ab*
Sa(l+a)"‘”.b"'+“".

LemMe 3. — Dans la situation du lemme2: si K=U,
UccU X'=XN (U xCP).
0<b<l, a>0 tels que (1+a)b<1, aY,_, b"<1. gel (X, Oy) tel que
g, €I, y générique dans Y.
Alors 3e>0, V{eC:|(|<e, ona:
dty n...Adt, d(t,—Lg)adn. .. Adt,
ty...1, t,—C8).1,. . .1,

dans
Ay (x, 93)
dAy (X, QY

Preuve. — La remarque du lemme 1 assure que :
&= Sh o th 8T Y L4 ot
Et donc pour
/=C.g Sh,0=§h-slln. 0 Ai.0=Ch'A;.0

ona:

=Y S oth ST LA o
et
3e>0, Vi:|tl<e = [|S, ollk<a.bh k=1, . k

Maintenant soit un tel { fixé et soit S, ,, et A, , donnés par le lemme 2.
(i), (ii) et a.zz:=l b*<1 donnent :
L—f=t=...=1,=0 = f=0ie1,=0,
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UNE THEORIE DE L'INTERSECTION 73

soit :
Y =(Vdi<isq avec V,=(t,(t,—f)#0),
Vi=(ti¢o)1 i=2’-"r q,
est un recouvrement de Leray de X"\'Y.
Ce qui implique que :

HY (X', Q) =H*"""(X"\\Y, Q)
(N, V. Q)

BI'(Y, Q)
H} (X, Q=T (X \Y, QI (X, Q) si g=1).

=H" (¥, Q)=

Soit
-1 St vy Sum) St
uy=),_,—+ co——— )=
N ZA—lhthl z&=l(2u 0k+m) t:-.
(i),, donne :
j‘&+m - k S.'”l f: . A,-'. [1
k+myes*™ “lk+m) &7 T k+m) At
Et alors :
oy =uth2/\ -..oade, =Z:1’1f'd'“ ...Adt, dans Hi(X, 04" Y).
t...l, mty.t,. . L,
Posant
w_—_d(tl—f)l\dtz/\...Adt!_dtlA...Adt"
@, =f).t,...¢, ...t
ona:
* k+N
(*) dv~=z:.+=,;-lj:d(£)————dt2’\"'Adt’=w—(£) .w.
7o\t ..., t,

Mais (i)y montre que :

k+N —h w
Wy = ({1—) .w=)::,,s,,, ”(ft“,—')

Mais (ii),, lemme 2 et le choix de a, b montrent que : Vh=1, ..., k:S, »
converge uniformément vers O sur U’, et ) . S, ./k+m converge

BULLETIN DE LA SOCTETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



74 R. BELGRADE

normalement sur U. = Uy:=t{""'.uy converge uniformément vers

Uel (X', Oy).
Si
_Udt,n... ndt,
.,
on aura donc :
vy converge vers v dans A% (X", Q4™ 1),

wy converge vers 0 dans A% (X', Q%).

Par continuité de d, (*) donne :

Ay (X', Q)

w=d(@)ie. w=0 dans ———MM=——
@ 1ew iy (X, Q% 1)

CQFD.
LEMME 4. — Soient WcC"" 9 et V,, V,cC? des polydisques centrés
aux origines et de coordonnées respectives
' =(tgs1s s ta)s "=(ty, ..y Ly 5 =(8y, ..., S

Supposons X plongé dans V, x V, x W x C? de sorte que les projections

naturelles :
n,: X-V, xW, n,: X-oV,xW,
en fassent des revétements ramifiés.

Soit : I=(ty, ..., t))0x J=(5y, ..., 5;) Ox.

Supposons :
tG=...=t,=0)=Y=(s;=...=5,=0),

I+Jcl,cTN T génériquement sur Y.
Soit WeecW, ViccV,, VeV, et

X =n"(VixW)Nn;' (Vyx W).

Soit P le polydisque centre 0, de rayonl dans C9%xCA.

(A, w)eC*x C? notons :

e (R TH T Agtet+1,s,) Oy

TOME 114 — 1986 — N° |
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UNE THEORIE DE L'INTERSECTION A

Alors :

P={(\ p)eP; h*Wcl,ch™w
geénériqguement sur X(A, p) N Y ou X (A, p)

est un voisinage de X' N\ Y}

est un ouvert connexe de P.

Preuve. — Si[(zy, ..., z,); (wy, . .., w,)] sont les coordonnées de (C9?,
soit H 'idéal de Ocep2  x :

H=(z t; +wW; 5y, ..., Z,t,+W,5,).

Notons toujours par I, I'idéal réduit de (C%%x Y dans (C%*x X. La
cohérence de H (Appendice : 2. (ii)) fait que :
H+1I, o H+1,

I H

Z: =supp<

est analytique fermé dans (C%? x X.
Soient W”, V{, V5 des polydisques tels que :

WececW' ccW, VieccViccV,, ViccViccV,,

X'=n'(V{xW )N ' (Vi xW’): X cc X' cc X.
Il existe hy, ..., h,eI' (P x X", € ca2xy) tels que :

Z':=ZNPxX")={h=...=h=0}.

,
Posons
Y'=X"NY, Yi=X'NY}
pour toute composante irréductible Y} de Y.
n: Y ' — W est un revétement ramifié contenu dans W” x B” ou
B’ ccC’.
Soit H; un relévement analytique a Px W xB” de h;|PxY".n Si

B'ccB” esttel que: YN\ W' xdB =, on a une application analytique
(/- [3D.

P—[H(W x B, C)],
(A H)’-’(H;H)\v M) x W' xB'), ¢ic,

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



76 R. BELGRADE

La restriction étant linéaire continue,
B;: P—[H(Y), O
O W H O W)X Y, <ie,

est aussi analytique, et T;=Ker B; est analytique fermé dans P, de méme
que T=;T; Mais ToT”: T”"=U; T} ou T;=Ker a; avec :

(A, "")H(Hil(xs W) x Y;")l <isr
Par ailleurs si K est un idéal de O cq)2,x, notons K|p~*' (A, p) I'idéal
correspondant de O (p: (C%? x X — (C9)? la projection,
X350, WxX=p~'(h p) G (CY*x X).

On a alors: P’cP ou P'={(A, p)eP; 3IX (A, p) vois. de X N Y tel que
génériquement sur X(\, N Y:H|p '\, p)clicH|p™ ' (A, p)} car:

Hlp '\ p=h*" et H|p~'(A pch™".
D’ou :

T=P\PcP\P=T.

Or T'={(\, peP; VX vois. de X N'Y, 3¥ composante irréductible
de YN Xtelleque (A, pyx YcZNp™t(\ p)}.

Et alors T’ T”. Donc T<T, et T est alors mince.

Pour conclure (cf. [10]), il suffit de montrer I'ouverture de P.

Bien que les arguments d’une démonstration générale de ce fait existent
en germe dans la preuve du sous-lemme suivant, nous n'y ferons varier
qu'un seul paramétre.

Sous-LEMME. — Dans la situation du lemme 1, avec 1=(t,, . . ., t) Ox
vérifiant : 1c I} =T génériquement sur Y.

Soit ge ' (X, @) tel que :

g,€ly , génériqguement sur Y.

Alors: VX ccX, 3e>0, V{eC:|l|<e, Tidéal de Oy:
I=(t;-Lg, t5, ..., t,) vérifie I, c I} T, génériqguement sur Y N X'.

- ’ I3 - . ,
Preuve. — I.c Iy est évidente puisque g eI} -

TOME 114 — 1986 — N* 1



UNE THEORIE DE L'INTERSECTION 77

Iy<T; si IcT, (Appendice : 1. (ii)).
Orlcl sifgel, (t;=(t;—Cg)+Lg).
Mais g, eIy ,<I, pour y générique dans Y, implique (lemme 1) :
8‘=Z:=1Si~8"-"
avec :
S;:=S;|. O‘I';+z|n|=h, ay #h S;-. o ()

Posons
f=C.g S;._o=C"-Si.. 0 Sh.a=ch-S;.. a
On aura alors :

k -
=y S St
avec
5h=5h 0- 1+ a = o eh Sha- '™

Mais alors (1, =(, —f)+f):
Si=T1-0Ch-Sn ot =1 .S
+ X ai=h oy #h Lpmo Coy Sh oty =NP 1. 130 f1170.
Ainsi :
=i Sa o + X0 Dy G o =N S
+Z:=12m=n. D I o A R (R )

x t;z. . t:‘fk—(ﬂ+u2+ .. +¢.).

On conclut en remarquant que :
(1= Sa ) =(1=%,_, 0" 55 0)

est inversible sur X" pour { assez petit.
LeMME 5. — Dans la situation du lemme 4,

diy...dt,_ds,...ds, H°(X A3Q%)
TdAL Q)

‘e

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



78 R. BELGRADE

Preuve. — 11 suffit de montrer que ces deux sections sont égales sur
tout X'cc X. Par ailleurs les points (1/2, 0) et (0, 1/2) (correspondant a 1
et J) de P peuvent étre joints par un chemin continu dans P. On conclut,
par approximations successives grace au lemme 3.

Démonstration du théoréme 1 :
X=U,;U, oo LT (U, Oy), l,e N*

tels que :

Ii=(fil’ ] .i,)
verifie :

V(Ii)= YN Uis

Lclicl,
génériquement sur Y N\ U,

Lodfin... Adfleﬂo(ui, A% )
B fi dA QY

et il s’agit de montrer que :
G |u‘ AU CjIU; AUy

En localisant sur U;\ U, on se raméne a la situation du lemme 5, en
remarquant que :

o AU Ad (S
O TS TR Y

o d(f)in... Ad(f)
T T2 T T

i

En effet si I=(f,, ..., f,) vérifie Ic I, cT génériquement sur Y alors :
Ir=(f}, ..., fi) vérifie, pour m=k.l: I'cIy<T, génériquement sur Y.
car :

—I'c I*c I} génériquement sur Y.

— Iyc(D*<T* (Appendice : 1. (iii))

= Iy T génériquement sur Y, puisque I*<T (Appendice : 1(i)) :

[0t = (S a+...a,=k.

C.QF.D.
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UNE THEORIE DE L'INTERSECTION 79
2

DEFINITION. — Soit X un espace analytique réduit, de dimension pure n.
%.(X) désignera I'espace des cycles analytiques a coefficients rationnels,
gradué par la codimension, i.e. :

(gt (X) = { Zu € A. localement finie 4a Sﬂ; 9,€ Q;
S, sous ensemble analytique fermé irréductible de codimension c}.

%" (X) désignera le sous-ensemble de € (X) formé des « bons » cycles,
ou Ce%.(X) est dit bon si :
C=q.3 n,.S, avec qeQ

et:
1. n,=multy (S,)=multiplicité¢ de X le long de S,.

2. §=UJ,S, et son idéal réduit I vérifient : localement sur X, il existe
=1 ..., f), et leN* tels que :

vih=S e IclcT

génériquement sur S.
Soit 4 (X) le sous-ensemble des couples de cycles dans

€ (X)x 6, (X) U €. (X) x 6" (X),
ayant des supports se coupant proprement.

THEOREME 2. — Il existe une application produit d intersection de cycles :
X A...(X)—’(gn.(x;.

ayant les propriétés suivantes :

1. Si Xg V est un plongement local dans un lisse et Ce%€’(X),
C’ €%, (X), alors il existe De€_ (V) tel que :

D, X=C et CyC=DyC.

2. y Coincide avec le produit dintersection de cycles usuel dans le cas
ou X est lisse.

3. Commutativité :

CxC=Cy5 C, si. Cy, C,e€(X).

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



80 R. BELGRADE

4. Associativité :

Ci(C5C3)=(C,5xC,)5 Cy si C,, C3e€b(X).
5. Si C,, C,e€*(X) alors :

C,xC,e®®(XxX) e C5C=(C,xCpyixA

(ou A est la diagonale de X x X).
6. Si C,e€*(X), C,e¥"(X') alors :

C,xC,e€*(XxX)
et
(Cy % C3)x(C 5 C3)=(Cy x C)yix-(C; X C3).

7. Sif: X — X’ est un morphisme propre et fini, si
Ce€'(X), Ce€(X)
alors
S (Ci M (CN=/a C5. C'.

Démonstration. — 11 suffit de définir Cy Z, ou C est un bon cycle
¢élémentaire de codimension g, Z réduit et irréductible de codimension r
coupant | C| proprement, i.e. T=|C|N Z de codimension pure r +q.

Au voisinage d'un point générique d’une composante irréductible T; de
T, nous définirons, par des plongements de X dans un lisse, une fonction
constante rationnelle positive, qui sera indépendante du dit plongement.
Ceci permet de recoller et de définir une fonction constante rationnelle
positive sur T, notée i(C y Z; T)) et appelée multiplicité d’intersection de
Cet Zle long de T,

Nous poserons alors :

CxZ=Y,i(Cx Z T).T;€%,.,(X).

DeriNiTioN de i(Cy Z; T)). — En se placant au voisinage d’un point
générique de T, on peut supposer que T=|C| N Z est lisse, connexe de
codimension g +r.

C=ij0ltx(yj)-yp Y=|C|=Ui Yj-
l=(fh---yf;) tel que V([):Y et lCl'yCl_,

genériquement sur Y.

TOME 114 — 1986 — N° |



UNE THEORIE DE L'INTERSECTION 81

Quitte a rétrécir le voisinage considéré, on peut plonger X G V de fagon
que :
V=TxS, T polydisquecC"~*(n=dim X), S polydisquecC'*?.
(1) fi» ..., fysereléventen F,, ..., F, tels que:
D={F,=...=F,=0} soit lisse dans V, de codimension g et
d’équations normales F, ..., F,.
On en déduit alors :
DNZ=T, HK.C=D;X,
C¥ est 'image de

dF,

Ch

= -

/\}'=1—F

|-

par les fléches naturelles :

HY (V, Qf HY (X, ) H°( X B}(m)
bV, Q) - H} (X, Q%) - <,W)

Mais le morphisme (cf. [4] et [5])

.
QV _'EE’O:’,((DZ’ Q;*p** ) )’

passe au quotient par I,.Q, et dIy AQ,” ' (Z = X) et définit un morphisme
de complexes :

* QE r+p r+p+*
Qy = Exte) P (O, Q7).
Soit Uc V un ouvert de Stein, on a alors un morphisme de complexes :

o
HY(UN X; Q) 2 H (U, Exte;” (07, 7).

Or le terme de droite représente le terme E% "*”? d’une suite spectrale
aboutissant a R* (', (U, .) > Homy,, (€, Q). Mais du fait que U est Stein,

Extg, (Cz, Q) est cohérent et D est intersection compléte, on a :

E3P=0, Va>gq, VYB=0.
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Il s’ensuit (cf. [6]) un morphisme naturel :
E{ "*? » R™?(Tp(U, .)°>Homy, (O, .)).

Et comme I', (U, .)cHomy, (0, .) s’envoit dans I'r(U,.), on a un

morphisme de complexes :

.. .
VUcV, Stein: HY(UNX, Q) > HY P U, QFP).

En passant aux séparés associés pour les topologies canoniques (a droite
C’est séparé, cf. [2]), puis en faisceautisant on obtient un morphisme de
complexes :

N .
H{(Qx) = H P ()P ™).

Et en quotientant par d et passant aux sections globales, on obtient un
diagramme :

CEU
H}, (V, Q) — HTP(V, Q)P)
! I
Cc
(2) H{ (X, Q%) é HP(V, QFP)

l !
A3Q%) \ ¢ Hy P Q4 ?)
HO(X. .——) = H°<V, —————>
dA Q") dHT P (7Y

D'ou
1
Cy(CH= R C;UCp.

Par ailleurs si Q'/T représente le faisceau des formes T-relatives, on a
un diagramme
Qre-lQutem YT
¢ LT
QP - QT
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qui donne naissance, pour t< T et Z< S des polydisques, a un diagramme :
HYP(ax I, QP H)sHY P(ax I, QP YD =H (1, O7) ®c HigP (T, Q577 Y)
1 LT |1 ®ds
HYP(txZ, Q%) — HYP(ixE, Q7?T) = Ho(1, Cp)®c Hig (X, Q°7)
Et comme I'application résidu ou « trace absolue » :
Hig? (S, Q*P) —T—i C est nulle sur d(H{g” (S, Q5*771),

on a un morphisme « Trace relative » :

. HYP(QV'P) \1ur o
BV tger et ) = H (T 00,
dH7'? (Qy

qui combiné avec (2) donne :

Hi(Q TrToCY
H°(X,—7_Y—(i> - HY%(T, ¢y).
dAy (%)

Calcul de m=Tr/T>C4(C}) :
Il est clair que :

1 1
m(t)= ,—,,Tr/T(CZ UCH ()= I;Tr((CZ U Ch U C¥),

ou S,={t} xS. Mais alors (quitte a rétrécir S, au besoin) D et S, se
coupent transversalement le long de D,=D NS, et ainsi Cp U C¢ =Cp,.
D’ou
1 1,
m(t)= FTT/T(C;U Cp)= I—ql(zy‘ D, (1, 0)) (cf- 15D
et m est donc la fonction constante (e Q4) égale 4 i(Z; D; T)/P i.e.:
B.m. T=Z, D.

Conséquence. — m ne dépend pas du plongement X  V considére.
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En effet, si X V,, i=1, 2 sont deux plongements du type cité (1), il
est clair qu'en localisant au besoin autour de T, on aura un diagramme
de plongements :

XaV,
re

V.V,

avec V, lisse et X g V, du type cité (1).
On est alors ramené a la situation :

XsVagV,
V=TxS, V' =TxS’,DcVet D’V lisses tels que :
DNZ=D'NZ=T et D'y V=D,

m (1) =Tr"/T(C7(CP)= %Tr"/ T(CzU Cp),

m' O =T [T(CY (€)= T IT(CE U Ch).
Mais
Z;D=Z; Dy V=Z,. D  (cf. [12)).
D’ou
B.m. T=Fm'.Tie m=m'

Ainsi on définit i(C y Z; T)=m et

(%) CiZ:=m.T=I—qu,;Z.

De (*) découlent donc, sans difficultés, les propriétés 1, 2, 3, 4.

Pour 5 et 6 il suffit d’en vérifier la premiére partie, c’est-a-dire que :

Ce€’(X), Ce€(X) = CxCe€, (XxX).

Le probléme est local :
C=q.3,;multy(Y).Y, C'=r.y, multy.(Z,).2,
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avec g et reQ et: Y=|C|=UY; de codimension pure ¢,
Z=|C’|=\U, Z, de codimension pure d; par ailleurs, il existe :

I=(fy, .., f)<=0x,  J=(gy ..., 8) <Oy,
un entier /e N* tels que :
Ic I T génériquement sur Y
Jc I < J génériquement sur Z.

(On peut en effet se ramener au cas ou I'entier / est le méme pour Y et Z,
cf. la démonstration du théoréme 1.)

Sim : XxX — Xetn,: XxX — X sont les projections naturelles et si
K=n}1+n3J, on sait que Iy, ,=n} I, +n$ I, et on vérifie aisément, grace
a Appendice 2. (iii), que :

K<y, ;< K génériquement sur Y x Z.
Et ainsi :
CxC'=q.r.3, ,multy,y(Y;x2,).Y;xZ,

est un bon cycle dans X x X"
Le caractere fonctoriel de fu et f* scinde I'étude de la propriété 7 en
deux cas distincts : f surjectif et f plongement.

Dans les deux cas le probléme est local sur X et il suffit de montrer
I’existence d'un diagramme commutatif :
Xag V
I LF
(**) j
X s V

avec i, j des plongements, V et V"’ lisses et F fini.

Supposons (*x*) vraie :
si
C=X,;D=i*(D) ou De¥ (V)
et
C=X,D=j*(D) ou D’e€ (V)
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la validité de 7. pour F: V — V' (cf. [12]) donne :

Je(fa (Cx fX(CN)=Fu(ix (Cx f*(C))
=FeDy is (*(F*(DN)=Fe(Dy Xy F*(D")
=Fu4 (is (C)y F* (D)) =Fs(ix (C)) y- D’
=jx (fo(C))y- D"=jx (fa (C)x C),
d’ou:
fo(Cx fH(CN=1:(O)x- C',

par injectivité de j.

Prouvons (*x*) : si f est un plongement, c’est clair :

Pour (j, V) fixés, prendre V=V", i=jo fet F=id,..

Si fest surjectif, fixons d’abord (i, V), (j,, V1) des plongementsi: X g V,
h: X sV

jiofsereléveen Fy: V=V ie.:

X g V
rL
i
X o Vi

est un diagramme commutatif.
Si F, est fini (F,, V) répond a la question.
Sinon soit Y, =F;'(0) et YV, ..., Y™ ses composantes irréductibles.
Du fait que XN Y,={0} ona:
Y®¢X, Vp=1,..., N,
d'ou :
Vp=1,...,N, 3G,: V=C, G,/X=0 et G,/YP#0.

Soit alors V;=V;xC" j,=(,, 0) et F,=(F,, G,, ..., Gy). Le dia-
gramme

X o V

Il | F,
J2
X s v

est commutatif, avec pour Y,=F;'(0):dim(Y,;)<dim(Y,).
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Et ainsi, aprés un nombre fini d’opérations de ce type, (**) est réalisée.
CQFD.

3. Exemples

(1) Tout diviseur irréductible localement principal et qui sort du lieu
singulier est un bon cycle. C’est en particulier le cas d’un diviseur irréduc-
tible et localement principal d’un espace normal.

Soit
X={(x,y, 2)eC} x*y=2*} =S (X)={x=2z=0}.

Soit C, la courbe de X paramétrée :

C-X, t— (12, 15, %)
et
C,=S(X).

Alors C, et C, sont deux bons cycles. En effet on vérifie bien que
f=x%—3x?z2+3xyz—y* est une équation de C,, C,NS(X)={0},
f définissant C, avec multiplicité 3 car f=(x>—z%)3/x* génériquement sur
C,.

Pour C,, x? en est une équation et x*€I2, au point générique de C,
car Ic,=(x, z); et I3, cx? car (xz?)2=y.z(x?)
Soit, par ailleurs, C, la courbe paramétrée :

C-X, t— (1% 1, 1)

C,x Cyet C,y C, sont donc bien définis :

1 1
€13 Cs=3(/=0)c2 3= 5 (deg f:C, =+ ©). {0}

1 deg:C—-C 20
- 3(:»—»:2°—31“+3r8—12)'{0}= (0}

1 1
Cyy C3=§—3(x2=0)¢3C3=g(deg x2:Cy—~C).{0}
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Ces multiplicités d’intersection prennent un sens moins trivial si 'on
montre que C, n’est pas principal autour de I’origine.

Le normalisé X={(x, y, z, s)eC* xy=zs, s> =yz, xs=22} de X, s’identi-
fie au quotient de C? par I'action du groupe fini engendré par (’(l) 0)
via le morphisme :

p:C* > X
(a, by (a3, b3, a®b, ab?).
Le morphisme propre fini et surjectif
c: C-X
(a, b) = (a®, b3, a®b),
se factorise alors comme :

P o
C:-X-X,
7 étant la projection naturelle.

On vérifie que o~ ! (C;) a pour équation a—b*.
Il s’ensuit que n ™! (C,) est irréductible et a pour équation :

(@=b*)3=x—-3 yz+3 sy’ —y*=g.

Supposons maintenant que C, soit principal et soit f une équation de
C, dans X. f<n est alors une deuxiéme équation de n~!(C,) dans X.

Si m et n sont les multiplicités respectives de fon et g le long de n ™! (C,),
alors :
(fom' g" _
g" (fom)

sont holomorphes dans X—{ 0}, et se prolongent a travers { 0} par norma-
lité de X. Il existe ainsi he Oy, h inversible tel que : (fon)"=g™. h.

Or O est engendre sur @y par 1 et s; il existe alors h, et h, dans @y, h,
inversible et tels que :

(%) g (h, +sh,)€ 0y,
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Or g"=(-D""13msy*" " 24+(=1)"y*"+k, ou ke(x,z) Oy car
xs, sz, s sont dans (x, z) Oy.
Et (*) implique que :

YT (= 13 mL by + (= 1)y hy)e €y,

ie
sy*™~2e@y (car h, est inversible).

Or ceci impliquerait que ab?.(b%)*"~2 est une fonction analytique en
a®, b%, a*b. Ce qui est clairement faux.

(2) Toute intersection compléte génériquement réduite est un bon cycle.

Soit X={(u, v, x, y)eC* uv=xy}.

Soit C, la courbe C, =(x=y=u=0), et C, la courbe paramétrée :

C-X, t—(t, 4 12, t3).

Alors x=u? y=u® sont des équations génériquement réduites de

C,UC, et C=C,+C, est donc un bon cycle.

Mais le diviseur D={v=y=0} n’est pas principal autour de I'origine
(sinon le diviseur D'={x=u=0} le serait aussi par permutation des
coordonnées, et alors du fait que D N\ D’={0}, X aurait un systéme de
deux paramétres au voisinage de I'origine, ce qui est absurde car dim X=3).

CyD=(x—u?=y—u?=0)¢s(v=y=0)=3.{0}

(2’) En codimension supérieure a 2, la condition de bon cycle n’est pas
aussi « automatique » qu'en codimension 1.

C, est un bon cycle. En effet :

Soit I={(x—y)? u} alors C, =V (I).

I 1%, génériquement sur C, car o =(x, y, u).

12 <Tcar -

Ie,=(x, y, w)=(x—y, x+y, u).
D’ou :
I, =((x=y)%, (x+p)% x2 =y, (x=y)u, (x+))u, u?)
et
(x2=y)?=(x—-y)* (4 ur+(x—y)*) el

1
C,xD= 2—2((x--y)2=u=0)¢¢(v=y=0)= .{0}.

S AR
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(2”) Par un procédé analogue a celui de 'exemple (1), on construit une
fonction :
f=x3=5x2u?+10 xu*—10 ub+5 udy—y?,
dont on vérifie que lidéal J={(v—u*), f} est un idéal d’équations
pour C,.
Or x2 f=(x—u?)’ +u* (5 xu* —u*—v) (v—u*).
On en déduit que sur C,—{0},ona:
J={(w—u*), (x—u?)*},
Ie,={(v—u®), (x—u?)}
(x est inversible sur C,—{0}).

J définit donc C, avec multiplicité 5.
L’idéal I={(v—u*)*, f} définit alors C, avec multiplicité 52.

On pourrait espérer que I réalise C, comme bon cycle. Il n’en est rien.
En effet, si c’était le cas, on aurait nécessairement :

IcIZ, <1, génériquement sur C,.

Mais du fait que sur C,—{0}, x? et u?(5 xu? —u*—v) sont inversibles,
on aurait que :
(1) (v—u*)elZ,
2 (w—u*)el

L’affirmation (1) est absurde du fait que (x —u?) et (v—u*) constituent
des coordonnées normales génériques de C, dans X.

L’affirmation (2) est fausse car, en changeant de coordonnées, (2) revient
a dire que dans C3 (de coordonnées (4, B, C)) :

Be(A®+gB, B%), ou g est holomorphe sur C3.
Or, en plongeant C3 dans C* comme graphe de (4°+g B, B%):

(A’ B9 C) C3 qCS (tl’ tz, t3’ xp xz)
~ N 1"
(45+83, st ) c? (t]v t,, t3)9
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on se trouve dans la situation du lemme 1, mais pour laquelle la
condition b n’est pas réalisée car :

trace' | cs(Bs)= 5 tz.

(3) Si on néglige la condition de bon cycle, on est tenté de « définir »
C, y D comme :

1 12
C,x D= g5((1)—u‘)5=f=0)c-4(v=y=—-0)= 5 {0}.
Mais on aurait alors un défaut de distributivité de , par rapporta + :
29 1 12
(C,+C,)5 D=3{0} #E {0} =3 {0} +? {0}=C,5 D+C, 4 D.

(4) Les conditions de bon cycle permettent parfois de couper 2 cycles
complétement inscrits dans le lieu singulier.

Soit
X={(, v, x,y, 2)eC5% udv=x?y, z*=(x+y)*},
SX)=YUZ o Z={u=x=z*-y5=0}
Y={z=(x+y)=uPv—y*=0}.

Par un argument du méme type que dans I’exemple (2), on peut montrer
que Z n’est pas localement principal. Y est pourtant un bon cycle. En
effet :

Y=V(*) et (Iy=(z x+y), z*eljci®

car :
(z(x+y)*)P=2°.(z*)"=2.(z*)*
(22 (x+))° =210 (z*)>=22.(z%)*
(2 (x+y))P=2".(z*)?=2.(z%°
= 4Y; =§(2‘=0)c'52=4(u=x=y=z=0)
ie.

Yy Z=(u=x=y=2z=0).

A remarquer que Z et Y sont singuliers et que S(Z)=S(Y)=YNZ.

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



92 R. BELGRADE
APPENDICE

1. Soit 4 un anneau commutatif et unitaire, I un idéal de A.
fe A est dit entier sur [ s’il vérifie les conditions équivalentes suivantes :
e g=f.XeB=A[X] est entier sur le sous-anneau C=) . I".X", de B.

e Il existe keN*, a,el" h=1, ..., k tels que :
fk=z:=1ah‘fhh'

On note T={fe A; f entier sur I}; c’est un idéal de I qu'on appelle la
cloture intégrale de I. Et I est dit intégralement clos si I=1.

On a alors les propriétés suivantes :

(i) Test le plus petit idéal intégralement clos contenant I (i.e. (I)=1).
(i) LcLetl,cl,=1,<I,.
(i) VmeN*, (H"<c(™).
(iv) Si A est normal et si I=(g) est principal, alors I est intégralement
clos.

Preuve. — (i) Soit fe(I) i.e. g=f.X entier sur C'=)_  TF.X" mais C’
est un entier sur C=) _ I". X"
Alors il existe ke N*, b,eC’, h=1, ..., k tels que
g+bg ' +... +b=0,
ceci implique, en particulier, que g est entier sur D=CIb,, ..., b}, i.e.

D [g] est de type fini sur D , mais D est de type fini sur C du fait que
b,, ..., b,eC" sont entiers sur C. Alors D [g] est de type fini sur C, mais
Clglc D [g]< B= A[X] donne que g est entier sur C (cf. [1]), i.e. fel.

(i) 1,<T,c(Ty) =T, d'aprés (i).
i) fiv .o fu€T: f=(T0, f) C=X, 54l X"

Jj- X entier sur C,
i=L....om = fxX=[]7., (f;X
entiersur C:i.e. 3keN* b,eC, h=1, ..., k tels que :

(f- X =34 b (S XN
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Alors si a,=coefficient de X™* dans b,, on aura :
a,e("" et f"=Z:=la,,.f""‘ ie. fe(l_;).
(iv) feI=3keN* a,eA, h=1,..., htels que:
VRSO IETNY o bt
ou encore que a=f/g vérifie :
=Y _ ,.a"
dans le corps des fractions de 4. La normalitée de 4 =

acA et f=a.gel

CQFD.
2. (X, ¢y) étant un espace annel¢, I un idéal de @y, on note :
I: U->IWU)={fel (U, Oy); f,el,V¥VxeU}.
On a alors les propriétés suivantes (cf. [11]) :
(i) Test un idéal de @,.

(ii) si (X, Oy) est analytique, I cohérent on montre que I est cohérent.
(iii) (X, Cy) analytique et Ic(®y cohérent. Soit U ouvert de X,
Sio oo [T (U, Cy) tels que (fy, )0 .- -0 Sy ) )=1,, YyeU.
Soit feI" (U, Cy). On a alors que :
f.eI_=3C>0, V voisinage de x dans U tels que

|f(Y)|<C-s“P1sisq|fi(y)|. VyeV.

Preuve. — La propriété (iii) n'intéressant que U, on peut supposer que
X=U.

Soit alors X I'éclaté de X le long de I, Z le normalisé de X n:Z — X la
projection

fiel, = (fem).e(IC,), Vzen '(x).
oric,clc,clc,, mais I (' est principal car ¢y I'est. La normalité
de Z et 1. (iv) donnent I€,=1(, ainsi [C,=1(,.

Il s’ensuit que (fem). e (1(C,)., Vzen ' (x).
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Alors 3 Z voisinage de n~!(x) dans Z tel que :

(fom)|zeT(Z, 10,).

Le fait que I @, soit engendré par les f;on implique (quitte a rétrécir Z)
que : :

3C>0 telle que |(fom) (2)|SCsup, ¢;¢,|(ficm)(2)], VzelZ.

La propreté de m implique alors que :

3V voisinage de x dans X tel que :
'f(V)'sCSprsisqlf}()’)l, VyeV.

3. Soit X = U un revétement ramifié de degré k, au-dessus d’un poly-
disque U=C". Si feI' (X, 0y), on sait lui associer un polynome de degré k :

Pt 2)=Z"+Y:_ (=1)*S,(1).Z* eI (U, 0y) [Z],
qui est le polyndome caractéristique du @, endomorphisme de €, défini
par la multiplication par f.
Par Cayley-Hamilton on a :
FAED I CH VRN ON ald
Par ailleurs si a,=tracey,, (f*), on a:
Vh, a,+S,.a,_,+S,.a,_,+...+5,_,.a,+hS,=0.
Ainsi si J est un idéal de 0, I=J O, :
a,eJ', Yh < S,eJ' Vh
Et alors :

a,eJ*, h=1,...,k = fentier sur I.
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