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REPRESENTATION DE WEIL
ET CHANGEMENT DE BASE QUADRATIQUE
DANS LE CAS ARCHIMEDIEN. 11

PAR

MicHer COGNET (*)

REsUME. — Grace a la représentation de Weil associée a la paire reductive duale formee
du groupe linéaire GL, (R) et du groupe des similitudes d'un espace vectoriel de dimension 4
sur R, on construit, a la donnée d'une représentation irréductible, admissible de dimension
infinie de GL, (R), le modéle de Whittaker d’une représentation de GL, (C). Cette correspon-
dance vérifie les conjectures de Roger Howe en donnant notamment un exemple ou ce
modéle de Whittaker n'est pas simple et posséde un seul vrai quotient irréductible. Elle
fournit aussi une construction explicite du changement de base de Langlands entre les
groupes GL,(R) et GL,(C).

ABSTRACT. — Given an irreducible admissible representation of GL, (R) of infinite dimen-
sion we can construct from the Weil representation of the dual reductive pair
(GL,(R), G,)—where G, is the group of the similitudes on a vector space of dimension
four over R—the Whittaker’'s model of a representation of GL,(C). We verify with this
correspondance the Howe's conjecture for GL,(R) and we give an exemple where the
Whittaker's model isn’t irreducible and has one irreducible quotient. We give in this article
an explicit construction of the base change of Langlands between the groups GL,(R) and
GL,(C).

NOalONS . . . . . e e e e e e 320
Introduction . . . . ... 327
1. Construction d'un modéle de Whittaker de fonctionsde G* . . . ... ......... 331
I1. Résultat principal et prolongement analytique . . . . ................... 342
ApPPEndiCe . . . . . e 352
Bibliographie . . . ... ... 354

(*) Texte regu le 14 mai 1985, révisé le 10 décembre 1985.

Michel CoGNET, E.N.S. J.F., Département de Mathématiques, 1. rue Maurice-Arnoux,
92120 Montrouge.

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE — (0037-9484/1986/03 325 30/$5.00
© Gauthier-Villars



326 M. COGNET

Notations

1. Si b est un nombre complexe, égal a a+ic avec a et ¢ deux nombres
réels on notera :
b=a-ic, |b|=(a®+c*)'3,
|ble=|b|*=bb=Nc a (®).
On notera aussi Re(b) [resp. Im (b)] la partie réelle de b (resp. la partie
imaginaire de b).

2. g désignera le caractére de R tel que, quel que soit le nombre réel x,
Vr(x)=exp(2imcx) avec ¢ un nombre réel quelconque fixé et non nul.
V¢ sera le caractére de C qui a tout nombre complexe b associe le nombre
complexe Yy (b+b).

3. Si p est un caractére de R*, p’ sera le caractére de C* égal 4 po N ®

4 G=GL,(R), G'=GL,(C). On désigne par K le groupe compact
maximal O, (R) de G [resp. par K’, le groupe compact maximal U, (C) de
G’); par K, le sous-groupe SO, (R), par B (resp. B’), le sous-groupe de G
(resp. G’) des matrices triangulaires supérieures et par N, le sous-groupe
de B formé des matrices unipotentes.

5. Si dx est une mesure additive sur R ou sur C, d;c désignera la mesure
sur R* ou sur C* égale a dx/| x| ou dx/| x|c.

6. Si V est un C-espace vectoriel de dimension finie, on notera
& (V x R*) I'espace des fonctions de Schwartz de V x R*.

7. On utilisera les notations de [J — L] pour nommer les représentations.
Ainsi, si p, et p, sont deux caractéres de R* (resp. de C*), on notera
p(H,, 1,) la représentation de G (resp. de G’), induite de la représentation
T de B (resp. B’) définie par :

T((al i ))=“1 (a,)n;(ay) |al/al|”2
0 a,

[resp.t((a‘ " )>=N1(01)P2(01)"11/02 éu]
0 a,

pour a, et a, deux nombres réels non nuls (resp. complexes non nuls) et
n un nombre réel (resp. complexe).

L'espace de la représentation p(u,, p,) est noté B(p,, u,) (¢f. [J—L]
page 164 et 221).
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CHANGEMENT DE BASE POLR GL, (R) 327

Quand la représentation p(p,, #,) est réductible, on notera BS(u,, u,)
le seul sous-quotient de B(p,, ;) qui soit propre, stable et de dimension
infinie. On désignera par o(u,, p,) la représentation sur I’espace
B5(u,, u,). Les représentations de la forme p(u,, u,) constituent la série
principale et celles de la forme o (p,, u,) constituent, dans le cas ou le
corps de base est le corps des nombres réels, la série discréte.

On sait aussi que la représentation p(u,, p,) est équivalente a la repreé-
sentation p(y,, i,). De méme, la représentation o (y,, u,) est équivalente
4 la représentation o (u,, M,).

Si nt est une représentation irréductible admissible de G ou de G’, on
notera o, le caractére central de cette représentation.

8. Pour tout entier naturel j, on notera E; la fonction :
CxR-R
(b, w)— ((@/dy’) (exp(—2my*))y=_/2]cu] Re (b).

On notera F; la fonction :
CxR*->R
(b, ) ((d/dy’) (exp(—2my?)))y = J2leu [ Im (b).

Introduction

A I'exemple du cas non archimédien (cf. [CO])) déja traité, on se propose
d’établir une construction du changement de base de Langlands dans le
cas archimédien. On sait que, a toute représentation irréductible admissible
de G de la série principale p(u,, 1,) [resp. de la série discréte o (p,. u,)]
— ou y, et u, sont deux caractéres de R* tels que la fonction t+—|p,
p; ' (1)| est croissante sur R** (on peut toujours se ramener a ce cas
d’aprés les équivalences entre représentations rappelées dans les notations),
on associe, par cette correspondance, le seul guotient irréductible non nul
de la série principale de G’ p(u}. H3) [resp. le seul sous-module irréductible
non nul et de dimension infinie de B(u;. p3) dont la représentation est
notée o (u;, H3)}

Les résultats obtenus dans I'article sont plus précis qu'une construction
du changement de base de Langlands. Plus précisément, a toute représenta-
tion = irréductible admissible de (g, K,) ou g désigne I'algébre de Lie de
G, on construit un espace £ de fonctions de Whittaker sur lequel agissent
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328 M. COGNET

K et I'algébre de Lie réelle g’ de G'. L’espace 4 est un (g’, K')-module et
il n’est réductible que si la représentation w est la représentation exception-
nelle de la série principale p(u,, u,) avec p, u; ' égal au caractére t+st?
pour un entier naturel non nul p. Mais le module # posséde toujours un
unique quotient irréductible, ce qui est en accord avec la conjecture de
Roger Howe (cf. [H]). Et dans le cas exceptionnel ou le module # est
réductible, la représentation de (g’, K}) sur le quotient est isomorphe a la
représentation o (p;, p3).

Dans cet article, I'outil de base (cf. [COJ) est la représentation de Weil
associée a un caractére additif Yp: x—exp(2incx) (avec ¢ fixé une fois
pour toute dans R*) et la forme quadratique g définie sur I'espace E des
matrices 2-2 a coefficients complexes et égales a leurs transconjuguées :

E-R

M=('Z b )»—»q(M): —det (M) =xy+bb.
—X

On s’intéresse ici seulement a la restriction de cette représentation au
produit des deux groupes G et GO(q) (groupe des similitudes de I'espace
E relativement a la forme q).

La méthode suit la voie ouverte par J.-L. Waldspurger dans son article
[WALD] et utilise des formules intégrales telles qu’on en trouve dans
[WALD2], p. 24. Ces formules sont purement locales et, en cela, la
méthode différe de celles qu'on peut trouver dans des articles tels [O] ou
[FR] d’Oda et de Friedberg (ce dernier utilise aussi le méme espace de
matrices et la représentation de Weil mais les calculs faits sont essentielle-
ment globaux et visent & préciser des résultats sur les formes modulaires
alors que dans mon article, je vise plutét a fournir un exemple concret
pour les conjectures locales de Roger Howe).

Rappelons quelques résultats (cf. [CO] et [WALD)).
1. On sait relier le groupe G’ au groupe GO (g) par ’'homomorphisme :

)

{ E—-E
&
M—g Mgt

avec g} désignant la transconjuguée de la matrice g,.

Cet homomorphisme permet de définir la restriction au groupe G’ de la
représentation de Weil sur I'espace & (E x R*). Soit R cette représentation.
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CHANGEMENT DE BASE POUR GL, (R) 329

Soit r, la restriction au groupe G de la représentation de Weil sur I'espace
& (E x R*). On renvoie a [CO] pour les expressions de ces représentations.

2. Introduisons le sous-espace de % (E x R*) des fonctions :

((Z ’ ) u)“’P(x, ». b, Byexp(—2m |cu| (bb+(x*+)?)/2) h (W)
—-X

avec P, polynome en quatre variables, a coefficients complexes et avec h,
fonction a support compact dans R* et de classe C~.

Soit &, (E x R*¥), cet espace de fonctions. Il est dense dans & (E x R*).
Il n’est pas stable par la restriction de la représentation de Weil a
G x GO (g), mais il I’est si on restreint cette représentation au groupe K, x
K;.

3. La transformée de Fourier définie par :

S (ExR*) » Z(R*xC x R*)

f"’(]: (x, 3, b, u)f—-»J. f<<z Ex) u).wn(vu)') Iul”zdv)
R -

(ou dv est 1a mesure autoduale pour Yg) permet de définir un isomorphisme
de I'espace S, (E x R*) dans I'espace & ( R? x C x R*) — ce dernier espace
étant défini comme &, (E x R*) I'est a partir de & (E x R*).

On notera 7,, (resp. R) la représentation de Weil de G (resp. de G') que
cet isomorphisme permet de définir sur I'espace & (R? x C x R*) a partir
de la représentation r, (resp. R).

On renvoie a [COJ] pour les expressions de R (formules R,, R,, R; et
R,). On remarquera que si un élément f de &, (E x R*) vérifie :

f(xv ¥, b’ u) =fl (X, Js “) fz (b’ U)
avece

fi(x, 3, uy=P(x, y)exp(—n |cu|(x*+?))
et
f2(b, u)=0Q (b, b)exp(—2n|cu|bb) h(u)

(ou P et Q sont deux polynomes a coefficients complexes et en deux
variables et ou h est une fonction C* a support compact dans R*), on a :

quel que soit g dans G,
re@® T (x 3 b, w=1,(x. ¥)g w). py &) f (. w)
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330 M. COGNET

(en notant p, la représentation de Weil de G sur I'espace ¥ (C x R*)
relativement au caractére Y et a la forme quadratique N¢ g).

4. Soient m, et m, les deux entiers (définis uniquement modulo 2) et s,
et s, les deux nombres complexes tels que, pour i=1 ou 2:

W (t)=|t|’i(sgn (t))™ quel que soit le réel non nul ¢.

Soient m=m,; —m, et s=s, —5,.

Puisque p(p,, H,) [resp. o(p,, n,)] est équivalente a p(p,, y,)
[resp. o (u,, 1,)] on pourra restreindre I'étude au seul cas : Re(s) 2 0.

En outre, pour chaque représentation irréductible admissible de dimen-
sion infinie de G, notons #"¥~ son modéle de Whittaker relatif au caractére
additif ¥~ : x+— Y (—x). On rappelle que I'ensemble K, des entiers u pour
lesquels il existe un élément W, non nul dans %Y~ vérifiant I'égalité :

cos® sin® )

quel que soit ge G, quel que soit 6e R et pour k9=< .
—sin® cos6

W, (gko)=exp (iu®) W, (g)

est exactement I’ensemble des entiers de méme parité que m sauf si s est
un entier naturel non nul et que m est congru a s+ 1 modulo 2, auquel
cas cet ensemble est I'ensemble {8((s+1)+2k), keN, 3=+1 ou —1}.
(Cf. [GOD], ces entiers constituant les K-types de la représentation n.) La
fonction W, est alors déterminée a une constante multiplicative preés.

L’espace #'Y~ est le C-espace vectoriel engendré par les éléments W,
pour u décrivant les K-types de la représentation n. On donnera une
expression de W, page 336.

Indiquons comment cet article se présente. Les deux premiers lemmes
sont des lemmes qui établissent la convergence des intégrales introduites.
Leur rédaction est un peu technique (et en fait trés facile), mais elle
est nécessaire car elle présente diverses notations utilisées par la suite.
Notamment, elle introduit toutes les réductions a des cas qui permettent
des calculs explicites [cf. le lemme 2 qui permet d’obtenir le lemme 7 et
donc que la série discréte de G, o (i,, H1,), s'envoie sur la série principale
o(n}, n3y)]. Par ailleurs, le choix des fonctions (dans le lemme 2) qui
forment une base de &, (E x R*) permet de se passer de I'intégration sur
le groupe K

Comme dans le cas non archimédien, on construit, a la donnée d’une
représentation irréductible admissible de dimension infinie de
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CHANGEMENT DE BASE POUR GL, (R) 331

(g, K;)-module, un espace £ de fonctions de Whittaker. On montre que
cet espace est non nul et on précise le comportement a l'infini de ces
fonctions. Ainsi, cet espace est un modele de Whittaker en tant que (g’,
Kj)-module. On prouve en fait qu’il est un sous-quotient de I’espace
B (u3, u3) en introduisant, comme dans le cas non archimédien, une varia-
ble complexe supplémentaire et en faisant des prolongements analytiques.
Les lemmes d’analyticité ont été énoncés sans démonstration car la vérifica-
tion des théorémes de Lebesgue est facile et est purement technique.

Si on appelle n’ 1a représentation de (g’, K;) sur I’espace 4%, on détermine
exactement ' de la connaissance des sous-quotients de B(uj, p3) et de
majorations du modéle de Kirillov de la représentation n’.

Remarque. — On a relégué a la fin, sous forme d’appendice, la preuve
de la non-nullité d’une intégrale. Ce calcul est en effet un peu lourd, mais
nécessaire pour prouver la non nullité de I’espace de fonctions de Whittaker
qu’on a introduit.

Je voudrais remercier Jean-Lou Waldspurger pour de nombreuses dis-
cussions qui ont permis de simplifier quelques démonstrations.

I. Construction d’un modéle de Whittaker de fonctions de G’

On renvoie aux articles de Waldspurger et a I'article [CO] pour justifier
les fonctions introduites ci-dessous.

Soient fe &, (ExR*), We#}~, g, €G’. On considére la fonction :

LemMmE 1. — L'application B%y, est intégrable pour la mesure dg de

N\G.

Démonstration. — 1. Si a est un nombre complexe non nul, la fonction

R ((; 0)) S appartient 4 &, (E x R*) si f appartient 4 &, (E x R®).
a

Via la décomposition d’Iwasawa, on peut se ramener au cas ou g, est

de la forme <; ';) avec a dans C* et ndans C.
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332 . M. COGNET

D’aprés la formule (R,) de [CO], on a aussi :

(R((l) ?)f)(o, 1, 1, ])="’C(n)f(0, L1

On peut donc ramener le cas général au cas ou la matrice g, est de la

forme <(‘; (l)) avec a dans C*.

Soit a fixé non nul. On va prouver que la fonction M définie par :

(R*)2xK—C

(o, B, k) w<<; g)k>7*(k)](0, B, a.a”!, aa/ap)|Bat|"?

est intégrable pour la mesure d* ad*pdk de (R*)? x K.

2. D’aprés le quatrieme rappel (p. 330), on peut se contenter de choisir
W telle qu’il existe un entier relatif u dans ’ensemble K, tel que, pour
tous a et B dans R* et pour tout 8 dans R :

w((S g)ko>=exp(iu 8) o, (B) w<( “BO_I ?))

-1
. a 0
=exp(iu®)| B[ **2(sgn (B))" W( Iz) |>'
3. Quitte a faire ensuite une combinaison linéaire, on se raméne au cas
ou il existe quatre entiers naturels g, r, j et ¢t et une fonction h, C* a
support compact dans R* tels que, si (x, 3, b, u)eRx Rx C x R* :

F(x, ¥, b, w)y=(x+iy)y (x—iy)iexp(—n|cu|(x*+1?))
xexp(2n|cu|bb). h(u). E;(b. u). F,(b. u).

LemMME 2. — Soient x, v et 8 des nombres réels, soit u un réél non nul,
soit b un nombre complexe. Soit €=sgn(cu) et soit [ comme ci-dessus.
Ona:

ry (ko) J (x. y. b, u)y=exp(i((r—q)+e(1+j+1))0) F (x, v, b, u).

Preuve. — 1l suffit d'utiliser [GE], p. 94. ou [WALD), p. 91, et le fait
que, si r, est la représentation de Weil de G sur l'espace ¥ (R x R*)
relativement au caractére | et a la forme quadratique x+— x?, on obtient
la representation p, de G sur I'espace .¥’(C x R*) par prolongement par
continuite de la representation ry ® r, sur (R x R*) ® (R x R*) — qui
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CHANGEMENT DE BASE POUR GL, (R) 333

se plonge et qui est dense dans & (C x R¥), le plongement étant :
F(RxR*) ® ¥ (RxR*) - & (C xR*
S ®g—(z=x+iy—f(x)gW)).

Ce lemme et le choix des fonctions de %Y~ auquel on peut se restreindre
permettent de ramener le probléme en le probléme d’intégrabilité de la
fonction :

N: (R%)2*-C
(o, B)»—»lW(E g)'|f(0, B, aa™?, aajaP)|.|Ba~" |2

pour la mesure d* ad* B sur (R*)2.
11 suffit de voir que la fonction :

F: (R*)*—C
(a,z)H’W(“:)/z ?)lIal"“'*"’*“lh(aa/z)l
|z|}/2*Relerrs* D exp(—2 1 |c|(|z]|aa/2 0 +a?/| z|)
est intégrable pour la mesure d* ad* B de (R*)2.
Or, d'aprés [GOD), §2, et [WALD] la fonction xr—»W< ; (1)) est a

décroissance rapide a I'infini et a croissance lente en 0. D’autre part, h est
a support compact dans R*. On déduit facilement de cela que F est
intégrable. [J

Soit f € &, (E x R*) et soit We#"Y~. On définit la fonction A,  :

G -C
ngJ' B w (g)dg.
N\G

Soit le C-espace vectoriel B={A, y, f€e¥,(ExR*), We¥}~}. Soit ¢’
I’algebre de Lie sur R de G'. Soit Xeg', keK;,neCetg,eG.Ona:

1 n
L Aj,W((o ])81)=‘Uc(")'4/,w(81)-
2. L’application g,— A, (g, k) — qui est 'application Az, w —

appartient encore a &.
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334 M. COGNE1

3. L’application
Af y: G ->C
g (d/dt (A w(g,exp(t X)) =0

appartient encore a #. En effet, si R(X) f est la fonction telle que :

(R(xm((y 5),u)=d/dz(k(exp(rxm<<}' 5),u>) ,
b —x b —x =0

R(X) f reste dans &,(ExR*) si f est dans & ,(ExR*) et on a:
A}“ w=Apg x)s. w- On définit alors la représentation n’ de g’ sur # par :

VXeg, n(X)A;w=A}w.
On définit aussi la représentation, qu’on appelle aussi n’, de K] sur &,
action de translation a droite de Kj.

LEMME 3. — La représentation n’ munit 9B dune structure de
(a’, K})-module. Ceci est clair car on sait que les applications :

{ g’ xS (ExR*) - &, (ExR*)
(X, N—=RX) f
et
{K’, XL (ExR*) - &, (ExR¥)
(k, N R(K) f
munissent espace &, (E x R*) d’une structure de (g', K})-module. [J

LEMME 4. — L’espace & n’est pas I'espace nul.

Avant de démontrer le lemme, on va rappeler quelques résultats relatifs
aux modéeles de Whittaker d’une représentation irréductible admissible n
du groupe G.

On renvoie, par exemple, a [WALD)], p. 23 et 24, pour les calculs précis.

Soit n entier de I'ensemble K,. Il existe une fonction ¢, de B(u,, p,)
non nulle telle que, pour tout g dans G et tout 6 dans R:

?,(gke)=exp(in8) ¢, (g)
et

o, (1d)=1.
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CHANGEMENT DE BASE POUR GL, (R) 335

Identifions tout nombre complexe b a la matrice ( (1) ll))

Soit la fonction
Vi: R-C
b @, (w™ ' bg) g (b).

Soit g=< ; g) <(l) ?)k conformément a la décomposition d’Iwasawa.

On a I'égalité :
Vi(b)=exp(in8) u; (B)p, (@) |Ba™" |V (i+(bBa™ " +m))"
x(1+(M+bBat)2)~nrs+ 1V,

(Cf. [WALD], p. 23.)
La fonction V¢ est intégrable pour la mesure db sur R seulement si
Re(s) > 0. L’espace engendré par les fonctions

w,: gr—»j @, (W™ bg) Y (b)db pour toute valeur de n décrivant les K-ty-
R

pes de la représentation m=p(u,, ;) [resp. o(u,, n)] est le modéle de
Whittaker de la représentation p(u,, p,) [resp. o(u,, H,)] seulement si s
est tel que Re(s) est strictement positive.

C’est pourquoi, dans le cas géneéral (id est quand Re (s) = 0), on prolonge
la fonction V¥ & une partie du plan complexe.

Soit A? le contour suivant :

(1) si detg est positif, (2) si det g est négatif,
A Sic>0 I\ 1 Si c<0
$(—nap ' +iap™!) $(—nap~—iap™")
| S
o -
(=nap™'—iaf™") F(—nop~ ' +iaf™?)
1 Si c<0 Si ¢>0
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336 M. COGNET

Soit I'Y le contour suivant :

Le modéle de Whittaker %Y~ de la représentation p(p,, u,)
[resp. o(K,, K,)] est 'espace engendré par les fonctions W, :

G-C

ng V8 (b)db=exp(in®)p, (B) u, ()| B ™| 12
st

xj. (i+b)"(1+b*)~"*s+*2exp(2incaBf™ ' (b—n))db
rf

pour n deécrivant les K-types de la représentation p(u,, H,)

[resp. o(ny, 1)) O
Démontrons maintenant le lemme 4.

On va chercher We#7}™, fe¥,(ExR*) et g,eG’ tels que A, »(g,)
est non nul. Soit :

1. W=W, (notation p. 336).

2. f est comme dans le lemme 2 (¢f. p. 333) avec j=t=0,
(r—q)+n+1=0. La fonction h prend des valeurs positives et son support
est inclus dans R+

a 0 e , .
g =<0 | ) avec le nombre complexe a a fixer ultérieurement.

D’aprés le lemme 2, il existe une constante indépendante de a, non
nulle, notée v telle que :

a 0
AI‘W((O l))'_‘Kf.w(ﬂ)
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= 1/2 wil(?® 0))
V|a|c J'(R’)z ((0 B

x B *h(aa/aP)sgn () | Ba = |12
exp(—2x|c/aB|(«? +aa B?/2)) do* dp*.

On rappelle que :

a 0))_ —1]-1/2
W<<0 B))—u;(ﬁ)uz(a)lﬂa !

xj (+b)"(1+b>)~+s+*V2exp(2inchbap™!)db.
rf

D’aprés le choix de h et puisque le contour I'Y ne dépend en fait que du
signe de (c/af), on déduit que :

h(aE/aB).f (+b)"(1+b>)~"***V2exp(2inchbaB™')db
rf
=h(a5/aﬁ).J‘ (i+b)y"(1+b*)~"**V2exp(2in|cap~'|b)db
Te

avec I', qui désigne le contour :

P

Soit H la fonction définie sur R* par :
H(x):J- (i+b)"(1+b?)~"***W2exp(2in|cx|b)db.
Fe
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Soit

G(B)=| ma(x)sgn(a)h(aajaB)H (xf™")
Rx
xexp(—2n|c/aB|(a®+aaP?/2)) da*.

Effectuons dans I'intégrale G (B) le changement de variable a=uf~!. On
obtient que :

G(B)=u, (B~ ")sgn(B)sgn(c) | wu,(w)h(aaju) H (u/p?)
Rax

xexp(—2n|c|(|u|/B*+aaP?/2|ul))du*.

Soitv*=|a|l/2.v.sgn(c)etsoit :

I(B)=| n,(u) h(aafu)exp(—2n|c|(|u/|B?
Rx

+aaB?/2|u)) H (u/B?) du*.

On a l'egalité :

A;y((g ?))=Kf.w(a)=\"- n|ﬁl‘(sgﬂ(ﬁ))’“”"B"”I(ﬁ)dﬁ

=V, J' U, (u) h(aaju) J° (u) du
R

*

avec

Jow)=| |B[f(sgn(B))mpe*r

Re

xexp(—2n|c|(|ul/B*+pB? aE,’2|u|))H(u/B2)dﬁ

=|u|‘”'*""2..]“(l),
Donc, on a:
K w(@
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=V ( |ufp2* e +r+ 92 (sgn (u))™2 . h(aa)u)di) J* (1)

Rx

=v*((sgn(c)™2. ( |ufs2* 002 h (aa)ju) dﬁ) Je(n).

Rax

. — . .
1. Lintégrale I=| |u2*“*"*92 h(aaju)du peut étre choisie non
R
nulle.

11 suffit de choisir la fonction h a support assez petit (ce support dépend
du nombre complexe a qu’on va fixer dans ce qui suit).

2. J°(1) est différent de 0 pour au moins une valeur réelle de a.
En effet, considérons la fonction
L: R**->C
x= L(x)=J¥=(1).

Puisque r+q=2g—n—1 (ainsi, les deux entiers r+q et 1+m ont méme
parité), on a :

L(x)=| |BF*29 " Yexp(—2x|c|(1/B2+B*x/2)) H(1/B*)dp.
Rx

Il existe un entier n, assez grand tel que si n, est supérieur a n,, la
fonction x~— L(x)x" est intégrable pour la mesure dx de R”
(cf. appendice). Ce méme appendice montre aussi que lintégrale

f L (x)x"1 dx est égale, a un facteur multiplicatif non nul prés, a :
R+

[(n,—q+24+3n/2) ' T((145)/2)"'T(n,—q+3(1+n)/2+5s).

On choisira en outre n, tel que n, —q+2+3n/2 ne soit jamais négatif.
On rappelle que le nombre complexe s est tel que Re(s) est positive. Pour

de telles valeurs de n, et de s, I'integrale J‘ L (x) x" dx est non nulle. I
RQ

existe donc un nombre réel strictement positif x, tel queL (x,) est non nul.

Ainsi J°(1) est non nul pour a=_/x,. [J
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Remarque. — Si la représentation = est la représentation o(u,, p,) de
la série discréte, on peut choisir xo,=1 (cf. la description du modéle de
Kirillov de = dans ce cas. Voir [GOD), §2, p. 21).

LEMME 5. — Soit fe &, (Ex R*), We Y. Il existe un entier n tel que

la fonction K, w:a— A, w (( N

0 ., .
0 1 est majorée par la fonction
aw|a|t au voisinage de Tinfini.

On déduit de ce lemme, du lemme 3 et de la relation 1, p. 334, le
corollaire suivant : L’espace # est un modéle de Whittaker pour la repré-

sentation de translation a droite de G’ sur #.

Remarque sur ce lemme. — Dans le cas ou m est la représentation
o (p,, Hy), on utilisera ce lemme pour demontrer que I'espace # realise le
modéle de Whittaker de o (u], p3) tel que Jacquet et Langlands I'ont défini
dans [J—L] (en effet, la preuve de I'unicité du modéle de Whittaker pour
une représentation irréductible admissible de G’ nécessite les conditions de
croissance a I'infini pour les €éléments, analogues a celles données dans ce
lemme).

Schéma de démonstration du lemme S. — On se raméne au cas ou la
fonction f est de la forme donnée dans le lemme 2 et ou W est égal a W,
avec ne K, (cf. p. ). Il existe un nombre complexe A (éventuellement nul)
indépendant de a tel que :

Kf‘w(a)=l|a|é’zj. W(a: 0)](0, 2, aza~ !, aa/az?)
(R#)? 0 z

x|a]'”zsgn(az)d&d;

0
=k|a|.‘:’2.” ™ pz)(z)W<a )z""‘
(Ra)? 0 1

x exp(—mnaa/|al) |a| sgn(a.z)

x E;(xza™', aa/a. 2*) F,(xza" "', aaja.z?). h(aa/a. %) dads.

Il suffit de prouver le lemme pour des intégrales de la forme (j, et ¢,
désignant deux entiers quelconques) :

0 -
J 2'(”1“2)(2)||W<: |>I'zl'"'h(aa/°":z)]
(Rx)
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x|a| V202 exp (21| | (| | +aa/2| a])) da dz,

En faisant le changement de variable u=a. z?/aa dans I'intégrale ci-dessus,
on obtient que cette intégrale est majorée par I'expression (ou v désigne
une constante indépendante de a et ou | W| est la fonction

R*-C

T

X(J |(i+b)|")l+b2|""+"°“’””2|exp(2in|cx|b)]d6)>:
rc

f |zln,(,|+,z,lwl(a5p/zz 0)|z|(,+¢)-ul+x,)
(R)? 0 !

'+1/2

exp(—21t|c|(a5|u|/zz+22/2|u|).'h(1> dz du.
u

Le lemme découle alors des deux remarques suivantes :
1. la fonction

R**-C

xHj i b[r|14+b2 |-+ 1+Re @2 exp (2 i | | bx) | db
re

est a décroissance rapide en I'infini et a croissance lente en 0.
2. Soit, pour tout reéel r, la fonction I, :

(RY)*~C

x+— 1 (x)= z’exp(—2n|c|(:2+x/:2)d.:.
R*)
Ona:
(a) sir 2 1, la fonction I, est bornée;
(b) sir <0, la fonction x+— I,(x)/x"? est bornée;
(c) siref0, 1[, il existe une constante v, non nulle telle que, pour tout x
appartenant 4 R**: [,(x) < v,exp(—2n|c| \/:-c).x"’”".
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I1. Résultat principal et prolongement analytique

On définit, pour n un K-type de la représentation principale p(u,, ,)
— quand celle-ci est irréductible — ou discréte o (u,, ,) et pour x nombre
complexe, la fonction :

o) G-oC
g—|oB™! 2. 9,()

avec g=< : g) ( (l) ?)ke, selon la décomposition d’Iwasawa.

On définit également la fonction W :

G-C

g*—’f @5 (w™ " bg) Vg (b) db.
af

On a I'égalité :
W (g)=exp (in8) , (B) u, ()| Bou™* [~ 1)2

xJ (i+b)"(1+b?) " r*s*1+2exp(2incap ™ (b—n))db.
r¢

Il est alors facile de veérifier successivement :

1. L'application de R dans C qui a b associe @X(w™'bg)\yg(b) est
intégrable pour la mesure db sur R si Re(s+x) est > 0.

2. Dans ce cas, on a:

‘( ¢, (W' bg) Vg (b)db=J @ (w™ ! bg) Vg (b) db.

3. On a l'analogue de la proposition 2 établie dans le cas non
archimeédien : si Re(x) est assez grande (en fait, si Re(x) > —Re(s)+1
(cf- [CO)), il existe une fonction ®F , & valeurs complexes et définie sur G’

telle que :
(a) @}, appartient a I'espace B(p;| |2, u2| e *2);

(b) Soit I'application
G -C
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g A7 w, (&)= Wi@r,@R@)T© 1,1, dg
ARN¢

On a I'égalité, pour tout g, dans G' :

1 =
(*) A;.W,,(gl)=J‘ ;.n(“’( a)gn)"lc(a)da.
c 0 1

cette égalité résultant de I'égalité 2 et de [CO].

On a, en outre :
(%) @7 ,(g,)

=7,(1) Ky () uy (B)|aB ™[ * 2 sgn ()

R* x R*

x( f <p,<k)<r¢<k)k(g,m(<°‘ °>. l/:xB)dk)da*zdﬁ
K 00

(v, (1) étant le facteur de Weil de la forme g relativement au caractére
Vg):

(c) Soit A I'espace vectoriel engendré par I'ensemble des fonctions @} ,
pour f décrivant &, (E x R*) et n décrivant I'ensemble K,. A4 est inclus
dans le (g’. Kj)-module B(p;| [57. p.,[ c¥?). On vérifie facilement
(cf. p. 334) que A est stable sous les actions de g’ et de K; et est donc un
sous-(g’. Kj)-module de B(u;| [£2. p3| [£¥2).

Par ailleurs, on a les deux lemmes d"analyticité :

1. quel que soit I'élement g, de G’, I'application x+— A, , (g,) est
analytique sur I'ouvert Q. ensemble des nombres complexes dont la partie
réelle est strictement supérieure a —Re(s)— 1.

(: —Ia>g,)wc(a). dcfinic a priori si

Re(x) > —Re(s)+ 1, est définie par la rclation (**) sur Q. L'application

1 —a . . e

XHJ‘ ¢j_,,(w(0 l“)g,)\y:(a)da est analytique sur Q. L'égalité
C

(%) est donc vraie pour x décrivant Q et il suffit de faire x=0 pour

2. L’application x»—»(b"'"<w<
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obtenir que :

Af.w,,(gx)=J‘ (D?,n(W((l) _la)&) V¢ (a)da
c

et ®F € B(u;, 1)

D’apreés le résultat (c), 'espace vectoriel engendré par I’ensemble des
fonctions A, y_ pour f décrivant & (E x R*) et pour n décrivant K, est
un (g’, Kj)-module, sous-quotient de B(uj, p3). Comme cet espace est &,
il n’est pas de dimension finie (puisqu’un modeéle de Whittaker n’est jamais
de dimension finie).

Soit pour p entier naturel non nul v, le caractére de R*t+—t” et Gp le
caractére de R* r+— t?sgn (¢).

ProposITION. — 1. Si, quel que soit I'entier naturel non nul p, pj pu5~*

est différent de v, n” est irréductible et est la représentation p(uj, u3).

2. S’il existe un entier naturel non nul p tel que pj p,~ ! est le caractére

v, si uy py ! est le caractére ‘\'zp, I'espace & est alors BS (u}, p5) et n’ est la
représentation o ([, H3).

3. S’il existe un entier naturel non nul p tel que p;u5~! est le caractére
ST uy! est le caractere v,, I'espace & est alors B(u), p;) et n’ est

réductible.

Démonstration. — 1. 1 est clair car on sait que pjp5 ' ()= (tr) et la
représentation de B(uj, p3), translation a droite de G’, est réductible
seulement si s est un entier non nul.

2. Comme % ne peut étre de dimension finie, & est soit B(u}, p5), soit
B® (W, u3).
Soit f€ ¥, (E x R*) et soit ne K,. Pour a dans C*, on considére :

K, w,(@)=A4;w, ((8 (l) ))

LEMME 6. — Il existe un nombre réel A tel que, quel que soit le nombre
complexe non nul a et au voisinage de 0, on a :

Kf. W, (@) <A | My (aE)[ (a@)M 4Pz,
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Remarque. — La majoration donnée dans ce lemme est aussi vérifiée
pour toute combinaison linéaire de fonctions a+ K, 4 (a) et I'est donc

aussi pour toute fonction a+— V((S ?)) quelle que soit V dans %.

Démonstration du lemme 6. — On peut se restreindre au cas ou f est
comme dans le lemme 2. Ce lemme 2 assure que :

ry(ke) 7 (0, z, aza™?, aaja. z?)
=(=D9@) " 2 Mexp(i((r—g+e(1+j+1))0)
xexp(—2n|c|(|a|+aa/2|al)
xE;(xza™?, aaja.z?). F,(aza"*, aaja.z*) h(aa/a. z%)

[avec e=sgn (c a)] [expression (E)].

Comme

Kf.w,(a)=|alé’zj uf(Z)z"Sgn(z)W,.«: ?))sgn(u)

(R*)2 xK
ot . -1 = .2 —1/2 g% *
r(k) (0, z, aza™ ', aaja. 2%) |a| da dz,

on peut, pour obtenir la majoration du lemme, au lieu de garder
ry (k) 70, z, «.za™ ', aaja.=?) dans I'expression de K, w,. se restreindre
a des expressions de la forme (*) [cf. expression (E)] quitte a faire une
somme finie de telles expressions par la suite et avec j, et t, désignant
deux entiers naturels :

(%) z"*Pexp(—2m|c|(a|+aa/2|a]))(aa)Vr*"1"*(Re(a)y! (Im(a))

x a1 *112 h(aaja . z?).

Par ailleurs, comme & est la série discréte o(u,, 4,), on peut considérer
(cf [GOD], §2. p. 21) :

0 ‘
) w«: 1)"o)=°Xp<ine)<u.(Iul)lal"’)
x|a|'*P? g exp(—2n|cal)
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si sgn(a) =sgn(c) et avec s’ entier naturel.

(%) W((: ?)k.,)=cxp(me)<u,(lml%lml""'2

x|a|t P2 o exp(—2m|cal)

si sgn (o) = —sgn(c) et avec s’ entier naturel.
Soit RS =REIn % gf RS = R~ (san (eh*,
Soit H I'application :
R*xR*xN—>C
(% z. x)y= i )| | r (oD [z]7P**e a2 | h(aaiaz?) |
exp(—2n|c|(2|a|+aa2|x|)).
En groupant les expressions (%), (*%) et (*%x), la valeur absolue de

K, y, (a) est majorée par une combinaison lineaire (portant sur les indices
(r. q. j,. 1,. s'. s”")) d’expressions de la forme :

(aa)'2~Yr1*1 2| Re(a) 1| Im(a) | (J H(x z. 5')dad:

RSXR'
+f H (a, =, s”)d&d?).
n‘sun!

Soit

-

Cy(a)=(aa)”" =" 2712 [Re(a) | [Im (a) |
XJ H (2. =, s’)d;d;
RS x Re

et

b

Cyla)=(aaq) 1> 212 | Re(a))'r. |Im (a)|"
xj H(x = sV dxd>.
RS < Re

Posons. dans I'expression C, (a). u=x.z aa. On a I'égalité :

Cy(@)=|p, (aa)|. (aa) =" * |Re(@) || Im(a) [
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j Iy ] | (L)
Rsxlt'

x | uls'+(.i|"“1)/2 |Z |-P+(r"'q)'2"‘Ul +1)

x exp(—27|c|(2aa|u/z2+|u|/2))dz du.
11 existe donc une constante positive A qui ne dépend pas de a telle que :

C.(@=M|p; (ad)|. @@y *¥2.|Re(@)]ir. |Im (a) |
xJ‘ |z|7P*e+o-25-Ui*1) x exp(—27|c|(aa/z? +2%)) dz.
n.

Une égalité du méme type est vraie pour I’expression C, (a) au changement
prés de s’ en s”.
On obtient, avec les notations utilisées page 16 dans le lemme 5 :

Cy(@=1|n, (aa)|(aay* !>, |Re(a)}
X I Im (a) |'l : '(-pﬂrﬂn—zr-u: +u) (aa'

On déduit le lemme des propriétés des fonctions I, (pour r entier relatif)
qu’on a rappelées page 342 et de I'égalité ci-dessus.

LeEMME 7. — Si #=B(u;, u3), il existe une fonction V dans & telle que,
quel que soit a=vy+id dans C* (avec y=Re(a) et §=Im(a)) :

V((; (:))=(a¢'!)"“"u,(05)

xJ- (14+x2+y?)~U*Pexp(dinc(yx—38y)dxdy.
uz
Ce lemme contredit le lemme 6. D’ou le résultat annoncé dans la proposi-
tion.

En effet, d’aprés le lemme 6, il existe un nombre réel A tel que, pour
tout a non nul et au voisinage de 0, on a :

I (l+x2+y1)‘“*"exp(4i1tc(7x—6y))dxdy < l(aa)plz—xu.
r2
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En faisant tendre a vers 0, on obtient la contradiction cherchée (on rappelle
que p est un entier naturel non nul).

Démonstration du lemme 7. — Si #=B(u}, p3), & est 'ensemble des

(l) _la>81) Ve (a)da pour & décri-

vant B(uj, H3). Soit 0 la fonction de C x C dans C telle que :

fonctions de la forme g, HJ Q(w(
C

8 (x, y)=exp(—2m|c|(xx+yy))

Quel que soit g, € G’, soit (p(g,)8) la fonction de C x C dans C telle que
(p(g,)0)(x, »)=0((x, ) g,)- Considérons ® (dont on sait qu’elle appartient
a B(pj, p3) d’apres [J-L]) telle que, pour tout g, dans G':

®(g,) =y} (detg,)|detg, é’zj' (15”0 e (P (81 8) (O, D) d1.
e

Un calcul facile montre qu’il existe une constante v non nulle telle que,
pour a dans C* :

1 =b\[/a O = pe12
L"’(W(o ]>(0 l))\uc(b)db—waa) b, (ad)

xJ. (1+bb)~**Pexp(4inc(ba+ba))db.
C

c’est-a-dire :

1 -b 0 et -
JCQ’('”(O ! )(; 1)>¢c<b>dh=v<aa> P*12y, (ad)

xJ (1+x2+33)~P*Vexp(dinc(yx—25y))dxdy.
RZ

Il suffit de remplacer la fonction 6 par la fonction /v pour établir le
lemme.

Il reste a établir le troisiéme point de la proposition. Supposons que #
soit I'espace BS (u}, p3). On sait que I'action n" sur & est en fait la série
principale p(v,, v,) avec, pour t nombre complexe non nul :

v (0)=1""y, (1)
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V(=P (t)=t""p, (t1)  (cf. [God], §2, p. 13).

Le modéle de Kirillov de & est alors (cf. [J-L], p. 233 et 96) I’ensemble des
fonctions hg, :

C-C

arv, (a)(a(-z')”zj‘ ®(at, ™) P. P dl

c'
avec @ décrivant les fonctions de C? & valeurs complexes telles que :
®(x, y)=P(x, y, X, Y)exp(—2=n|c|(xx+yy))
avec P, polynome a coefficients complexes et en quatre variables.

LEMME 8. — Soit P un polynome en quatre variables et a coefficients
complexes. Soit ®, I'application de C x C dans C telle que :

O(x, y)=P(x, X, y, y)exp(—2n|c|(xX+yp)),

il existe une constante réelle A telle que, quel que soit a non nul et au
voisinage de O :

|ho (@] < M|, (@@)"* 7"

Démonstration. — Quitte a faire une combinaison linéaire, on peut
considérer, sans restreindre la généralité, que ® est de la forme, pour
(y, x, u, z) dans N* et (v, w) dans C? :

O (v, wy=1" w*t" wiexp(—2n|c|(v0+ww)).

On a I'égalité :

ho(a)=v, (a)(aE)"za’E"J rru-zpey-x
C.

xexp(—2n|c|(a5n_+(xf)“))d?

et il vient que :
|h°(a)| < (aa “‘p+U+u))12|pl (aa)l( ‘[ (t?)"‘*""i“‘ﬂill
e
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xexp(—2n|cl(a5tt’+(tt_)"))d?

c’est-a-dire, au voisinage de 0, il existe une constante A positive telle que :

|ho(@)| < A(aa)* ~P*0*“2|y (ag)| si —(y+uw+(x+2)>0
< A(aa)! "Pre*D2 Y (aa) | si —(y+uw)+(x+2)<0
< A(a@)0*w-P2rUsly (aa)|  si (v4u)—(x+2)=0.

Le lemme découle de ces majorations.

On va construire maintenant une fonction de # qui ne vérifie pas la
majoration du lemme précédent.

Considérons a nouveau I’élément non nul 4, y utilisé dans le lemme 4
page 12. Supposons en outre que 'entier n, K-type de la représentation =,
est égal a 'entier p tel que p, p; ' ()=t quel que soit le nombre réel non
nul .

Comme p est un entier non nul (¢f. le point 2, p. 343), on a I'égalité
(cf. notation de la formule donnant K, y (a), p. 337).

S ()

=v(aa)'? I #1 (B) B2 () B h (aa/aB) sgn (o)

(R*)?

x exp ( —2n|c/aB|(a2+aEﬁz/2))<J (i+b)? (14 b2)~2p+102
R

xexp(zmcbaﬁ-')db>d&dﬁ.

Aprés changements de variables (notamment a =uaa/B) du méme type que
ceux effectués dans la démonstration du lemme 5, on a I’égalité, pour v’
constante indépendante de a et non nulle :

KI. w(@)=V (aa)~?*'"? H, (aa)

gz
xJ |B|""*'cxp(——2n|c|(— +aa/B2>>
. 2
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x(f (i+b)"(1+b2)‘“+2v’/2exp<3§‘%é‘f)db)dﬁ.
[ 14

D’aprés le lemme 8 qui préceéde, il existe une constante réelle A telle que,
pour a au voisinage de 0 :

|K,. w, (@)/(V' (a@)'/*"? ., (aa))| < . (aa)?2~ 1%,

La limite de la fonction majorante pour a tendant vers 0 est nulle car p
est un entier non nul et positif. Celle du membre de gauche vaut :

(f |Bl"“"*'exp(—nlclﬂz)dﬁ)(j (i+b)"(l+b2)"‘“*”’2db>.
R* R
La contradiction vient du lemme suivant :

LEMME 9. — L’intégrale J=J' (i+b)? (1 +b%)~@P*V24p est non nulle.
R

Démonstration. — C’est un calcul déja fait pour la démonstration du
lemme 5. En effet :

(i+b)P(1 +b2)_‘2 ””"2=i"(l -ib)_”z(l +ib)"2 P12

Comme 1+p>1l,ona:

J=iP2'"PT(1/2) 'T(p+1/2)"' T (p)

(¢f. [Wald], p. 93). Donc, J est non nulle.

L'espace # n'est pas l'espace B®(u}, p3) et est donc tout I'ensemble
B(p}, n3)

A chaque représentation n de I'algébre de Hecke 'y de G, on associe
le seul quotient irréductible non nul de la représentation n’ construite
ci-dessus — qui est exactement n’ sauf si & est la représentation de la série
principale p(p,, p,| |™?) ou p est un entier naturel non nul et auquel cas
ce quotient est le module de dimension finie. Il s’agit précisément du
changement de base de Langlands dans le cas archimédien.
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Appendice (cf. p. 340)

On rappelle que :

L(X)=J' [BP*247""texp(—2m|c|(1/B*+x B> +xB?/2) H (1/B%) a*B.
R

Pour montrer la convergence de I'intégrale J L (x) x" dx, considérons la
“+
fonction g :

RxI . xR*—-C
(B, b, x) x| B[R @297 L exp(—2n|c|(1/B* +x B*/2)
|14 52| *Re@+ 12| 4 p|"|exp(2inb]|c|/B?).

(a) j. g(B, b, x)dx est égale a :
Rﬁ-

(nl!/(nlcl)nl)lBI(RC(:)+2q—n—2n1—3)exp(_2ﬂlcl/ﬁz)'i+bln
x|[14b2| "+ 1*+Re2exp(2inb|c|/B?).

Soit U (B, b) cette expression.

(b) '[ U(B, b) dB vaut, a une constante multiplicative pres :
R
|i+b‘"| 1 +b2‘—(n+l+lle(s)i/2
(J’ B""'”""‘"z"l'3exp(—21t|cl/Bz)exp(2in|c|b/Bz)dﬁ>
n+

=|l+b'nl l +b2l—(n*l+Re(s))/2<J- B—Re(s)—24+u+2n|+3
R*

xexp(—2n|c|ﬁz(1+lm(b)))dﬁ)

=li+b|n||+b2I-(n+l+le(s))12(2n|cl(]+Im(b))(lc(x)*2q—n—2nl—3)ll

xI'(2n, +3+n—Re(s)—29).
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(c) L’application

lei_l_blnl1+b2'—(n+l+ke(s))/2(l+Im(b))(ke(s)+2q—n—2n,—3)/2

est intégrable sur I', si n, est assez grand (la partie réelle de b qui décrit
le contour I, reste bornée). Ces calculs permettent notamment d’appliquer
le théoréme de Fubini. On a donc I'égalité, pour n, assez grand :

'[ L (x)x"t dx
n+

=2(n1!)/(1;|c|)n, (J CXp(-—21t|c|BZ) prnt3-s+n-2q
n#

x([ (i+b)"(l+b2)""”+”’2cxp(2i1t|c|sz)db>dﬁ)
r.
c’est-a-dire :
J‘ L (x)x™dx
R+
=2(n,))/(x|c|ym (J (i+b)"(1+b2)~+1+an2
r.
x(2n|c|(l+ib))"”“""’2“1‘3”2db>r(2n,+3+n——s—2q).

Or: (i+b)y"(14+b%) "2 =i"(1—ib)"? (1 +ib) "2,
On deduit qu'il existe une constante A, non nulle telle que :

f L(X)x”ldx:)‘"lj. (1+ib)TI=2" M =3mW2 (] _jp)=(1+a2 gp
R r.

On a I'égalité :

(1+ib) 1 (1=ib)72db=n2""""1* 2T (y)) ' T (y)) ' T (¥, +p,— 1)
(cf. [Wald], p. 93) vraie pour tous les nombres complexes y, et y, tels que
Re(y,+y,) > L.

En choisissant n, peut-étre encore plus grand (notamment pour que
Re(n, +5/2+3n/2+5s) soit strictement supérieure a 1), on obtient que,
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avec A, =

M. COGNET

A,

J‘ L(x)x"! dx=k;12""1‘“”2*3"’2“’
Rt

[FR]

[H]

[GE]
[GOD)
[-L]
[WALD]

[WALD 2)
[CO)

(0]

xT(n,—q+2+3n/2) ' T (1 +5)/s) ' T (n,—q+3(1+n)/2+5).
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