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LEMMES DE ZEROS
DANS LES GROUPES ALGEBRIQUES
COMMUTATIFS

PAR

PaTtricE PHILIPPON (*)

RESUME. — Nous démontrons un nouveau Lemme de Zéros utilisant des opérateurs de
translations et de dérivations pour un groupe algébrique commutatif quelconque. Ce résultat
améliore les théorémes antérieurs de D. W. Masser et G. Wiistholz essentiellement dans le
décompte des opérateurs de dérivations. Il fournit également un renseignement quantitatif
intéressant sur les sous-groupes obstructeurs comme suggéré par D. Bertrand.

ABSTRACT. — We prove a new Zeros Estimate using translation and derivation operators
for an arbitrary commutative algebraic group. This result improves previous theorems of
D. W. Masser and G. Wiistholz mainly with respect to the derivation operators. It also
gives interesting quantitative information on obstruction subgroups as suggested by D.
Bertrand.

1. Introduction

Y. V. Nesterenko a démontré dans [12] une version affaiblie, mais
effective du lemme de Shidlovsky. La méthode développée par Nesterenko
a suscité un vif intérét et c’est ainsi que W. D. Brownawell et D. W.
Masser la reprirent dans [3], puis Brownawell dans [2], et dans un contexte
quelque peu différent, les équations différentielles considérées n’étant plus
linéaires mais algébriques.

Ces travaux ont montré I'impact de la notion d’opérateurs algébriques
représentant des dérivations dans les questions de lemmes de zéros. Un

class and their applications in the theory of transcendental numbers, Izv. Akad. Nauk.

SSSR Math., 41, 1977, Math USSR Izv., 11, 1977, p. 239-270.
[13] NorTHCOTT (D. G.). — Lessons on rings, modules and multiplicities, Cambridge Univ.
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356 P. PHILIPPON

lemme de zéros consiste en une minoration du plus petit degré d’un
polynoéme non trivial s’annulant, avec un ordre minimal specifié¢, sur un
ensemble donné. Masser [7], puis Masser et G. Wiistholz ([9], [10] et
[11]), étudiant les lemmes de zéros dans le cadre des groupes algébriques
commutatifs utilisérent parallélement aux opérateurs de dérivations des
opérateurs de translations. Les résultats obtenus par Masser et Wiistholz
sont trés fins mais incomplets & au moins un égard, ils ne considérent que
des dérivations le long d’un sous-groupe analytique a un paramétre du
groupe algébrique considéré. C’est Wiistholz, qui le premier réussit a
prendre en compte des sous-groupes analytiques a plusieurs parameétres
(voir [17], théoréme 2). Le lemme de zéros démontré par Wiistholz est
efficace dans le cadre de la méthode de Baker (cf. paragraphes 7 et 8 de
[17]), mais ne répond pas dans le cadre de la méthode de Gel'fond aux
conjectures souhaitées (voir [14] chapitre 2, par exemple).

Notre propos dans le présent texte est d’établir un lemme de zéros dans
les groupes algébriques commutatifs améliorant les précédents et validant
notamment les hypothéses faites dans [14].

Au paragraphe 2 suivant, nous énongons notre théoréme principal
(théoréme 2.1) et en donnons deux corollaires faisant le lien avec [9], [8],
[10] et [17]. Ainsi, nous tenons compte dans le théoréme 2.1 d’une sugges-
tion de D. Bertrand qui a remarqué 'importance de faire intervenir, dans
I'estimation des zéros, les degrés des sous-groupes algébriques du groupe
consideéré [1].

Au paragraphe 3, nous rappelons quelques résultats de la théorie des
fonctions de Hilbert-Samuel multihomogénes dont I'essentiel se trouve
dans [6], chapitre IV et dans [16]. Le résultat central de ce paragraphe est
la proposition 3. 3.

Au paragraphe 4, nous mettons en place les outils nécessaires a la
démonstration du théoréme principal. Dans la premiére partie, nous défi-
nissons des opérateurs décrivant simultanément les dérivations et les
translations sur un groupe algébrique commutatif et en montrons les
propriétés fondamentales. Pour ce faire, nous utilisons I'astuce dite de
Coates-Baker-Anderson révisitée par G. V. Chudnovsky et déja mise en
ceuvre dans [14]). Dans la seconde partie, nous établissons un cas particulier
du lemme clef utilis¢é par Wiistholz dans la démonstration de son lemme
de zéros de [17].

Enfin, au paragraphe 5, nous donnons la preuve du théoréme principal.
Cette preuve doit beaucoup au paragraphe 5 de [10] ainsi qu’a de longues
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LEMMES DE ZEROS (ALGEBRIQUES) 357

discussions avec D. Bertrand, que je suis heureux de pouvoir remercier
ici. En particulier [1] et les notes de son cours de I'année 1983-1984 m’ont
été de la plus grande utilité.

2. Notations et résultats

On désigne par K le corps C des nombres complexes ou, pour | premier,
le corps analogue C, des nombres /-adiques et par p et d des entiers > 1.
On considére des groupes algébriques commutatifs G,, . .., G, définis sur
K et de dimensions respectives n,, ..., n,, On pose G=G, x ... xG, le
groupe produit, n=n, +... +n, et 'on se donne un sous-groupe analyti-
que ® dans K* a valeurs dans G (K) (c’est-a-dire un homomorphisme @ :
K* - G (K) défini et analytique au voisinage de I'origine de K%). On note
A=im® et T un sous-ensemble fini de G (K) contenant I'origine de G. On
définit £(0)={0} et

Zm)={x;+...+x,; x;€XZ}.

On suppose que pour i=1, ..., p le sous-groupe G; est plongé comme
sous-variété quasi projective d’un espace projectif Py. Le groupe G est
alors naturellement plongé dans I'espace produit P=Py x ... x Py, On
introduit :

R=K[X) ¢ .- s Xy npp - Xp oo - -5 Xp )

p. p,

'anneau des coordonnées de P ou K[X; o, ..., X; 5] est I'anneau des
coordonnées de Py, pour i=1, ..., p. Un polynéme multihomogéne, non
nul P de R (i.e. homogéne par rapport aux coordonnées de Py, pour tout
i) définit une hypersurface Z de P. On dira que P est de multidegré
(Dy, ..., D)) sl est de degré D; par rapport aux coordonnées de Py,
pouri=1, ..., p.

Suivant [10] et [17] on définit, ord, P, I'ordre d’annulation le long de 4
de P en un point g de G en considérant la fonction ¥ : K¢ — G (K), définie
et analytique au voisinage de 'origine de K¥ obtenue en composant ®
avec la translation 1, par g dans G. Il existe des fonctions analytiques

Vi, 0@y - s Wy N @) sV, 0@, L Y, N,(z)
représentant ¥ au voisinage de z=0 dans K°.
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358 P. PHILIPPON

Si la fonction analytique f(z)=P(V,,(2), - .-, ¥, N,(Z)) est identi-
quement nulle nous poserons ord, P=co, et sinon ord, P sera I'ordre
d’annulation de f(z) en z=0. On vérifie que cette définition ne dépend
pas du choix des fonctions représentant ¥. Si G’ est un sous-groupe
algébrique de G, ANG est image d’'un sous-groupe analytique
@ : K¥ - G(K) de @, et on note codim, (4 N G)=d—d’ la codimension
analytique de A N G’ dans A.

Enfin, pour V sous-variété de P on note H(V; d,, ..., d,)/(dim V)! la
partie homogéne de plus haut degré (=dim V) du polynome de Hilbert-
Samuel multihomogéne de V (voir § 3 pour une définition). Remarquons
simplement que si p=1 on a H(V; d)=deg V.d%™" ou deg V est le
nombre des points d’intersection de V et de dim V hyperplans génériques.
Si I est un idéal multihomogéne de R (i.e. engendré par des polynomes
multihomogénes) on note 2 (I) 'ensemble des zéros communs aux éléments
de I dans P, c’est un sous-ensemble algébrique de P. Nous dirons qu’une
sous-variété V de G est incomplétement définie dans G par des équations
de multidegrés <(D,, ..., D,) si V est une composante irréductible de
G N Z(I) ou I est un idéal de R engendré par des polynomes de multide-
grés <(Dy, ..., D)) (i.e. de degrés <D; par rapport aux coordonnées de
Py, pour i=1, ..., p; voir § 3, définition 3.5 pour plus de précisions).

Avec ces notations nous expliciterons dans les paragraphes 4 et S des
entiers rationnels ¢, ..., ¢,>1, ou ¢; ne dépend que du plongement de
G; dans Py, tels que I'on ait le théoréme suivant :

THEOREME 2. 1. — Soit Te N, on suppose qu’un polynéme P de multidegré
(Dy, ..., D,) de R s’annule a un ordre >nT+1 le long de A en chaque
point de X (n). Alors il existe un sous-groupe algébrique connexe G’ de G,
incomplétement défini dans G par des équations multihomogénes de multide-

grés <(c,D,, ..., c,D,), contenu dans un translaté de G N\ Z (P) et tel
que :
T+codim (A NG’
( +codim,, ( mG)).card((Z+G’)/G’).H(G’; D,, ...,D,)
codim, (AN G’)

<H(G;c¢,D,, ..., chp).

Grace a un récent travail de H. Lange [5] on sait que I'on peut construire
effectivement des plongements projectifs des G;(i=1, ..., p) permettant
de prendre ¢y, ..., c,<2. Nous démontrons le théoréme au paragraphe
5, mais nous voulons dés maintenant en déduire des corollaires particuliers.
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LEMMES DE ZEROS (ALGEBRIQUES) 359

D’abord nous voulons montrer que le théoréme 2.1 généralise et amé-
liore les lemmes de zéros antérieurs de Masser [7], de Masser et Wiistholz
([9], [10]) et de Moreau [8]. Pour ce faire, nous donnons un corollaire
raffinant les deux versions du théoréme principal de [10]. Les améliorations
sont ici de deux ordres :

D’une part, nous ne retenons des deux types de conditions imposées
dans ce théoréme principal de [10] que le premier qui est le plus naturel.
Ceci permet dans les applications de ne pas avoir de restrictions sur I’ordre
T des dérivations (voir [15] pour un exemple d’application ou ce point est
crucial). Cette amélioration est due a la « bonne » définition des opérateurs
données au paragraphe 4.1 et déja esquissée dans [14].

D’autre part, nous adoptons une formulation, proche de celle du
théoréme 2 de [8], et qui englobe les deux versions (générale et disjointe)
du théoréme principal de [10). De plus, dans cette formulation, nous
gardons également trace, comme dans [1], proposition 1, des degrés des
sous-groupes G’ de G considérés, ce qui fournit une information supplémen-
taire utile dans les applications de [1]. On reprend les notations précédentes
en supposant dim A=d=1, et, a toutes sous-variétés ¥ de P on associe,
pour a=(a;, ...,a,) tl que O<o;<N,...,0<a,<N, et
o; +...+a,=dim V, des entiers deg, V définis de la fagon suivante :

deg, V=max{card(VNL,x... xL,)}

ou L, parcourt I'ensemble des sous-variétés linéaires de codimension a;
dans Py, pour i=1,...,p et dim(VNL;x...xL,)=0. On pose
deg, V=0 s’il n’existe pas de telles sous-variétés. Avec ces notations il
existe un nombre réel ¢ ne dépendant que du plongement de G dans P
veérifiant le corollaire suivant :

COROLLAIRE 2.2. — On suppose qu'un polynéme multihomogéne P de
multidegré (D,, ..., D,) s’annule a un ordre >nT+1 le long de
A(dim A=1) en chaque point de X (n). On suppose de plus que pour tout
sous-groupe  connexe G'pA il existe (ry,...,r,) tel que
r,+...+r,=codim; G’ et

(T+1).card((E+G)/G’). deg, G'>c. D}. . . Dy

ou a=(n,—r,, ..., n,—r,). Alors le polynome P s’annule sur tout un
translaté de A.
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Démonstration. — Soit s=codim,(AMNG’) on remarque que

T+ . .. . . -
( s)= T+1 st AN G’ est fini ou sinon=1. Par ailleurs, on déduit de
s
Iinterprétation des coefficients du polynéme H(G’; Dy, .. ., D,) donnée
au § 3 suivant que pour tout (r,, ..., r,) tel que r; + ... +r,=codimg; G’
ona:

’ll_" n,—r
Dyt7". . . DppT'r

(n,—r)!.. .(np—rp)!'

HG; Dy, ..., D,)>deg,G’.

Comme G=G, x ... xG, on déduit du lemme 3.4 que (voir § 3) :

Dir...Dpr
H(G; ¢, Dy, ...,c,D))<c. ————
ny!o..ng!

en prenant ¢> n/cjt.deg G,...cpr.deg G, Les conditions imposées dans
le corollaire 2.2 montrent que le sous-groupe G’ obtenu en appliquant le
théoréme 2. 1 contient A et est contenu dans un translaté de G N 2 (P) et
ainsi le corollaire est déduit du théoréme 2. 1.

Ensuite nous voulons montrer que le théoreme 2. 1 généralise et améliore
le lemme de zéros annoncé par Wiistholz dans [17] (théoréme 2, p. 283).

L’amélioration consiste essentiellement a remplacer les coefficients T,
par les coefficients o, comme exposants de I'ordre de dérivation (dans la
terminologie de Wiistholz) et est fondamentale dans plusieurs applications
(voir [4] par exemple). Elle permet en particulier de lever la conjecture de
[14] (conjecture 2. 12, p. 61) laissée ouverte par le travail de Wiistholz.

Pour le corollaire suivant on reprend les notations du paragraphe 5 et
'on suppose que les groupes G,, ..., G, sont disjoints au sens de [10],
C’est-a-dire que tous les sous-groupes algébriques G’ de G=G, x ... xG,
sont de la forme G'=G, x ... x G, ou G; est un sous-groupe algébrique
de G, Soit '=Zvy,+...+ZY, un sous-groupe de type fini de G, pour
S§ >0 on pose

Fs={s;7;+... +57; 0<s5,<5}.
On pose pour r=(ry, ..., r,) tel que O0<r,<n,, ..., 0<r,<n,
p,=min {rang,(I'/T NG}
c,=min{dim(4/A N G")}
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LEMMES DE ZEROS (ALGEBRIQUES) 361

ou les minimas sont pris sur ’ensemble des sous-groupes algébriques G'=
Gy x ... xG,de G tels que codimg, G; >r; et G’ D A.

COROLLAIRE 2.3. — On suppose qu’'un polynéme multihomogéne P de R
de multidegré (D,, ..., D,) sannule a un ordre >nT+1 le long de A en
chaque point de I',5. On suppose de plus que pour tout xr=(r,, ..., r,) tel
que 0<r,<n,, ..., 0<r,<n, on ait

(T+1).87>c.Dp...DYp.

Alors le polynome P s’annule sur tout un translaté de A.

Démonstration. — On pose =I5 et I'on vérifie aisément que pour tout
G’ sous-groupe algébrique de G ne contenant pas A on a
card((I's+ G’)/G’) = SPr et de méme si on note s=codim,(4 N G’) on a

T+s . . , .
s!( )>(T+ D* ou r=(ry,...,r,) avec r;=codimg G; si
s

G'=G} x ... xG,. Enfin on vérifie grice au lemme 3.4 que (voir § 3) :
s!H(G; ¢, Dy, ...,c,D))
H(G; D,, ..., D))

<c.D...DYp.

Les conditions imposées dans le corollaire 2. 3 montrent que le sous-groupe
G’ obtenu en appliquant le théoréme 2.1 contient A4 et est contenu dans
un translaté de G N\ Z (P), ainsi le corollaire est déduit du théoréme 2. 1.

Enfin pour conclure nous voulons signaler que le fait que le sous-groupe
algébrique exhibé dans le théoréme 2.1 est incomplétement défini par des
equations de multidegrés <(c,Dy, ..., c,D,), permet de retrouver le
théoréme I de [11].

3. Rappels sur les polynomes de Hilbert-Samuel multihomogénes

Pour faciliter nos références ultérieures, nous rassemblons dans ce para-
graphe quelques définitions et propriétés plus ou moins classiques sur les
idéaux multihomogeénes. Le lecteur pourra comparer avec 'appendice de
[10] et consulter [16].

Nous reprenons I'anneau :

R=K[X1‘ 05 ** Xl. Nps ** s Xp, 0 * 9 Xp. Np]
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362 P. PHILIPPON

introduit au paragraphe précédent ainsi que la notion de polyndme multi-
homogéne de multidegré (D, ..., D,) dans R. Soit I un idéal multihomo-
géne de R (i.e. engendré par des polynémes multihomogénes), I admet
des décompositions primaires minimales (ou de Lasker-Noether) de la
forme :

I=an..- nnh.

Nous dirons qu’une composante primaire Q de I est triviale (ou irrelevante)
si son radical contient

m.?=1 (Xi. 0 ** > Xi, N,')'

Un idéal multihomogéne sera dit trivial si toutes ses composantes primaires
sont triviales. Considérons d,, ..., d, des entiers positifs, et
(R/D,, ..., a, le K-espace vectoriel des éléments de R/I de multidegres
(d,, ..., d,). On sait que lorsque les entiers d,, .. ., d, sont suffisamment
grands, la dimension sur K de (R/D)q,, ... 4, coincide avec la valeur en
(dy, ..., d,) d’un polyndme en p variables a coefficients dans @ appelé
polynéme de Hilbert-Samuel (ou fonction caractéristique) de I (voir par
exemple [16], théoréme 7, p. 757). Remarquons que ce polynome est
identiquement nul si et seulement si I est trivial (c¢f. théoréme 6 de [16]).
Si I est non trivial le degré du polynome de Hilbert-Samuel de I est égal
a la dimension du sous-ensemble algébrique Z (I) dans P. Pour I idéal
multihomogéne non trivia, on note comme précédemment
H(I; d,, ..., d,) le polynéme homogéne égal a (dim I)! fois la partie
homogeéne de plus haut degré (=dim I) du polynome de Hilbert-Samuel de
I. Si I est I'idéal de définition d’une sous-variété V de P (non nécessairement
irréductible) nous  noterons encore H(V;d,, ...,d,) pour
H(I; d,, ..., d,). En particulier si V n’est pas fermé pour la topologie de
Zariski, le polynome H(V;d,, ...,d,) est défini comme étant
H(V;d,, ...,d,) ou V désigne I'adhérence de Zariski de V dans P.
Ecrivons en posant a=dim I, H sous la forme :

a!

(¥ H@dy .., d)=F, . . _ &, . .dY

o!l.a!

ou la somme est étendue aux a=(a,, ..., a,) tels que
0<a,<N,, ...,0<a,<N,eta;+...+a,=a. Nous allons donner grace

TOME 114 — 1986 — N° 3



LEMMES DE ZEROS (ALGEBRIQUES) 363
au lemme suivant une interprétation géométrique des coefficients c,(I)
lorsque I est un idéal premier.

LeMME 3.1. — Soit I un idéal multihomogéne non trivial de dimension
a>0 et P un polynome multihomogéne de multidegré (D,, ..., D,) de R.
Si P est non diviseur de zéro dans l'anneau R/l on a pour tout
d, =21, ...,d,>1:

H(I P) dy, ..., d)

D, -
=Zu1+...+up=a( (I)Z. 1 n f)?."i‘:—)dcll...d;P.

oot
En particulier si (d,, ...,d,)=(D,, ..., D,)ona:
H(, Py, D,, ...,D,)=H(; D,, ..., D))

Démonstration. — 1l suffit de remarquer que comme P est non diviseur
de zéro dans R/l on a pour d,, ..., d, assez grands la suite exacte :

0— (R/Dy,-p,. ....4p-pp = R/Dy,, .. ap= R/ Py, . ap—0
ou la seconde fléche est la multiplication par P. Et donc on a encore :
dim(R/(1, P))q,. ... 4,

=dim (R/Dy,, ...a )“dim(R/I)u,—nl. wees dp=Dp)

=Z.- C(” Z oD, % A%+ H .., d)

ou a=(a,,...,qa,) parcourt l'ensemble des p-uples tels que
o;+...+a,=a et ol H est un polynome de degré <a—1. En égalant
les parties homogénes de plus haut degré des deux membres on obtient la
premiére identité du lemme.

Pour conclure a la seconde on remarque que  si
(dy, ...,d))=(D,, ...,D,)ona:

i= l =a.

L
4,

pour tout a=(a,, ..., a,)
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364 P. PHILIPPON

Soit V une sous-variété irréductible de P de dimension a et a,, ..., o,
des entiers qui vérifient a; +... +a,=a et 0<o,; <N, ..., 0<a,<N,.
Si P est I'idéal de définition de V, on vérifie grace au lemme précédent
que ¢, (P)=deg,(N=HVNL,N...NL,;1,...,1) ou, pour
i=1, ..., p, L; désigne une sous-variété linéaire générale de codimension
o; de Py. On en déduit que les c, sont des entiers positifs. Ce dernier
résultat s’étend facilement aux idéaux quelconques (multihomogénes et
non triviaux) de R a I'aide du lemme suivant. On rappelle que la longueur
[(Q) d’un idéal primaire Q est le plus grand entier [ tel qu’il existe une
chaine d’idéaux primaires distincts :

Q=0,cQ,c... CQ,=\/ﬁ,

( \/ﬁ désigne le radical de Q qui ici est donc I'idéal premier associé & Q).

LEMME 3.2. — Si I est un idéal multihomogéne (non trivial) on a pour
d, =1, ...,d,>1:

H(: dy, ..., d)=Yol(Q).H( /T dy, ..., d,)

ou la somme est étendue a toutes les composantes primaires de I (non
triviales) et de méme dimension que I.

Démonstration. — Elle se fait comme dans le cas classique homogene.
Voir [16] théoréme 8, p. 758 et paragraphe 32, p. 767. Remarquons en
passant que si /=J sont deux idéaux multihomogénes non triviaux de
méme dimension, ona: H(J; d,, ..., d)<H(I: d,, ..., d,).

Nous en arrivons maintenant au résultat qui nous sera le plus utile et
qu’il convient de rapprocher du théoréme II de [11] (voir aussi [3], §5).

Soit % un ouvert du spectre maximal de R (i.e. un ensemble d’idéaux
maximaux de R ouvert pour la topologie de Zariski) nous introduisons
un polynome permettant de prendre en compte simultanément les multide-
grés de toutes les composantes primaires isolées d’un idéal I (une compo-
sante est dite isolée si elle n’est pas contenue dans le radical d’une autre
composante et immergée sinon) contenant un €lément de %. Plus précisé-
ment nous définissons :

SaH(L dy, ..., d)=)Y H(Q; d,, ..., d,),

ou la somme est étendue a toutes les composantes primaires isolées non
triviales de I contenues dans un élément de %. Si % est le spectre maximal
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de R on notera encore SH le polyndme So H. Par ailleurs, nous dirons
qu’un idéal I, est parfait en tout point de % si tous les anneaux localisés
(R/Iy)ay, sont de Cohen-Macaulay (ou semi-réguliers, cf. [13], p. 257)
lorsque M parcourt #. Notons que si V est une sous-variété fermee de P
et si 'on pose # 'ensemble ouvert des idéaux maximaux de R définissant
soit un point lisse de V, soit un point de P hors de V, I'idéal de définition
de V dans R est parfait en tout point de # (en fait on vérifie que I'idéal
de définition de V est localement une intersection compléte en tout point
lisse de V et on utilise le théoréme 14, p. 260 de [13]). Enfin le radical de
Jacobson de R étant réduit a (0) I'intersection des idéaux maximaux de R
n’appartenant pas a % est un idéal I radiciel (i.e. égal a son radical) et
% peut étre décrit comme I'’ensemble des idéaux maximaux de R ne
contenant pas I .

ProposiTION 3.3: Soit I, un idéal multihomogéne de R et
I=(l,, P,, ..., P,) lidéal engendré par 1, et des polynémes P,, ..., P,
de multidegrés <(D,, ..., D,). Ona:

SH(/E Dy, ..., D)<SH( /I Dy, ..., D).

Si I, est parfait en tout point de % on a également :

SaH(U; Dy, ..., D,)<SqH(lg Dy, ....D,).

Démonstration. — Nous allons montrer les deux inégalités simultané-
ment, mais nous posons d’abord quelques notations. Si J est un idéal
multihomogéne non trivial de R nous noterons J (b)[resp. J(<b), J(=b)]
I'idéal multihomogeéne intersection des composantes primaires isolées non
triviales de dimension b (resp. <b, =b) de J, ou R s’il n’y a pas de telles
composantes.

Fait A. — SiJcJ et \/J(>b+l)=\/J’(>b+l)=:20naJ(b)cJ’(b).

Preuve. — En effet en désignant par K I'idéal U, (J : £°) et & I'idéal
correspondant pour J' on a clairement R <R’ et on vérifie K (b)=J(b) et
K’ (b)=J’ (b) respectivement, enfin les idéaux K et K’ étant de dimensions
<bil suitde R K que J(B)=KB)=K' (b)=J'(b). O

Si I est trivial la proposition est évidente. Supposons donc I non trivial,
alors I, est aussi non trivial et soit a sa dimension. Pour démontrer
les deux inégalités de la proposition, on construit une suite d’idéaux
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multihomogenes
J,ad,_c...cl,

telle que pour 0<b<a on ait :
(by) Jpy<=1, \/J,,(>b+l)=\/l(>b+l) et

SH(\/J_,,; Dy, ..., D,,)sSH(\/I—O; D,,...,D,)

en général,

(by) et de plus S H(Jy; Dy, ..., D, )<SqH(Ip; Dy, ..., D,) dans le
cas I, parfait en tout point de %.

Comme \/Jo(>b+ l)=\/I(>b+ 1) pour tout 0<b<a et comme J,=I
il suit du fait A que J,(b)<1(b). Et donc, on a

SH(\/T; Dy, ...,D,)<SH(/Jo; Dy, ..., D))

et
SeHIL Dy, ..., D,)<SqH(Wgp; Dy, ..., D,).

(0,) et (0,) (dans le cas I, parfait en tout point de %) conduisent alors
directement aux inégalités annoncées dans la proposition.

Pour construire les idéaux J, on procéde par récurrence en posant
J,=1,, les propriétés (a,) et (a,) sont alors claires. Etant donné J,, on
divise 'ensemble des premiers isolés associés a J, en deux parties, la
premicre F, consiste en les premiers qui ne sont pas associés a I et la
seconde F, est son complémentaire. Il résulte de (b,) que les premiers
dans F, sont tous de dimensions <b. Notons %, I'ouvert des éléments de
% qui ne contiennent aucun premier de F,, nous allons vérifier pas a pas
que si I, est parfait en tout point de % alors pour tout b I'idéal J, est
parfait en tout point de %, et %, ., (J, est clairement parfait en tout point
de %, et %,,,=:%). Supposons J, construit, nous allons exhiber J,_,.

Fait B. — Tout premier associ¢ a I contient un premier isolé associé a
J,. Les premiers appartenant a F, ne contiennent pas I.

Preuve. — On a \/.T,, c \/7 d’ou la premiére partie de I'assertion. Si P
est un premier isolé associé a J, contenant I alors B contient un premier
P’ associé a I, par la premiére assertion P’ contient un premier isolé
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associé a J, qui ne peut étre que P, ainsi P=P’ est dans F, et la deuxiéme
assertion est établie. []

Nous posons R, (resp. MN,) I'intersection des composantes primaires
isolées de J, dont le radical est dans F, (resp. F,), avec la convention R,
(resp. M,) =R si F, (resp. F,) est vide. Ainsi 'ouvert #, est aussi I’ensemble
des idéaux maximaux de R ne contenant pas I, N\ N,.

Si M, =R, en posant J,_, =J, les assertions ((b—1),) et ((b—1),) sont
satisfaites. En effet _/J, (b)< \/I_(Tﬁ résulte des deux premiéres assertions
de (b,) via le fait A, et comme N, =R tous les premiers associés a J, sont
aussi associés a I, d’ou l'inclusion inverse. Nous supposons dorénavant
9, idéal propre de R.

Par définition aucune composante de i, ne contient I, il existe donc,
d’aprés [13], proposition 5, p. 81, au moins un élément de I non diviseur
de zéro dans R/N, et, comme [,cJ, =N, on peut trouver un tel élément
P delaforme 4, P, + ... + A, P, et de multidegré (D,, ..., D,). (Notons
que si £ est un idéal de R, il est équivalent de dire qu'un polynome est
non diviseur de zéro dans R/€ ou que ce polyndme n’appartient a aucun
premier associé a £).

On pose J,_,=(J,, P), il est alors clair que J,_, cI. Lorsque I, est
parfait en tout point de %, I'idéal J, est parfait en tout point de %,, et
pour tout M dans %, on a (J,);y=(N,)ss. Comme P est non diviseur
de zéro dans R/, il suit de [13], théoréme 14, p. 260 que I'anneau
(R/(Jy, P))g=(R/(N,, P))gy est de Cohen-Macaulay, et donc que I'idéal
(J,s P) est aussi parfait dans %,. Nous allons voir que %,_, est contenu
dans %, ce qui établira que J,_, est parfait en tout point de %, _,.

Fait C. — Ona _/J,_;=_/(N,, PPN _/N,. En particulier tous les
premiers de F, sont également associés a J,_, et ¥,_, c¥,.

Prewe. — Ona _/J,_,=_/(_/J, P), mais \/.l_,,=\/§1_,ﬂ\/ﬁz et

comme P el on vérifie encore Pe /M, d’ou

SIb-1= /O PN 9,

L’inclusion inverse résulte facilement de Pe /9t,. Pour voir que les
premiers de F, sont associés a J,_, il suffit de vérifier qu’aucun de ces
premiers ne contient (N,, P), or on sait qu'aucun de ces premiers ne
contient N,, ce qui achéve de montrer le fait. [J
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Les composantes de M, sont toutes de dimensions <b et P €tant non
diviseur de zéro dans R/®R, I'idéal (N,, P) est de dimension <b—1 on a
donc \/K 1(=b)=_/N, (>b) et chaque premier associé 4 N, étant aussi
associ¢ a I il vient /J,_,(=b)> /I(>b). Linclusion inverse résulte du
fait A car \/J,,_l(>b+l)=\/J,,(>b+ 1)=\ﬁ(>b+‘l) et J,_,cl. Ceci
démontre les deux premiéres assertions de ((b—1),), mais le fait C permet
d’écrire

SH(/T,_; Dy, ..., D)<SH( /Ry Dy, ..., D))
+SH(,/(mh P)a Dla cvey Dp))

et on vérifie aisément que si _ /N, =P, N...NP,ona

,/(mp P)=,/(“Bla PN.. -m,/(‘Bm P),

(_/(R,, P) est clairement contenu dans l'intersection de droite et si Q
appartient a cette intersection il existe des polynomes B, ..., B, et des
entiers e,, ..., e, tels que Q%—B;PeB; pour i=1, ..., h, le polynome
Qc1* - --*e appartient alors a (N,, P) d’ou linclusion inverse). On en
conclut que pour tout c=1, ..., bona \/(m,, P)(c— l)=\/(9l,(c), P).
En utilisant le lemme 3.1 on obtient

SH(/®,, P); D,, ..., D))
< H(®, (), P; Dy, ..., D)=Y_  H®,(c);D,, ..., D))
sSH(\/iYT,; Dy, ...,D).

Reportant cette inégalité dans la précédente on vérifie la derniére assertion
de ((b—1),) qui se trouve ainsi établi.

Pour démontrer ((b—1),) notons N, (resp. N}) 'insertion des compo-
santes primaires isolées non triviales de J,_, dont le radical est contenu
dans un élément de % et est associé a N, (resp. n’est pas associé a N,).
Les premiers associés a M| sont nécessairement associés a (N,, P) (cf. fait
C), et ne peuvent contenir aucun premier associ¢é a N, NI, donc de
fagon équivalente, on peut définir M comme I'intersection des composan-
tes primaires isolées non triviales de J,_, contenues dans un élément de
Uy
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Fait D. — 1l existe un polyndme Q appartenant a I'intersection de toutes
les composantes immergées de J, et non diviseur de zéro dans R/J,(=>0)
(et donc dans R/M)).

Preuve. — Pour toute composante immergée Q et tout premier isolé P
associé a J, il existe un élément de Q n’appartenant pas a P car toute
composante de J, contenant {Q est nécessairement immergée dans J,.
D’aprés la proposition 5, p. 81 de [13], il existe donc un élément de Q
non diviseur de zéro dans R/J,(=0), le produit de ces éléments est un
polynome Q satisfaisant le fait D. [J

Par ailleurs les premiers associés a 9, et N, étant distincts il résulte
encore de la proposition 5, p. 81 de [13], qu’il existe un polynéme Q' e N,
non diviseur de zéro dans R/N, et donc dans R/N;. Ona Q' N,<J,(=0)
d’ou QQ'N,cJycJ,_, =N, et par suite N, =N, car QQ’ est non diviseur
de zéro dans R/9N;.

Fait E. — Le radical d’'une composante immergée de J, n’est contenue
dans aucun premier associé a R;. Il existe un polynéme Q dans I'intersec-
tion des composantes immergées de J, non diviseur de zéro dans R/9;.

Preuve. — Comme J, est parfait en tout point de #,, pour tout Me ¥,
I'idéal (J,), de Rg est sans composante immergée. En effet (0) est pur
dans (R/J,)a, (cf- définitions, p. 257 de [13]), et donc si B et P’ sont deux
premiers associés a (J,)g tels que Po P’ les idéaux (PB/J,)g €t (B'/J,)a
associés a (0) dans (R/J,)g sont égaux, comme P et P’ contiennent (J,)g
cela entraine que P=P’ et montre que (J,)gy €st bien sans composante
immergeée. Il en résulte qu’aucune composante immergée de J, n’est conte-
nue dans un élément de #,. La premiére assertion du fait suit alors de la
définition de N et la seconde se démontre comme le fait D. []

Pour tout c=1, ..., b désignons par N, (c), I'intersection des compo-
santes primaires (isolées) de R, (c) contenues dans un élément de %, on
a clairement H(N,(C)gs Dy, ..., D)=Sa HM, (¢); D,, . D,) et les
premiers associés a N} (c— 1) sont aussi associés a (N, (¢)g, P).

Soit 1<c<b et P un premier isolé de dimension c—1 associé¢ a N}, ce
premier étant un premier isolé de J,_, ne peut contenir R,, et s’il contient
RN, (¢) il contient aussi P et donc un premier isolé associ¢ a (N, (¢’), P),
ce qui montre que ¢’ =c car tout premier isolé¢ associé a (9N, (c¢"), P) soit
est associée a N}, soit n’est pas contenu dans un élément de %,. Reprenant
la preuve du fait D on déduit de la proposition 5, p. 81 de [13], I'existence
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d’un élément Q' dans
mZ m (mc’attml (CI))

et non diviseur de zéro dans R/ (c—1). Par définition, toute composante
de N est contenue dans un élément de % et donc, encore par la proposition
5, p. 81 de [13]}, il existe un polynome Q” dans I'intersection des composantes
primaires de R, (¢) non contenues dans un élément de %, non diviseur de
zéro dans R/ill’l(c— 1). On a donc

Q'Q0"N, (g =Jp(Z0) et Q0'Q" (N, (g Py R (c— 1),

comme QQ’Q” est non diviseur de zéro dans R/N; (c—1) on en déduit
R, () P)=N (c—1) pour tout c=1, ..., b. Ces deux derniers idéaux
étant de méme dimension c—1 on obtient en utilisant les lemmes 3.2 et
3.1

H® (c=1). Dy, ..., D )SH((R,(¢)a» P); Dy, ..., D))
=HR,(c)gs Dy, ..., D))<Sq HM, (¢c); Dy, ..., D),

pour tout c=1, ..., b. De méme comme RN, =N, et \/‘JTZ=\/‘JTZ ona
SeH®y:; Dy, ..., D,)<SqH®Ry; Dy, ..., D)),
et sommant ces différentes inégalités on obtient
S¢H(U,_y: Dy, ..., D)
=SqHMy Dy, ..., D)+Y._ HM (c—1)% Dy, ..., D))
<SSqH®Ryi Dy, ..., DY)+Y0_HO, (c); Dy, ..., D))
<SyHUy Dy, ..., D,).

((b—1),) découle alors de (b,) et ceci achéve d’établir la proposition 3. 3.

Remarque. — On peut vérifier que la seconde inégalité de la proposition
3.3 est fausse en général. Plus précisément I'idéal
Io=(X? X;—X3 X,, X, X,— X, X5, X3— X3 X,)) est homogéne, premier de
dimension 2 et degré 4 dans K[X,, X,, X,, X5, X,](p=1), mais en prenant
m=2,D,=1, P,=X, et P,=X,—X, I'idéal :

I=(lo, Py, Py)=(X}, X3 Xo, X3, X, —X,)

=(Xl» Xz’ Xs, XI_XA)m(XO’ Xf, Xsa XI_XA)
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a deux composantes primaires isolées de dimension 0 et de degrés respectifs
4et2.

Mentionnons encore le résultat suivant qui explicite la situation des
sous-variétés produits de P.

LEMME 3.4. — Si V,, ..., V, sont des sous-variétés de Py, ..., Py
respectivement et si on note V=V, x ... xV, la sous-variété produit dans
P onapourtoutd, =1, ..., d,>1:

(dim V)!

HWV:;d,, ...,d)=
(Vs dy 2 (dim V,)!...(dim V,)!

xdeg V,...deg V,.dj™ V1. . . a3 Vs,

Démonstration. — En utilisant I'interprétation géométrique des coeffi-
cients c, (V) associés par (*) au polynéme H(V, d,, ..., d,) donnée avec
I’énoncé du lemme 3.2, on vérifie sans peine que ¢, (V)=0 si
a#(dim V,, ..., dim V) et c,(V)=deg V,...deg V, sinon. Le lemme
est alors immédiat d’aprés I’expression (*).

Enfin pour conclure ce paragraphe, nous voudrions poser quelques
définitions qui nous serons utiles dans les paragraphes 4 et 5.

On note maintenant ® I'idéal de définition de G dans R.

DEFINITIONS 3.5. — (1) Une sous-variété V de G sera dite définie (resp.
incomplétement définie) par un idéal I dans G si V=GN Z (I) (resp. si
toutes les composantes de V sont des composantes de G N\ Z (1)),

(2) V sera alors dite définie (resp. incomplétement définie) par des
équations de multidegrés <(D,, ..., D)) si l'idéal 1 peut-étre engendré
modulo ® par des polynomes de multidegrés <(D,, ..., D,),

(3) et on dira que 1 définit (resp. définit incomplétement) V dans G
avec multiplicite >1 si les composantes primaires isolées de T'idéal (®, I)
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correspondant aux composantes irréductibles de V sont toutes de longueurs
=l

4. Géométrie dans les groupes algébriques commutatifs

4.1. OPERATEURS ET DEGRES

On reprend les notations introduites au paragraphe 2. Fixons pour
commencer un point g€ G, et soient (¥ g)g. 4 un recouvrement de G par
des ouverts de Zariski et

(T(la.)o’ RS ] T(pB,)N,)BEQ

des familles de fonctions ’I‘,{”,(&, z) polynoOmes homogénes de degré <c;
par rapport au systéme de variables X;=(X; o, - .., X; y,), analytiques en
z=(z,, ..., z,) au voisinage de z=0 dans K" et représentant pour un £>0
'application

T,: G(K)xB(0, €)= G(K)
(h, ) > h+g+®(2)

sur ¥'3 x B(0, €) ou B(0, €) est la boule de rayon € centrée en 0 dans K.

Remarque. — On peut facilement construire de tels ouverts ¥ et
polyndomes 7‘,."’]. de degrés indépendants du point g considéré. H. Lange a
montré (voir [5]) que I'on pouvait toujours plonger G; dans un espace
projectif Py de dimension raisonnable de sorte a pouvoir choisir I'entier
c;<2(i.e. ¢;=1o0u2).

Pour Be# et x=(x,, ..., k)eN’ on note |x|=x;+... +x, et 'on
pose la définition suivante :

DEFINITION 4.1. — Pour tout Q € R multihomogeéne on note &, ,Q le
polynéme de R

o=l

or*

Q(T‘IB.)O (_Xl’ Z), S ] T(pa.)N, (_X_p! Z)) |z=0'

Il est ainsi clair que si Q est de multidegré (D,, ..., D,) les polynomes
0, sQ sont de multidegrés (c, Dy, ..., c,D,). On vérifie également que
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pour tout Be# et geG si x=0 I'opérateur 99 ; est un homomorphisme
de la K-algébre R, mais en général I'opérateur 0} 4 est seulement K-linéaire.

Soit ® I'ideal de définition de G dans R.

DEFINITION 4.2. — Soient keN, geG et I un idéal multihomogéne de

R, on pose @t 1 Tidéal intersection de toutes les composantes primaires de
Pidéal

(®, &% 4Q; || <k, BeB et Qel)

dont les variétés des zéros dans P rencontrent G.
On vérifie que *®=06, que si IcJ alors dIcdJ et que
(0% 1, 0 J)=05 (I, J). On notera encore 99 I=1,I et 0 I=0*1 le cas échéant.
Les deux propositions suivantes explicitent la nature géométrique des
opérateurs introduits.

ProrosITION 4.3. — Soient k, k’'eN, g, g€G et I un idéal multihomo-
géne de R. L’idéal 6:1 ne dépend pas du choix des ouverts Vg et des
fonctions T‘,-f”j utilisés pour représenter I application ?,. Et les idéaux
dkodk Iet 51X 1 sont égaux.

Démonstration. — Considérons deux recouvrements (¥ g)g.q [resp.
(#,), <] de G et deux familles TP, (resp. U{;) de fonctions représentant
I’application ?g sur ¥ 3 x B(0, €) [resp. #*, x B(0, 3)]. Soient M et N les
idéaux 051 donnés par la définition 4.2 pour ces deux choix. Pour toute
suite o=(o, ..., o) telle que 0;€{0, ..., N;} on pose :

NO=[L.,(T0)%  lresp. QP =TT, (UL,
On a alors sur (¥'3 x B(0, €)) N\ (#", xB(0, 3)) et pour tout polynéme Q
de R multihomogene de multidegré (D,, ..., D) I'identité suivante :

_ ngﬂ)

(%%) Q(...,’I‘l-!”j,...)—Qg)

QC.., UM, )

On vérifie sans difficulté que pour x’eN“ on a :

(Q(y)) lw']+1 ?l_:_l. ]‘[93) eR.
'c azu’ . Q.(’y) =0
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Appliquant la formule de Leibnitz a (**) et utilisant la relation ci-dessus
il s’ensuit que pour tout |x |<k :

B3
(@2 (X, 0. Z—,JQ(- o TR X 2, 0)| R

Comme les polynomes QU (X, 0) sont sans zéro commun dans G lorsque

o6 et y varient, on en conclut que McN. Symétriquement on montre
que NcIM et donc que PM=N ce qui établit la premiére partie de la
proposition.

De la méme maniére que précédemment on montre que I'idéal 850 d% I
est égal a lintersection de toutes les composantes primaires, dont les
variétés des zéros rencontrent G, de I'idéal £ engendré dans R par ® et
les polynomes

aln| ol=! ol=+=l

X 242)| =
or* 61”"Q(_ (: z+z)):=‘l=° o ™

QT (X, 2)

lorsque |%|<k, |»'|<k’, B parcourt #, Q parcourt I et les fonctions T,
représentent une application '1?” o Sur les ouverts ¥". Ainsi I'idéal € n’est
autre que

2=(6, 0%, p0; |%|<k+k’,BeBet Qel.

Revenant a la deéfinition 4.2 on déduit immédiatement que

dko 0k 1=0%1* 1. Ceci achéve la preuve de la proposition 4. 3.

ProrosiTION 4.4. — Soit ge G, keN et I un idéal multihomogéne de R.
On a équivalence entre les deux propriétés :

(i) heGN (3D

(ii) tout polynéme Q de I s’annule & un ordre >k le long de A en g+ h.

Démonstration. — La notion d’ordre le long de A a été définie au début
du paragraphe 2. Soient he G, ¥ un ouvert de G contenant h et (T

i=1, ..., p, j=0, ..., N;) des fonctions représentant I'application "E‘ sur
¥ s xB(0, €). Soit h=(h; ;) un systtme de coordonnées multiprojectives
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de h, les fonctions :

Wi.j(z)zﬂ_pj)(g’z) (l=1) .. 'ap’j=09- . -aNi)

représentent, au voisinage de z=0 dans KY Papplication ¥ obtenue en
composant ® avec la translation 1,,, dans G.

Si he G N Z(341), pour tout polyndme Q el et tout |x|<k il suit de la
définition 4.2 que : .

o=l
or”

G eQMm=——0(., T2, ..)| =0,

c’est-a-dire que I'ordre de la fonction F(2)=Q (..., ¥; ;(z), ...) en O est
>k. On a donc bien montré que (i) = (ii).

Réciproquement si pour tout polynome Q €l I'ordre de F(z) en 0 est
>k, on vérifie que pour tout |x| <k ona & ,Q(h)=0. Soit pea,

utilisant I'égalité (x%) de la preuve de la proposition 4.3 avec
UP;=T¥) et o telle que IT¥® (h, 0)%0 on montre que pour tout |x|<k

ona:

(l'lf,'”(g, 0))***.a5 ﬂ'Q(g)=Zlu’| DRTRY W pQ(g)=0,

et donc 0} 5 Q (h)=0 pour tout B’'e®#. Comme heG cela entraine que

heGNZ (6;[) et achéve la preuve de la proposition 4. 4.

Remarque. — Si I est I'idéal de définition d’une sous-variété V de G, il
est facile de vérifier 4 I'aide de la proposition 4.4 que 1,I est contenu
dans I'idéal de définition de la sous-variété V—g de G. On peut démontrer
que 1, I est en fait égal a I'idéal de définition de V' —g. La démonstration
repose sur les techniques utilisées dans les preuves des propositions 4. 3 et
4.4, nous la laissons au lecteur qui pourra également s’inspirer des para-
graphes 2 et 3 de [9].

Nous en arrivons maintenant a une propriété de « quasi invariance »
du polynome de Hilbert-Samuel d’une sous-variété V de G par translation
dans G. Moreau a remarqué dans [8] que la propriété d’invariance corres-
pondante est satisfaite (i. e. que I'on peut prendre ¢, =...=c,=1dans le
lemme ci-aprés) pourvu que ’on suppose que le plongement de G dans P
permet pour tout ge G de prolonger le morphisme 1, de translation par g
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dans G en un morphisme de G. Mais ici notre définition des opérateurs
% g pour | x| >0 réintroduit ces entiers de sorte que méme en restreignant
le plongement de G dans P nous ne savons que remplacer, dans I'inégalité
du théoréme 2.1, I’expression H(G;D,, ..., D)) par
H(G; ¢, Dy, ..., c,D,). Aussi n’avons nous imposé aucune condition au
plongement de G dans P et montrons le lemme suivant qui est I’équivalent
du lemme 5 de [10]. On note encore c;(i=1, ..., p) un majorant des
degrés des formules représentant les translations sur G; (voir remarque au
début de ce paragraphe).

LEMME 4.5. — Soit geG et V une sous-variété de G. En désignant par
g+V la sous-variété translatée de V par g dans G on a dim V=dim (g+ V)
etpourd,>1, ...,d,>1:

H(V;dy, ...,d)<H(@g+V;c,d,, ..., c,d,).

Démonstration. — La translation par g étant un isomorphisme de G, il
résulte que dim V=dim (g+ V)=a. Par ailleurs, il suit du lemme 3.1 que
si Z,=%(P,), ..., Z,=2Z(P,) sont des hypersurfaces de P de méme
multidegré (d,, ..., d,) et telless que dim (VN Z,N...NZ,)=0 on a
grace au lemme 3.1 :

H(V;dy, ...,d)=HVNZ,N...NZz;d,, ..., d).

On peut choisir les hypersurfaces Z,, . .., Z, de sorte que cette derniére
quantité soit égale a card(V N Z, N... N Z,) et la translation par g étant
un isomorphisme de G on a :

card(VNZ,N...NZ)=card(g+(VNZ,N...NZ)))
=HE+(VNZ,N...NZ) d,, ..., 4d).

On en déduit sans difficulté que :

H(V;d,, ..., d,)
=H(@E+VNNE+Z,NGN...NE+Z,NGC); d,, ..., d).

Mais I'idéal de définition de (g+Z, N G)N...N(g+Z, N G) contenant,
d’aprés la proposition 4.4, I'idéal :

J=(0%, gP; BeBeti=1, ..., a)
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ou les polynomes 8%, 4 P; sont de multidegrés (c, d,, . . ., c,d,), il suit de
la proposition 3.3 que si I est I'idéal de définition de g+ V on a:
HW; d,, ...,d)<H( /(I J), d,, ...,d)<H(; c,d,, ..., c,d),

VPP

ce qui établit le lemme 4. 5.

4.2. OPERATEURS ET MULTIPLICITES

Le but de ce sous-paragraphe est de prouver un cas trés particulier
(proposition 4.7) d’un lemme initialement démontré par Wiistholz pour
établir le théoréme 2 de [17] (}). La preuve que nous donnons ici est plus
proche de [3].

Nous reprenons les notations du début du paragraphe. En particulier
nous nous sommes donnés g€G, (¥ g)g. 4 un recouvrement de G et
(« TP - - -, T¥ §,))pea des familles de fonctions représentant I'application
T,

Soit G’ un sous-groupe algébrique connexe de G, nous posons
s=codim , (4 N G’) et ®' I'idéal de définition de g+ G’ dans R; c’est un idéal
premier car G’ est connexe et donc g+ G’ est une sous-variété irréductible de
P. Appelons (%, ...,x%;) la base canonique de K* on a
K/®~'(ANG)~K et I'on peut supposer, quitte a réindexer la base
(%4, ..., %), que les vecteurs x,, ..., %, se projettent en une base de
K@~ (ANG).

Rappelons encore que la fonction ¥ : K* - G (K), définie et analytique
au voisinage de I'origine de K° obtenue en restreignant a K° la composée
du sous-groupe analytique @ avec la translation 1, par g dans G, se
factorise via I’espace tangent (a I'origine) de G. Plus précisément on a le
diagramme commutatif :

L 4

K — G(K)
Ty 7/
TG (K)

gtexpG

(') Cf. exposé de G. Wiistholz au Séminaire de Théoric des nombres de Paris le 12
décembre 1983.
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ou TW désigne I'application linéaire tangente de ¥ en 0 et TG (K)=~K"
est I’espace tangent (a I’origine) de G.
On peut alors montrer le lemme suivant :

LeEMME 4.6. — Pour tout Be® tel que (§+G' )N Y g#J il existe des
polynomes Q,, ..., Q.€®’ tels que 05 3Q;¢6®  si et seulement si i=j
lorsque i et j parcourent {1, ..., s}.

Démonstration. — 11 suffit de vérifier que I'application R/®’-linéaire
& - (R/Gy
Q- (% pQmod 6)-y, .,

est de rang s. Mais s’il n’en était pas ainsi, il existerait des éléments
Ay ..., A, de R, non tous dans &, tels que pour tout Q dans ®’ on ait :

T i Qe

Soit g’ un point de (g +G") N ¥ et g" un systéme de coordonnées multipro-
jectives de g’ dans P tels que les éléments A, (g), ..., A,(g") de K soient
non tous nuls, on a alors : B -

2o M@ 52 (@)=0.

Ceci signifie que le vecteur TY (A)e TG (K), avec
A=A, (g) %, +... +A,(g) %, est tangent 3 g+ G’ en g’ et appartient donc
a TG’ (K). Mais ceci entraine que Le®~! (A4 N G’) contredisant le fait que
les éléments A, (g'), . . ., A,(g") de K sont non tous nuls et donc que A est
non nul dans K¥/®~ ' (4 N G).

Nous pouvons maintenant démontrer le cas particulier du lemme de
Wiistholz dont nous aurons besoin. On reprend la définition 3.5 posée
au paragraphe précédent et les notations introduites dans le présent para-
graphe, notamment s=codim (4 N G).

ProposITION 4.7 (Wiistholz). — Si I est un idéal multihomogéne de
R définissant incomplétement g+ G’ et si pour TeN Tlidéal 071 définit
incomplétement g + G’ alors I définit incomplétement g + G’ avec multiplicité

>(T+s>-
s

Démonstration. — 11 résulte de la définition 3.5 que l'idéal I a une
composante primaire J isolée de radical ®’. Cette composante étant isolée,
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on vérifie sans peine qu’il existe un polynome Q de R n’appartenant pas
aG ettelque Q.J1, on aalors é7(Q.J)céTIc®’. Maissi Q¢® on a
certainement 9 5 Q ¢ ®" d’aprés la proposition 4.4. On montre alors de
proche en proche que &jc®’ pour t=0, 1, ..., T. Si & 'JcG’ la
formule de Leibnitz montre que pour |x|=t, Be B et PeJona:

0=c3, a(PQ)E(ag, pP) (ag. sQ) mod &',

d’ou il suit que &5  Pe®’ car 33 s Q¢ Et donc &'Jc B

La longueur de I'idéal primaire J est égale au rang du R/®’-module
@iz, U, (6)H/J, (G') ).

Or, reprenant les polynomes Q,, ..., Q, associés a un Be# tel que
(g+G) N ¥ g# J par le lemme 4. 6, nous allons montrer pouri=1, ..., T
que la famille de polynomes de (&)’

Fi={Q%...Q% t;+...+t,=i}

est libre modulo (J, (")'*?!), ceci montre bien que la longueur de J est
i+s—1 . . I
ZZL ! ( s . ) et établit la proposition 4. 7. Supposons qu’il existe des
s—
éléments A, eR tels que :

P=le+ o +.,=,-7\1Q'1‘. ..Q%e(J, (G')*Y),

appliquant I'opérateur A=(Jg g)s°...° (35 g)* @ P, on obtient grace au
lemme 4.6 :

AP=t!. . .t,! A\, mod &

Mais Pe(J, (®’)'*!) et donc d’aprés la définition 4.2, et la proposition
4.3 on a APe(d'J, &' (6')'*')=®’, ainsi A,e® pour tout |t|<T. Ceci
prouve que la famille F, est bien libre modulo (J, (6)'*') et achéve de
démontrer la proposition 4. 7.

Le lemme démontré initialement par Wiistholz traite plus généralement
le cas des sous-variétés algébriques V de G. C’est parce que nous utiliserons
au paragraphe suivant uniquement la version restreinte ci-dessus du lemme
de Wiistholz que nous améliorons le lemme de zéro de [17] (cf. corollaire
2.3).
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5. Démonstration du théoréme 2.1

On reprend toutes les notations et définitions introduites dans les para-
graphes précédents. Sous les hypothéses du théoréme 2.1 on définit une
suite :

G=Icl,cl,c...

d’idéaux multihomogénes de R telle que I, soit engendré par G et des
polynémes multihomogénes de multidegrés <(c,D,, ..., ¢,D,) s’annu-
lant 2 un ordre >(n+1—r)T+1 le long de A en chaque point de
Z(n+1—r). De fait on pose I, =(®, P) et plus généralement :

L,=(®; &% (P, 0< |%|<(r—1)T, geZ(r—1) et e B).

On pose &,=GNZI,) et Z=2Z(P) dans P. On notera encore d, la
dimension de &, (c’est-a-dire le maximum des dimensions des composantes
irréductibles de 4,). Comme I,,, s’annule sur £(0)={0} on a:

n=dy>d,>...>d,,, >0,

et il existe r<n tel que d,=d,,, ce qui entraine que les idéaux I, et I, ,,
définissent incomplétement tous les deux une méme sous-variété irréducti-
ble V de G de dimension d, (cf. définition 3. 5). Mais d’aprés la proposition
4.3 les idéaux I ., et (8] 1; geZ) ont les mémes composantes primaires
dont les variétés des zéros dans P rencontrent G. Et donc, ce dernier idéal
également définit incomplétement V dans G. Soit P I'idéal premier de
définition de V dans R, nous noterons encore G, le stabilisateur de B
dans G (i.e. G,=stab;PB=:{geG; 1, P=P}) et Gy la composante
connexe contenant l'origine de G,. Nous démontrons alors le lemme
suivant.

LEMME 5.1. — Avec les notations ci-dessus et pour tout geX on a P>
T 1, et en posant s=codim,(ANGY)ona:

(T+s>.card((Z+G‘,’,)/G{’,).H(G‘,’,; D, ...,D)
S

<H(G; ¢, Dy, ..., c,D)).

14
De plus Gy, est incomplétement défini par l'idéal J= (1,1, veV).

TOME 114 — 1986 — N° 3



L.EMMES DE ZEROS (ALGEBRIQUES) 381

Avant de démontrer ce lemme, voyons comment on conclut la preuve
du théoréme 2. 1. On pose simplement G’ = G}, I'inégalité de la conclusion
du lemme 5.1 devient alors celle de la conclusion du théoréme 2.1, de
plus Z,=%; =Z donc G, qui est contenu dans G\ Z ()N, v (Z,—V)
est bien contenu dans un translat¢ de G\ Z. On remarque enfin que
d’aprés la proposition 4.3 les idéaux J et

J=(®, &,, sP; |%| <(r—1)T, geZ(r—1), ve Vet e B)

ont les mémes composantes primaires dont les variétés des zéros ren-
contrent G et donc ce dernier idéal définit incomplétement lui aussi le
sous-groupe algébrique G’'=GYV. Il nous reste a constater que les polynd-
mes J;,, g P sont bien de multidegrés <(c, Dy, ..., c,D,) et le théoréme
2.1 est alors établi modulo la démonstration-du lemme 5.1 que voici :

Démonstration du lemme 5.1. — Pour tout ¢t>0 posons
H,(t)=GNZ(d'J)), alorson a :

H,(t)={geG; g+VcZ(é'l,)}.
En effet, comme t,1,=J pour tout veV, si geH,(t) les éléments de I,
s’annulent le long de 4 en g+v a un ordre >t d’aprés la proposition 4.4,
d’ou g+ V<2 (&'1,). Réciproquement si pour toutve Vonag+ve 2 (d'1,)

on vérifie 2 nouveau d’aprés la proposition 4.4 que les éléments de I'idéal
0,1, s’annulent en g, donc :

€Ny Z(3,1)=2(8"'J).
De plus on vérifie aisément que
Nyev (@,—v)=H,(0)oH,(1)>...oH,(t)>...

Mais G, agit par translation sur H, (T) et ’espace quotient H, (T)/G, est
fini, en bijection avec I’ensemble des composantes irréductibles (isolées) de
2 (07 1) de la forme g+ V pour un certain ge G (car dim V=dim £,). On
a donc:

Hy(T)=Uges(o+Gy)

ou S est un ensemble de représentants des classes de H, (T)/G,. D’aprés
I’hypothése du lemme 5. 1, on sait que = H,, (T) et donc

(%) card S >card ((Z+Gy)/Gy)
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et comme Oe X on a aussi G, <H, (T)cH, (0).

On sait que Gy =U,.5,(0+ G?) ou S, est un ensemble fini de représen-
tants des classes du groupe quotient G,/GY. Fixons 6,€S +S, et 6,+ Gy
une composante irréductible de H,(T), comme on a
H,(0)=U,.s (6+Gy) avec S'>S [car H,(0)oH,(T)] il vient que
0o+ G est aussi une composante irréductible de H, (0) et donc que les
idéaux J et 0TJ définissent incomplétement G,+ GY. On déduit de la
proposition 4. 7 que I'idéal J définit incomplétement 6, + GY avec multipli-

s ( T+s
cite >

), et ceci pour tout €S +S,,.
s

Comme d’aprés la définition 4.2 et la proposition 4.3 les idéaux J et
J’ (introduits plus haut) ont les mémes composantes primaires dont les
variétés des zéros rencontrent G, I'idéal J’ définit incomplétement

Usges (0 + Gy) avec multiplicité ?( Ts ) .
s

Soit I, I'idéal de définition de G dans R, Comme G est lisse en tous ses
points (C’est un groupe algébrique), I, est parfait en tout point de G.
Notons # I'ensemble des idéaux maximaux de R définissant un point de
G, comme (6 +G?%) N G# & pour tout eS+S, on a

T+s ,
( S ).ZOE“SOH(0+G?,; ¢, Dy, ...,c,D,)<SqH(J; ¢, Dy, ..., c,D)).

Comme I'idéal J’ est engendré par I, et des polynomes de multidegres
<(¢; Dy, ..., c,D),) et I, étant parfait en tout point de % il suit de la
proposition 3.3
SeH(U; ¢,Dy, ...,c,D))<SqH(y; ¢, Dy, ..., c,D))

=H(G; ¢, Dy, ..., ¢c,Dp).

1 4
Utilisant le lemme 4.5 et la minoration (***) on obtient :
YeesssoH(©O+GY ¢, Dy, ... ¢, D)
>card ((£+Gy)/Gy).card(Gy/GY). H(GY; Dy, ..., D,).
On remarque que card ((£+G,)/G,).card(G,/GY)>card ((£+ G?)/G?) et

les inégalités ci-dessus entrainent :

D)),

p

T
( “). card (X +G%)/GS). H(GS; D, ... D,)<H(G; ¢, D,, ..., ¢
S
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ce qui acheéve d’établir I'inégalité annoncée dans le lemme. Enfin G, est
une composante de H, (0)=G N Z (J) donc J définit incomplétement G,
dans G. On a ainsi démontré le lemme 5.1 et le théoréme 2. 1.
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