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PRODUIT TENSORIEL
DU GROUPE D'HEISENBERG

PAR

RACHIDA ABOUGHAZI (*)

RÉSUMÉ. - Toute extension centrale de groupes 1 -» A -» E -»• G -» 1 donne naissance à
une suite exacte courte {A^E)x(E<^A}^E^E^G^G^\.On utilise ce résultat pour
déterminer le produit tensoriel non abélien du groupe d'Hcisenberg avec lui même H ® H.
d'où l'on calcule le groupe d'homotopie n^{SK(H, 1)). On déduit aussi, un nouveau calcul
du produit tensoriel du groupe dicdral avec lui même (étudié dans [3]) à partir du produit
tensoriel du groupe des quatemions avec lui-même.

ABSTRACT. - Every central extension of groups 1 -»• A -» £ -»• G -» 1 gives rise to a short
exact séquence (/l (g) £) x (£ ® /l) -» £ ® £ -» G <g) G -^ 1. This resuit is applied to détermine
thé non abclian tensor product H ® H of thé Hciscnbcrg group with itself from which we
calculatc thé homotopy group n^(SK(H, 1)). A ncw computation of thé tensor product of
thé dihcdral group with itself (studied in [3]) is deduced from thé tensor product of thé
quatcrnionic group with itself.

Le produit tensoriel de groupes non abéliens a été introduit par
R. BROWN et J.-L. LODAY dans [1] et [2].

Dans ce papier, on démontre que, pour toute extension centrale de
groupes

\ ^ A ^ E ^ G ^ \

il existe une suite exacte de groupes

C4®£)x (£®.4 ) - p . £®£^G®G-^ l

H et ^ étant convenablement définis.
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96 R. ABOUGHAZI

On utilise ce résultat pour calculer le produit tensoriel du groupe
d'Heisenberg avec lui même, ainsi que le produit tensoriel du groupe
diédral, étudié dans [3], que l'on déduit à partir du produit tensoriel du
groupe des quaternions. Je remercie mon directeur de recherches Monsieur
J.-L. Loday, le Professeur R. Brown ainsi que le référée, pour leur conseils
et leurs commentaires.

1. Produit tensoriel non abélien et extensions centrales de groupes

Dans tout ce qui suit, l'action d'un groupe sur lui même est la conju-
gaison.

DÉFINITION 1. — Soient M et N deux groupes munis S une action de M
sur N notée "n, me M, neN et fune action de N sur M notée "m. On
suppose ces actions compatibles, c'est-à-dire que pour tout m, m ' ç M et n,
n' e N on a

«^'^'"^(m"1 /)) ç^ ("m)̂  ̂  n (m (n ~ 1^/))

Le produit tensoriel non abélien M ® N de M et de N est le groupe
engendré par les symboles m ® n avec les relations

(û) mm' ® n = ̂ m' ® "n) (m ® n),
(û') m ® nn' = (m ® n) ("m ® "n')

pour m, m'eM, n, n ' e N et pçM^ N produit libre de M et de N. La
compatibilité des actions permet de définir une action de M ̂  N sur
M ®N par

^m ® n) = ̂  ® ^n

pour me M, n e N e t p e M ^ N .

LEMME 1. — Soit

\^A-^E^G^\

une extension centrale de groupes^ alors on a une suite exacte

(*) (A ® £) x (£ ® A) ̂  E ® £ ̂  G ® G ̂  1
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PRODUIT TENSORIEL DU GROUPE D'HEISENBERG 97

où les actions de A sur E et de E sur A sont triviales et

H (û ® e, e' ® û') = (i (û) ® <?) (e' ® i (a'))

H' (e ® 0 = v (e) ® v (e') pour a, û' e A et e, e' € £.

De p/us p ((A ® E) x (E ® A)) est dans le centre de E ® £.

Démonstration. — Nous remarquons tout d'abord que :
— Toutes les actions sont compatibles.
— Si E^ désigne l'abélianisé de E alors,

A®£=A®2£ f l b et £©^=£^0^/4

car les actions de £ sur A et de A sur £ sont triviales (c/. [2]). Donc
(A ® £) x (£ ® A) est abélien.

— L'action du produit libre £ ̂  A sur {A ® £) x (£ ® A) est triviale.
~ Le groupe \x(A ® £) est dans le centre de £ ® £ car :

(i (a) ® e) (e' ® e") =tfl( ^(e' ® e") (i (û) ® e) (d'après [2])

=(^®00'(a)®^) (car[û, e]==l)

pour a e A, e, e\ e" e £.
De même, ^ (E®A) est dans le centre de £®£. Il s'en suit que

H((A®£)x(£®A)) est dans le centre de £®£ et que ^ définit un
homomorphisme de groupes.

Montrons que ^/ est un homomorphisme de groupes : si e, e\ e" e £ alors

^ (ee" ® e') = v (e) v (<?") ® v (e')

= (v (<?) v ( '̂) ® v ̂ ^ (e')) (v (e) ® v (e'))

= (v (e e") ® v ("(O) (v (e) ® v (e)) car v ̂ (v (e')) = v (Y)

=^[(^®V)(e®^)].

De la même façon on montre que

(^ (e ® ̂  <Q = ̂ ' ((e ® <0 (e e ® '• ̂ )).

L'exactitude de la suite (*) en G ® G est immédiate, puisque v est surjec-
tive.
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98 R. ABOUGHAZ1

Exactitude de la suite (^), en £®£: il est clair que
[i((A ® E) x (E ® A)) est dans le noyau de ^ et que c'est un sous groupe
normal de E ® E (car il est dans le centre de E ® £), par suite le diagramme

£®£/U(C4®£)x(£®.4))

où 4^/7= H' et p la projection canonique, est commutatif. On construit
alors, la réciproque de \JL" de la manière suivante :

On définit
x? : G ® G -. £ ® £/H [(A ® £) x (£ ® .4)]

par

^te®^')=p(5te)®5te'))

où g, ^'eG, ste) et ste')e£ tels que v(s(g))^g et v(5te'))=g'. Montrons
que ^¥ (g ® ̂ ') ne dépend pas du relèvement choisi. Si 5' (g) est un autre
relèvement de g dans £, alors 5' (^) == i (a) s (g) où aeA. Par suite

P (s' (g) ® s (g')) =p (i (a) s (g)® s (g'))
=^[(5te)®5te'))(f(û)®5^))]

=P (s (g) ® 5 (^')) car p (û ® 5 te')) = 1.

De la même façon on montre que

P (s te) ® s'te'))=/? (s te) ® 5 te')).

Montrons que T est un homomorphisme de groupes : si g, g ' et g " ç G

^ te '̂ ® D =p (5 te) 5 te') ® 5 te'))
=p [s ̂  s te') ® s (ff) 5 te')) (5 te) ® ^ te'))]

=^[(5m ® 5(y))(ste) ® 5te'))]
=^((y®y)te®D).

De la même manière on montre que

^ të ® ̂ / ̂ )= ̂  (te ® g ) (9 g ® 9 H).
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PRODUIT TENSOR1EL DU GROUPE D'HEISENBERG 99

On vérifie sans peine que

^P ° H = idf g» E/H {{A ® £) x (£ ® A))

et que

^°V=id^o. D

Remarque. — En général, pour une extension quelconque, on obtient
encore une suite exacte en remplaçant le produit direct (A ® £) x (E ® A)
par le produit libre {A ® E) ̂  (E ® A) dans le lemme 1.

2. Application. Produit tensoriel du groupe diédral

On se propose de donner un deuxième calcul du produit tensoriel du
groupe diédral (déjà fait dans [3]) en utilisant le lemme précédent.

Si D^ est le groupe diédral d'ordre 2m, de présentation

(x, y : x2=yM=xyxy^l >

et Q^ le groupe des quatemions d'ordre 4m, de présentation

( x , y : x2^yM,yxy^x)

ces deux groupes sont reliés par la suite exacte centrale

l-^-e,-D,-.l

le générateur de Z^ étant x2 ==y.
D'après le lemme 1 énoncé plus haut, la suite

K ^ ^ ^ »*(Z2®û.)x(e.®z2)-e.®e.-^®^-i
est exacte.

De

^2®(L.=P. ̂ 2®^, x 2 ® x y w } avec 0<p, q<2m

Qm®^2={l.yp < S x 2 , x y v ' ® x 2 } avec O^.ç^m
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100 R. ABOUGHAZI

on déduit

H((Z2®6m)x(6m®Z2))

= { 1 , (x2 ® ̂ p) ( '̂ ® x2), (x2 ® ̂ ) (XV4' ® x2),

(x2 ® xj^) (̂ ' ® x2), (x2 ® x^) (x^' ® x2)}

avec O^p, q, p\ q<2m.
Les calculs de Q^ ® Q^ faits dans [3] montrent que :
Si w est impair

^2 ® 6.) X (<2n. ® ̂ 2)) = { 1, (^ ® ̂ )2 }

par suite

D^®D^Q^QJ{^(x(Sx)2}=^xc^

avec générateurs x ® x et x ® y respectivement.
Si m = 4 r
H ((Zz ® 6m)x (6m ® Z^)) est engendré par (x ® x)2 == (x ® yT par suite

D^^D^C^xC^xC^xC^

avec générateurs respectifs x ® x, x ® y, y ® y et (x ® y) (y ® x).
Si w = 4 r + 2
P ((Zz ® 6m) x (6m ® ̂ 2)) est engendré par (y ® ̂ )2 et (x ® y^ par suite

D,®D,=C2xC,xC2xC2

avec générateurs respectifs x ® x, x ® y, y ® y et (x ® y) (y ® x). D

PROPOSITION 1. — Le produit tensoriel D^ ® D^ du groupe diédral est :
— isomorphe à Z^ x Z^ avec générateurs respectifs x ® x e t x ® ^ s i w

est impair,
— isomorphe à Z ^ x Z ^ x Z ^ x Z ^ avec générateurs respectifs x ® x,

x ® y, y ® y et (x ® y) (y ® x) si m est pair.

TOME 115 - 1987 - s î
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3. Produit tensoriel du groupe (THetsenberg

Soit Jf la groupe d'Heisenberg défini par les matrices de la forme

1 n p~
0 1 m n, w, peZ

J) 0 L

on se propose de calculer Jf ® ̂ f.
Posons

101

x=
1 0 0
0 1 1

.0 0 !
y=

1 1 0"
0 1 0

-0 0 !
et 2=

~i o r
0 1 0

-0 0 !

LEMME 2. — Une présentation de Jf par générateurs et relations est la
suivante :

<x, y, z : [x, y]=2~^ [z, x]=[z, y]=l >.

Nous remarquons d'abord que tout élément de Jf s'écrit de manière
unique sous la forme xmynzp avec w, n, peZ.

Calculs préliminaires :
On a pour tout n, m e Z

xwy'=;cl>ly:>c~m=z''"wyl.
De même on montre que

y^m^nm^m

On vérifie sans peine que pour tout ue j fe t^eZ

^u.

Si u, y € Jf alors on a

(x1-^ z9 ® x1"' /•' 2^') (u ® i;)
= ïx<")'"^p• xmyH2p\u ® i;) (x111/12'» ® x1" '̂" 2^') (d'après [2])

=^<"" '"' (u ® ^(x^'/'z1' ® x"1 y" 2 " )

==(u ® v)^xmyH2p ® x'1' i-11 ^ ).
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102 R. ABOUGHAZI

Ceci montre que Jf ® Jf est abélien.

z®z=(y x ^~ l 0^ x~ 1 )
= h ® x, ^ ® x] (d'après [2])
=1.

x®z=x®[y , x]
= x ® yx x~1

=XO®x)(J®;c)- l [2]

^z^^x)^®^)"1 (car^==z~1^)

^' 'C^xKz-1®^)^®^)-1

=2~1 ® x (car ^^(S^^y^x)

=(z®x)-1 [2].

De la même manière, on montre que

z®^=(j®z)~1 .

Considérons l'extension centrale

1 -, A ̂  Jf -^ ^ab ̂  1

où ^ est le sous-groupe abélien de j€ isomorphe à Z de générateur z, H^
Fabélianisé de Jf, isomorphe à Z2 de générateurs je et y et v la surjection
canonique.

D'après le lemme 1 établi plus haut, la suite

( <Q (A ® JH x (Jf ® /l) -^ ̂ r ® jf ̂  jf^ ® jf^ -^ 1

est exacte.
Le produit tensoriel ^ab ® J^^ est le produit tensoriel usuel. Il est

isomorphe à Z4 (puisque Jf^ est isomorphe à Z2) avec générateurs x ® je,
x ® >\ ^ ® x et y ® >\

Les actions de A sur Jf et de Jf sur A étant triviales, le groupe A ® Jf
est donc isomorphe à y4 ® Jr^ (produit tensoriel usuel), qui est isomorphe
à Z2 avec générateurs z ® x et z ® >'.
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PRODUIT TENSORIEL DU GROUPE D'HEISENBERG 103

On montre que

H(G4 ® Jf) x (^f ® A)) = {(z ® x)^(x ® z) '̂; (2 ® xY(y ® z) ;̂

(z ® yY (x ® z)^; (2 (g) ̂  (j ® z)4';

oùp, ̂ p', ç'eZ}

mais

z ® x = ( x ® z ) ~ 1 et z®^=(y®z)~ 1

(relations démontrées plus haut), il s'en suit que ^((A ® j€) x (J^ ® A)) a
pour générateurs x ® z et y ® z.

PROPOSITION 2. — Le groupe Jff ® Jf est isomorphe à Z6, de générateurs
x ® x, x ® ̂ , ^ ® x, ^ ® j^, x ® z et ^ ® z. Les actions non triviales de Jf
sur ^f ® Jf sont données par :

xmytt(x(Sy)=(x®y)(x ® z)-"^ ® z)~"

^^ ® ̂ )=0 ® x)(x ® z)-^ ® z)".

Preuve. - L'extension (<t/) est scindée, puisque jf^®^^ est libre. Le
groupe Jf ® Jf est donc isomorphe à

(^ab ® Jf^) x n((/l ® ̂ f) x (^ ® ̂ )).

Montrons que n((/l ® Jf) x (Jf ® ̂ )) est isomorphe à Z2.
Soit

défini par

<D: ^®Jf-^Z2

^^m^n^^^m'^'^p')^^ R)

OU

nm^w'—l) yi'w(w-l) , , , , ,a== —————— — —————— 4-nww —n m m-^mp —m p.
2 2

w'n(n—l) mn'(n'—l)
P= ——-——- - ——-———- -k-np -n p

2 2

w, n,p, m\ n\ p ' ç î .
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104 R. ABOUGHAZI

Montrons que <I> est un homomorphisme de groupes.
Soit n, n\ yT, m, m\ w", p, p\ p " e Z.
D'une part on a

<t>((xMynzp)(xm'yn'zp') ® x^^z^)
^0^m+my+n-^+p'+nm'^^y^^^ p^

avec

Nm'(w'-l) n'M(M-l) . , , - , . . . . . .
a,= ——-———-- ——-———)-^NMm f f-n f fMm f f-¥Mp f f-m' fP

' 2 2

^N(^l),Mn^-l)^ .
' 2 2

où Fon a posé :

M==m+w', Nssn-t-n', P=/?+/?/+nw/.

D'autre part on a

<D ((^y z/» (^' y'zp') 0^^^ (x"1" y z^")) (x1" y z^ ® x111' y'z'»"))
=a)((xmy'zp'+Bm'~mn'®xw'y''zp'+"w''•mn')(xwyl2p®xwv'2p'))

=(a2, P2)+(aa. Pa) =(a2+a^ P2+P3).

où

nfmw(mtf—\) n" mt (mf — 1 )o^ ^ —————— __ ——————
2 2 2

+ yi'w^ (m'+ m) — m'yT (m-h yyQ-h w'/^ — m '̂

. m ' ' n ' ' ( n ' — 1 ) w 'y i^^—l) , ^ , . , .P2= ——————-— —————- +nn m —nm n -\-n p — p n

nw'(w'-l) ^w(w-l) . . . . .013= —————— ——————•\-nmm —n mm ^-mp —m p3 2 2

P3=m^(^" l)~^^- l)-^^-^

Vérifions que

TOME 115 - 1987 - N° 1



PRODUIT TENSORIEL DU GROUPE D'HEISENBERG 105

et

02+03=

a^=a2+tt3

Pl==P2+P3

(yi-hyOw^w"-!)

-n-[w /(w'-l)+w(w~l)+2mw']+m'yn /(w-^w /)

+yîww^—(w+w')nww^+(w+w^^—ww(^+p /+nw^+wyl'yy^

= Nm^-1) _ ̂ ^ 1) ̂ MN^n^A^A^m-P
2 2

=ai.

De même on montre que

P2+Pa=Pi

et que

0 (j^y 2^ ® (x'"' y' 2"') (x^^ z^))

= <D ((x" y12^ ® x*"' y 2^) (smysp (x911 y 2^)
^x-'y"z^^m.y.^p^

II est clair que rhomomorphisme <Ï> est surjectif et qu'il s'annule sur
^ab ® ̂ ab, le diagramme

H((^®^)x(Jf®Â))

où ^ est la projection canonique et <i>op=<ï) est donc commutatif. Il s'en
suit que <& est surjectif et que n((/l ® Jf) x (Jf ®/!)) est isomorphe à
Z2. D

COROLLAIRE. — Le groupe fhomotopie n^(SBJ^) est isomorphe à Z5

avec générateurs x ® x, y ® >\ (x ® y) (y ® x) ~ ï , x ® 2 cr y ® 2.
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106 R. ABOUGHAZI

Démonstration. - D'après [2], on a : ̂ (SBjn^e^Jf®.^1-^1.^).

Comme Im(Jf ® Jf -• ^f)^Z avec générateur z, le corollaire est immé-
diat.
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