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PRODUIT TENSORIEL
DU GROUPE D’HEISENBERG

PAR

RacHipA ABOUGHAZI (*)

RESUME. — Toute extension centrale de groupes 1 = 4 — E — G — 1 donne naissance a
une suite exacte courte (A @ E)Xx(E®@ A) - E® E - G® G — 1. On utilise ce résultat pour
déterminer le produit tensoriel non abélien du groupe d’Heisenberg avec lui méme H ® H,
d’ou I'on calcule le groupe d’homotopie ny(SK(H, 1)). On déduit aussi, un nouveau calcul
du produit tensoriel du groupe diédral avec lui méme (étudié dans [3]) a partir du produit
tensoriel du groupe des quaternions avec lui-méme.

ABSTRACT. — Every central extension of groups 1 = A — E — G — | gives rise to a short
exact sequence (A @ E)x (E® A) = E@QE -+ G® G — 1. This result is applied to determine
the non abelian tensor product H ® H of the Heisenberg group with itself from which we
calculate the homotopy group =, (SK(H, 1)). A new computation of the tensor product of
the dihedral group with itself (studied in [3]) is deduced from the tensor product of the
quaternionic group with itself.

Le produit tensoriel de groupes non abéliens a été introduit par
R. BrowN et J.-L. LopAY dans [1] et [2].

Dans ce papier, on démontre que, pour toute extension centrale de
groupes
1+A—-ESG-1

il existe une suite exacte de groupes
(AQEXx(EQA)SERESGR®G~1

| et u’ étant convenablement définis.

(*) Texte requ le 30 décembre 1985, Révisé le 3 juillet 1986.

R. ABOUGHAZI, Université Louis-Pasteur, .LR.M.A., 7, rue Rene-Descartes, 67084 Stras-
bourg Cedex (France).
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96 R. ABOUGHAZI

On utilise ce résultat pour calculer le produit tensoriel du groupe
d’Heisenberg avec lui méme, ainsi que le produit tensoriel du groupe
diédral, étudié dans [3], que ’on -déduit a partir du produit tensoriel du
groupe des quaternions. Je remercie mon directeur de recherches Monsieur
J.-L. Loday, le Professeur R. Brown ainsi que le referee, pour leur conseils
et leurs commentaires. :

1. Produit tensoriel non abélien et extensions centrales de groupes

Dans tout ce qui suit, 'action d’un groupe sur lui méme est la conju-
gaison.

DEFINITION 1. — Soient M et N deux groupes munis d une action de M
sur N notée ™n, meM, neN et d'une action de N sur M notée "m. On
suppose ces actions compatibles, c’est-d-dire que pour tout m, m’e M et n,
neNona

"Ry = m(nom= 1) et Cmys _n(mn=!,n)

Le produit tensoriel non abélien M ® N de M et de N est le groupe
engendré par les symboles m ® n avec les relations

(@) mm’ @ n=("m’® "n)(m @ n),

@) m@nn'=m®n)("'m® "n’)
pour m, meM, n, neN et pe M x N produit libre de M et de N. La
compatibilit¢ des actions permet de définir une action de M *x N sur
M ® N par

P(m @ n)="m ® n
pour me M, neN et pe M x N.

LEMME 1. — Soit
une extension centrale de groupes, alors on a une suite exacte
(%) (ARE)Xx(ERASERELGCR®G 1

TOME 115 — 1987 — N |



PRODUIT TENSORIEL DU GROUPE D'HEISENBERG 97

ou les actions de A sur E et de E sur A sont triviales et

Ha®e e®a)=(i(aA)@e)(e ®i(a))
pHEe®e)=vie)®v(e) pour a,a€A et e e€E.

De plus p((A ® E) x (E ® A)) est dans le centre de E® E.

Démonstration. — Nous remarquons tout d’abord que :
— Toutes les actions sont compatibles.
— Si E® désigne I'abélianisé de E alors,

ARE=A®,E®* e EQA=E*®,4

car les actions de E sur A et de A sur E sont triviales (cf. [2]). Donc
(A® E)x(E ® A) est abélien.

— L’action du produit libre E * A sur (A ® E) x (E ® A) est triviale.
— Le groupe p(A ® E) est dans le centre de E® E car :
(i@®e)(e®e)=""Ne' Re")(i(a)®e)  (daprés [2))
=Ee®e)(i(@®e) (car(a e]=1)
pouracA, e e, e”€E.

De méme, u(E® A) est dans le centre de EQ® E. Il s’en suit que
p((A® E)x (E® A)) est dans le centre de E® E et que p définit un
homomorphisme de groupes.

Montrons que p’ est un homomorphisme de groupes : si e, €', e” € E alors
wee"®e)=v(e)v(e )@ v(e)
=("v(E)®V(EN(v(e)® V()
=(v(ce)®v(€)(v(e)®V(e)) car *U(v(e))=v (%)
= [(e" @ ‘€) (e @ €')].
De la méme fagon on montre que
(W(E®ee)=p'((e®e)(“e® €M)

L’exactitude de la suite (») en G @ G est immédiate, puisque v est surjec-
tive.

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



98 R. ABOUGHAZI

Exactitude de la suite (%), en EQE: il est clair que
n((4 ® E) x (E ® A)) est dans le noyau de p’ et que c’est un sous groupe
normal de E ® E (car il est dans le centre de E ® E), par suite le diagramme

W

N

EQEM(A®E)X(E® A))

EQE G®G

ou u"op=y’ et p la projection canonique, est commutatif. On construit
alors, la réciproque de p” de la maniére suivante :

On définit
¥Y: GOG—-EQE/M[(A®E)x(E® A)]
par
Y(e®g)=r(s@®s()

ou g, g'€qG, s(g) et s(g’)eE tels que v(s(g))=g et v(s(g')) =g’. Montrons
que ¥ (g ® g’) ne dépend pas du relévement choisi. Si s"(g) est un autre
relevement de g dans E, alors s'(g)=i(a)s(g) ou ae A. Par suite

PE@)®sE)=p(i(a)s@)®sE)
=pl(s(@) ® s(g))(i(a) ®s(g))]
=p(s@)®s()) car pa®s())=1

De la méme fagon on montre que

P(s@®®s@)N=p(s(®)®sE)).
Montrons que ¥ est un homomorphisme de groupes :sig, g’ etg”eG
Ygg' ®e)=p(s(g)s)®s()

=p[@sE)®* s (sg) ®sE"))
=pl(s(*2) @ s("g") (s(®) ® s(&")]
=Y (e’ ®%)(Ee®g&").

De la méme maniére on montre que

Ye®ege)=Y(e®e)(g®¢").
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On vérifie sans peine que
You'=ideg enqae nxEe an
et que
pwoe¥=idggse 0O

Remarque. — En général, pour une extension quelconque, on obtient
encore une suite exacte en remplagant le produit direct (4 ® E) x (E® A)
par le produit libre (4 ® E) * (E ® A) dans le lemme 1.

2. Application. Produit tensoriel du groupe diédral

On se propose de donner un deuxiéme calcul du produit tensoriel du
groupe diédral (déja fait dans [3]) en utilisant le lemme précédent.

Si D,, est le groupe diédral d’ordre 2m, de présentation
(x,y:x}=y"=xpxy=1)
et Q,, le groupe des quaternions d’ordre 4 m, de présentation
(x,y:xt=y" yxy=x)

ces deux groupes sont reliés par la suite exacte centrale

1+2,-Q,~D,—1

le générateur de Z, étant x2=y™
D’aprés le lemme 1 énoncé plus haut, la suite

(Z,®0.)%(Qn®Z;) %0, ® Q. D@D, ~ 1

est exacte.
De

Z,0.={1, x*®)", x*®@x)*} avec 0<p, g<2m
0.®Z,={1,y"®x% xy ®x?} avec 0<p,q'<2m
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100 R. ABOUGHAZI

on déduit
H(Z,®Q,)x(Q.®Z,)
={1, (x*®@y") (" ® x2), (x2 ® y*) (x)" ® x?),
(x? ® x37) (" ® x3), (x> @ x)%) (x)* @ x?)}
avec 0<p, q,p’, g’ <2m.

Les calculs de Q,, ® Q,, faits dans [3] montrent que :

Si m est impair
R((Z, ® Q) X (Qa® Z,))={1, (x® x)*}
par suite
D,®D,=0,®0./{1, (x®x)}=c,xc,

avec générateurs x ® x et x ® y respectivement.
Sim=4r
R((Z; ® Q,) x(Q, ® Z,)) est engendré par (x ® x)*=(x ® y)™ par suite

D,®D,=C,xC,xC,xC,
avec générateurs respectifs x @ x, x®@ y, y® y et (x ® ») (y ® x).

Sim=4r+2
1((Z; ® Q,) % (Q,, ® Z,)) est engendré par (¥ ® »)? et (x ® y)" par suite

D,®D,=C,xC,xC,xC,

avec générateurs respectifs x @ x, x® y, y®yet x®@y)(®x). O

ProposITION 1. — Le produit tensoriel D, ® D,, du groupe diédral est :

— isomorphe a Zz x Z,, avec géneérateurs respectifs x@ x et x® y sim
est impair;

— isomorphe a Z,xZ, xZ,xZ, avec générateurs respectifs x ® x,
x®@y, y®@yet(x®y)(y® x) si m est pair.

TOME 115 — 1987 - ~ 1
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3. Produit tensoriel du groupe d’Heisenberg

Soit ¥ la groupe d’Heisenberg défini par les matrices de la forme

1 n p
0 1 m| nmpeZ
0 0 1
on se propose de calculer # ® .
Posons
1 0 0 1 1 0 1 0 1
x=]0 1 1], y=}0 1 0 et z=10 1 0
0 0 1 0 0 1 0 0 1
LEMME 2. — Une présentation de 3 par générateurs et relations est la
suivante :

{x, y 20 [x, ¥]=271 [z, X]=[z, y]=1).

Nous remarquons d’abord que tout élément de 5 s’écrit de maniére
unique sous la forme x™ )" z? avec m, n, peZ.

Calculs préliminaires :
On a pour tout n, meZ
= XYt x T M=z T Y
De méme on montre que
Y x™ = " x™,
On vérifie sans peine que pour tout ue # et peZ

Py=u,

Si u, ve ¥ alorson a
(x™y" 2P @ x™ 3™ z%) (u @ v)
=P P @ p) (XY 2P @ x™ )7 2P)  (d'aprés [2))
T 4 ® B (X" 2 ® X Y )

=U®v)(x"y" 2P @ x™ " zP).

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DF FRANCF



102 R. ABOUGHAZI

Ceci montre que ) ® J est abélien.

z®z=0Fy ' ®’x x71)

=p®x, y®x] (d’aprés [2])

=1.

x®z=x®[y, x]

=x®’x x~
=*0®x)(®x)"'  [2]
=z"'y®x)(y®x)"'  (car*y=z"ly)
='e®0E @)Y ®x) !
=z27'®x (car® () ®Xx)=y®x)
=z®x)"' [2)

1

De la méme maniére, on montre que
z®@y=0®2)7".

Considérons ’extension centrale

1A= P

ou A est le sous-groupe abélien de »# isomorphe a Z de générateur z, H®
I'abélianisé de J¢, isomorphe a Z2 de générateurs x et y et v la surjection
canonique.

D’apreés le lemme 1 établi plus haut, la suite

(") (AR H)X (K QAL HQHL #PR # 1

est exacte.

Le produit tensoriel #°® ® #°® est le produit tensoriel usuel. Il est
isomorphe a Z* (puisque J#*® est isomorphe a Z?) avec générateurs x ® x,
x®@y,y@xetyQ®y.

Les actions de A sur ) et de ) sur A étant triviales, le groupe 4 ® )
est donc isomorphe a 4 ® #*® (produit tensoriel usuel), qui est isomorphe
a 2% avec générateurs 2@ x et z® y.
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On montre que
R(ARH)x(HF ®A)={®xP(x®2)"; (z®x)\ (¥ ® 2);
E®'(x®2); z®y)(®2);
oup,q,p,qeZ}
mais
@x=(x®z)"' et Qy=(y®27"

(relations démontrées plus haut), il s’en suit que p((4A ® ) x (# ® A)) a
pour générateurs x® z et y @ z.

PROPOSITION 2. — Le groupe # ® X est isomorphe a Z°, de générateurs
XxX®x, x®y, y®x, y®y, x®z et y® z. Les actions non triviales de #
sur ¥ @ # sont données par :

xR YN=x®NEx®2) "(¥®2)"
TPrRx)=0®x)(x®2)""(y® 2"

Preuve. — L’extension (*’) est scindée, puisque H#** ® H#* est libre. Le
groupe ) ® ) est donc isomorphe a

(™ ® H*) x p((4 ® X) x (F ® A)).

Montrons que p((4A ® X#) x (¥ ® A)) est isomorphe a Z2.
Soit

O: QN T
défini par
O(x"y" 2P @ x™ y" 2F)=(a, B)

ou

o= nm’ (m —1)_n m(m-—1)

5 5 +nmm’ —n'm’'m+mp’ —m’p.

_ m'nn—1) _ mn' (n'—1)

b 2 2

+np'—n'p

m,npm,n, pel.
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104 R. ABOUGHAZI

Montrons que ® est un homomorphisme de groupes.
Soit n, n/, "”, m, m/, m”’ D, p,’ p” ez
D’une part on a

D((x™y" 2P) (x™ Y 2°) @ x™ y™ 2P")

=q)(xm+m'yn+n' zp+p'+nm' ® x""’y"" zp~)=(ap Bl)

avec
_Nm"(m"=1) n"MM-=1)
2
_m'N(N=1) Mn"("'=1)
2

+NMm"—n"Mm”"+Mp”—m”"P

1

B, +Np"—Pn”

ou I'on a posé :
M=m+m, N=n+n/, P=p+p +nm’.
D’autre part on a
O (Y 2P (xX™ YT 27) @ (X Y 2P7)) (X7 " 2P @ X™ YN 2PT))
= (™ 2 @ Xy P I) (47 2P @ X Y 2P7))
=(ay, B2)+ (23, B3) =(a;+ay, B +B3)
ou

_n'm"(m"—1) _n"m’(m’ 1)
2 2

o)
+n'm”(m’ +m)—m'n"(m+m”)+m’p"—m"p’
" (n—1 ‘n (" —1
ﬁz=m n(n )_m n(n )+nn’m"—nm'n"+"'P"-P'"”
2 2
nm”(m”"—1) n"m@m-1)
3= 2 -

_ m"n(n—l)_ mn”(n"—1)

Bs= 5 5

+nmm”—n"mm”+mp”—m” p

+np”—pn”.

Vérifions que

TOME 115 — 1987 — N° 1
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C!l =a2 +a3
et

B,=B,+B,
ooy = (n+n’)m”2(m”-—l)

”

- ni[m’(m’—- D+mm—=1)+2mm’]+m”"n’ (m+m’)

+nmm”—(m+m)n"m”"+(m+m’)p"—m” (p+p’+nm’)+nm’'m”
_Nm"(m"=1) n"MM-=1)
B 2 2

+MNm" —n"m"M+Mp”"—m”" P

=a,.
De méme on montre que
B.+Bs=B,
et que
O(x"y" 2P @ (x™ y" ) (x™ Y™ 2°"))
=O((x"y 2 @ X"y ) (" (x"y 27)
@ (x™ y 2P))).

11 est clair que 'homomorphisme @ est surjectif et qu’il s’annule sur
H° ® #*, le diagramme

KRN — T2
: p\.:5
H((A® X)) x(F @ A))

ou p est la projection canonique et ®op==® est donc commutatif. Il s’en
suit que & est surjectif et que p((A ® H)x (# ® A)) est isomorphe a
z2. O

COROLLAIRE. — Le groupe dhomotopie ny(SBX¥) est isomorphe a Z*
avec générateurs x@ x, y®y, (x@y)(v® x)~ 1 x®zet y® 2z
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106 R. ABOUGHAZI

Démonstration. — D’aprés [2], on a : n,(SBX#)=Ker(# @ # ' 5’ ).

(.1 v . . .
Comme Im () ® ¢ — H#)~Z avec générateur z, le corollaire est immé-
diat.
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