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Bull. Soc. math. France,
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VARIÉTÉS DE POISSON
ET STRUCTURES ASSOCIÉES

PAR

PHILIPPE CORNU et GILBERT MONNA (*)

RÉSUMÉ. — Dans cet article, nous abordons l'étude des variétés de Poisson à l'aide de la
théorie des G-structures. Nous appliquons ensuite ces techniques à l'étude des variétés
canoniques et des variétés co-symplectiques, en vue de donner quelques propriétés des
feuilletages associés à ces structures.

ABSTRACT. — In this paper. wc begin thé study of Poisson manifoids with thé use of thé
theory of G-structures. Then wc apply thèse technics lo thé study of canonicaï manifoids
and cosymplectic manifoids. We hâve in mind to give some properties of thé foliations
associated to thèse structures.

Note. — Les auteurs tiennent à remercier le Référée pour ses remarques,
lesquelles ont contribué à la clarté et à la précision de ce texte.

I. Introduction

Les variétés de Poisson ont été introduites par A. LICHNEROWICZ (en
1977, Cf. [7]) qui les définit à l'aide d'un tenseur. Dans cette optique, les
variétés de Poisson ont été ensuite étudiées par R. OUZILOU (cf. [11]) et
CM. MARLE (cf. [9]). Une autre approche de cette structure est celle de
A. WEINSTEIN (cf. [13]) qui envisage, entre autre, le cas des structures de
rang constant. Par ailleurs, A. Lichncrowicz a introduit une classe particu-
lière de variétés de Poisson: les variétés canoniques, dont l'étude est reprise
dans [9].

(») Texte reçu le 29 mai 1984. revisé le 16 juin 1986
P. CORNU, Depl. G.I.. Université àe Technologie de Comp»epic. B P n 233. 60206

Compiégne Cedex, G. Moss^. Inst de Math Unn d'Avignon. 33. rue Pasteur 84000
A vignon.

BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHEMATIQUE DE FRANCE - 0037-9484 198'» 03 241 15 /1350
0 Gauthier-Villars



242 P. CORNU ET G. MONNA

A la suite de ces travaux, nous donnons une définition des structures
de Poisson en termes de G-structures.

Dans le paragraphe II, nous établissons que la donnée d'une structure
de Poisson est équivalente à celle d'une G-structure plate, où G est le
groupe de Lie formé des matrices de la forme :

f^-jA)
\ o |c )

avec /leSp(n), B matrice 2nxs , C€GL(S, R).
Nous retrouvons ainsi l'existence du feuillage caractéristique (cf. [7] et

[13]) et le « splitting theorem » de A. Weinstein. Enfin, on détermine le
sous-groupe compact maximal du groupe G.

Dans le paragraphe III, nous restreignons notre étude aux variétés de
Poisson de dimension 2 n -h 1 et de rang constant 2 n, définissant ainsi les
variétés précanoniques. Nous donnons ensuite des conditions pour qu'une
variété précanonique soit canonique. Après quelques remarques sur le
feuilletage caractéristique, nous établissons un lien avec les structures de
presque-contact, via le sous-groupe compact maximal de G, qui est alors
U(n) x 0 (1). Enfin, utilisant la notion de variété h-plate de C. ALBERT [l],
nous donnons une condition nécessaire et suffisante pour qu'une variété
canonique soit « à 2-forme fermée » (suivant la terminologie de
CM. MARLE dans [9]) et une interprétation de cette condition en termes
de tenseur de structure.

Le paragraphe IV est consacré à l'étude des variétés co-symplectiques
introduites par M"' P. LIBERMANN dans [5]. Après quelques propriétés du
feuilletage caractéristique de ces structures, nous donnons une condition
nécessaire et suffisante d'existence en termes de tenseur de structure, ainsi
qu'une obstruction cohomologiquc. Enfin, en liaison avec les structures
de contact, nous montrons qu'un champ de vecteurs ne peut-être à la fois
système dynamique d'une forme de contact et d'une structure co-symplecii-
que, sur une variété compacte sans bord.

CONVESTÎONS ET NOTATIONS. — Dans la suite, toutes les variétés seront
supposées connexes et de classe C^. Si V est une vancie, ^ (H notera
l'espace des fonctions €' de V dans R, TV le fibre langent de V et T* V
le fibre cotangcnt de V.
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VARIÉTÉS DE POISSON ET STRUCTURES ASSOCIÉES 243

II. Variétés de Poisson et G-structures

DÉFINITION [13]. — La donnée d'une structure de Poisson sur une variété
V est celle d'une structure d'algèbre de Lie sur V(V\ dont on notera { , }
le crochet, de telle sorte que { , } soit une dérivation par rapport à
chacune des variables, c'est-à-dire

[fg, h}^f{g, A}+{/. h}g, V/^,/i€<îf(F).

Pour chaque fonction /, élément de V(V), il existe donc un champ de
vecteurs Xy tel que :

Xfg=[g.f}. V^ey(F).

Xf est dit champ de vecteurs hamiltonien associé à /. En tout point de Y,
la valeur de {^, /}, et donc celle de Xp ne dépend que de la différentielle
de/(en effet, si h est une fonction constante sur V, alors {A, /} =J^/i==0,
^/feVÇV)). Il existe donc un morphisme de fibres :

B: T*V^TV telque X^Bodf, ^f^(V).

On peut aussi, à la suite de A. Lichnerowicz et CM. Marie, définir une
structure de Poisson à l'aide d'un tenseur.

PROPOSITION ET DÉFINITION [7] et [9]. — Soit V une variété de Poisson
(c'est-à-dire, une variété munie d'une structure de Poisson). Alors, il existe
sur V un unique 2-tenseur contravariant et anti-symétrique A tel que

(I) {/. g}(x)^\(x)(df^ dg,\ UgeV(V).

Le tenseur ainsi défini est dit tenseur définissant la structure de la variété
de Poisson.

Inversement, si on définit le crochet { . } sur ^(V) à l'aide de l'égalité
(I), l'identité de Jacobi pour ce crochet est équivalente à la nullité du
crochet de Schouten [A, A] (cf. [T}).

Dans un système de coordonnées locales (x1, ..., x") sur un ouvert U
de Y, la structure de Poisson est déterminée par les composantes A,^ de
A, et en termes de crochet on a simplement {x^, x^asA^x). En d'autres
termes, la structure de Poisson est définie si on se donne les valeurs du
crochet sur les fonctions coordonnées.
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244 P CORNU ET G. MONNA

DÉFINITION [13]. — Le rang S une structure de Poisson en un point x de
V est le rang de l'application B, allant de T; V dans T, K En coordonnées
locales, c'est le rang de la matrice A^(x).

Remarque. - Jusqu'à la fin de ce paragraphe, on ne considérera que
des variétés de Poisson de dimension 2n+s et de rang constant In.

Exemple 1. - Considérons R211"', muni de ses coordonnées globales
/yl y» ,,1 y" T1 -r*\[x , .. ., x , y , . . . ,> , ^ , ...,-;.

Pour tout x de R2"^, on définit B^ par :

^(Ac^-^, 1 ^ i ^ n ,
<y|x

B^v^ a , 1 ^ ï ^ n, B,(^)=0, 1 ^7 < 5.
ex1 [,

De sorte que :

{x*. x1'}^1,^}^^. r1'}^, 1 ^i,;^n, 1 ^k, /i ̂  s.

{^^}={y,z<•}=0, l^i ̂ n, l^,h<s.

{ v1, .v^} = (B ̂ ) 0-*) = 0 ,̂ 1 ^ (, ; ^ n.

Muni de cette structure de Poisson, R21^' aura un rôle de modèle local
pour les variétés de Poisson de dimension 2 n 4- s et de rang constant 2n.

Nous sommes maintenant en mesure d'établir le :

THÉORÈME 1. — Soit (Y, A) une variété de Poisson de dimension 2n+s
et de rang constant 2n. Alors A définit une G-structure, notée Eç(V\ où G
est le sous-groupe de Lie de GL(2n+5, R) formé des matrices de la forme

( A ^}
\^~ C )

où A est un élément de Sp(n, R), C est un élément de GL(s, R) et où B est
une matrice 2 n x s.

De plus, la G-structure Eç^Y) est plate.

Démonstration. - Pour déterminer le groupe G, on se place dans R211*1

muni de sa structure de Poisson canonique. Le tenseur définissant la
structure, section de A2 TR2"^, s'écrit dans la base <c' A c^:

A=e 1 A c " * 1 ^ . . . -he"A c2".
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VARIÉTÉS DE POISSON ET STRUCTURES ASSOCIÉES 245

On cherche donc les matrices de changement de base laissant A inva-
riant; calcul un peu long, mais sans réelle difficulté.

La platitude résulte d'une proposition de A. LICHNEROWIZ (voir [7], §2,
p. 257) selon laquelle toute variété de Poisson (V, A) admet un atlas de
cartes pour lequel A à des composantes constantes, et de la proposition
(IIM2, p. 189 de [2]) selon laquelle une G-structure définie par un tenseur
est plate si et seulement si il existe au voisinage de chaque point un système
de coordonnées locales dans lequel ce tenseur est à coefficients constants.
(Nous rappelons qu'une G-structure est dite plate si elle est localement
équivalente à la G-structure standard sur le modèle R2"-^. Cela est équiva-
lent à l'existence au voisinage de tout point de V d'un système de coordon-
nées locales adaptées à Eç(V).)

On retrouve par le biais de notre approche le résultat suivant déjà
dans [7] :

COROLLAIRE 1. — Toute variété de Poisson (V, A) de dimension (2n^-s)
et de rang constant In admet un feuilletage y de codimension s, toutes les
feuilles étant des variétés symplectiques.

DÉFINITION [9]. — Le feuilletage y sera appelé feuilletage caractéristique.

COROLLAIRE 2 « Splitting Theorem » [13]. — Soit XQ un point d'une
variété de Poisson (V, A), alors, il existe un voisinage U de Xç dans V et un
isomorphisme /=/^ x f ^ d e U sur un produit S x N où S est une variété
symplectique et N une variété de Poisson de rang nul.

Preuve. - Ceci résulte de l'équivalence locale de EçÇV) avec la G-struc-
ture standard sur R2^*, conséquence de la platitude de EçÇY).

PROPOSITION 1. — Le sous-groupe compact maximal du groupe G est le
groupe H formé des matrices de la forme :

(JH±\
\ 0 | B )

où A est un élément du groupe U(n) et B un élément du groupe 0 (s).

Preuve. - Classique et longue, elle est donc omise.

COROLLAIRE. — Ee(V) admet une H-réduction £^(^).

Preuve. - Classique, voir [4], chapitre 1 par exemple.

BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE



246 P. CORNU ET G. MONNA

THÉORÈME 2. — Soit Eç(V) une G-structure plate sur ^2 »+»• ^ors ̂ c(^)
définit sur V une structure de Poisson régulière de rang 2 n.

Démonstration. — De par la platitude de Eç(V\ il existe pour tout
point x de V un voisinage 17, muni de coordonnées locales adaptées à
EG(V\ On le notera ((;„ x1, ..., x", /, . . . , y, z1, . . . , 2*), et on a :
{x', ^ } == 6p 1 < (, y ^ n, tous les autres crochets sur les fonctions coordon-
nées étant nuls.

Soit (Uy x'1, .. ., x'", /!, .. ./<1, 2'1, . .., 2;"), un autre système de
coordonnées locales adaptées à Eç(V\ muni du crochet { , }' (avec les
mêmes relations que { , }). Supposons que [7,0^^0. On montre
alors, en utilisant la forme des matrices de G et le fait que les feuilles du
feuilletage y sont des variétés symplectiques, que sur l/^ 0 U^ les crochets
{ , } et { , }' coïncident et que l'on a sur V une structure de Poisson
(globale).

IIL Variétés de Poisson et variétés canoniques

III. 1. VARIÉTÉS PRÉCANONIQUES ET VARIÉTÉS CANONIQUES

DÉFINITION 1. — Une variété précanonique est une variété de Poisson
( V, A) de dimension 2 n -+-1 et de rang constant 2 n.

DÉFINITION 2 [9]. — Une variété canonique {V, A, q>) est la donnée d'une
variété précanonique (V, A) et d'une fonction partout régulière <p: V -^ R,
telle que: Kcr<p^=r,^, Vx€^ , où y est le feuilletage caractéristique
de la variété de Poisson {Y, A).

Remarque. — Pour les applications à la mécanique des variétés canoni-
ques, on peut consulter [9] et les articles qui y sont cités en références.

PROPOSITION ((9] p. 149). — Son (V, A, <p) une variété canonique et Y
son feuilletage caractéristique :

(1) Sur chaque feuille F de Y, la forme symplectique est donnée par :
ûy(x)(y, ̂ •{/t g} s ou x est un élément de F, Y et Z sont des éléments
de T. F et f et g sont des éléments de ̂  ( V) tels que Xf (x) == Y, X, (x) = Z.

(2) Pour tout f€R, f'ensemble V^^~1 (t)^{x€Vln>(x)=t] est une
sous'variété de V de dimension 2n. Chaque composante connexe de V, est

TOME 1 1 5 - 1987 - N 3 .



VARIÉTÉS DE POISSON ET STRUCTURES ASSOCIÉES 247

une feuille de y , donc V,, comme les feuilles, est munie <Tune forme
symplectique ft,.

Nous adopterons jusqu'à la fin de ce paragraphe, l'hypothèse faite par
CM. MARLE dans [9]: VreR, ^(p^r) est connexe. Cest-à-dire, si
<P "! (0 9e 0, <p 'l (t) est une feuille du feuilletage caractéristique J .̂

On note CT(rî) le groupe de contact ( = 1 x SP(n) où SP(n) est le groupe
symplectique). D'après [3], la donnée d'une CT(n)-structure sur V est
équivalente à celle d'une structure de presque-contact, c'est-à-dire celle
d'un couple (a, P) où a est une 1-forme et P une 2-forme sur V telles que
a A p" soit une forme volume sur V.

Dans la suite nous supposons V orientée.

THÉORÈME 1. — Soient (V\ A) une variété précanonique, EçÇV) la
G'structure plate associée. Supposons quil existe une CT (n)-réduction de
£(;(H, telle que la structure de presque-contact (a, p) associée à E^r „ (Y)
soit (d^ P) où <p6<^(F). Alors (F, A, (p) est une variété canonique Le
feuilletage caractéristique y est alors défini par la 1-forme fermée a.

Démonstration. - Soit donc ( \\ A) une variété précanonique. On a sur
V une G-structure plate Eç{V) {cf. § 1 1 , théorème 1), V étant orientée, il
existe sur F une 1 1 x l/(^-réduction (qui n'a plus de raison d'être plate)
de Eç(V} (ceci d'après §11 , proposition 1). Par agrandissement de U(n) à
SP(n). on obtient sur V une CT (restructure, donc un couple (a, P) {voir
ci-dessus). Supposons maintenant a exacte, c'est-à-dire a=Ap. On montre
alors que la variété précanonique (l-, A) munie de la fonction <p est une
variété canonique en montrant que Ker<p» = T,,F, Vjce K

TKÉORÉME 2. -- Soir (F, A, (p) une variété canonique. Alors il existe une
réduction £cT<ni(1') àe Eç(V) définissant sur V une structure de presque'
contact (x P) telle que a=J<p.

Démonstration - Soit (x P) la structure de presque-contact sur V et
soit r,p son système dynamique (i.e., l'unique champ de vecteurs sur V
tel que 3(r.p)= 1 et i».pP=0. pour l'existence voir [3]).

Soit X»(\^(Y^)).Y^ on a dq>(X)=\. Pour tout couple (V.Z) de
vecteurs tangents en x à l'. on a les décompositions Y^^X^Y' et
Z = p A', ̂  Z . avec Y et Z éléments de T, ̂ . Notons (D, la forme Symplec-
tique définie sur f, par la structure de Poisson. Posons :

o.(r.Z)=œ,(r,z'), vxer.
Alors. 0 est une 2-formc sur \ et on vérifie que (</<p. 0) est une structure

de presque-contact sur \'
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248 P. CORNU ET G. MONNA

III. 2. ÉTUDE DU FEUILLETAGE CARACTÉRISTIQUE

DÉFINITION [13]. — Soit (V, A) une variété de Poisson. Une/onction de
Casimir sur V est une fonction hç<^(V) telle que {h,/}=(), V/€^(ÏQ.

Remarque. — Dans le modèle local (§11, exemple 1) les fonctions z^
1 < i < s, sont des fonctions de Casimir.

DÉFINITION. — Soit y un feuilletage sur une variété V, une fonction
f^^(V) est dite basique pour f si Xf=0, pour tout champ de vecteurs
local tangent aux feuilles de y. Cela revient à dire que / est constante le
long de chaque feuille. On notera ̂ (^ V} l'espace des fonctions basiques
pour le feuilletage Y'.

A. WEINSTEIN, dans [13], signale que toutes les fonctions de Casimir
sont basiques. Remarquons qu'inversement toute fonction basique est une
fonction de Casimir. En effet, dans un ouvert U^ muni d'un système de
coordonnées locales adaptées à la structure

(Xj, ..., x^, y^, . . ., y^ z^, . . ., Zf),

une fonction basique ne dépend que des coordonnées (z\, . . ., zf). Si on
note r^x*^ et rf^x2""*, on a sur 17, :

K^^T2^' ̂  x^}^ -^=0
^gf ^ t• l {^ }^^

Donc {/, g} =0, V^€V(F), et/est une fonction de Casimir.

DÉFINITION. — Soit ( V, f) une variété feuilletée, si X est un champ de
vecteurs sur V tel que pour tout champ de vecteurs Y tangent aux feuilles
de ^, le champ (JV, Y] soit tangent aux feuilles de 3F\ X est dit champ
feuilleté.

Soit (Y. A, <p) une variété canonique. Le théorème 2 permet de lui
associer des structures de presque-contact (a, P) avec d(p=a. On note
encore Y^ le système dynamique de la structure de presque-contact.

PROPOSITION. — Le champ de vecteurs Y,p est un champ feuilleté pour le
feuilletage caractéristique de la variété canonique ( V, A, <p).

Preuve. — Soit X un champ de vecteurs tangent aux feuilles de f'.
Montrons que (X, Y^] est tangent à f, donc élément de
Kcr<p,.</(</<p(x, r^))«xj<p(y.^-»'.^(p(X)-rf(p([x y^])=o. D'où le
résultat.
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III. 3. VARIÉTÉS CANONIQUES A 2.FORMÈ FERMÉE

DÉFINITION [9]. — On dira qu'une variété canonique est à Informe fermée
s'il existe une 2-forme fermée Q sur V qui, pour chaque reR induise sur
^==<P"1 (0 la 2-formc symplectiquc Q, définie par la structure de Poisson
sur K En vue de caractériser les variétés canoniques à 2-formc fermée,
CM. MARLE dans [9] donne la proposition suivante ainsi que son
corollaire :

PROPOSITION. — Soit ft une 2-forme sur V qui, V t ç R induit sur V la
2-forme symplectique tî, définie par la structure de Poisson de V, et soit E
le champ de vecteurs tel que ïfQ=0 et rf(p(£)== 1. Alors 0 est fermée si et
seulement si .â^A=0. (^ désignant la dérivée de Lie suivant £.)

COROLLAIRE. — La variété canonique (V, A, <p) admet une 2-forme fermée
si et seulement si il existe sur V un champ de vecteurs E tel que pour tout x
de y,E^T^et^^\^Q.

D'après le théorème 2 de ce paragraphe, il existe sur (Y, A, <p) des
structures de presque-contact (Ap, p) telles que la restriction de la 2-forme
P à chaque feuille du feuilletage caractéristique coïncide avec la forme
symplectique définie par la structure de Poisson. Le champ de vecteurs £
de la proposition ci-dessus est en fait le système dynamique de la structure
de presque-contact. Donc (V, A, <p) est à 2-forme fermée si et seulement
si l'une des 2-f ormes ? est fermée.

Nous allons donner une caractérisation des variétés canoniques à
2-forme fermée faisant intervenir de façon essentielle la structure de
presque-contact. A cette fin rappelons quelques définitions: h désigne
l'algèbre de Lie de Heiscnberg de dimension 2 n + I , c'est-à-dire R2^1

muni de la structure d'algèbre de Lie suivante, dont on notera [ , ] le
crochet (é'p . . . ,^^i) désignant la base canonique de R21^1, les
constantes de structures T* ^ sont telles que :

T^=O (1 ^ A ^2n, 1 ^i,y^2n<H),

^:tî=l ( l^ï^n), î^/'^O si^n-hï.K;,

(par définition,

l^l-L2::1^).
DÉFINITION 1. — Soit V une variété de dimension 2n^ 1 . On appelle
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250 P. CORNU ET G. MONNA

structure à crochet de type l) sur V la donnée sur le fibre tangent TV
d'une structure de fibre en algèbres de Lie, de fibre type l).

La donnée d'une structure à crochet de type t) est donc celle de :
(1) En chaque point x de V, une structure d'algèbre de Lie isomorphe

à b sur T, V.
(2) D'un recouvrement ouvert (L^i de V, tel que sur chaque 17. soient

définies 2n+ l champs de vecteurs linéairement indépendants
(J^i, ..., ^n+i) vérifiant

p^Oc), ^(x)]=^2:;lT^^(x), 1 ^7, k ̂  2n+ l .

L'ensemble (l/p ^i, . . ., X^+i) est appelé une trivialisation locale dis-
tinguée de TV. On dit qu'une trivialisation locale distinguée est b-plate si
et seulement si, pour toutj, k variant de 1 à 2n-h 1 on a :

[^XIM^].
DÉFINITION 2. — Soit V une variété de dimension 2n+ l . V sera dite

t^-plate si c'est une variété à crochet de type l> telle qu'au voisinage de
tout point de V soit définie une trivialisation locale distinguée l>-plate.

Revenons aux variétés canoniques. Soit (V^ A, q>) une telle variété et
(d<p, P) une structure de presque-contact associée, Y désignant le système
dynamique de (d<p, P). Pour tout couple (X, V} de champs de vecteurs
posons : [X, JT]= ~P(X, r) Y.

PROPOSITION. — Le crochet [ , ] défini ci-dessus muni (V, A, <p) d'une
structure à crochet de type l).

Preuve. — Le calcul en coordonnées locales se fait sans difficulté.

THÉORÈME 3. — Soit (V, A, <p) une variété canonique. Elle est à 2-forme
fermée si et seulement si V, muni de F une des structures à crochet de type l)
définies par les couples (ri<p, P) est une variété t)-plate.

Démonstration. - Supposons V t)-plate. Le calcul de dÇ sur une triviali-
sation locale distinguée b-platc montre facilement que P est fermée.

Réciproquement, il existe un système de coordonnées locales au voisi-
nage de tout point de V,

(X\ ..., X 2 ^ 1 } dans lequel V=
2 » * \fX
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VARIÉTÉS DE POISSON ET STRUCTURES ASSOCIÉES 251

Comme iyP=0, (î ne dépend que des 2n premières coordonnées, et
quitte à restreindre l'ouvert de définition, on peut définir des coordonnées
(y\ ..., y 2 " ) dans lesquelles : P=^^y A d^' (car ? est fermée).

On a alors le système de coordonnées locales (y1, . . . , y1 ", x2 " ^ l ) dans
lequel on pose :

JC- ë

ex'
y"i=——+^——T^' ^i^n

Sx ôx- •

Y2"4-1-—5—
-J^-

On vérifie aisément que les X1, . . . » -Y2"'*'1 définissent une trivialisation
locale distinguée et t>-plate.

Remarque. — Une caractérisation des variétés canoniques à 2-forme
fermée utilisant les courants a été donnée dans [10], §V, p. 364 par
J.M. Morvan.

III. 4. VARIÉTÉS CANONIQUES A 2-FORME FERMÉE ET TENSEUR DE STRUCTURE

Ec(V) étant toujours la G-structurc plate associée à une structure
canonique (V, A, <p) et Ecr^(V) une CT(n)-réduction de EQ(V) définie
par une structure de presque-contact (</<p. P), on considère le diagramme
commutatif à ligne exacte suivant :

cttn)®^2^1^ —L.A2»211*^®»2"*1 ——-y ——^0

\ .
fcr.-.CQ

où S est l'opérateur d'anusymctri&alion de Spencer. 1 est la torsion d'une
connexion quelconque sur £ri,.><^) et ^ le tenseur associé à la torsion.
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y est appelé l'espace du tenseur de structure et T le tenseur de structure
de£cT<n)(n.

D'après [3], proposition 2-5 et 2-6, p. 26 et suivantes :

^=AR2ït+l*e9I(2n, R)|sp(n)9^3n2^.

T a donc trois composantes T^, x^, 13, T, étant à valeurs dans la Même
composante de ^", 1 ̂  i < 3. '^=tj^=0; 13==^ (tenseur associé à dp).
L'expression de T^ est donnée dans [3] proposition 2-7, p. 29. Cette expres-
sion étant inutile pour notre propos, nous ne la reproduirons pas.

Si Eçj^(V) est presque-intégrable (c'est-à-dire, si son tenseur de struc-
ture est nul, cf. [2]), alors 13 est nul et donc dp=0.

Si (V, A, <p) est une variété canonique à 2-forme fermée, la
CT (yi)-structure définie par (d<p, (i) est plate car définie par deux formes
fermées, et donc son tenseur de structure est nul. On a donc montré :

THÉORÈME 4. — Une variété canonique (V, A, (p) est à 2-forme fermée si
et seulement si F une des CT (n)-réduction de la G-structure EG(V) est
presque-intégrable.

IV. Variétés de Poisson et variétés co-symplectiques

IV. 1. STRUCTURES CO-SYMPLECTÏQUES ET OBSTRUCTIONS

Les variétés canoniques à 2-formes fermées sont un cas particulier
des variétés co-symplectiques, lesquelles ont été définies et étudiées par
M"' LIBERMANN dans [5] et [6].

DÉFINITION [5]. — La donnée d'une structure co-symplectique sur une
variété V de dimension 2 n - h l est celle d'une CT(n)-structure plate
Eçj^(V) sur V. Cela revient à la donnée d'une structure de presque-
contact (a, p) telle que : ̂ x=0 et dp==0.

THÉORÈME 1. — Soit Eç(V) la G-structure plate sur V associée à une
structure de Poisson (V, A), telle qui! existe une CT (nY-réduction plate
^^(V}de E^{V}. Alors:

— le feuilletage caractéristique y de la structure de Poisson est défini
par Ker a,
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la restriction de P à chaque feuille F de y définit sur F la forme
symplectique associée à la structure de Poisson.

Démonstration. - Analogue à celle du théorème 1, §111.

Remarques. - (1) Toute variété co-symplectique compacte et sans bord
fibre sur S1 (c/ [12]).

(2) Si V est compacte sans bord, une structure co-symplectique sur V
ne peut être en même temps une structure canonique. En effet, si a=rf<p,
avec (pe^F), considérons la 2w-forme ((p.P"); on a rf((p. P")==Ap A p",
ce qui est impossible, sinon, on obtiendrait ainsi une forme volume exacte
sur une variété compacte sans bord.

THÉORÈME 2. — Soit Eç(V) la G-structure plate associée à une structure
de Poisson (V, A) de rang In sur une variété V de dimension 2n4- 1.

(V, A) est co-symplectique si et seulement si il existe une CT (n)-reduction
de Eç(V) dont le tenseur de structure est nul.

Démonstration. — Elle résulte de l'expression du tenseur de structure
donnée dans la démonstration du théorème 4, du paragraphe III.

Nous allons maintenant donner une obstruction cohomologique à la
CT(n)-réduction plate de Eç(V) (pour la construction des morphismes de
Chern-Weil, voir [2] et [3]).

Supposons qu'il existe une CT(n)-réduction plate de la G-structure plate
Eç(V). Alors le diagramme suivant est commutatif:

HB^(G, R2"^) ————^ HB^(CT(n), R2"*1)

x^n^ ^x£cr<-)(n (Q)
tt^(V)

^ ; ^SjiC^) est l'espace de cohomologic de De Rham de l^
HBW(G, R2^1) est l'espace de cohomologic basique de l'algèbre de Wcil
de 9< 1nEç(V) est l'homomorphisme de Chern-Weil de £<;(n, défini à
partir de n'importe quelle connexion sans torsion sur £ç(n,
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HBW(CT(n\ R211"1) et X^cnn)^) sont définis de manière analogue, et
7i est le morphisme associé à F injection

et -»• 9.

Pour une démonstration, on peut consulter [3] 4 .2 .2 . 5, p. 63 et suivan-
tes. On a alors le théorème suivant.

THÉORÈME 3. — Soir Eç(V) une G-structure plate sur une variété V. Une
condition nécessaire pour quil existe une CT (n)-réduction plate de Eç(V)
est que ^cHBW{G. R2"-'1) vérifiant îi(r|)=0, on ait x£ç(^)(n)=0.

Démonstration. — Découle directement du diagramme {Q}.

IV . 2. FEUILLETAGES DYNAMIQUES

DÉFINITION. — Soit (^, a, P) une structure de presque-contact. On a vu
qu'il existe un unique champ de vecteurs, noté Y'gp et appelé système
dynamique de (a, (3) tel que : a(V,p)= 1, fy (P)==0. Les trajectoires de Y,p
définissent un feuilletage de V de dimension 1, appelé feuilletage dynami-
que.

PROPOSITION 1. — Un champ de vecteurs sans singularité ne peut être
à la fois système dynamique d'une forme de contact et d'une structure
co-svmplectique^ sur une variété compacte et sans bord.

Preuve. — Soit Y un champ de vecteurs, supposé système dynamique
d'une forme de contact a et d'une structure co-symplectique (r}, P). Alors :

ïy(a-r|)=0. D'autre part, ^(a—r|)=<fo, donc, ïyc/(a—r|)=0.
La 1-forme a—11 est donc basique. Posons a—r|=7, (^yy==(Jay, donc,

(^r^^A^Y)"-1).
Soit <p=7 A { d y Y ~ l .(</a)"==J(p, <p est donc une ( 2 n — 1 (-forme basique.
Enfin : J(a A (p)=^3 A (p-(-a A </<p=a A ^<p (car Ax A (p est une

(2 n -» -1 hforme basique, donc nulle). Donc : J(a A <p)=ï . A (rfa)", ce qui
est impossible.

Remarque. — La 2-forme P n'intervenant pas dans la démonstration
précédente, on aurait pu énoncer la proposition sous la forme :

Sur une variété compacte et sans bord, un champ de vecteurs sans
singularité ne peut être à la fois système dynamique d'une forme de contact
cl d'une structure de presque-contact (a, P) avec </a=0.
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On a même le résultat plus général suivant (signalé par le Référée) :

PROPOSITION 2. — Un feuilletage ^ de dimension 1 sur une variété com-
pacte et sans bord ne peut être à la fois feuilletage dynamique S me forme
de contact et d'une structure co-symplectique.

Démonstration. — Soit y le feuilletage dynamique d'une forme de
contact a dont on désigne le champ de Reeb par R. Si il existe une
structure co-symplectique (y, P) dont le système dynamique est colinéaire
à R, on aura y(R) > 0. Cela entraîne que y A (Ax)" est une forme volume,
alors que y A (rfa)"=d(y A a A (Ax)""1), ce qui est impossible puisque V
est compacte et sans bord.
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