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VARIETES DE POISSON
ET STRUCTURES ASSOCIEES

PAR

PuiLippE CORNU et GiLBerT MONNA (*)

RESUME. — Dans cet article, nous abordons 1'étude des vaneétés de Poisson a l'aide de la
théorie des G-structures. Nous appliquons ensuite ces techniques a I'étude des vaneétés
canoniques et des variétés co-symplectiques, en vue de donner quelques propriétes des
feuilletages associés a ces structures.

ABSTRACT. — In this paper, we begin the study of Poisson manifolds with the use of the
theory of G-structures. Then we apply these technics 10 the study of canonical manifolds
and cosymplectic manifolds. We have in mind to give some properties of the foliations
associated to these structures.

Note. — Les auteurs tiennent a remercier le Referee pour ses remarques,
lesquelles ont contribué a la clarté et a la précision de ce texte.

L. Introduction

Les variétés de Poisson ont été introduites par A. LiCHNEROWICZ (en
1977, Cf. [7]) qui les définit a I'aide d'un tenseur. Dans cette optique, les
variétés de Poisson ont été ensuite étudiées par R. OuziLou (cf. [11]) et
C.M. MARLE (cf. [9]). Une autre approche de cette structure est celle de
A. WEINSTEIN (cf. [13]) qui envisage, entre autre, le cas des structures de
rang constant. Par ailleurs, A. Lichnerowicz a introduit une classe particu-
liere de variétes de Poisson: les variétés canoniques, dont I'étude est reprise
dans [9].

(*) Texte recu le 29 mai 1984, revisé le 16 juin 1986
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242 P. CORNU ET G. MONNA

A la suite de ces travaux, nous donnons une définition des structures
de Poisson en termes de G-structures.

Dans le paragraphe II, nous établissons que la donnée d’une structure
de Poisson est équivalente a celle d’'une G-structure plate, ou G est le
groupe de Lie formé des matrices de la forme :

(ii)
0|C
avec AeSp(n), B matrice 2nxs, CeGL (s, R).

Nous retrouvons ainsi I'existence du feuillage caracteristique (cf. [7] et
[13]) et le « splitting theorem » de A. Weinstein. Enfin, on détermine le
sous-groupe compact maximal du groupe G.

Dans le paragraphe III, nous restreignons notre étude aux varietes de
Poisson de dimension 2n+ 1 et de rang constant 2 n, définissant ainsi les
variétés préecanoniques. Nous donnons ensuite des conditions pour qu'une
variété précanonique soit canonique. Aprés quelques remarques sur le
feuilletage caractéristique, nous établissons un lien avec les structures de
presque-contact, via le sous-groupe compact maximal de G. qui est alors
U (n) x O (1). Enfin, utilisant la notion de variété h-plate de C. ALBerT [1],
nous donnons une condition nécessaire et suffisante pour qu'une variété
canonique soit « a 2-forme fermée » (suivant la terminologie de
C.M. MARrLE dans [9]) et une interprétation de cette condition en termes
de tenseur de structure.

Le paragraphe IV est consacré a I'étude des variétés co-symplectiques
introduites par M"¢ P. LiBERMANN dans [5]. Aprés quelques propriétes du
feuilletage caractéristique de ces structures, nous donnons une condition
nécessaire et suffisante d’existence en termes de tenseur de structure, ainsi
qu'une obstruction cohomologique. Enfin, en liaison avec les structures
de contact. nous montrons qu‘'un champ de vecteurs ne peut-étre a la fois
systéme dynamique d'une forme de contact et d'une structure co-symplecti-
que, sur une variété compacte sans bord.

CONVENTIONS ET NOTATIONS. — Dans la suite, toutes les varniétes seront
supposees connexes et de classe C*. Si V' est une vanete. ¥ (}') notera
I'espace des fonctions C* de V dans R, TV le fibré tangent de Vet T*V
le fibre cotangent de V.
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VARIETES DE POISSON ET STRUCTURES ASSOCIEES 243
II. Variétés de Poisson et G-structures

DEFINITION [13]. — La donnée d’une structure de Poisson sur une variété
V est celle d’une structure d’algébre de Lie sur € (V), dont on notera { , }
le crochet, de telle sorte que { , } soit une dérivation par rapport a
chacune des variables, c’est-a-dire

{fe. h}=f{g, h}+{f h}g, VSfg he€ (V)

Pour chaque fonction f, élément de € (V), il existe donc un champ de
vecteurs X, tel que :

X,g={g f}, Vge¥()

X, est dit champ de vecteurs hamiltonien associ¢ a f. En tout point de V,
la valeur de {g, f}, et donc celle de X ', ne dépend que de la différentielle
de f (en effet, si h est une fonction constante sur V, alors {h, f} =X h=0,
Vfe¥€(V)). Il existe donc un morphisme de fibrés :

B: T*V—~TV  telque X,=Bodf, Vfe€ (V).

On peut aussi, a la suite de A. Lichnerowicz et C.M. Marle, définir une
structure de Poisson a I'aide d’un tenseur.

PROPOSITION ET DEFINITION [7] et [9]. — Soit V une variété de Poisson
(c’est-a-dire, une variété munie d’une structure de Poisson). Alors, il existe
sur ¥ un unique 2-tenseur contravariant et anti-symétrique A tel que

(M {£ 8 (x)=A(X)f, dg.), VSge€(V)

Le tenseur ainsi défini est dit tenseur définissant la structure de la variété
de Poisson.

Inversement, si on définit le crochet { , } sur € (V) a I'aide de I'égalité
(1), I'identité de Jacobi pour ce crochet est équivalente a la nullité du
crochet de Schouten [A, A] (¢f. [T]).

Dans un systéme de coordonnées locales (x!, ..., x") sur un ouvert U
de V, la structure de Poisson est déterminée par les composantes A, de
A, et en termes de crochet on a simplement {x/, x'} =A,;(x). En d’autres
termes, la structure de Poisson est définie si on se donne les valeurs du
crochet sur les fonctions coordonnées.
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244 P. CORNU ET G. MONNA

DEFINITION [13]). — Le rang d’une structure de Poisson en un point x de
V est le rang de I'application B, allant de T} V dans T, V. En coordonnées
locales, c’est le rang de la matrice A;;(x).

Remarque. — Jusqu’a la fin de ce paragraphe, on ne considérera que
des variétés de Poisson de dimension 2n+s et de rang constant 2 n.

Exemple 1. — Considérons R2"**, muni de ses coordonnées globales
! ....oxNph 2 D).
Pour tout x de R2"**, on définit B, par :

é

B (dx)= —, 1<i<n,
o',
: é . : .
B, (dv)=——, 1<i<n B,@d#=0, 1<j<s
oxtl,
De sorte que :
{xf, x*}={y, W={t H*}=0, 1<i,j<n, 1<k, h<s
{x',2}={),z"}=0, 1<ign, 1<k, h<s

{¥, X} =(Bdx’) (") =8, 1<i,j<n

Muni de cette structure de Poisson, R2"** aura un rdle de modéle local
pour les variétés de Poisson de dimension 2n+s et de rang constant 2n.

Nous sommes maintenant en mesure d’établir le :

THEOREME 1. — Soit (V, A) une variété de Poisson de dimension 2n+s
et de rang constant 2n. Alors A définit une G-structure, notée E;(V), ou G
est le sous-groupe de Lie de GL(2n+s, R) formé des matrices de la forme

(+te)
0|C
ou A est un éléement de Sp(n, R), C est un éléement de GL (s, R) et ou B est

une matrice 2n x s.

De plus, la G-structure E; (V) est plate.

Démonstration. — Pour déterminer le groupe G, on se place dans R?"**
muni de sa structure de Poisson canonique. Le tenseur définissant la
structure, section de A* TR?***, s'écrit dans la base (¢ A &), ;:

LR

A=e' A" 4. . +e" A"

TOME |15 - 1987 - N 3



VARIETES DE POISSON ET STRUCTURES ASSOCIEES 245

On cherche donc les matrices de changement de base laissant A inva-
riant; calcul un peu long, mais sans réelle difficulté.

La platitude résulte d’'une proposition de A. LicHNErROWIZ (voir [7], §2,
p- 257) selon laquelle toute variété de Poisson (¥, A) admet un atlas de
cartes pour lequel A & des composantes constantes, et de la proposition
(I11-12, p. 189 de [2]) selon laquelle une G-structure définie par un tenseur
est plate si et seulement si il existe au voisinage de chaque point un systéme
de coordonnées locales dans lequel ce tenseur est a coefficients constants.
(Nous rappelons qu'une G-structure est dite plate si elle est localement
équivalente a la G-structure standard sur le modéle R?"**. Cela est équiva-
lent a I'existence au voisinage de tout point de V d’un systéme de coordon-
nees locales adaptées a E;(V).)

On retrouve par le biais de notre approche le résultat suivant déja
dans [7]:

CoROLLAIRE 1. — Toute variété de Poisson (V, A) de dimension (2n+s)
et de rang constant 2n admet un feuilletage ¥ de codimension s, toutes les
feuilles étant des variétés symplectiques.

DEeFINITION [9). — Le feuilletage # sera appelé feuilletage caractéristique.

CoroLLAIRE 2 « Splitting Theorem » [13]. — Soit x, un point dune
variété de Poisson (V, A), alors, il existe un voisinage U de x, dans V et un
isomorphisme f=f;x fy de U sur un produit S x N ou S est une variété
symplectique et N une variété de Poisson de rang nul.

Preuve. — Ceci résulte de I’équivalence locale de E; (V) avec la G-struc-
ture standard sur R?"**, conséquence de la platitude de E; (V).

ProposITION 1. — Le sous-groupe compact maximal du groupe G est le
groupe H formé des matrices de la forme :

(+1%)
0|B
ou A est un élément du groupe U (n) et B un élément du groupe O (s).

Preuve. — Classique et longue, elle est donc omise.

CoroOLLAIRE. — E (V) admet une H-réduction E, (V).

Preuve. — Classique, voir [4], chapitre | par exemple.
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246 P. CORNU ET G. MONNA

THEOREME 2. — Soit Eg (V) une G-structure plate sur V, , ,,. Alors Eg(V)
définit sur V une structure de Poisson réguliére de rang 2 n.

Démonstration. — De par la platitude de E;(V), il existe pour tout
point x de V un voisinage U, muni de coordonnées locales adaptées a
Eg(V). On le notera (U, x!, ..., x% y', ...,y 2!, ..., ), et on a:
{x!, '} =8} 1 €1, j < n, tous les autres crochets sur les fonctions coordon-
nées étant nuls.

Soit (U, x, ..., x™ y, ...y" 2%, ..., 2%, un autre systéme de
coordonnées locales adaptées a E;(V), muni du crochet { , }’ (avec les
mémes relations que { , }). Supposons que U, NU,#F. On montre
alors, en utilisant la forme des matrices de G et le fait que les feuilles du
feuilletage # sont des variétés symplectiques, que sur U, N U, les crochets
{.}et{,} coincident et que I'on a sur V une structure de Poisson
(globale).

I11. Variétés de Poisson et variétés canoniques

II1. 1. VARIETES PRECANONIQUES ET VARIETES CANONIQUES

DtriNmioN 1. — Une variété précanonique est une variété de Poisson
(V. A) de dimension 2n+1 et de rang constant 2n.

DeFINITION 2 [9]. — Une variété canonique (V, A, ¢) est la donnée d'une
variété précanonique (V, A) et d'une fonction partout réguliére o: V — R,
telle que: Kergs =T, F, VxeV, ou F est le feuilletage caractéristique
de la variété de Poisson (V, A).

Remarque. — Pour les applications a la mécanique des variétés canoni-
ques, on peut consulter [9] et les articles qui y sont cités en références.

ProrosiTioN ([9] p. 149). — Soit (V, A, @) une variété canonique et F
son feuilletage caractéristique :

(1) Sur chaque feuille F de ¥, la forme symplectique est donnée par :
Q(x)(Y, Z)=1{/. g}, ou x est un élément de F, Y et Z sont des éléments
de T, F et [ et g sont des éléments de € (V) tels que X, (x)=Y, X, (x)=Z.

(2) Pour tout teR. lensemble V,=¢ '(t1)={xeV/p(x)=t} est une
sous-variété de V de dimension 2n. Chaque composante connexe de V, est
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VARIETES DE POISSON ET STRUCTURES ASSOCIEES 247

une feuille de ¥, donc V,, comme les feuilles, est munie dune forme
symplectique S,.

Nous adopterons jusqu’a la fin de ce paragraphe, I'hypothése faite par
C.M. MaRrLE dans [9]: VieR, V,=¢ !(1) est connexe. C'est-a-dire, si
@ ' (t) # &, @ (1) est une feuille du feuilletage caractéristique F#.

On note CT (n) le groupe de contact (=1 x SP(n) ou SP(n) est le groupe
symplectique). D'aprés [3], la donnée d'une CT (n)-structure sur V est
équivalente a celle d’'une structure de presque-contact, c'est-a-dire celle
d’un couple (a. B) ou a est une 1-forme et B une 2-forme sur V telles que
a A B" soit une forme volume sur V.

Dans la suite nous supposons V orientée.

THEOREME 1. — Soient (V, A) une variété précanonique, Eg(V) la
G-structure plate associée. Supposons qu'il existe une CT (n)-réduction de
Eg(V), telle que la structure de presque-contact (a, B) associée @ Ecy (V)
soit (do, B) ou @e€ (V). Alors (V, A, @) est une variété canonique. Le
feuilletage caractéristique F est alors défini par la 1-forme fermée a.

Démonstration. — Soit donc (¥, A) une variété précanonique. On a sur
V' une G-structure plate E; (V) (cf. §11. théoréme 1), V étant orientée, il
existe sur } une 1| x U (n)-réeduction (qui n'a plus de raison d'étre plate)
de E; (V) (ceci d'apres §I1, proposition 1). Par agrandissement de U(n) a
SP(n). on obtient sur }' une CT (n)-structure, donc un couple (o, B) (voir
ci-dessus). Supposons maintenant a exacte, c’est-a-dire a =d¢. On montre
alors que la variété précanonique (1, A) munie de la fonction ¢ est une
variété canonique en montrant que Kergs =T, #, VxeV.

TreOREME 2. — Soit (V. A, @) une variété canonique. Alors il existe une
réduction E~ ,, (V') de Eg (V) définissant sur V une structure de presque-
contact (x. B) telle que x=do.

Démonstration. — Sont (. B) la structure de presque-contact sur V et
soit Y, son systeme dynamique (i.c.. I'unique champ de vecteurs sur V'
tel que 2(Y,5)=1 et i, ,B=0. pour I'existence voir [3]).

Soit X=(1'dp(Y,)).Y,,. on a dp(X)=1. Pour tout couple (Y, Z) de
vecteurs tangents en x a }, on a les décompositions Y=A X, +Y" et
Z=pX,+2Z . avec Y et Z clements de T, #. Notons w, la forme symplec-
tique définie sur F, par la structure de Poisson. Posons :

QY. Z2)=w,(Y". Z), Vxel.

Alors, £ est une 2-forme sur | et on verifie que (dg. ) est une structure
de presque-contact sur V.

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



248 P. CORNU ET G. MONNA
I11.2. ETUDE DU FEUILLETAGE CARACTERISTIQUE

DEFINITION [13]. — Soit (V, A) une variété de Poisson. Une fonction de
Casimir sur V est une fonction he € (V) telle que {h, f}=0, Vfe¥€ (V).

Remarque. — Dans le modéle local (§1I, exemple 1) les fonctions Z/,
1 <i < s, sont des fonctions de Casimir.

DtrINITION. — Soit & un feuilletage sur une variété V, une fonction
S €€ (V) est dite basique pour F si Xf=0, pour tout champ de vecteurs
local tangent aux feuilles de #. Cela revient a dire que f est constante le
long de chaque feuille. On notera €, (V, #) I'espace des fonctions basiques
pour le feuilletage .

A. WEINSTEIN, dans [13], signale que toutes les fonctions de Casimir
sont basiques. Remarquons qu'inversement toute fonction basique est une
fonction de Casimir. En effet, dans un ouvert U; muni d’un systéme de
coordonnées locales adaptées a la structure

(xty ., Xyl oyl L D),
une fonction basique ne dépend que des coordonnées (2}, ..., zf). Si on
note W=x""'et 2=x2"** onasur U,:

_ 2a+s af ag =
e =TI () 5 S5 =0,

Donc {f. g} =0, Vge € (V), et fest une fonction de Casimir.

DEeFINITION. — Soit (V, #) une variété feuilletée, si X est un champ de
vecteurs sur V tel que pour tout champ de vecteurs Y tangent aux feuilles
de #, le champ [X, Y] soit tangent aux feuilles de #; X est dit champ
feuilleté.

Soit (V. A, @) une variété canonique. Le théoréme 2 permet de lui
associer des structures de presque-contact (a, B) avec dp=a. On note
encore Y, le systéme dynamique de la structure de presque-contact.

ProposITION. — Le champ de vecteurs Y, est un champ feuilleté pour le
feuilletage caractéristique de la variété canonique (V, A, o).

Preuvre. — Soit X un champ de vecteurs tangent aux feuilles de #.
Montrons que [X.Y,] est tangent a %, donc ¢élément de
Ker@e. d(do (X, Y o)) =xd@ (Y ) - Y do(X)—do([X, Y,])=0. D'ou le
resultat.
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II1.3. VARIETES CANONIQUES A 2-FORME FERMEE

DEFINITION [9). — On dira qu’une variété canonique est @ 2-forme fermée
s’il existe une 2-forme fermée Q sur V qui, pour chaque re R induise sur
V,=¢ ! (1) la 2-forme symplectique Q, définie par la structure de Poisson
sur V. En vue de caractériser les variétés canoniques a 2-forme fermée,
C.M. MarLe dans [9] donne la proposition suivante ainsi que son
corollaire :

PRrOPOSITION. — Soit Q une 2-forme sur V qui, VteR induit sur V, la
2-forme symplectique Q, définie par la structure de Poisson de V, et soit E
le champ de vecteurs tel que iy Q=0 et dp(E)=1. Alors Q est fermée si et
seulement si £y A =0. (£ désignant la dérivée de Lie suivant E.)

COROLLAIRE. — La variété canonique (V, A, @) admet une 2-forme fermée
si et seulement si il existe sur V un champ de vecteurs E tel que pour tout x
de V,E ¢ T, F et L A=0.

D’aprés le théoréme 2 de ce paragraphe, il existe sur (V, A, ¢) des
structures de presque-contact (d, B) telles que la restriction de la 2-forme
B a chaque feuille du feuilletage caractéristique coincide avec la forme
symplectique définie par la structure de Poisson. Le champ de vecteurs E
de la proposition ci-dessus est en fait le systéme dynamique de la structure
de presque-contact. Donc (V, A, @) est a 2-forme fermée si et seulement
si I'une des 2-formes P est fermée.

Nous allons donner une caractérisation des variétés canoniques a
2-forme fermée faisant intervenir de fagon essentielle la structure de
presque-contact. A cette fin rappelons quelques définitions: b désigne
l'algébre de Lie de Heisenberg de dimension 2n+1, c'est-a-dire R?"*!
muni de la structure d’algébre de Lie suivante, dont on notera [ , | le
crochet (e,, ..., e,,,,) désignant la base canonique de R?"*!  les
constantes de structures t; ; sont telles que :

=0 (1<k<2m1<ij<2n+l),

[}

ali=1l (1<ign), 5'=0 sij#n+ii<j
(par définition,

(S ‘}]=Z::: ' T:./‘n)-

DerNmION 1. — Soit ¥V une variété de dimension 2n+ 1. On appelle
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250 P. CORNU ET G. MONNA

structure a crochet de type b sur V la donnée sur le fibré tangent TV
d’une structure de fibré en algébres de Lie, de fibre type b.

La donnée d’une structure a crochet de type b est donc celle de :

(1) En chaque point x de V, une structure d’algébre de Lie isomorphe
absur T, V.

(2) D’un recouvrement ouvert (U)), ., de V, tel que sur chaque U, soient
définies 2n+1 champs de vecteurs linéairement indépendants
X, ..., Xb,,,) vérifiant

X (x), Xe)]=Y 0 X, 1 <jok<2n+1.

L’ensemble (U, X, ..., X3,..1) est appelé une trivialisation locale dis-
tinguée de TV. On dit qu'une trivialisation locale distinguée est b-plate si
et seulement si, pour tout j, k variant de 1 a 2n+1lona:

[X',, Xik]=[Xl}’ Xi]

DEFINITION 2. — Soit V une variété de dimension 2n+1. V sera dite
b-plate si c’est une variété a crochet de type b telle qu'au voisinage de
tout point de V soit définie une trivialisation locale distinguée h-plate.

Revenons aux variétés canoniques. Soit (V, A, @) une telle variété et
(do, B) une structure de presque-contact associée, Y désignant le systéme
dynamique de (do, B). Pour tout couple (X, X') de champs de vecteurs
posons: [X, X']=-B(X, X)Y.

PROPOSITION. — Le crochet [ , ] défini ci-dessus muni (V, A, ¢) d'une
structure a crochet de type b.

Preuve. — Le calcul en coordonnées locales se fait sans difficulté.

TuEorEME 3. — Soit (V, A, @) une variété canonique. Elle est a 2-forme
Jfermée si et seulement si V, muni de l'une des structures a crochet de type b
définies par les couples (do, B) est une variété h-plate.

Démonstration. — Supposons V h-plate. Le calcul de dB sur une triviali-
sation locale distinguée h-plate montre facilement que B est fermée.

Réciproquement, il existe un systéme de coordonnées locales au voisi-
nage de tout point de V,

é
exl-'l'

(X', ....X*"*") danslequel Y=

TOME 115 — 1987 - ~ 3



VARIETES DE POISSON ET STRUCTURES ASSOCIEES 251

Comme i, B=0, B ne dépend que des 2n premiéres coordonnées, et
quitte a restreindre I'ouvert de définition, on peut définir des coordonnées
(v, ..., y*") dans lesquelles: B=Y"_ dy’ A dy"** (car B est fermée).

i=1

On a alors le systéme de coordonnées locales (3!, . .., y**, x?"*!) dans
lequel on pose :
a
X=—
ox!
. é i}
+i i
X axn+i+} axlrkl' l\'<"
XZ A+l a
axz a+l’

On vérifie aisément que les X', ..., X2**! définissent une trivialisation

locale distinguée et h-plate.

Remarque. — Une caractérisation des variétés canoniques a 2-forme
fermée utilisant les courants a été donnée dans [10], §V, p. 364 par
J.M. Morvan.

II1.4. VARIETES CANONIQUES A 2-FORME FERMEE ET TENSEUR DE STRUCTURE

E; (V) étant toujours la G-structure plate associée a une structure
canonique (V, A, ¢) et Ecr,, (V) une CT (n)-réduction de E; (V) deéfinie
par une structure de presque-contact (do, ), on considére le diagramme
commutatif a ligne exacte suivant :

ct(n)®'Rz"" ’ AIRI**Ie@R2e+! __x__,y —0

N A

ECI’ (-)(V)

ou J est I'opérateur d’antisymétrisation de Spencer, I est la torsion d'une
connexion quelconque sur E ., (V) et 1, le tenseur associé a la torsion.
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J est appelé I'espace du tenseur de structure et 1 le tenseur de structure
de Ecr (V).
D’apreés [3], proposition 2-5 et 2-6, p. 26 et suivantes :

T =AR?"*1* @ gl(2n, R)/sp (n) D A>R2"*.

T a donc trois composantes T,, T, T3, T; étant a valeurs dans la i-iéme
composante de J, 1 <i< 3. 1,=1,44=0; 13=144 (tenseur associ¢ a dp).
L’expression de 1, est donnée dans [3] proposition 2-7, p. 29. Cette expres-
sion étant inutile pour notre propos, nous ne la reproduirons pas.

Si Eqr () (V) est presque-intégrable (c’est-a-dire, si son tenseur de struc-
ture est nul, ¢f. [2]), alors 1, est nul et donc df=0.

Si (V, A, @) est une variété canonique a 2-forme fermeée, la
CT (n)-structure définie par (do, B) est plate car définie par deux formes
fermées, et donc son tenseur de structure est nul. On a donc montre :

THEOREME 4. — Une variété canonique (V, A, @) est a 2-forme fermée si
et seulement si T'une des CT (n)-réduction de la G-structure Eg(V) est
presque-intégrable.

IV. Varietés de Poisson et variétés co-symplectiques

IV.1. STRUCTURES CO-SYMPLECTIQUES ET OBSTRUCTIONS

Les variétés canoniques a 2-formes fermées sont un cas particulier
des variétés co-symplectiques, lesquelles ont été définies et étudiées par
M"¢ LiBerMANN dans [5] et [6].

DEFINITION [S). — La donnée d'une structure co-symplectique sur une
variet¢e V' de dimension 2n+1 est celle d’une CT(n)-structure plate
Ecq (V) sur V. Cela revient a la donnée d'une structure de presque-
contact (a, B) telle que: da=0 et df=0.

THEOREME 1. — Soit E;(V) la G-structure plate sur V associée a une
structure de Poisson (V, A), telle qu'il existe une CT (n)-réduction plate
Eq(V)de Eg(V). Alors :

— le feuilletage caractéristique & de la structure de Poisson est défini
par Ker x;
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la restriction de B a chaque feuille F de & définit sur F la forme
symplectique associée a la structure de Poisson.

Démonstration. — Analogue a celle du théoréme 1, §111.

Remarques. — (1) Toute variété co-symplectique compacte et sans bord
fibre sur S* (cf. [12)).

(2) Si V est compacte sans bord, une structure co-symplectique sur V
ne peut étre en méme temps une structure canonique. En effet, si a=do,
avec e ¥ (V), considérons la 2n-forme (¢.B"); on a d(¢.B")=do A B",
ce qui est impossible, sinon, on obtiendrait ainsi une forme volume exacte
sur une variété compacte sans bord.

THEOREME 2. — Soit E; (V) la G-structure plate associée a une structure
de Poisson (V, A) de rang 2 n sur une variété V de dimension 2n+1.

(V, A) est co-symplectique si et seulement si il existe une CT (n)-reduction
de E; (V) dont le tenseur de structure est nul.

Démonstration. — Elle résulte de Pexpression du tenseur de structure
donnée dans la démonstration du théoréme 4, du paragraphe III.

Nous allons maintenant donner une obstruction cohomologique a la
CT (n)-réduction plate de E; (V) (pour la construction des morphismes de
Chern-Weil, voir [2] et [3]).
Supposons qu’il existe une CT (n)-réduction plate de la G-structure plate
Eg (V). Alors le diagramme suivant est commutatif :

HBW (G, R?"*Y) HBW (CT (n), R2"*1)

p 4 Ea(V)\\ Acr w(V) (2)

Hpr (V)

ou : H3p(V) est I'espace de cohomologie de De Rham de V,
HBW (G, R*"*?) est I'espace de cohomologie basique de I'algébre de Weil
de g. x Eg(V) est 'homomorphisme de Chern-Weil de E; (V). défini a
partir de n'importe quelle connexion sans torsion sur Eg(V),
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HBW (CT (n), R*"*') et X Ecp (V) sont définis de maniére analogue, et
n est le morphisme associé a I'injection

t—g.

Pour une démonstration, on peut consulter [3]4.2.2.5. p. 63 et suivan-
tes. On a alors le théoréme suivant.

THEOREME 3. — Soit E; (V') une G-structure plate sur une variété V. Une
condition nécessaire pour qu'il existe une CT (n)-réduction plate de E; (V)
est que ¥ne HBW (G. R?"*!) vérifiant n(n)=0, on ait xy E¢(V)(n)=0.

Démonstration. — Découle directement du diagramme (2).
1V.2. FEUILLETAGES DYNAMIQUES

DeFiNTION. — Soit (V, a, B) une structure de presque-contact. On a vu
qu'il existe un unique champ de vecteurs, noté Y, et appelé systéme
dynamique de (a, B) tel que: a(Y,q)=1. iy (B)=0. Les trajectoires de Y,
définissent un feuilletage de ¥ de dimension 1, appelé feuilletage dynami-
que.

ProposiTioN 1. — Un champ de vecteurs sans singularité ne peut étre
a la fois systéme dynamique d'une forme de contact et dune structure
co-symplectique, sur une variété compacte et sans bord.

Preure. — Soit Y un champ de vecteurs, supposé systéme dynamique
d’une forme de contact a et d'une structure co-symplectique (n, 8). Alors:

iy(x—mn)=0. D'autre part, d (a—n)=da, donc, iyd(a—n)=0.

La 1-forme 2—n est donc basique. Posons a—n =y, (dy)"=(da)", donc,
(dyy'=d(y A (dy)"™").

Soit =y A (dy)" " '.(dx)"=d¢. ¢ est donc une (2n— 1)-forme basique.

Enfin | d(a A @)=darno+arndp=a ndp (car du A @ est une
(2n+ 1)-forme basique. donc nulle). Donc: d(ax A @)=2. A (dx)", ce qui
est impossible.

Remarque. — La 2-forme B n'intervenant pas dans la démonstration
precédente, on aurait pu énoncer la proposition sous la forme:

Sur une vaneéte compacte et sans bord, un champ de vecteurs sans
singularité ne peut étre a la fois systeme dynamique d'une forme de contact
et d'une structure de presque-contact (a, ) avec dx=0.
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On a méme le résultat plus général suivant (signalé par le Referee) :

~ PrOPOSITION 2. — Un feuilletage % de dimension 1 sur une variété com-
pacte et sans bord ne peut étre a la fois feuilletage dynamique d’ une forme
de contact et d’une structure co-symplectique.

Démonstration. — Soit F le feuilletage dynamique d’'une forme de-
contact o dont on désigne le champ de Reeb par R. Si il existe une
structure co-symplectique (y, B) dont le syst¢éme dynamique est colinéaire
a R, on aura y(R) > 0. Cela entraine que y A (da)" est une forme volume,
alors que y A (dx)"=d(y A a A (dx)"~ '), ce qui est impossible puisque V
est compacte et sans bord.
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