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UN SOUS-GROUPE p-DIVISIBLE
DE LA JACOBIENNE DE X, (Np)
COMME MODULE SUR L’ALGEBRE DE HECKE

PAR

Jacques TILOUINE (*)

RESUME. — Dans cet article, nous déterminons la structure d’un groupe p-divisible de la
jacobienne de X, (N p’) sur lalgébre de Hecke, sous des hypothéses pour restrictives
permettant ainsi de généraliser des résultats d’interpolation p-adique obtenus par Hida
dans (7).

ABSTRACT. — In this paper, we determine the structure of a certain p-divisible group of
the jacobian of X, (N p’) as a module over the Hecke algebra, under rather weak hypotheses.
This will allows us to generalize in a forthcoming paper some results of Hida [7] on p-adic
interpolation of special values of L series.

Soit b le demi-plan de Poincaré muni de I'action habituelle de SL,(Z)
et soit h*=h U P! (Q), le demi-plan complété. L’élément de P! Q\ Q est
noté co. Pour chaque entier M>1, on note I'; (M) le sous-groupe de

SL,(Z) constitué des matrices (a
c

modulo M. On peut munir I'espace quotient I', (M)\ h* d’une structure
de surface de Riemann compacte connexe. Son corps des fonctions admet
un modéle défini sur Q composé des fonctions invariantes par I'; (M) dont
le g-développement au point oc est a coefficients rationnels. On note
X, (M) la courbe algébrique définie sur Q projective lisse géométriquement
connexe associée a ce corps de fonctions. On note ¢ la projection de h*
sur X, (M) (C). Par construction ¢ (co) est rationnel sur Q.

Z) avec a=d=1 modulo M et c=0

On fixe désormais un entier N>1 et p un nombre premier >5 ne
divisant pas N. Pour chaque r=>1, on note en abrége X, =X, (Np").

(*) Texte regu le 10 février 1986, révisé le 16 fevrier 1987
J. TILOUINE, Mathematiques, Bat. n 425, Universite Pans-Sud. 91405 Orsay Cedex.
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330 J. TILOUINE

Le groupe G,=(Z/Np” Z)*/{ + 1} opére fidélement par automorphismes
Q-rationnels sur X,.

On note a+— { a) (diamant de a) cette action. Elle est caractérisée par
la formule suivante: pour aeG, soit y, dans SL,(Z) tel que

-1
y‘s(ao 0) mod. Np’, pour tout zde b, (ad @ (2)=¢(,(2)).
a

Rappelons de plus qu'on peut définir pour chaque nombre premier /
une correspondance de Hecke T(I) sur X,, rationnelle sur Q et caractérisée
par les formules :

(Zi;éw<¥)+<l>(w(lz)) s UNp

T(he ()= 1 fr4i
( Y2, w(ﬁ—) si. I|Np.

Pour M>1, on note J, (M) la jacobienne de X, (M)/Q et on note en
abrégé J, la jacobienne de X,. On note h,(Z) I'algébre engendrée sur Z
par les correspondances de Hecke et les diamants dans I’anneau des
endomorphismes Q-rationnels de J, vue comme variété de Picard de X,
Pour tout anneau A, on pose h,(4)=h,(Z)®@A. On abrége h,=h,(Z)).

Le but de cet article est d’améliorer un résultat récent de Hida sur la
structure d’une partie du groupe p-divisible

Jr.p=4.1p%]

comme module sur I'algébre de Hecke h,. Nous aurons besoin pour préciser
I'énoncé de notations supplémentaires.

Soit

ou les applications de transition sont déduites des revétements naturels
X,—» X,pourr=zs>1.

Posons de plus

h, =lm,h,

TOME 115 — 1987 — N 3



UN SOUS-GROUPE p-DIVISIBLE DE LA JACOBIENNE DE X, (N p’) 331

C'est une Z-algébre compacte opérant fidélement sur J, ,. De plus
est une algébre sur I'algébre d’Iwasawa A=Z [[I']] ou I est la pro-p-partie
de G =Ilim,G,=G, xI' vu comme sous-groupe de h_, via la représentation

-

« diamant ».
Soit e (resp. ¢,) I'idempotent de h,, (resp. de h,) associé a T(p) (voir [4],
p- 236). On pose :

h =eh,, h’=e,h,

Hipa [6] a montré que h% est un A-module libre de type fini. En particulier,
on peut la décomposer en un produit fini d’algebres locales grace au
lemme de Hensel.

On choisit y={1+ Np)eA comme générateur topologique de I, et on
note 0,=y” '—1. Le second résultat de théorie d’Iwasawa de I'algébre
h% que nous invoquons alors ([7], théoréme 1.2) affirme que la projection
naturelle h% — h? se factorise en un isomorphisme

K Joo, h, = hP.

Si donc R est un facteur local de h° R,=R/w, R est facteur local de h?
pour chaque r>1.

D’autre part, le groupe (Z/p Z)* contenu dans G,, permet une décompo-
sition h, = @, poa. -1 h%, (a) 0

e (a)={tehd; Vxe(Z/pZ);{x).t=0"(x).1},
ou w désigne le caractére de Teichmiiller : (Z/p Z)* — Z;.
On fixe désormais une composante locale R de h% d’idempotent

1,€h% et on suppose que I'entier a modulo p~1 pour lequel Rch® (a)
vérifie 'hypothese :

(%) a# —1,0.

Soit J, ,(R)=1,J_ ,(Q). Cest la limite inductive des groupes p-divisi-
bles 1, J,, ,(Q). Soit M,=Q,/Z, le tore p-adique. Le théoréme démontré
dans cet article s’énonce alors :

THtoREME. — Sous Thypothése (%), on a pour chaque r des isomor-
phismes compatibles de R,-modules :

J, ,(R)=(R,®I,)®Hom(R,, T,)
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332 J. TILOUINE

dou a la limite :
Jo.p (R)=R®, Hom (A, I))®Hom (R, IT)).

Le resultat analogue de Hida nécessitait I'hypothése (a, p—1)>1 donc
excluait beaucoup de classes modulo p— 1. La conséquence de I'affaiblisse-
ment d’hypothéses est de permettre au théoréme IIl d’interpolation de (7]
de rester valide pour toutes les branches de la fonction L autres que 1 et
2 modulo p—1 (c¢f. [7]), §1, pour le décalage de deux unités entre notre
énoncé et celui du théoréme III).

Pour démontrer cela, on loge, pour chaque r>1, J, ,(R) dans une
sous-variété abélienne A, de J,, ayant bonne réduction potentielle en p, puis
on identifie cette variété a isogénie prés au bon quotient de Mazur-Wiles B,.
On détermine alors la structure de la partie ordinaire du groupe p-divisible
de B, en suivant les idées de [15].

Je tiens a remercier J. Coates pour les exhortations incessantes au travail
« concret » qu'il ne se lasse pas de me prodiguer, et H. Hida pour m’avoir
suggéré la possibilité de ce travail, avoir répondu sans s’énerver aux
questions tous azimuts dont je I’ai agoni et pour m’avoir communiqué le
manuscrit de Mazur-Wiles utilisé ici.

1. Une sous-variété abélienne de J, avec bonne réduction potentielle en p

Pour C>1, on note S, (I, (C)) I'espace des formes I', (C)-modulaires
paraboliques de poids 2. Si f €S, ([, (C)), on note

/=Y.,,anNg ou g=e™

le g-développement de f. L'algébre de Hecke h,(C) opére fidélement sur
§,(I (O).
Soit f une forme propre pour h,(C), normalisée :

Le.Yn>1l, f|T(m)=a(n, f.f.

On la suppose en outre primitive au sens d' ATKIN-LEHNER [2]. On abrége
propre normalisée primitive en p.n. p.

On note A, la sous-varieté abélienne de J, (C) définie par SHIMURA [19],
(theoreme 7. 14) attacheée a f.
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UN SOUS-GROUPE p-DIVISIBLE DE LA JACOBIENNE DE X, (N p") 333

Pour chaque diviseur C>1de M=Np" et t>1, diviseur de M/C, on a
un morphisme naturel Q-rationnel X, (M) — X, (C) déduit de I'inclusion

t 0 t 0\7!
(0 l)1",(1&4)(0 1) <I, ().

En passant aux variétés de Picard, on obtient un morphisme Q-rationnel
: J,(O)—J,
dont I'application tangente s’identifie a
ST (€)= 5,(T (M)
g—g(t2)=g|[l (2).
Or, la théorie d’Atkin-Lehner nous fournit une décomposition :
S2(Ty (M)=®c . mic S (T (O[]

ou S5 (I", (C)) désigne le sous-espace de S, (I", (C)) composé des formes
nouvelles au sens d’Atkin-Lehner.

On peut interpréter cette égalité par une isogénie : on fixe pour chaque
C|M une base & de S5 (I, (C)) diagonalisant I'action de I'algébre de
Hecke, et on note pour C|M, nc le nombre de diviseurs de M/C. Les
applications produits des [t] : A, — J,, t parcourant I'ensemble des diviseurs
de M/C et f parcourant #., donnent une isogénie :

ncmnf.acA;["Jr

Grace a I'hypothése (¥) on a a#0, on voit donc aisément en comparant
les modules de Tate que le groupe p-divisible J, ,(R) est contenu dans la
somme des groupes p-divisibles des images A ,][1] pour des f dont le
Nebentypus y restreint a (Z/p Z)* n’est pas trivial, donc on peut supposer
que p|C. Fixons alors un plongement t de Q dans une clture algébrique
de Q, munie de sa valeur absolue normalisée par |p|,=p~'. Suivant
Hida [4], on dit que la forme p.n.p. f. de niveau divisible par p, est
ordinaire en p (pour 1) si |t(a(p, f))|,=1.

On voit comme précédemment qu’on peut supposer que les formes f
intervenant sont ordinaires en p. On invoque alors un résultat de Ogg-Li-
Asai ([17], [10], 1)) :

ProposiTioN 1.1. — Si fe S,(I",(C)) est propre normalisée primitive,
C=C,p" ptC,, a#0. Soit x son Nebentypus, C(x)=C,p° p4 C,
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334 J. TILOUINE

Sip+#0,0na
{Ia(p,j)]’:p si a=p

=0 si a>p.

On applique cette proposition comme suit. Scit f une forme p. n. p. dont
le Nebentypus y restreint a (Z/p Z)* n’est pas trivial. Soit y, la p-partie de
% Comme B+#0, on conclut que si f est ordinaire en p, ¥, est primitif.

Finalement, toujours en comparant les modules de Tate, on voit qu’on
peut se limiter a des diviseurs ¢t de M/C, premiers a p.

On peut donc poser la :

DEFINITION 1.2. — Soit A,=Y ¢ \ ;. oA +|18) oit la somme est étendue
aux diviseurs C de M divisibles par p, aux formes dans un systéme maximal
P de formes p. n. p. de niveau C dont la p-partie du Nebentypus est primitive
et deux a deux non conjuguées, et t parcourant Tensemble des diviseurs
premiers a p de M/C.

Soit alors { une racine primitive p’-iéme de I'unité. Soit €,=Z,[(]
'anneau des entiers du corps cyclotomique k,=Q,(0). €, est un anneau
de valuation discréte complet. On choisit 1 —{ pour uniformisante de €, -
On a le théoréme de bonne réduction de Langlands :

THEOREME 1.3. — (1) La variété A, pour fe€P. (resp. A,) se prolonge
en un schéma abélien sur ©,.

(2) La variété A, est stable sous T'action de h,(Z).

Preuve :

(1) On applique les théorémes 7.1 et 7.5 de [9] comme dans [7], §9.

(2) Pour voir la stabilité de A, sous I'action des opérateurs de Hecke,
on considére son espace tangent sur C a I'origine Ty A, : Par définition,
on trouve le sous-espace de S, (I", (M))

TO ArlC= ®:=l ®¢Sz (q)l’ 8)

ou ¢ parcourt I'’ensemble des caractéres de Dirichlet primitifs de conducteur
p% ou &, =TI, (N)NTq(p), et I'espace S, (P,, €) est composé des formes
I', (N p*)-invariantes telles que si

ae(Z/Np*Z)*, a=1modN,

et v,€SL,(Z) verific y,s(ao 0) modulo Np*, on ait fly,=¢(a). f.
a
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UN SOUS-GROUPE p-DIVISIBLE DE LA JACOBIENNE DE X, (N p") 335

Chaque espace S, (®,. €) est stable par h (Z) car a#0, donc T, A4, ¢ est
stable dans h, (Z).

Ainsi A4, est une sous-variété abélienne de J,, définie sur Q, stable par
h,(Z) et ayant bonne réduction sur k,.

DEFINITION 1.4. — On note J, ,(R)/C, T'adhérence schématique de J, ,
(R)/k, dans le schéma abélien A,/C,. Cest un schéma en groupes p-divisibles
au sens de Tate[21].

On va maintenant comparer A, et le bon quotient de Mazur-Wiles.

2. Le bon quotient B,

Soit r>1 et i un entier compris entre 0 et r.

Soit ®' =T, (p") N T, (Np’). En particulier avec les notations précéden-
tes, on a P° =@ et ¥.=TI, (Np").

On note Z, le modéle canonique sur Q de la surface de Riemann
@77 *\\b* (i. e. le corps des fonctions est composé des fonctions invariantes
sous @.°! de g-développement rationnel a I'cc). Des inclusions
[ (NP)c®"'cT(Np ') on déduit les Q-morphismes :

" [
Xr - Zr - xr— 1
d’ou en passant aux jacobiennes vues comme variétés de Picard :
.
JZ,-JX,=J,.

et en passant aux jacobiennes vues comme variétés d’Albanese :

z,%, ..

On construit les « bons quotients » par recurrence comme suit :

(i) B,=J,/r*JZ,.

cn . . %=1 P

(ii) Si on s’est donne J,_, — B,_, avec B,_, et a,_, définis sur Q,
on définit

K=Ker(Jz,” 22 B,.,) e J,~B,=J/n*K.

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



336 J. TILOUINE

11 est clair que a, et B, sont définis sur Q. Soit w,, I'involution de Weil,
c’est un automorphisme de X, défini sur Q(g,) déduit de I'action de

( }(:, —(-)l) (Cf [2]) Notons hr (Z)* l’image de l’algébre h, (Z) par I’automor-

phisme de End(J,) de conjugaison par w,. C’est aussi I'image de h,(Z)
par P'involution de Rosati de J, associé a 'autodualité canonique de la
jacobienne. Donc tous les éléments de h,(Z)* sont définis sur Q.

Notons encore, pour chaque r=1, B, le morphisme a,cw,. On note
encore o, (resp. B,) les restrictions de a, (resp. B,) a 4,. Remarquons que
B, est définie sur Q(E,,).

ProrosiTION 2.1:

(1) a, et B, : A, — B, sont des isogénies (définies resp. sur Q et Q(Cy)).

(2) L’algébre h,(Z)* laisse stable K, pour chaque r>1 d ou une représen-
tation h,(Z)* - End(B,) et on a :

VTeh,(Z); B,cT=T*<8,
ou
T*=wyoTow,,.

Remarque. — Pour r=1, K, est stable par wy, donc par h,(Z) et
h,(Z)*, on a donc deux représentations
{ hy(Z) —» End(B,)
h,(Z)* - End(B,)

et pour tout T de h,(Z), on a:

a,°T=Teoaqa,

a, o T*=T*cq,.

Cependant, pour r> 1, I'algébre h,(Z) ne laisse pas stable K (en fait,
TP K #K,).

Preuve. — Pour montrer que o, est une isogénie, on va montrer par
récurrence sur r que les espaces tangents a I'originc de 4, - et K, ¢ sont en
somme directe orthogonale.

On note M,=Np'. i=1, ..., r

TOME 115 — 1987 — N 3



UN SOUS-GROUPE p-DIVISIBLE DE LA JACOBIENNE DE X, (N p") 337

D’abord, on sait que pour chaque r>1 Iapplication tangente de I'inclu-
sion

A, =,
n’est autre que I'inclusion
@z 1 D prim.. mod. 7 52 (P €)= S, (I, (M,)).
(i) r=1: On sait que I'application tangente du morphisme a noyau fini

K, A J, est I'inclusion S, (®,)<=S, (", (M,)) donc on a bien la décomposi-
tion orthogonale pour le produit scalaire de Petersson :
ToJie =ToK;c® ToAyc

I I I

ST, (M)=S, (¢l)®@j¢os2(¢l m")

On voit de plus que @, est normalisé par w,,, et est de niveau M, donc
K, est stable par I'algébre h, (Z) et aussi sous wy,, et h,(Z)*.

D’ou les formules de commutation de la remarque.
(ii) Supposons qu'on ait montré pour r—1 la décomposition
orthogonale :

ToJ1c=TK - 1,c®TA,_ e,
ona
2.1.1)  S,(T (M)=&, prim. moa. » S2 (P, S, (¥, 1),
or par définition de T, A4,,c, on a la décomposition orthogonale :
(2.1.2) ToA, =B, prim.. mod. y S2 (@ OB To A, _y
il s’agit donc de montrer :
(2.1.3) S, W N=ToK,c®ToA,_yc-

Mais par construction, I'application tangente de p« : JZ, — J,_, n’est autre
que la trace Tr de S,(®,7') a S,(I", (M, _,)), et cette trace coincide avec
la multiplication par p sur le sous-espace Ty 4, _,,c de S, (P, '). En outre,
par définition, T, K, ¢ est I'ensemble des formes de S, (®,”!) dont la trace
estdans T, K, _ ¢
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338 J. TILOUINE

Soit donc f €S, (®;™?), par hypothése de récurrence Tr(f)=g+h ou

8€To K _yc et heTo A, ¢
donc

Tr(f)=g+Tr() et f—LheT,K,o
/4 14

ceci montre I'existence de la décomposition (2. 1. 3).
Notons alors { p, p ), le produit de Petersson sur S, (I', (M,)); pour

SeT K¢ et geTo A, 0

ona:

S 82=CTr(f) g)-1=0

par hypothése de récurrence. Ce qui achéve la démonstration. De ce qui
précede, il découle que K, est stable par h,(Z)* car son espace tangent est
orthogonal a Ty A, qui est stable par h,(Z), donc est stable par les
adjoints pour le produit de Petersson des éléments de h,(Z) (cf-[Sh1],
chapitre 3, formule 3.4.5 et proposition 3.5.4).

Pour montrer que B, est une isogénie on montre par récurrence que
(To K, 0) I Wy, N ToA,c= { 0}.

Pour r=1, c’est évident car T, K|  est stable par wy,,.
Supposons le résultat acquis pour r—1.

D’aprés (2.1.1) et la stabilité évidente des deux facteurs du membre de
droite de cette formule, il suffit de montrer que dans S,(®." '), ona:

TOAr—lle,mTOKv={o}'

Soit donc f € T, A, _, telle que f|w,, € Ty K, comme
(o) )6 )
M, © M,_, 0/J\0 1)

onerioe 2 )

ona:

TOME 115 — 1987 — N 3



UN SOUS-GROUPE p-DIVISIBLE DE LA JACOBIENNE DE X, (N p") 339
On voit que I'on peut prendre pour représentants de I', (M, _ )\ ®, !
1 0

les éléments (
r—1 1

) x=0,...,p—1. Ainsi pour tout geS, (®."})

(o 1)
xM,_, 1)

En outre I'opérateur T(p)*€h,_,(Z)* agit par

(.. 1)
xM,_, 1

X
ona

Tr(g)=Y"_,8

TE)*=YI oh

pour tout he S, (', (M, _))).

On voit alors la formule :
Tr(flwa)=f|Wn,_, T@)* =1 T(@) W, _,

et comme T, A4,_, est stable par T(p) et que par hypothése de récurrence
ToA, -, Iw,.,'_l N ToK, -, est nul, on conclut f] T(p)=0, ce qui d’aprés la
proposition (1.1) et la définition de Ty A,_, est impossible car on voit
que f#0 = f| T (p) #0.

[En effet, il y a une base de T, A4, constituée de g|[t] ou g est p.n. p.
de niveau Cp°, C|N, ¢ | N/C le Nebentypus de g ayant sa p-partie primitive
modulo p® donc par la proposition (1. 1) on voit que a(p, g) #0. Comme
T (p) commute aux opérateurs [t], si on prend f quelconque non nulle dans
ToA,_,,0ona: :

1=%, A2l
A,., non tous nuls et

f|T@)=Y,. a. p)g|l]#0]
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340 J. TILOUINE

Ce qui achéve la démonstration du fait que B, est une isogénie.
Enfin, si Teh,(Z), et fe Ty A, con a

S T|wy,=flwy,|T* donc B,cT=T*-8,

3. Rappels sur la réduction mod. p de X, et du morphisme J, — B,

Soit M > 1. Pour (a, b)e(1/M Z/Z)z\{ (0, 0) }, on note f, ,, la fonction
de Fricke :

si zeb,

AG) p(az+b;z) (cf [19], chapitre6).

f;n. b) (Z) =

C’est une fonction I' (M)-modulaire. On fixe désormais un plongement
de Qdans C.

On sait que le corps des fonctions I', (M)-modulaires est engendré sur
C par l'invariant modulaire j et par fo ,,», Ce corps est défini sur Q(,)
ou [, =e?™M_ (est-a-dire qu'en posant

Ky=Q (Qu. Js Joo. 1/M)>’
ona:
C(i, Jo. um) =Ky ®qu C-
Soit M >4; soit
Ay=Q l:;M' Js Jeo. 1/m]-

C'est une Q-algébre intégralement close dans K, et on voit aisément
qu'elle est solution du probléme de modules grossiers au sens de [16],
chapitre 5, §2 et [13], chapitre 4, n 2:

r,(M): Q(Cpy)—Alg - Ens

TOME 115 — 1987 - ~ 3‘



UN SOUS-GROUPE p-DIVISIBLE DE LA JACOBIENNE DE X, (N p") 341

ensemble des classes d’isomorphismes sur R de (E, P,,)
R— E : courbe elliptique sur R,
P, : point d’ordre exactement M, rationnel sur R.

Soit G,, =Gal(Q(,,)/Q). Ce groupe opére sur le corps K,, par action
sur les coefficients du g-développement en la pointe oc.

L algébre ASM est solution du probléme
Q-Alg —Ens

classes d'isomorphisme sur R de (E, p,, LL. E)/R,
R— E : courbe elliptique définie sur R,

i : immersion fermée définie sur R du schéma en groupes p,, r
dans E,R.

En effet. si ae(Z/MZ)*, et o,eG, est I'automorphisme tel que

v

=5n.ona:
1% + m»=Sfo. omy=Ffonctionde Weberdea. P,

si

Jio. 1,m =fonctionde Weber de P.

Alors qu'une immersion i : p,,  E est donnée par Pe E[M](R®Q (Ly))
tel que P°»=a. P pour tout ae(Z/M Z)*.

En outre, IGusa [8] a démontré que le probléme sur Z :

Z-Alg ~ Ens
RH(CIasscs d’isomorphisme sur R de (E, py, E)/R)

admet un schema de modules grossiers, #/Z lisse sur Z, quasi-fini sur P}
la droite des j. On note X, (M), la normalisation de P} dans K{M.

Pour tout schéma T Z et tout anneau A, on note 7/4 ou T®A le
changement de base de T de Z a 4.

On voit facilement que sur les fibres génériques on a #/Q X, (M), ®Q
car cette dermiere courbe n'est autre que le modéle not¢ X, (M) dans
l'introduction du corps K¢. 1l en resulte une immersion ouverte
YL X, (M),
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On pose désormais M=Np', r>1, pt N, et on rappelle que { désigne
une racine p’-iéme de l'unité fixée disons {=e?"?. Soit Ic G, le sous-
groupe d’inertie en p. On a canoniquement G, =Gy xI. On introduit
X, (M)z; 1a normalisation dans K§p de P;. On voit aisément que %/Z [(]
est solution du probléme d'Igusa sur Z[{] et comme précédemment on
obtient une immersion ouverte #/Z[(] c X, (M);. Le groupe I opére par
automorphismes sur X, (M) et le morphisme naturel déduit de I'identi-

fication K¢ & KSMRQ (D) :
X, (M)zm"Xx (M), ®Z[C]

est I-équivariant. On récupére donc encore un morphisme I-équivariant
sur les fibres spéciales. Soit alors Ig(M) le modéle projectif lisse de la
courbe (affine) lisse #/F, Comme F, est aussi bien le corps résiduel en p
de Z qu'en (1—1%) de Z[Z], on obtient, en utilisant les immersions fermées
de la fibre spéciale de #/Z (resp. #/Z[(] c’est la méme!) prolongées a la
courbe lisse Ig(M) par propreté des images, un triangle commutatif :

X, (M)z;®F,

Ig(M) l
\ X, (M), ®F,

Soit X, (M)z, le modéle régulier minimal de X, (M), Le groupe I
opére dessus, par la propriété de minimalité, de fagon compatible avec la
projection X, (M)z ) = X, M)z .

Soit .4" la courbe somme disjointe des normalisées des composantes
irréductibles reduites de X, (M) ,®F,. on obtient encore une immersion
fermeée naturelle 1, faisant commuter le triangle :

X, (M), ®F,

Ig(M)

et par normahsation, / opére encore sur .4° par des F -automorphismes.
Chaque fleche du triangle étant bien sur /-linéaire.
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Soit C . =i, (Ig(M)) la composante connexe de .4” définie par i_.

On voit alors, et c’était le but de ces rappels, que I'action de I sur .4~
est triviale sur C_.

Soit finalement x, y» deux entiers tels que p’x+ Ny=1. On sait que la

matrice ( P p'-l) fournit un automorphisme w, de X, (M)z, indé-
v px

pendant en fait de x et y ([20], page 156). On a pour celeta=1 mod .4,

tel que {°=C",

g -1 |
wir=da" " yewy
Ainsi, en posant iy =w, i, on récupére une autre composante privilé-
gice de A4 :
Co=ip(Ig(M)=w,(C,),

sur laquelle I~(Z/p" Z)* opére par { ).

Remarquons que les composantes de A4~ autres que C, et C_ sont
permutées sous I'action de 1.

On peut maintenant étudier la réduction mod. 1—{ du morphisme
a,:J, = B, vu sur k,.

A partir de a,, vu sur k,, on obtient par passage aux modeles de Néron

a,
un morphisme de (,-schémas J . — B,,, et en le restreignant a la

« composante neutre » J3,, on trouve un morphisme, encore surjectif. En
passant alors aux fibres spéciales, et en notant Ab(J?®F,) la plus grande
variété abélienne quotient de .I?®F,, on trouve un triangle commutatif :

:

J?®F,

P

B,QF,

Ab(J;®F,)

ou a’® est I'unique morphisme de variétés abéliennes au travers duquel &,
se factorise par la propricté universelle de Ab(J°®F,). Ce morphisme est
encore surjectif, defini sur F,.
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Comme le schéma X, (M)z, est régulier, d’aprés un théoréme de
RAYNAUD [18], on a un isomorphisme canonique

J:)/c, - Pic® (X, (M), ({]®€r)

qui permet de décrire Ab(J?®F,) par le diagramme commutatif :

J®F, ——= Pic®(X; (M), ((®F,)

| |

~

Ab(J°®F,) Pic® (#)
| l
0 0

La fléche verticale a droite étant I'image de la fléche de normalisation
par le foncteur Pic®.

Or on peut décomposer Pic®(47) comme suit :

soient
JE=Pic®(C,): jo=Pic®(C%

et & la variété abélienne produit cartésien des jacobiennes des composantes
de A" autres que C, et Co. On a alors

Pic® () =j® x B xj°.

Ceci permet de définir un morphisme o,:j* xj° — B,®F,. obtenu en
composant I'inclusion naturelle dans Ab(J?®F,) avec &*".

Soit d’autre par /=B, ou J,. On rappelle que pour une variété
abélienne &/ définie sur Q (donc sur Q,), il y a une action naturelle du
groupe [ sur la fibre spéciale du modéle de Néron de &/ sur (, (action
géométrique de I'inertie). Soit en effet o el et u, 'automorphisme de .o/ /k,
au-dessus de I'automorphisme de Spec k, déduit de o (on utilise ici que
o est en fait définie sur Q,). En passant aux modéles de Neéron, on
prolonge u, a .o//C,. Comme le corps résiduel de (, n'est autre que F,. on
obtient un F -automorphisme i, de &/®F, On applique cela a .o/ =J,
puis & =B, En outre I'action de I sur J,®F, définie ci-dessus coincide
avec I'action deduite de celle de I sur X, (M)/k,. Ce qui entraine que &,
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donc ©,, est I-équivariante lorsque I'on munit j® xj° de I'action de I
déduite de celle sur Ig(M).

Pour o€, on note a I'unique élément de (Z/M Z)* tel que a=1 mod. N
et {°=L" et on écrit u=u,.

Pour ne pas risquer de confusion, nous noterons, pour chaque
correspondance T sur X,, T=T,, I'endomorphisme de J,=Pic®(X,) qui
s’en déduit, et T,,, 'endomorphisme de J, vue comme variété d’Albanase
(cf. [14), chapitre 2, § 5).

On rappelle le théoreme dont nous aurons a faire usage :

THEOREME (Mazur-Wiles) 3. 1. — (1) o, est une isogénie,

(2) 0,°(Id x{a)) =u, 0, pour tout aeG,, a=1 mod. A",
(3) T@)aw°0,=0,°U, T(P)p;c°0,=0," U,
ou U et U’ sont les endomorphismes de j* x j° définis, en notation matricielle

par :
Newo  yl*)= Vv c,)(x)
<y)€]' el ()) (0 F)\»
X\ . F 0 X
U()‘)-“')P" (cz V) (})
ou

E, désigne le Frobenius absolu;

V, le Verschiebung.

n,e G, avec n,=1 (mod. p") et n,=p (mod. N).
et V=Cn,)apeV.

De plus si

si

n.: C,.—=X,(N)F, et ny: Co— X, (N)/F,

désignent les projections naturelles déduites de X, (M)'Z[J)— X, (N)/Z[C].
on définit c, et c, par :

C, =73 Mg et C,=73 M.

Preuve. — Les asscrtions (1) et (3) sont prouvées dans [14), chapitre 3.
proposition 2 et 3.
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L’assertion (2) a été démontrée dans la discussion précédant 1'énoncé
du théoréme.

Rappelons alors qu’a I'élément T (p)= T (p)p;. de h,=h,(Z,) est attache
un idempotent e, de h, de sorte que si h®=e, h, et hi*=(1—e,)h,. dans la
décomposition : h,=h? x k% on ait T(p)=(T(p)°. T(p)*) ou (T(p)° est
inversible et T(p)** est topologiquement nilpotent.

De méme, pour T (p),, € hY, on définit un idempotent e, ,,,.

Soit B, la fibre spéciale de B, sur F » €t §,_ p son groupe p-divisible. On
va étudier a l'aide de la proposition précédente le groupe p-divisible
€. Alb- Er. P

Notons I'*® (resp. I'° (resp. I') le groupe p-divisible de j* (resp. j°. resp.
JE %))

Soit U I'endomorphisme de I' défini dans la proposition. Il s'insére a
I’évidence dans le diagramme commutatif de schémas en groupes p-divisi-

bles sur F, et de h,(Z,) ,,-modules :
0 - I —T — I%°— 0
rl vl fl
0 —TI® —T — 1% — 0

On va définir des idempotents e, ey, ey attachés a F, U, V et montrer
la:

ProPOSITION 3.2. — Le schéma en groupes p-divisibles e, I se dévisse
canoniquement en :

O—eI®—se,[—e; =0

ou e[ est étale et e est de type multiplicatif. En particulier, ¢, T est
un schéma ordinaire.

Preuve. — Soit A un groupe p-divisible sur un corps parfait kK de
caractéristique p. Soit ue End(A/k). Dans cette Z -algeébre libre de type
fini, u engendre sur Z, une sous-algébre commutative qui se décompose
en produit d'algebres locales. On note ¢, la somme des idempotents
orthogonaux associés a des composantes ou u est inversible.

On applique cela a u=F, U. P et A=T*, I T° (k=F,).
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Une autre construction plus explicite de e, utilise la notion de polyndme
caractéristique :

Soit n le rang du schéma en groupes p-divisible A.

Soit Z,[X]/k le k-schéma constant donné par le groupe Z,[X] et soit
A®,,Z, [X1/k le k-schéma représentant le foncteur
Rp:k-a > A(R)®2,Z,[X], puis le k-schéma en Z,[X]-modules
Az, i0n(A®Z,[X]).

L’endomorphisme A" (u—Id® X) s’identifie 4 un élément de Z,[X] bap-
tis¢ polyndme caractéristique de u, et on vérifie facilement sur les points
de A le théoréme d’Hamilton-Cayley : P, (u)=0¢ End (A/k).

Soit alors P, (X)eF,[X] la réduction de P, modulo p. Supposons
P,(X)=X5(X) ou d°S=s, r+s=n; Xt§. D’aprés le lemme de Hensel,
il existe R(X) R(X), S (X) dans Z,[X] tels que P,(X)=R(X)S (X) avec R
distingué unitaire de degré r (R (X)= X" (mod. p)) et S (0)%#0 (mod. p). De
plus, il existe 4, B dans Z,[X] tels que

AX)R(X)+B(X)S(X)=1
et en posant
e,=AW)R(u)eZ,[ul=End(A/k),

on retrouve explicitement I'idempotent e, précédent. Cette construction a
I’avantage de rendre évidentes les égalités :

e, A=sous-schéma en groupes p-divisible maximal sur lequel u est un
automorphisme;

(1—e,) A=sous-schéma en groupes p-divisible maximal sur lequel u est
localement nilpotent (i.e. pour tout m>1 u est nilpotent sur
1—e).Alpm)/k), et A~e, Ax(1—¢,)A.

Une fois ces définitions clarifiées, la suite exacte courte résulte des
comparaisons des polynomes caractéristiques :

Py(X)=Pp(X) Py (X)
Pr(X)=XTr.Sp(X)
et
Py (X)=X755(X)
donc
Py(X)=X7r*"7 S, (X)S7(X),
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ce qui donne S =S;.Sy, d'ou resulte I'additivité des rangs :
rang (e, ') =rang (e ') +rang(e;I°).

On voit alors que e I'* coincide avec la partie étale de I'™ (car le
noyau de F est contenu dans la p-torsion de la partie connexe de I'™).
Puis on va voir par la dualité de Cartier que e;I%=¢, I'® est de type
multiplicatif. Soit is: '® — (I'°)’ I'isomorphisme du groupe p-divisible I'° a
son dual de Cartier résultant de I'autodualité des jacobiennes. On a la
formule pour le Verschiebung : is< V=Fcis ou F est le dual de Cartier
de F. D'ou un accouplement parfait de k-schémas :

(,): I°xr°-gG,,

défini par : (x. })=<x, is(3) ), 'accouplement { , ) étant donné par la
dualitée de Cartier.
On voit que (Fx, y)=(x, V) donc grace aux décompositions :

{I"°=e,r° x(1—ep)I°
MP=e, M x(1—e,)I°
on voit que ( , ) induit la dualité
erxe, -G,
Or e, I'? est étale donc e, I'° est de type multiplicatif comme F,-schéma :
e, 0% (e, ).

De tout ceci. il resulte que e, I' est ordinaire car sa composante connexe
est isomorphe a e, I'° qui est de type multiplicatif. Et on obtient le
corollaire que I'on visait :

CoROLLAIRE 3.3. — Le schéma en groupes p-divisible e, ,,,.B,., est
ordinaire et o, induit une isogénie de (j;* )" d (e, ayp- B, o) ['action géométri-
que de Tinertie sur ce dernier groupe est donc triviale.

Preute. — C'est clair par ce qui précede. C'est le contenu de la
proposition 2, paragraphe 4 de [15].
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4. Preuve du théoréme

- Soit Rch®(a) la composante locale que I'on s’est donné, a satisfaisant
I’hypothése (¥). Comme A,<J, est h,(Z)-stable, on définit R (4,) comme
la projection de R, dans les endomorphismes de A,. Il lui correspond un
idempotent 1, dans Z,®End 4,, et on vérifie tout de suite que

J, p(R)=1g 4, € 4,[P*1(Q).

Considérons alors I'isogénie B,: 4, — B, définie au paragraphe 2, ration-
nelle sur Q(Cy,). Soit €y =C,[Cy]. Cest un anneau de valuation discréte
complet, non ramifié sur ¢,. En passant aux modéles de Néron sur €,
on obtient un morphisme

Br: Ar/EM' i B

r/GM,

qui induit une isogénie sur les fibres génériques et spéciales (en fait, son
noyau est fini et plat). Grace a la proposition 2. 1, on obtient une isogénie
de groupes p-divisibles, définie sur le corps résiduel F de €, :

Br: er Ar. P - er. Alb Br. p

En particulier, le schéma en groupes p-divisible e, 4, ,,, est ordinaire.
Grace a la formule de commutation : wy, cu,=<a)p;.°u,°wy, (cf. [14],
chapitre 2, § 5) on voit que :

I agit sur la partie étale de e, Z,_ p PAr { Dap:  Si
xee, A, (F,):u,(x)=<adapx

Considérons maintenant les groupes p-divisibles, définis sur €, :

C,/C,=partie connexe de e, 4, ,/C, et

E,/C,=partie etale de ¢,4, ,/C,.

On renvoie a [24] pour leur définition et I'existence de la suite exacte
courte de (,-schémas en groupes p-divisibles :

0—C,/C,—e,A, )€, —E,LC, —0.

On peut appliquer I'idempotent 1., a cette suite, grace a la fonc-
tiorialité du dévissage connexe-étale, et on obtient la suite exacte de
schémas en groupes p-divisibles :

(4.1) 0—C,(R)C,—J, ,(R)C,—E,(R)C,—0.
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avec les notations évidentes.

ProposITION 4.1. — La suite exacte de R,-modules obtenue en prenant
les points sur QP dans (4.1) est scindée, pour chaque r>1. Les scindages
sont compatibles aux revétements X, — X, d’ou un scindage de R-modules :

Jo. p(R)=C, (R)®E, (R)

ou
C.(R)= lim,C,(R)
E,(R)= lim ,E, (R)
ou lon note

C,(R)=C,(R)C,(Q,) e  E(R)=E(R)C,(Q,.

Preuve. — Soit r>1 fixé. Le groupe Gal(Q/Q) opére sur J, »(R). Pour
k,=Q (), le groupe de décomposition en p associé au plongement fixé
de Q dans C, not¢ D (Q/k ) opére sur E, (R), J, ,(R) et C,(R). Mais en
fait, comme J est dcflm sur Q (donc sur Q,), le groupe D (Q/Q) opeére
sur C,(R), J,(R), E, (R).

Soit I,(Q/Q) le sous-groupe d'inertie de D,(Q/Q). Introduisons alors
le caractére cyclotomique : x: Gal(Q/Q) — Z} donnant I'action de Galois
sur les racines p-primaires de I'unité.

LEMME 4.1. — Soient r et m deux entiers = 1. L’accouplement
(o omt L (R)P"IXJ,(R)[P7] = ppm
donné par
(X Y, m=<%, ¥ |Wag, D,

(ou { , ), désigne T'accouplement de Weil de J,q) est parfait et satisfait les
formules :

(i) Si TeR, et x, yeJ,(R)[p™] :
(Tx, y),, w=(x, TY), m
(i) Si oeGal(Q/Q), x, yeJ,(R)[p™]

(x% ) =(x(0) D, A% V)i m
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En outre, il fournit un isomorphisme de R,-modules

o, ,.: C.(R)[p"] = Hom (E, (R)[p"], n,m)

XH(-—‘ X)'_ m
COROLLAIRE 4.2. — Les actions de I,,(Q/Q) sur E,(R) et C,(R) sont
données respectivement par les caractéres
(KD ap=0""%X < >, A ou x=w(x)x{x)

dans Z;=p"" x(1+pZ, et x.

Preuve du lemme 4. 1. :

(i) se demontre comme dans 2.1 grace a T, =wy, < Tp;c = Wy,

(1) provient de I'équivariance sous Galois de I'accouplement de Weil
non tordu :

Cx, y)7=(x° 1),

et de la formule w3, =(x(0)), - Wu, d€ja notee.

On observe alors que si I'on passe aux duaux de Cartier dans le dévissage
connexe-ctale :

0-C,(R)/C, - J (R)C,— E, (R)/C,—-0

O0—E,(RY/C,—J,(R)/C,—-C,(R)IC,—0
on obtient le dévissage connexe-étale de J,(R)'/(, parce qu'on a vu que
J,(R):C, est ordinaire. En outre, I'autodualité natuaelle
Jr/o = Pico (Jr)/Q
induit une isogeme sur Q (3, ). composee des fleches :

u“'

A, = wy (A)—=J S Pic°(J,) - Pic® 4,

ou la derniérc fleche est I'image par Pic® de I'inclusion 4, — J,. Ceci resulte
de la proposition 2.1 car Pic®(4,) est isogéne a B, (egalit¢ des espaces
tangents). Or si on prend les groupes p-divisibles sur ¢, correspondant,
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on obtient un morphisme surjectif, plat et fini :

A, [pX)/Cp, = Pic® (4,) [P)/C)y,
tel que si Teh,,
i,oT=T*i,

et on peut identifier le dual de Cartier 4,[p*]/C,, avec Pic’(4,)[p~]/C,,,
de sorte que si Teh,, T devienne T* on applique alors I'idempotent 15, ,
pour obtenir

i .

r-

J, ,(R)Cy, —J, ,(R)[Cp, =1g

eti T=T -i,.

Ce morphisme de groupes p-divisibles a son noyau fini et plat qui est
nul sur la fibre générique par autodualit¢ de J,. On conclut donc que
i, est un isomorphisme de schémas en groupes p-divisibles et il induit
I'isomorphisme annoncé

C.(R)/€, = E,(R)/C,.

Sur les Q,-points c’est le contenu de I'énoncé.

Preuve du corollaire 4.2. — L'action du groupe d'inertie [,=1, Q/Q) a
déja étée calculée sur E,(R) car E, (R)/C, étant étale, I'action de I, se
factorise a travers I qui agit par (x), ., d’aprés (4.1). Pour x dans
C,.(R)[p™). on calcule ®, . (x°):

Pour tout y de E,(R)[p™), on a:

(5 X%, W =07 x%), .
=({x(0) ), A} B X). m
=(K(G) X < K(O’) >r. Alb."a‘ 1’ X),_ m
or v '=(xio™") .. aw- 3 puisque ye E, (R) [p™].
On conclut donc:
W x%), m=0.x(0) x), ,,

rLe. @, . (x°)=0, (x(o)x).
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Ainsi x°=x(0) x.
Soit alors ¢ un genérateur de Gal(Q({,xx)/Q, (Cy)) oU Q est la
Z,-extension de Q. Dans I'isomorphisme naturel:

Gal(Q(,xx)/Q) = G, =(Z/pZ)*x (Z/NZ)*x T

on demande donc que I'image de o soit (u, 1, 1) ou u engendre (Z/p Z)*.
On note encore ¢ un relévement de ¢ a I,. L'action de o sur E (R) est
via @ ?(u) et sur C,(R), via @ (u). Soit {=w(u)epud™. Cest alors que
I’hypothése a# —1 est utilisée:

LEMME 4.3. — (i) On a le scindage de R,-modules:
J,.,(R)=Ker(c-0)*" @ Ker(c-{ %"

ot Ker(6—{)P* =C, (R)
et Ker(c—{"°"" est isomorphe a E,(R) par la projection naturelle

J,(R) S E,(R).
(11) Ceci reste valide pour J (R):

J(R)=C(R)® E. (R)

comme R-modules.

Preuve. — Pour r, m fixés >1, il existe t, > 1 tel que si t>¢, ,, on ait
(6=0)" (6=5)" J,(R) [P =0.

En effet, par le théoréme de Hamilton Cayley, et parce que {#[7% on a:
(6—0)(c—{"%) =0 comme endomorphisme de J, (R) [p™] ®, (R, .4 r,) €t
le module J, (R) [p™] est artinien sur R,.

Mais, d'autre part, il existe évidemment des polynomes u, (X) et v, (X)
dans Z [ X] tels que

“:(U)(U"';)P‘ +l',(0‘)(0’—;")P'= 1
donc
J.(R)[p"]=Ker(o-{)"~ @ Ker(c - )"
donc

C,(R)[p"}=Ker(c=J)""
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et
j
E,(R)[p™ = Ker(c =97~

(ii) Comme o ne dépend ni de m, ni de r, on peut passer a la limite en
r et m pour obtenir I'énoncé.

THEOREME 4.4. — Pour chaque r>1, on a des isomorphismes de
R,-modules:

C,(R)SR,®N, (M,=Q,/Z)
E,(R) > Hom(R,,T1,)

J, ,(R)=(R,®,) ® Hom(R,, T1,).

Ces isomorphismes sont compatibles avec les revétements X, — X, et on a
a la limite

J. ,(R)=> R®,Hom(A,I1,) ® Hom(R,11,)

Preuve. — Soit I',=1+Np'Z, < G, < h°. On utilise le théoréme 3.1
de [7] qui affirme que J_(R)'*=J,(R) (les applications de transition
J,(R) = J,(R) si r>s, étant toutes injectives). Comme on a démontré au
lemme 4.2 que I'on a les scindages compatibles de R-modules:

J,(R)=C,(R)® E,(R)

J.(R)=C,(RY® E_(R)
on voit que
{C,(R)=C1(R)r’
E,(Ry=E_(R)".

On passe alors aux duaux de Pontryagin (ou M* est le dual de Pon-
tryagin du groupe p-profini ou p-divisible M) comme dans la preuve du
théoréme 9.3 de [7):

Si
o,=y" -1, y={1+Np>,
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on a
C, (R)*/0,C, (R)*~C,(R)*
E_(R)*/o,E,_ (R)*~E,(R)*.

On applique alors la proposition 3.1 de [5] qui donne la structure de
C,(R) et E,(R)sur R;:

{ C,(RA)=R,®T,
E,(R)~Hom(R,,T1,).
e {C, (R)*~Hom(R,.Z,)
o E,(R)*=R,.

Par le lemme de Nakayama, on tire de cela des morphismes surjectifs
de R-modules:

(4.4.1) { R—E. (R)*

R — Hom(C_, (R)*. A)

mais on connait le rang des A-modules qui interviennent ici: D’abord,
d’aprés le théoréme 3.1 de [7], on sait que R et J_(R)* sont libres du
type fini sur A et que

rang, J, (R)*=2.rang, R.
D’autre part, un corollaire évident de la derniére assertion du lemme
4.1 est que
rang, E_ (R)*=rang, C_ (R)*.
Donc rang, R=rang, E_ (R)*=rang, C_ (R)*
Les morphismes de 4.4.1 sont donc des isomorphismes. En reprenant

les duaux de Pontryagin, on obtient la structure de J_ (R) et E_ (R). D'ou
clairement:

E,(R)=Hom(R,.T1,).

Pour C, (R) on utilise la remarque.

Remarque. — Soit A,=Z,[[M.(w,)=Z,[T)(T" - 1).
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L’application de trace Tr: A, = Z, permet de définir un isomorphisme
de R,-modules:

Hom (R,,A,) > Homg (R, Z,)

le' xTref.
14

De ceci, il résulte bien que

C,(R)*~Hom, (R, Z,).

Remarque. — La détermination de la structure de C, (R) et E, (R) utilise

I'application de Cartier Pic°(C§°)—8>F,,[[q]] (ou C¥ est la composante
privilégiée de Pic’(N) comme au paragraphe 3) mais cet ingrédient est
beaucoup plus difficile a utiliser pour r>1, car I'isogénie 4, — B, n'est
plus un isomorphisme sur la fibre spéciale. Il y a donc un noyau inconnu
pour la fléche 4, [p] (F,) - F,[[g]].

5. Un critere pour que R soit de Gorenstein

Rappelons d’abord la:

DEFINITION 5.1. — Soit R un anneau local netherien de dimension de
Krull n.

Soit m(resp. k) son idéal maximal (resp. son corps résiduel). On dit que
R est de Gorenstein si

(i) R est de Cohen-Macaulay i.e. Exti(k, R)=0 pour i=0,....n—1 et
Extk (k. R)#0,

(1) dim, Extgk (k,R)=1.

On a les propriétés:

ProposITION 5.2. — (i) Soit R local netherien et pe R ne divisant pas 0,

alors R est de Gorenstein de dimension n si et seulement si R p R est de
Gorenstein de dimension n— 1.

(11) Si R est artinien a corps résiduel fini, R est de Gorenstein de dimension
0 si et seulement si son dual de Pontryagin est un R-module libre (de rang

1).
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(i) Si R est une Z,-algébre finie et plate R est de Gorenstein (de
dimension 1) si et seulement si Hom (R, Z,) est un R-module libre.

Preuve. — Pour (i), voir [11], page 104.

Pour (ii), voir [14], proposition 4, page 328.

(iii) résulte facilement de (ii): si R est Z -finie et plate, alors p ne divise
pas 0 et R/pR est de dimension 0. De plus, son dual de Pontryagin
coincide avec son dual F-linéaire, c’est-a-dire la réduction modulo p de
Hom (R, Z)).

Considérons maintenant une composante locale R de h°(a). a#0, — 1.
Cest un anneau local ncetherien de dimension 2. Soient
o,=(1+X)” "' =1, pour chaque r>1, les polynémes d’Iwasawa. Comme
R est finie et plate sur A, chacune des suites (©,, p) est m-réguliére dans
R. Soit R,=R/w, R d’idéal maximal m, et R,=R,/pR, d'idéal maximal m,.
Grace aux propriétés énoncées dans 5.2, on obtient aisément le:

LeMME 5.3. — Il y a équivalence entre les assertions:
(i) R est de Gorenstein de dimension 2.
(i1) R, est de Gorenstein de dimension 1 pour chaque r>1.

(ili) R, est de Gorenstein (de dimension 1).
On rappelle alors un critére di a Mazur [12] (lemme 15.1).

PRrOPOSITION 5.4. — Si J, (R)[m,] est de dimension 2 sur le corps résiduel
de R,, alors R, est de Gorenstein.

Ainsi a I'aide de ce critére, pour savoir si une composante R est de
Gorenstein, il faut étudier I'espace vectoriel sur k = R/m

W=J,(R)[m,].

L'outil pour cela est la notion de représentation résiduelle de [15], § 10,
particularisée ici en la:

DEFINITION 5. 5. — Une représentation
p: Gal(Q/Q)—GL(V)

est dite m-résiduelle si elle est de degré 2 sur k, est non ramifiée hors de
Np, et si le polvnéme caractéristique d'un Frohenius en lyfNp est
X =T X+1{1) modulo m.
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Le critére s’énonce alors:

ProPOSITION 5.6. — Pour que R soit de Gorenstein, il suffit qu’il existe
une représentation m-résiduelle irréductible.

Preuve. — On utilise 'hypothése qu'il existe une représentation m-reési-
duelle irréductible:

Sous-LEMME 5.7 ([22), proposition 4.1). — Soit G un groupe. Soient V
un kG-module irréductible et W un kG-module tel que pour tout c de G, on
ait P, (oy)=0 (ou P, (X) est le polynome caractéristique de Télément
6, €GL(V) déduit de o, et 6, € GL(W) est déduit de méme de o) alors
tous les quotients d une suite de Jordan-Hdolder de W sont isomorphes a V.

Preuve: Soit W la représentation contragrédiente de W et W (dét p,) sa
tordue par le caractére de degré 1 déterminant de p,: G — GL (V). Soit
M =W @ W (dét p,) on voit facilement que le polynome caractéristique de
oy vaut P&™%. Par conséquent, d'aprés le théoréme de Brauer-Nesbitt,
la semi-simplifiée M** de M est isomorphe a V*™ ¥ d’ou I'on conclut que
W** est isomorphe a une puissance de V.

Revenons alors a la démonstration de la proposition (5.6) on a:

Jiy(R)=R, ®I1,®Hom(R,T1,) (cf théoréme(4.4)),
donc
J, (R)[p]=R, @Hom(ﬁ,,F,)

ou R, et Hom(R,,F,) sont des modules indécomposables au sens de [3],
paragraphe 14, sur 'anneau artinien R,.

D'autre part, I'action de la conjugaison complexe se diagonalise en:
Ji(R)[p)=J, (R)[p]" & J, (R)[p]”
ou
JL(R)[p)* ={xeJ, (R)[plic(x)= % x}.
D’apres le théoreme de Krull-Schmidt (¢f. [3], § 14) on voit que
JJ(R)[p)* =R, et J,(R)*~Hom(R.F,)
comme R,-modules. On prend alors les parties de m,-torsion:
Jy (R)[m,]* zkl [';‘ll
Jy(R)[m,)* ~Hom (k,F,) =k.
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Notons que la propriété de Gorenstein équivaut a ce que R, [m,]~k mais
que sans hypothéses, on a:

Hom (R, F,) [m,]~k.

Or, en approximant la conjugaison complexe ¢ par un Frobenius F, ou.

= —1 mod. Np, on voit que son polyndme caractéristique sur V est du

type X>—aX—1 (i.e. I{I>=—1 mod.m) et —1%#1mod. p, donc la
conjugaison complexe n’agit pas par homothétie sur V:

V=V*eVv" avec dim.V¥=1.

On voit donc grace au sous-lemme précédent que
dim, J* (R) [m}=dim J (R) [m]

et donc, que R, [m,] est de dimension 1 sur k, donc que W est de dimension
2 sur k.

On peut par exemple appliquer ce critére a une composante locale R «de
type C.M. » au sens de [7]. proposition 2. 3. On obtient une représentation
m-résiduelle irreductible en considérant un Grossencharakter de type (1.0)
au corps quadratique imaginaire K associé¢, de conducteur cp (ou
N=|disc(K)|. N¢) et en induisant de K a Q. Ce qui redémontre le fait
(cf. Hipa, Séminaire de Théorie des Nombres de Paris, Exposé, 1985)
qu'une composante locale «de type C.M. » est de Gorenstein.

Nous reviendrons dans un prochain article sur ces composantes et leur
lien avec I'arithmétique de la Z -extension anticyclotomique de K.
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