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REGULARITE MICROLOCALE
POUR DES PROBLEMES DE DIRICHLET NON LINEAIRES
NON CARACTERISTIQUES D'ORDRE DEUX
A BORD PEU REGULIER

PAR

Eric LEICHTNAM (*)

RESUME. — J.-M. BoNY a éwdié la regularite microlocale des solutions reelles d'une
équation non lineaire générale au-dela des chocs. M. TOUGERON a etudie la réflexion des
singularités (en dessous de I'interaction) pour des problémes aux limites non linéaires non
caracteristiques a bord C*. Lobjet de cet article est d'etudier. d'abord en dessous de
I'interaction. le comportement (reflexion. diffraction. rayons glissants) des singularites micro-
locales d'une solution réelle d’'un probléme de Dirichlet d'ordre deux non hneaire non
caractéristique au voisinage d'un bord peu régulier. Si les singularités du bord sont de « type
conormal » et incluses dans la zone cllipuque de 'operateur hincanse. alors la synthese des
résultats precedents permet d'obtenir. dans la zone d'interaction. un resultat global de
propagation de singularites.

ABSTRACT. — J.-M. BoNY has studied the microlocal regularty of real solutions of a
general non linear equation bevond the shocks. M. TOUGERON has studied the reflexion of
singularities (under the region of interaction) for non characteristic non linear boundary
value problems with smooth boundaries. The aim of this paper is to study (under the
interuction first). the behaviour (reflexion. diffracuiion. ghding rays) of microlocal singularities
of a real solution of a non characterisic non hinear Dirichlet problem of the second order
with a non smooth boundary. If the singularities of the boundary are of “conormal type”
and contained in the elliptic region of the linearized operator then the svnthesis of the
preceeding results allow us to obtain. in the region of interaction. a global result of
propagation of singulanties.

1. Introduction

Dans [5] Bony a étudié la régulanité microlocale des solutions réelles
d’une équation non lineaire generale au-dela de chocs et en dessous dc
I'interaction. Dans [21] M. TouGERON a ¢tudic. en autres. la reflexion des

(*) Texte recu le 20 mai 19R6. revise le 1S octobre 1986.

E. LEICHTSAM, Ecole Normale Supenicure. C.M AL 48, rue d'Ulm. 75230 Pans Ceden 05,
France.

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE t RANCE ~ 0037-94K3 1987 (W 457 33 §5 30
© Gauthier-Villars .



458 E. LEICHTNAM

singularités (en dessous de I'interaction) pour des problémes aux limites
non linéaires non caractéristiques a bord C* (roir aussi [1]). La notion de
front d'onde d'une sous-variété de régularité Sobolev (ou Holderienne)
limitée étant définie dans [13], I'objet de cet article est d"¢tudier. en dessous
de l'interaction (voir cependant § 7 et § 8) le comportement (reflexion,
diffraction. rayons glissants) des singularités microlocales d’une solution
réelle d'un probléme de Dirichlet d’ordre deux non linéaire non caracteristi-
que au voisinage d'un bord peu régulier. Pour obtenir nos résultats nous
redresserons le bord peu régulier (voir section 4) introduisant ainsi dans
I'équation des termes peu réguliers a régularité microlocale additionnelle:
nous paralinéariserons 1'équation, nous utiliserons les espaces H** definis
par HormAaNDER [8] et le calcul paradifférentiel tangentiel développe dans
[21] dont nous rappellerons quelques résultats dans la section 3.

Dans la section 2 nous reprenons (déf. 2. 1) la notion exposée dans [21]
de régularité microlocale en un point du bord (non caracteristique) et
énongons nos résultats : théorémes 2.5, 2.7, 2.10 et 2.13. Le théoréme
2.5 découle des résultats de [21] et étudie la réflexion des singularites par
un bord peu régulier. Le théoréme 2. 7 étudie la diffraction des singularités.
il précise dans les espaces de Sobolev et étend au cas non linéaire le
résultat établi (a partir d’Ivru [9]) dans le chapitre 24 de [8] dans lc cas
des singularités C” et d'un bord régulier. La preuve du theoréme 2.7 est
exposée dans la section 5. nous suivons de prés la preuve donnée dans [8]
et I'adaptons au cas paradifférentiel. Nous supposcrons que la projection
sur la base du champ hamiltonien du symbole principal de I'équation
linéarisée ne s'annule pas. cette hypothése (vérifice par l'opérateur des
ondes) nous permettra de ne pas consommer de derivees en X (roir lemme
24.4.3 de [8] et lemme 5.2). Le théoreme 2.10 étudie le cas des ravons
glissants avant un contact d'ordre limite avec le bord. 1l precise dans les
espaces de Sobolev et étend au cas non linéaire le resultat de Mt rost-
S10sTRAND [13] dans le cas des singularites C’ ¢t d'un bord regubier. La
preuve du théoreme 2. 10 est exposée dans la section 6. nous suivons de
prés la preuve donnée dans [15] et I'adaptons au cas paradifferentel.

Pour ce qui des résultats relatifs a linteraction pour des equations
semi-lincaires hy perboliques. le travail de Beais [2] montre qu'en dimen-
sion supcricure i deux il est necessaire de faire certaines hypotheses sur i
regularite des solutions dans le passe pour limiter « etalement » des
singulanites  dans T'avenir.  Une condition approprice  est celle  de
« conormahite » par rapport a certaines hypersurfaces. 1 a cte prouve dans
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DIFFRACTION ET GLANCING EN NON LINEAIRE 459

Bony ([6], [7]), MELROSE-RITTER [14] que la régularité est préservée pour
certaines interactions d'ondes conormales. Guidés par les travaux de Bony
nous définissons dans la section 7 le concept de sous-vari¢té }* de classe
H%*, V ayant des singularités de type « conormal » par rapport a une
hypersurface A (<= }) de classe H***~'!' 2\ Ceci nécessite au prealable
I'étude d’algébres de fonctions Hj\'l‘ (R") qui vérifient des propriétés d'inva-
riance par difféeormorphisme, A, désignant une hypersurface de classe
Hs*k~'2) de R Le théoréme 2. 13 considére le cas d’une solution u asscz
réguliére d’une équation quasi linéaire d’ordre deux ct d'un bord ¢Q de
classe H ™. Si ul,, est de classe H% * et si A est inclus dans la zone
elliptique du symbole principal de I'equation linéarisée alors le théoréme
2. 13 affirme (sous des hypotheses convenables) que les singularités de fQ
et u|.g ne produiront aucune singularité hors du conormal de A dans la
solution u. Dans la section 8. on prouve le théoreme 2. 13 en travaillant
dans des cartes locales. en utilisant un argument de commutation analogue
a celui de [5] et en invoquant les theoréemes 2.7 et 2. 10. Enfin le cas ou
les singularités du bord sont incluses dans la zone hyperbolique du symbole
principal peut étre traité a I'aide de [16).

2. Enoncé des résultats

Soit Q un ouvert a bord de R" (localement) défini par une inéquation
¥ 2f() ou » désigne (v, ....Vv,). f appartient a I'espace de Sobolev
1. avec s>4+n 2. Nous considcrons unc solution reéelle u de classe

loc () de I'equation du second ordre F(v. S?u)=0 dans Q ou F(. z,)

| 2] <2 est une fonction réelle C*. Nous supposcrons toujours que |'opéra-
teur differentiel linearise de F(y. ) :

(1 F(r. D‘)r(_r)=: , o B Cuon )

est non caractérisque en tout point de Q et que son symbole principal

p(r. 5) est de type principal reel - p est réel et dp=0 sur p '(0). Soit
O=(fIxg) Npo Z0)=(x,. 34) un point de T* QN 0. on dit que 2" n'est
pas dans l¢ front d'onde d'ordre H* dec Q (not¢ WF,. cQ. roir [12)) ou
5'<25s=2—n2 s'il existe un operateur pseudo-differennel 4 d'ordre 0

elliptique en (xg. $q) tel que Afe H' ton dit alors que 1 est microlocalement

de classe H* en 2" ce qu'on note f€ He). une telle propriete ne dépend
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460 E LEICHTNAM

pas du choix de la carte car s <2s—((n—1)2)—1 (voir [12]). La proposi-
tion suivante est empruntée a M. TouGeroN [21]. elle permet de définir
de maniere invariante (pour u) la notion de régularité microlocale jusqu'au
bord au point 2%e T* Q. Posons X, (x,. x')=(x, +f(x'). x') ot X’ désigne
(X5 ....x,) dans le syst¢tme de coordonnées (x,.....: X,) Q et ¢Q sont
respectivement définis par x, 20 et x, =0. '

PrROPOSITION ET DEFINITION (M. ToUGERON) 2. 1. — S'il existe un opéra-
teur pseudo-différentiel tangentiel Ae T°(R") (cf. [15])) d’ordre 0, propre-
ment supporte, elliptique en &x,. o) et tel que A x,) (X, ....X,)

appartienne a H), (R") avec s'<s” alors cette propriéte est vraie dans
toute autre carte de bord (définie par un graphe) de ¢Q relative a
2°¢ WF,: (Q). En ce cas on dit que u est microlocalement de classe H*

au point x°, ce qu'on note ue Hzo.

Remarque 2.2. — Le théoréme d’inversion microlocale de (12} permet
alors de voir qu'il existe £>0 tel que u soit microlocalement de classe H*
aux points (v,. v, 1y, V(). (3,0 3 tels que 5, eR. 1 et & soient dans
des petits voisinages de x, et ;. et O<yv, —f(1)<E&.

Preuve. — Voir appendice a la fin de I'article.

Maintenant nous rappelons quelques définitions géométriques (cf. [8].
[15]) pour les points du bord. Notons j* la surjection naturelle de T} R"
sur Ty, ¢ son noyau est le conormal N¥ Q. Notons p (1. &) le symbole
principal de I'opérateur lincarisé (1) ¢t H, le champ hamiltonien de p. il
est de classe 6 car s>4+n 2. Soit n, un point de N3, cQN\0. p(xo. No)
est non nul car ¢Q est non caractéristique.

Q [resp. ¢Q] étant définis par @ >0 [resp.=0] ou ¢ est de classe C!
rappelons la classique :

Derinimion 2.3 - Soit 2%€ T¥, cQ\0 et I, un antécédent de 2° par j*.
U
2" est dit :

(u) point clhpuique (au sens dc MrrLroste [13)) si lc trindme
Q(R)=p(xg. So+2N,)

n'a aucune racine reelle:
(h) point hyperbolique si Q (A) posséde deux racines reclles distinctes;
(c) point glancing s1 Q (4) posscde unc racine reclle double 2,: et si de
plus H;:,m (Xor S0+2, No)>0. 2° est dit point de diffraction.

TOME 11S - J9KT - N 4



DIFFRACTION ET GLANCING EN NON LINEAIRE 461

Remarque 2.4. — 1" Dans le cas (b), si A, et A, désignent les deux racines
réelles, il y a (dans ) deux demi-bicaractéristiques issues respectivement de
(x0s So+A; No) €t (xg, Eg+A;,Ng). Par abus nous dirons qu’elles sont
« issues de a® », a° est I'image par j* de ces deux points.

2° Dans le cas (c) ou a° est point de diffraction. les deux demi-
bicaractéristiques (dans €)) se raccordant en (x,. Zo+A;ng) ¥ ont un
contact d’ordre 1.

On peut parler d'un seul rayon (rasant) « issu de a° » :

Q ao

; ? N
Le théoréeme suivant découle des résultats de M. ToOUGERON et étudie

le comportement de la solution réelle u dans les régions elliptiques et
hyperboliques.

THEOREME 2.5. — Soient s'<s” des réels inférieurs ou égaux a
25—2—n/2. Supposons que u |, soit de classe H* et que a° ne soit pas dans
le front d'onde d'ordre H*" de ¢Q ni dans celui d ordre H* de u|. (cette
expression a un sens, voir [12]). Alorsona:

1- Si a° est un point elliptique et s'=s"" alors ue Ho (déf. 2.1).

2° Si a® est un point hyperbolique, s’<s”’— 1. et u est microlocalement de
classe H* (au voisinage de x,) sur un demi-arc de bicaractéristique de p issu
de o°, alors ue Hso.

Remarque 2.6. — Dans le cas 2, la remarque 2.2 et le théoréme
de propagation de singularités de J. M. Bony [5] montrent que u est
microlocalement de classe H* sur I'autre demi-bicaractéristique « issue
de 2° » (tant qu'clle ne rencontre pas le bord).

Le théoréme suivant étudie le comportement de la solution
(Hj,.. s>4+n2) réelle u au voisinage d'un point de diffraction. il precise
le résultat établi dans le chapitre 24 de [8] (singularités microlocales C~.
bord régulier) dans les espaces de Sobolev et I'étend au cas non lincaire.

THEOREME 2.7. — Soient s° et 5" des réels tels que

1+5'<s"<2s—=2—n’2.

Supposons que u|xg soit de classe H* et considérons un point de diffraction
2° qui ne soit pas dans le front donde dordre H* de ¢Q ni dans celui
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462 E. LEICHTNAM

dordre H* de ujs. Supposons que, dans un petit voisinage de x,. u soit
microlocalement de classe H* en un point (a Tintérieur de Q) d une demi-
bicaractéristique de p issue de a°. Enfin supposons que la projection sur la
base de H,(xqo. 5o+X, Ng) soit non nulle. X, étant le réel de la définition
2.3.¢). AlorsVe>0, ue H:o "

Remarque 2.8. — La derniére hypothése est satisfaite par I'opérateur
des ondes (par exemple). Sur I'autre demi-bicaractéristique (tant qu’elle ne
rencontre pas le bord) u est microlocalement de classe H* ~*£>0.

Dans la section 6 nous démontrons le théoréme 2. 10 qui traite le cas
des ravons glissants. il précise le résultat établi dans [15] (singularites
microlocales C*. bord régulier) dans les espaces de Sobolev et I'¢tend au
cas non lineaire.

HvypoTHESES 2.9. — Nous supposerons s>4+n,2, que u]m et ¢Q sont
microlocalement de classe H* (s <2s—2—n;2) hors d'un ensemble Z
conique fermé inclus dans la zone elliptique du symbole principal p de
I'opérateur linéarisé. et que dp et la 1-forme fondamentale w de T*Q sont
linéairement indépendantes sur Z(p)=p ' (0) N T*Q\0. Rappelons que
CQ est non caractéristique pour p, nous supposerons que les restrictions a
T*Q|, de dp et o sont linéairement indépendantes sur X (p) et que H,
est au plus tangent a ¢T*QN\0 en p=0 a I'ordre s— 1 —n/2 (exclu). ceci
signifie que si Q est définie localement par une inéquation @ (x)=0 ou ¢
est H* et si 2% T QN0 est un quelconque point de glancing (déf. 2.3)
alors il existe un entier naturel k <s—1—n2 tel qu'au point (xq. S+ 2, Np)
(notation de 2.3) H) @ est nul pour j<k—1 et H% ¢ est non nul. Cette
derniere hypothése permet de montrer (voir [8] ou [15]) que le champ H,
definit un flot dont les courbes sont appelées bicaractéristiques généralisces.
En suivant de pres [15] nous demontrerons le :

THEOREME 2.10. — Soit s" un réel strictement inférieur a s —1. Suppo-
sons que u soit microlocalement de classe H* (voir déf. 2.1) en un point
dun arc T de bicaracteéristique généralisée et que T ne contienne aucun point
de diffraction. Alors en tout point de T'. u est microlocalement de classe
H*.

Remarque 2.11. — Commc s —2<2s5—4—n2 nous nous ramencrons
a une equation para-differentielle tangenuelle ou le second membre est
microlocalement de classe H* ° sur un voisinage de I'. dans I'énonce
précédent il y a donc une perte de | +¢ par rapport a la régularne du
second membre.
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DIFFRACTION ET GLANCING EN NON LINEAIRE 463

Dans la section 7 nous étudions des algébres de fonctions Hf\'"‘(IR") qui
vérifient des propriétés d’invariance par difféomorphisme et ont une régula-
rité de « type conormal » (voir [6]) par rapport a une hypersurface A; de
R" de classe H***~1/2)_ Ceci nous permet de définir de maniére invariante
le concept de sous-variété V de classe H5* (déf. 7.10). Dans la section 8
nous démontrons un résultat d’analyse globale. avant de I'énoncer nous
introduisons quelques notations.

NotaTiOoNs 2.12. — Soit Q un ouvert de R" dont le bord ¢Q est de
classe H% ** (voir def. 7.10) par rapport a une hypersurface C* A.
Considérons une fonction u de classe H;,_(Q) s>4+n,2 solution d'une
équation quasi linéaire d'ordre 2 Pu=0 et telle que ul.q soit de classe
H5 = (def. 7.12). Nous supposerons que le conormal de A est inclus dans
la zone elliptique du symbole principal p de I'équation linéarisée et que p

vérifie toutes les hypothéses 2.9. Alors nous démontrerons le :

THEOREME 2.13. — Supposons que chaque bicaraciéristique (maximale)
geénéralisée de p posséde un point en lequel u est microlocalement de classe
C* et qu'en chaque point de diffraction la projection sur la base de H , est non
nulle. Alors u est de classe C* a lintérieur de Q et méme microlocalement de
classe C* en tout point de T* ¢Q\0 qui n’appartient pas au conormal de A.

Remargue 2.14. — Donnons un exemple. Soit 2(x,...... X,.p) une
fonction de classe H3,Z, (voir [6]) de hessienne définie positive en tout
point, et telle que les gradients de x et (x,. . . .. X,_ ;) = 2(0. x50 .. .. Xpoy)

soient de norme > 1. Deésignons par Q l'ouvert a bord de R" défini par
t=> —a(x) et considérons une fonction u de classc H*()) ou s>n/2+4
verifiant dans Q) une équation du type :

(2 Ffu—z:;: Eflu+F(t.‘ vou V=0

ou F est de classe C*. Nous supposerons aussi u|.,€ Hy ' et u de classc
C? pour tout 1<« 0. Comme la hessienne de x est definie positive les points
glancing sont en fait des points de diffraction. Enfin le long de toute
bicaractéristiquc généralisée ¢ est unc fonction monotone. donc toute
bicaractéristique rencontrera une région ou 1 est C'. Le théoréme 2.13
dit alors que v est C* a I'intérieur de Q.
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464 E. LEICHTNAM

3. Rappel de quelques résultats de [21]

Suivant HORMANDER [8]. pour s et s’ réels et n entier, n>2, on désigne
par H** (R") I'espace des distributions ue ¥’ (R") dont la transformée de
Fourier 4 (%) veérifie :

Hullr’,.,'.=(2n)‘"f(l + P A+|E Y aE) P dE< + o

ou Z=(%,. ') est la variable duale de x=(x,, x’). L'espace H** (R") est
une algébre quand: s>1.2, s+s'>n2 s+2s>1/2. R désigne le
demi-plan : x, 20.

DeriniTioN 3. 1. — Soient (x,. £g) un point de R% x(R"7'\0) et u
appartenant a Hi;! (R"%). On dit que u est microlocalement de classe H*°
en (x,. o) s'il existe un opérateur T pseudo-différentiel tangentiel apparte-
nant a T°(R") (cf. [15]). elliptique en (x,. ;). tel que Tue H*° (R").

Derintmion 3.2, — Soient s et s° des reels tels que s+s'>n/2 et
|s"l<(n—=1)2. Pour m’ réel. on désigne par T™, (R") la classe des sym-
boles p(x. &) de classe C* en &' tels que YaeN""', x = . p(x, &) est de
classe H** (R") et :

“(“':.p(_\', gl)nts.s'lsca(l +lg'l)m"|!|

nous noterons p(x, D) I'opérateur paradifférentiel tangentiel de symbole
p(x. Z). cette notation n'est pas standard mais elle permettra d'alléger
I'ecriture.

Soient pe T7, et qe T, alors en procédant comme dans [21] on
montre qu’il existe un operateur R(x. D) borné en x, >0 a valeurs dans
ST;™ " "¥ (si s'+s-n2 nest pas entier) tel que
px. D)y ¢g(x, D'Y=R(x. D) soit un operateur paradifférentiel tangentiel
avant pour svmbole :

—1 (<tes -2

| .
(3 prq=Y — 1 p(x. §)Dig(x. &),
X

ProposiTion 3.3, — Soit a (x. $)eTT (R%) ou s>1/2 et s+5>n2.
Sout 1€)—s. 5. considerons alors V' de clusse H"' (R") et microlocalement
de classe H' " en un point (vq. 5;) de R, x (R""'\0). Alors a(x. D)}V est

ToMt 11S - 98T - & d



DIFFRACTION ET GLANCING EN NON LINEAIRE 465

microlocalement de classe H"® en (x,. ;) avec 8 =min (t'—m’, t'—m’ + p’).
et p'=min (s'+s—n,2 s—172) si s" est distinct de (n—1)2. p’<s—172 si
s'=(n-1)2

ProposiTioN 3.4 (paralinéarisation tangentielle). — Soit
FeC* (R% xR"Y)

une fonction réelle a support compact en x et soient u,, . . ., uy des fonctions
réelles de clusse H** (R") ou s>12. s+s'>n2et s+2s>1,2. Alors
N s A
Fixoup .o ou) =S TV, P up .y,
appartient @ H** "° (B") ou p’ est précisé dans la précédente proposition et
I désigne le paraproduit tangenticel.

4. Preuve du théoreme 2.5

M. ToutGeron a prouve ce résultat quand ¢Q est C*. Nous allons
indiquer comment modifier sa démonstration pour prouver le théoréme
2.5, Le fait que ¢Q soit non caracteristique et le théoreme des fonctions
implicites assurent I'existence d une carte de bord y' — ( f(3”), 1) telle que
si on pose X, (x,. x)=(x, +f(x). x) et u-y, =r alors r est solution. dans
un ouvert de ). contenant x,=( f(Xg). Xp). d'une équation :

CHr+G(x. . ... 8 f(x). . ... & (xN=0

ou !Bi<2 |2{<2 2a#(2.0..... 0. G est de classe C* a support compact,
et (x,. x') — f(x') est de classe H).* ~* pour tout p>0 et microlocalement
de classe H* *% "% au point (x,. Z;) representant 2° Les résultats de
M. ToutGeron permettent de voir que ¢ posséde la regularite locale
H-* ® ou 8=5-2-12-¢ ¢>0. Une paralinéarisation tangentielle

permet d'ecnire (¢f. prop. 3.4)

Gix. b f. & l‘)=&(ﬂ'((’,.:, Gtr+Y M (Cp , G+ K

| Bl E2

ou k est de classe H'"¢ "3(R%) avec p'=s—n2-2>2 Les résultats de
{21]) (cf § 3) montrent que

(x0. Lo0

4 Vo, Vs Gy feH:, ]
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466 E. LEICHTNAM

Enfin comme ¢|.q=1(0..) est de classe H* et microlocalement de classe
H* en (x;, ) (d'aprés [12]) on termine la preuve en procédant exactement
comme M. TOUGERON (roir aussi [1]).

5. Preuve du théoréme 2.7

Nous suivrons de prés HORMANDER ([8], chap. 24). préciserons sa
démonstration dans le cadre Sobolev et I'adapterons au cas des opérateurs
paradifférentiels tangentiels (a I'aide des résultats de [21] rappelés au
chapitre 3). Posons p’=s—2—(n'2). Reprenons ce qui a été dit dans la
preuve du théoréme 2.5, on se raméne a un ouvert encore noté
QcR" ={xeR" x,>0]} et & une équation Pr=g ou

P=D}—r(x, D)=II"(d)D,, geHH *NH"* *"*

ou deH***~2? A Tlaide du calcul paradifférentiel. on vérifie aisé-

ment  quil  existe a(x. E)eTJ.._,,  elliptique.  vérifiant
Dya(x,§)eT?., _, _, tel que si D a(x, D) désigne I'opérateur
paradifférentiel tangentiel de symbole D,a(x, %) alors

M'(d):-a(x, D’)=2D,a(x. D’) modulo un opérateur (s—2—n?2)-
régularisant. En remplagant ¢ par a(x. D')v et P par u—a~'(x. D)
P(a(x, D')u) on se rameéne alors a une équation paradifférentielle du type

(5) Pr=Dir—R(x. DVYreH}y . ., NH* "3 7%

ou D, ne figure plus dans R (x. D’). le point a° de diffraction est représenté
par (0, xo. 5p). r(0. x') est de classe H* N H;,, ... R(x. D’) est un opéra-
teur défini par le symbole € T}, ., ., (Q) de symbole principal r(x. 5
réel. Le symbole principal p(x. 2) de P est égal a 57 —r(x. 5). au point
de diffraction on a %, =0 et les hypothéses du théoreme 2.7 entrainent :

-

(6) 0N >0 dyr (0. xG 55) 20,

cx,

Nous pourrons supposer les coefficients a support compact en x. Nous
aurons a utiliser des opérateurs paradifferentiels tangentiels a symboles
dans T7,._, .ou T7.. , .. (¢ §3) nous imposerons = strictement
inférieur a s—3—(n 2) et supenieur a s—7 2 de sorte que H** 773 °¢
une algeébre. Nous demanderons izi<(n—1) 2 quand il faudra utiliser un

soit
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calcul symbolique (cf. 3.2). Posons
Q(x.D)=0Q,(x. D)YD,+Qy(x. D)

ou le symbole de Q; appartient a T,/._, _.. Nous supposerons Q auto-
adjoint ce qui entraine ¢, et g, récls. En posant u,=Dju pour
ue CZ (R") nous obtenons (sous ces hypothéses) une version paradifféren-
tielle du lemme 24.4.2 de [8] :

LEMME 5.1. — Pour ue C (R")ona:
(1) 2Im(Pu. Qu)g=Y 3 (B, o (X'. D'Vt g+ Y o (C;  (x. D)ty 1))g

ou les B, sont des opérateurs paradifférentiels (au sens de Bony) et
B, \=0,. B} =B, ¢=0Q0. By c=0,(R+R*)2 pour x,=0. Le symbole

de C;, appartient a T,‘,'p"_‘l o+ Son symbole principal ¢, , est reel.
Co.y=Cyoet:
. zyzjrk
T N =1p. g +2¢qIm P

P, (x. &) étant le symbole sous-principal de P.

Quitte a modifier R(x. D) hors d'un voisinage conique de (0. x;. ).
nous pouvons supposer (grace a (6)) que, dans Q x(R"” '\ 0). (¢r'¢x,)>0
et. d..r#0 quand r=0. Dans le lemme suivant nous modifions un peu
I'énoncé du lemme 24.4.3 dc [8). I'hypothése d..r#0 nous permettra dc
construire certaines fonctions sans « trop consommer de dérivées en x ».

LeMMmE 5.2. — Soient a;(x. Z') des fonctions homogénes de degré 1 —j
en =, C? en 2 #0. de classe H**° % *(Q) en x. Posons

A D=Na(x 2 E
supposons que quand ';f =r(x.2) onait:
AN I D)= =TG5 D)

ou Y est homogéne de degré 12 en 2. C* en Z#0. de classe H'" "% " ¢en
x. Alors il existe des fonctions Yo (x. ) W, (x. 27) homogene en &7 de degre
respectivement 1 2 ¢t —1 2. C’ en 2 #0. de classe H*™7
au point (U, Xo. 35)  respectivement  les  valeurs (0. v, 0. 3) et
Y (300 xqg. 00 30 telles que pour tout 5 reel on air

*en x, prenant

AL 2+ (W (. 2+, (0 202, e 2NE —r(v 2
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ou g(x, &) est homogéne de degré —1 en &', C* en & #0 et de classe
Hs+:—2. ~en x.

Preuve. — En décomposant Y (x, &) en harmoniques sphériques on voit
facilement qu’il existe des fonctions @4 (x, &), ©,(x, §), C* en £#0, de
classe H***73: ~% en x telles que

\'l(x, ih él)+\p(xs _él’ g’)

2 =@ (X. fv g
‘l’(x! g s C’)__ (X, - ’ :,) v v
2 )V 88 g, (g e
28,
Posons
‘J’j(x9 E_.’)=(Pj(x» r(xa g’)- E;’)
et

B(x, &)=4(x, 51 &)+ (o (x. E)+ ¥, (x. §)E))*

—(@y(x. §)+ V5 (x, ENET—r(x. 3
c'est une forme affine en 2, qui s’annule pour £3=r(x. &'). Ecrivons :
B(x, &, §)=b,(x, §) &, + by (x, &)

On peut construire la fonction g (du lemme) localement puis recoller
les morceaux avec une partition de I'unité. Raisonnons au voisinage
d’'un point ou. par exemple, ér/é,#0. Le changement de variable
(x, &5, &) = (x. r(x, &'). &) définit unc fonction &, (x. r. &) qui est C*
en (r, ). Les fonctions b;(x. $,(x, r, £”), &) sont nulles pour r>0. C*
en r. leurs dérivées en r étant bornées pour (x. r. ') dans un compact.
Posons pour r<0

by (x5 (e r. 8. 5] | b (x. 33 (x. 7. §7).87)|
‘1 2 )

Hx.r.2)=

|r iri

H(x.r. Z")=0s1r>0. Nous avons l'inégaliteé :

B(x. 3. 30X, r ) Z)SH (X r 2(GE] =1,

Le lemme 24.4.4 dc [8] assure alors I'existence d'une fonction C* f(r)
nulle pour r>0 et telle que f(r=H(x.r. 27) pour (x.r. 3 ) dans un
compact.
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Une fois qu'une telle fonction fest construite globalement (par partitions
de I'unité) il ne nous reste plus qu'a poser :

e =11 (r(x 127))

LemMme 5.3 (voir [8]). — Soient A; ,e T:7JZ% _. (j. k=0. 1). possédant

des symboles principaux homogénes réels a; ,(x. J') nuls pour [\! grand.
Qg , =4, o €t supposons que :

Ta;, (x. 2VE =~y (x. &) quand E1=r(x. %)

ou Y(x. £) est C* en Z#0. homogéne de degré 1 2. de classe H***~ 3 ~¢
en x. Supposons en Joutre éréxy >0 et d.. r#0 sur \Usuppa;,. Alors il
existe Yo (x.E)e Tl 5 .. Y, (x. 3)eT, L2, . de symboles prmupuu\
prenant au point (0. xo. 3o) respectivement les valeurs (0. x;. 0. Sp).
AV/CE, (0, xq, 0, Zp). telles que pour tout ue C3 (R") et tout réel h on ait :

(8) ReZ(A;,(x. DVDYu. Djulg+|[Yo(x. DYu+¥, (x. D)VD ul?
sC.'l(”u”‘:l +|£Dlu(0");:I"‘l"l)“u(o")“(h’+“Pu||l0A ‘ll)

-~z - 1)

ou a€[0. 1'2[ est un réel ne dépendant que de¢ s—3—(n 2)(>1).

Preure. — Comme s—3—(n2)>1 il suffit de reprendre la preuve du
lemme 24.4.5 de [8] et d'utiliser I'inégalite de Girding préciséc pour les
opérateurs paradiffércnticls. On pcut prendre x=0 si s est asscz grand.

Maintenant nous pouvons aborder la preuve du théoréme 2. 7. On peut
supposer qu’il existe W voisinage conique de (0. x,. o) dans
R x (R"'\0) tel que :

9) { (x.2VeW.x, =0 = PreH; > Vi,
(0.x.3)eW = PreH, [ ., e r(0..)eH, .,

On a déja supposc qu'en tout point ¢r &x; >0 ct. d. r#0 quand r=0.

Soit y, un point du demi-arc (ouvert) de bicaractenstique de p(x. 2)
issu de y=(0. xo. 0. 35) tel que [7,. vJ= W ¢t re H, . Nous supposcrons
que Y, est situé « avant v ». v, comme 3, croit (car r ¢x, >0) le long de
la bicaractéristique cecr signifie que v, =(x. 5,. Z)avec I, <0. Le theoreme
de propagation [5] de Bony nous permettra de supposer Wotres petit et v,
trés proche de y. Soit I', un voiminage comque de v, dans T* R\ 0 tcl
que ue Hy . Notons W, l'ensemble de tous les (1. 27 de W otels que s
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r(x. 2’)=0 alors il y a des arcs de bicaractéristiques éventuellement brisés
par une réflexion ou tangence en ¢Q. vivant au-dessus de W, ayant leur
point initial dans [, et leur point final en (x. +£r(x. £)' 2 &). W, est un
ouvert conique comprenant (0. x,. 55). Nous montrerons (aprés avoir
diminué W un nombre fini de fois) que si x€ S®(R"x R" ') et cone supp x
(le plus petit fermé conique contenant supp ) est inclus dans W, alors
Ye>0. y (x. D) r € H ™%, ce qui prouvera le théoréme 2.7.

LEMME 5.4. — Sous les hypothéses précédentes. supposons que t soit
microlocalement de classe H'™°" en (0. xq. $o) ou m+0<s”, m étant un
entier naturel <s'' —1. Alors v est microlocalement de classe H™*'-e~ 1!
en (0. xo. 30). et en fait v est de classe HE-o"m" 6"V en ce point ([ )
désigne la partie entiere).

Preure. — En utilisant la forme (5) de P. (9), et la proposition 3.3 (le
symbole de R(x, D’) appartient a T}, . _, _,. p'=s—2—(n/2)) on obtient
que Dj v est microlocalement de classe H™"~'-°~ " ¢n (0. x5, Z5). Le lemme
decoule alors d'un resultat classique, roir [1] et la preuve du lemme 24.4.6
de [8].

Notons (10), I'assertion suivante :

. l.e- 1, N -1
{ lo’c re H(O.oxo. §o) et Dl t lx| =0€ H:’xo. Lo
x etant un reel < 1,2 (celui du lemme 5. 3) et qu'on pourra prendre aussi
prés que I'on veut de 1/2. Si (10), est vérifiée (avec o <s”') alors. quitte a
réeduire W', le lemme 5.4 nous permet de supposer que :

(1), y(x.D)yreH'">° 1" ¢t X(x.D)D, |, _oeH"!

pour tout yeS° tel que cone suppyc W, Nous montrerons que (11),
entraine (10),.,, ., , pour 0 <s'—1+2% le lemme 5.4 entrainera alors
le theoréeme 2. 7.

Nous réduirons donc W a chaque cran de la récurrence. I'étape décisive
est I'adaptation aux operateurs paradifférenticls du lemme 24.4.7 de [8].

Lemme 5.5. — Posons q(x. $)=q, (X, ') &, +qo(x. 2') ou les q; sont de
classe H*** % “en x. C* en 2°#0 ¢t homogéne de degré —j. et ont leur
support dans W,. Supposons que q,(0. x'. 3 )= —1(x". 2') pour un 1 de
clusse H* *? en x" et C* en E'#0. Supposons que pour une certaine
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constante M :

{{P»‘I}'*"IM!&/I:"\llz"‘P(@,—rm) et q=l?%

(12)
quand p=0

ou Y, r, sont de classe H***~3 "% en x, C* en E#0 et homogeéne de degré
1/2 et 0, alors que p(x, £') est de classe H***"3 " en x, C* en 5 #0 et
homogéne de degré 0, et que r>0 sur suppp qui est inclus dans W,,. Si la
solution v vérifie (11), avec o<s'—1+2a, et si M est supérieur a un réel
dépendant de P et de o alors T(x’, D) D, '-’|x, —0o€H® ® out est le symbole
principal de T, et Yo(x. D) v+V,(x, D) D,ve H®°"* pour certains
Ve Ti 2775 . avec cone supp\,c W, et de symboles principaux valant
AY/EE (0, xg, 0. Ep) au point (0, xg, 0, Ep), j=1, 2.

Preuve. — Nous allons reprendre la preuve du lemme 24.4.7 de [8]
avec un poids plus faible; pour éviter de tout recopier nous n'insisterons
que sur les point non triviaux. Choisissons y € C* avec cone supp x < X,
homogeéne de degre 0 pour |§'|>l et tel que y vaille 1 sur un voisinage
de suppg; j=1. 2. On appliquera I'identité d'énergie (7) d v,=A_ x (x. D)
oul<eg<let:

A=(1+€*|D’|) " (1+|D |}y =2
Draprés (11), v, est borné dans H***: ~!, Prenons
0=0,(x.,D)D,+Q,(x, D)
ou Q;(x, &)=gq;(x, &) pour |5'|>1.Ona:
Pr.=f +[P. A x(x. D)]v

ou f,=A,(x. D) Pr est borné (cf. (9)) dans H* ~2°°**° |e second terme
est borné dans H° !, Comme s'+1<s" et s'— 1 —o+22>0 on constate
que (f.. Qr,) est borné. 1l faut analyser Im(Pr. Qr,). on a:

([P, A x(x. D)u. Qe =A_[P. x(x. D)]r. Qr)+([P. AJA 'r,. Qr,).

Comme Q¥ A, [P. x(x. D’)] est borné dans T, 7"; _. a symbole identi-
quement nul. il est régularisant d'ordre s—3—n/i2—-1—-oc+a> -oc+a On
en deéduit que (A [P. x(x. D")]r. Qr,) est borné. Pour traiter le second
terme du membre de droitc Hormander pose :

G (x. D)=[P. AJA; '=A[A . P)
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S(x, )=+ ) *(M+2Im(G(x. )= P(x. SN +[E ) 1)

qui est borné dans T!2 _; _.. Pour M assez grand Hrmander obtient
alors que :
2Im(G*(x, D')¢,, Qv )=Re((2Imp*(x, D)

-M@O+|D' )Y, Qr,)+Re(S (x. D)t QS*(x. D)r,)-C,
pour une constante C,. En posant w,=(1+|D"|?)™"* §¢(x. D), le terme
faisant intervenir S peut étre mis sous la forme :

ReZ (A, (x. D)Dw, Diw,)
ou

A, =0, Ay o=(1+|D" )" Qq(x. DY(1+|D' |

! , , o
A1.0=Ao.l=;“+lD'|‘)l'4Qn(-\'- DY(1+|D"[H'

Le symbole principal est |2'|vi quand p=0. donc on peut appliquer le
lemme 5.3. Comme |t ., -, +| Prllo. -, est borné. on vérifie qu'il en
est de méme de ([ w/lj,.. -1 +][Pw.lo.-1). On constate que
[[we (0. . )]l -4+, est bornée, (11), montre que || D, w, (0. .)||,-, est bornée.
Le lemme 5.3 et ce qui précéde permettent alors d"affirmer que :

(13) 2Im(Pr. Qr)=Re((2Imp*(x. DY=M(1+|D'|H)' . Qr)—C,.

Maintenant il va falloir obtenir un majorant du membre de droite de
(7) applique a v, en utilisant le lemme 5.3 pour estimer :
(14) ReZ(C,,(x. D')Div. D}v)
+Re((M(1+|D" ) =2Imp*(x, D) r,. Qr,)
—Re(@(x. DYD,=A_ (x. D')r,. p°(x. D))

Ici C,, provient du lemme 5.1, p%(x. 2)eT?,. , _. et est égal a
p(x. £) quand |5 |>1. ©0€eS° et vaut sur un voisinage de suppp®.
cone suppoc W, et r>0 dans conesupp 0. A, eT!,. , ..etar'? pour
symbole principal. Quand p(x. $)=0 le symbole principal correspondant
defini comme dans le lemme 5.3 est : ‘

P qiHgMIT = (G —rt )=y
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Les estimations pour v, et Py, déja utilisées dans la preuve de (13)
montrent que (14) peut étre majoré par

Cs—“ VYo (x, D)v .+ V¥, (x, D)D, L“,z,

ou V; est relié a Yy comme dans le lemme 5. 3. Cela dit on vérifie aisément -
qu'il existe des symboles Be T?,._; _., A,eTl, . 2. - le symbole princi-
pal de A, (x, D’) valant +r'2, tels que :

®(x, D)(D,—A_)(D,~A,)v=—@(x, D) Pr+0(x, D) Bt
compte tenu de (11), le membre de droite est de classe HO-mn¢"~2.9) &
est <0 sur la demi-caractéristique sur laquelle (D, —A,)v est de classe

H* ! comme s'—1<s”—2, I'étude du probléme de Cauchy pour les
operateurs paradifferentiels (voir [1] ou [21]) montre alors que :

¢(x, D')(D,—A, (x, D)) re HO minte-s ~ 1),

Comme s'—1—oc+2a>0 et que [p(x, D) (Dl—-/.\,). A, x(x, D] est
borné dans T{.Z_, _. on vérifie aisément que :
Re(@(x, D)(D,-A.)r, p°(x. D)r)<C,
Par conséquent on peut écrire que : .

[[Wo(x, D)v 4+ W, (x. D)D, t||2
<Cy+Cy+Cy+ReZ(B;  (x. D)D4 v (0. .). D}t (0, .))ag

Puisque B, ,+ T(x’, D)* T(x'. D") est d'ordre —2 on a:

Re(B, (X' D)v oty e+ Tee

as<Clle 0. )|, <Cy

On observe que D, ¢ (0..) et ¢, (0..) sont respectivement bornés dans
H® ' et H " °** Comme 2a—1+s —a>0 on veérifie facilement que les
autres termes frontiéres de (7) sont bornés quand € — 0. Ainsi :

“ Vol(x. D).+, (x. D)D, t, fx*’” Te, i< Ce
et le lemme s’en déduit quand £ —» 0.
Remarque importante 5.6. — Du lemme 5.5 nous deduisons

k]

que D, |, .o est microlocalement dec classe H° '3 7 en tout (x. %)
tel que r(x’, £)#0. Si en utilisant des choix differents de ¢ on obtient
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VYolx. D)r+V,(x, D)D,re H®° " pour deux systémes distincts
Yo et y, dordre 12, —172 formant un systéme elliptique dans
cone supp x ou xeS° alors on obtient y(x, D)reHO-ot12-0
x(x.D)D,re H®°"'2"" ce qui entraine (10),,,,_, et donc le
théoréme 2.7.

Preuve du théoréme 2.7. — Dans le cas C* Hormander construit des
opérateurs vérifiant les properties mentionnées dans le lemme 24.4.7 et
la remarque 5. 6.

Nous allons essentiellement vérifier qu'en supposant r(x, &) de classe
H**®* "2 "¢ en x dans la construction de [8] nous obtiendrons des opéra-
teurs vérifiant les propriétés mentionnées dans le lemme 5.5 et la remarque
5.6. Nous n'insisterons que sur les points non triviaux. Posons :

O(x )=, (x. 25, + 0o (x. &)
1
12

On verifie qu'il existe des constantes C et ¢ telles que H,¢>0 pour
|2,]C<c|Z | Pour >0 petit on prend pour valeur préliminaire de g :

¢, (x. 3= 0o (x. EV=xi+[x"=x [P +

YAL

T=%2(90/8) %0 (1 —0/8)

ou yo(t)=exp(—11) si t>0. xo(1)=0 si r<0, x,€C§ (—3,3) est non
négative et vaut 1 sur ]—1, 1[. On utilisera aussi une fonction troncaturc
x, € C§ (—2. 2) valant | sur ]— 1. 1[. Hormander montre que si p(x. £)=0
pour un point de supp f alors r>8|2'|* et que

H f+fM|2 = =¥ +p(Ei—r'?) quand p(x. 5)=0.
ou

V=105, B[N
=2r o= — (=X G 3|2 NN+ (1 =@/ H, X, (90/8)°
evalue pour &, = —r' “sir>0.et p=0sir<0. lci:
N=x2(0, 8 (a1l =@ Y H (9 8) = xo (1 —@B) M|E]).
Pour r<3et 110ai< 1 posons :

)

Gla. n=(l—ay,(n xo (' 3= —ar?)'?
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G(a.t)est C*. On a alors :

N =12000 8) (1o (1 =@ ) H, 0 8)' G (M[Z[3 Hy0. 1= 8).
Pour & petit on vérifie que Y est C” en 5#0 et en x de classe H*** ™3 "¢
(qui est une algébre d’aprés les conditions imposées a z). Sur le support
de ponar>4°|Z |’ on vérifie alors que p est de classe H*“*7% % en x.
Hormander montre aussi qu'il existe r,€ C* tel que r;=/ quand p=0 et
4 est assez petit. Le théoréme de préparation de Malgrange (dans un cas
simple) donne :

H D) =G =r (N 2NgN D) Hg ()35 +go(x. 2.

On verifie aisement que g, et ¢, sont C” en 3" #0 et de classe H*™* 73 ~¢
en x. On a |p. f=.p. 4, quand p=0 donc (12) est verificc. Quand
r(x.2')>0ona:

a,(x. :,):j(.\'. 03 =fx =350 30 si El=r(x. I

Sz
==

Hormander montre que ce second membre est egal & — F? (31, x. &) ou
F est C*. Sans perdre (12) on peut changer ¢, en —t° ou

t=F(r(x. &), x. E).

et toutes les hypothéses du lemme 5.5 sont vérifiées. Enfin Hormander
montre que t est non caractéristique en (x,. o) et que Y, Y, prend en
(0. xp. Zo) des valeurs distinctes pour deux petites et distinctes valeurs de
6. Daprés la remarque 5.6 on peut alors affirmer que le théoréme 2.
cst prouve.

6. Preuve du théoreme 2.10

Nous suivons de pres [15]). En redressant le bord on peut se ramener a
Q=1IxBouI=[0.1] et B=veR" ' |vi<1!. Les variables duales de
v€l. ve B seront notees L. . Comme au début du paragraphe S on sc
ramenc a unc équanon paradifferenticlic du type:

Pu=D;u+R(x.v. D)ueH* *
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ou R a pour symbole principal réel r, re T2_, 0 (Q) (voir déf. 3.2), Pu est
microlocalement de classe H® "%(s” <2s—2—(n/2)) aux points de
T*2Q\0 qui n'appartiennent pas & la partie conique fermée Z incluse
dans la zone elliptique; u(0, ») est de classe H® et microlocalement de
classe H*" en dehors de Z. Comme dans [15] on obtient le :

LeMME 6.1. — Soit veC2(Q) (v(1, .)=0) et Qe T, %5 o(Q) & support
compact. Alors

(P, Q]+ (R*—=R)Q)t, r q=CQ 1, Pr)g—(QPr t)g

+ <Q(j—tt> - <Qv,g > +{ Q.. U)g
éx B éx /g

R* est I'adjoint formel de R et {, >q. { , Dp désignent les produits
scallaires L2.

Nous écrirons H, =H,, _.. Si q(x, y. n)e T2, o(Q) est le symbole
principal de Q (x. D’) et si k(x, », n) est le symbole principal (d'ordre 1)
de i (R*—R), alors le symbole principal de i([P. Q]+ (R*—R) Q) est:

(H,+k1g=2:2 2 9 L g g4kq.
¢x ¢x ¢&

Soit G « T* B\0 I'hypersurface glancing définie par r(0, v, n)=0 et
s0it (¥o. TNo) € G un point fixé. Soit U = T* B\ 0 un petit voisinage ouvert
conique de ()o. No). € L = U une hypersurface C* conique contenant
(»o- Mo) €t transverse a H, . Pour €. 1 petits nous reprenons, en rappelant
leurs définitions, les ensembles suivants introduits dans [15]:

L. t)={expitH, ' (. mel: (v. n)eL.

ro!

[0 nnP=00 No Mo | <& 0< 21 <N

Soient C, > 0 assez grand. 1, > 0. g, > 0 assez petits tels que
1 2
|rix. v. )| <€ e Inle

dans F*(e. 1) pour 0 <e <g,. 0 <1< 1, OU

Frie.o=l{x.v.m) 0<sx<e’. (v el (e 1)
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Pour 1, petit mais fixé. posons :

F(e)=F" (&, 1,) U F™ (&. 7).

Considérons aussi les ensembles coniques fermés

Ve )= {(x, 1E&EN0<x< %ez. (. MeL*(e. 1)
(%) ou
ész <x<el (el i< C,Eini}
() V)=V (e. 1) UV ™ (& 10).

e On deéfinit W= (g, t). W (e) en remplagant C, par 2C, dans (¥%) et
b e

e Comme dans [15]. on obtient le :

LEMME 6.2. — Il existe 6. €, >0 et. pour 0 < € < g,. des fonctions
q.€C3 (UxU). g.(x.v. 2. m) et h (x.y. 3. n)de classe H* "> en (x, y) et de
classe C* en (. n) telles que :

q.=0. suppg, < F* (c. de) U F™ (&, &%)
q.(0.exp it H, } (vo. No)) # 0 pour 0<1<3d¢

q. >0 sur suppy, si 0<ege<e <€¢gg

.y |
g, est indépendant de x pour 0 < x < - €°

9

g +h=—(H,+k)q,
dans W (). g, = 0 avec inégalité stricte la ou g, # 0
supph, = I x L™ (¢. €2y x R.. suppg, \Usupph, < suppgq,

N

[

| 3% M

g, h, sont indépendantes de  pour 0 € x <

Preure. — On suit de pres [15). Comme n —ry (1. n) est C™ il existe
un nouveau systeme C” de coordonnees (s. 1) =(s,. ....s,, ,.!) dans L.
tel que (1. Ng) ost Fongine. L est donnée par r=0e¢t H, , . est ¢t
Rcprenons alors les fonctions x. /. B définies dans [15). comme dans [15)
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posons :
—g.=B(t/e?) (H,+k)x (v), q.(x. 5. =By (v)

ou v désigne (1/8)+(s*/e*)+f (x/e?). La différence entre H, et ¢iét est
O (s)&/¢s; comme on a s=0 (¢2) dans W (g) et dans le support de g,. et
que O (g%) &/és (s?/€*) est de la forme O (1) on trouve que:

1 € 1 ,

On conclut alors exactement comme dans [15].

Remarque 6.3. — Dans [15] les auteurs utilisent la racine carrée d'un
opeérateur construit a partir de g,, ici cela ne sera pas possible car g, n'est
plus C* en x. Aussi nous utiliserons plus loin I'inégalité de Garding.

Pour a réel et 1 < A < +oc posons comme dans [15]:

at(x n)=J (1:(-\‘, ¥, n)r“d—r
0

r, r

.D>r”d—r.

r r

A
gt &on)= j gc<-‘n »

0

< Iy

On définit h>* par une formule analogue et on vérific que :
—(H,+k)gi*=hi""+gi~ 1"

Les propriétés du lemme 6.2 sont encore valables si on remplace
q. 8. h, par g** g** he*'-* Reprenons les fonctions (dépendant dc e)
6,eC*(R). 6,eC* (Qx R"*'\0) de [15]:

2

. 1 4 1.
o, (x)=1 SIOS.\'€4£. o,(x)=0 si N2 e

o, (x. v. &. n) est positivement homogene de degre 0 et sannule quand
x214¢ ou |Z[>32eC,|n| ou quand (x. v) nappartient pas a un
certain compact de Q. Enfin, on exige que 67 + o3 vaille 1 sur un voisinage
de V (¢). Posons g} = o} g¢* pour j=1. 2. Reprenons les fonctions tronca-
tures B,(n) et B, () de [15]:

B,(n)e C’ (R") est nulle sur un voisinage de 0 et vaut | pour in' > 1,
B;(eCy (B vaut 1 sur un voisinage de 1, de sorte que

TOME 11§ — 1987 - N 4



DIFFRACTION ET GLANCING EN NON LINEAIRE 479

B;0)q.(x, 3, N)=¢.(x, y.n) pour 0<¢e<g, Notons Q** I'opérateur
paradifférentiel tangentiel de symbole :

(2m) "By () g2 By (M) B3 ().

On définit de méme I'opérateur paradifférentiel G2-3 de symbole g2} et
I'opérateur paradifférentiel tangentiel G} de symbole g*%. Les familles
d’opérateurs (Q%*), , , et (G}), » , sont bornées dans Ti_; ,(Q). et la
famille (G*}),  , est bornée dans Op(Zi_,,_;) (notation de Bony [5]).
En outre pour tout @’ >a. Q“* = Q%7 et G*} - G*} dans T* , ,(Q).
G4 > G ¥ dans Op(Zi_;_,,) quand % — x. Enfin pour les familles

(@%"), 5 1+ (G, 5, j=1. 2 on définit WFQ®* WFG®* comme les plus

petits fermés coniques en dehors desquels les symboles de ces opérateurs
forment un ensemble borné dans S * ou T " *. On a la:

ProrosITION 6.4. — On peut écrire :
L1
N:*-I.A: _.([P. Q:'1]+(R‘—R)Q:"A)
i

=T G YL B T MY
ou
(Be' Mis 1 € TS50 (0 (MED s STy o))
sont des familles bornées. et
(BS" i > S OPIEII i ua) (MER) 5, €0pIE] ;)

sont des familles hornées. En outre on a :

WF(B*"'*)c F™ (c. £°). WFB Y e W (e gd)
WE(M* ) c WFQ*?

WFM*}ic {(_\‘. i owa e WFQH ™ A\ 2:. (i< 2(’,c|qi}.

Enfin si u est microlocalement de classe H° sur un voisinage de
WFQ? " etsi2o—au—4+3s—n220alors la quantitée { B!\ u. u) reste
bornee.

Preure. — 1l suffit de reprendre la preuve de la proposition 2. 36 de

P LR R L TN . . NEEN
[15] et de remplacer (417 "' = “)* (43" = *) dans [15] par G
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Nous désignerons parfois un point du front d'onde de u par (x. v, 2. 1)
méme quand x =0 alors que la notation correcte serait (1. 1).

THEOREME 6.5. — Rappelons que s'+1 <s”" <2s=2—-n2 et quen
dehors d'une partie conique fermée Z de T* QN0 incluse dans la zone
elliptique Pu est microlocalement de classe H* "2 et ul; ., est microlocale-
ment de classe H*'. Soit (vy. No)€G. Alors il existe £,. & > 0 tel que si

o S meWFeu: 0 <y <el, (o mMel (g,. €)=

pour un certain 0 <g, <g, alors exp{tH, |(vo. N, ¢ WFysu pour
0 <1< d¢,.

Preure. — Nous suivons de prés [15] et choisissons g, et & > 0 suffisam-
ment petits dans la suite de sorte que Pu et 1 (0. 1) soicnt microlocalement
de classe H* “° et H* sur les domaines que nous considérons. Désignons
par E11 Q% *, E11GZ ;" les ensembles ou Q¢ * et A2 !> sont non
caractéristiques. Ces ensembles sont indépendants de a'. et dans un voisi-
nage conique de !x=0! P '(0)ona:

ENNG % * UEIIG 3 *=EI1Q° "

dans le domaine que nous considérons u est microlocalement de classe
H*" aux points n'appartenant pas a Z et en lesquels p est elliptique. Nous
raisonnerons par recurrence sur les valeurs de s° pour montrer que
Ve < g, u est microlocalement de classe H* en tout point de E11Q* 7 ce
qui prouvera le théoréme. Soit a <12 proche de 12, dans la suite
nous considérons un réel a < 25" — 1. nous supposerons que Ye < ¢, u est
microlocalement de classe H* *~* en tout point de E11 Q% * et nous montre-
rons. cn utilisant I'hypothése du théoréme. que u est microlocalement de
classe H“~ " en tout point de E11Q%*. Le lemme 6.2 assure alors
que Y& <gyu est microlocalement de classe H“ "% sur un rvoisinage
de WFQ? . Avec les notations de la proposition 6.4 conside-
rons (N Uruoud. Reprenons  le lemme 6.1, comme
8" +(a 2)+2-3 2—a = 0 on peut supposer avoir choisi g, ct & asscz petits
de sorte que le terme de bord (Q:* cu ¢x(0. v) est de classe H' ou
tT=d2+x—u—32):

, cu \ / , cu \ N s
<Q2" ) <Q.“' T N A T D
X

( ! B €N/ B
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restent bornés quand A —+ x. Comme s’ > 1 +s’ on peut choisir a tel
que s"—2—a+a/2+a >0 de sorte que les quantitées {Q%*u, Pudq et
{Q%*Pu. udg restent bornées quand A — + o (g, et § étant assez petits).
Donc { N**'-*u, u) reste bornée quand A —+ x. La proposition 6.4
permet alors d’écrire :

<G:¢ll.1u. u>+<G:~#zl.Au. u) < Cc.a
+ ¥ B ) |+ 3 | MEFud |,

Comme a+2a—a—1—-5—n/2—3 >0 la proposition 6.4 montre que
(B*7*u. u) reste borné. L'hypothése faite sur le front d'onde d'ordre
H'“* 172 de u et la proposition 6.4 montrent que les ( BZ %" *u. u) j=1.2
restent bornés. Pour tout € < ¢ < g,. WF(MZ2}) et WF(M2%) sont inclus
dans la réunion de E11 G2 % et E11 G%:% si o, et 6, sont convenablement
choisis (voir [15]), comme 2(a’2+a) = a I'’hypothése dc récurrence assure
alors que les quantités | u, M2 *u | restent bornées j=1. 2. Considérons
maintenant € < €. pour je {1, 2} et pour un choix convenable de o, et
o, le lemme 6.2 montre (roir [15]) que GZ%' * est elliptique sur un voisi-
nage conique des WFG;’.T'.;"* et que son symbole principal est positif ou
nul. On peut mettre alors le symbole principal de G{7'* sous la forme
d, j+ci ; ou les symboles réels ¢, ; d, ; définissent respectivement des
familles bornees d’opérateurs paradifférentiels C, ;. D, ; d’ordre (a+1) 2,
a+1 tels que d, ;> 0. et C, ; converge (en un sens plus faible) vers un
opérateur paradifférentiel d'ordre a C, ; qui soit elliptique en tout point
de WFGZT!-”, j=1. 2. L'hypothése de récurrence dit que V&' <€, u est
microlocalement de classc H® 2™ sur un voisinage coniquc dc WFQ* * et
donc aussi sur un voisinage conique des WFC, . WFD, ;. d'ou:

Vil z;;, HC,__I-u”,:_: <%’ (D, ;ju. u)+Cte.

~j=1
En outre pour 0 < (1 2)—x petit I'inégalité de Girding donnc :
iz L 26 ull < Cle

En faisant tendre A vers + x on obtient alors le résultat voulu.

Fin de la preure du théoréme 2.10. — Les proprictes gcomeétriques du
flot hamiltonien « brise » (roir [8)) ou [15]) et le theoréeme 6.5 permettent
de prouver le résultat voulu de propagation de singulantés prés des points
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glancings  vérifiant. avec les notations de la définiton 2.3,
H} ¢ (xq, &o+Ay M) < 0. On termine alors la preuve en reprenant la récur-
rence conduite dans la section 4 de [15}.

7. Espaces de fonctions et géométrie

On commence par observer qu'une hypersurface A de R" de classe
H**"' 2(s > n’2) admet un systéme générateur de vecteurs tangents de
classe H* (définis sur un ouvert de R"). En effet considérons une carte de
A du type:

(15) (Xpe ooy X,)=X"—=(h (x). x")
ou h, est de classe Hj.'' %', considérons aussi une fonction h(x,, x) de
classe Hi:' telle que h(0, .)=h, et Vx'D, h(0, x') # 0. Les champs de

loc

vecteurs suivants repondent alors a la question :

Cl cl
y,=(_\-,_h,)x(f_’. _)

cx, Cx,

(16)

o
Y,-=<§—'.0. .. 0.1.0, ...,0). iz2
(‘_\'j

dans Y; le terme 1 se trouve a la j-iéme place. Nous aurons beoin du
difféeomorphisme local de classe H**! défini par H (v,. v")=(h(v,. 3'). 1)
On verifie aisément que :

(‘.

(1 (dH ' Y) H@, )=, j=22
By
Nous définirons par récurrence sur k € N* Ies espaces H5*. A ¢étant alors
de classe H***~'' ' Nous définissons H% ':

Derintiion 7.1 - A étant une hypersurface de classe H**' 2" (s > n'2)
de R". on désigne par H' I'ensemble des fonctions [ de classe H},_(R"
telles que X. [ € H;, pour tout champ dc vecteurs X de classe H* tangent
a A. ll est clair que de telles f sont de classe H}™' hors du fibré conormal

de A et que HY' est unc algébre.
Nous allons établir quelques propriétés valables pour H% '
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THEOREME 7.2. — Soit feHY' alors f|, est de classe H***'?. Par
conséquent si y est un difféomorphisme de classe H5; ', x (A) est une hvper-
surface de R" de classe H**'"'%,

Preuve. — Reprenons une carte de A du type (15), les champs de
vecteurs Y; notés (16). et le difféeomorphisme H (v,. v)=(h(¥,, ¥). ¥).
Nous voulons montrer que f : H (0, y’) est de classe H:'"'?. f étant de
classe Hj.. on peut déja affirmer que f: H (0. y') est de classe Hj."! 2.

Pour 2 <j < n la relation (17) entraine :

,—r—(f H)=dH™'Y) H.f H=(df.Y) H.
ay

Par hypothése df.Y; est de classe Hj,. on en déduit alors que. pour
j=2 les é.év;(f H)(0,)) sont de classe H* " 2 ce qui prouve le
théoréme.

ProposiTioN 7. 3. — Soit y un difféomorphisme de classe H'. Si les M,
(1 <j < n) forment un systéme générateur de vecteurs tangents a A de classe
H: alors les (dy. M) ™' vérifient la méme propriété pour x (A).

COROLLAIRE 7.4. — Soient f une fonction et Y un difféeomorphisme appar-
tenant a Hy'. Alors f x™"' et x™' sont de classe Hy .\,

Maintenant nous définissons les espaces H%*:

DErINITION 7.5. — Soit keN*, s> n‘2, supposons qu'on ait défini
I'espace H5* lorsque A est de classe H*"*~ ' . A désignant maintenant
une hypersurface de classe H****"' 2/ on désigne par H%*"'' I'ensemble
des fonctions feH;j _(R") telles que pour tous champs de vecteurs
M, ....M; (<k+1) de classe H%" tangents a A on ait
M, M, ..M feH

Par récurrence sur k on déemontre aisement la:

s
loc*

PrOPOSITION 7.6. — HS* est une algébre (stuble par opérations non
linéaires) qui contient H:**(R") et est incluse dans H%' pour | < k. Tow
q loc D

élement de H%* est de classe H*** hors du fibré conormal de A.

TueorReME 7.7. — A désigne une hvpersurface de classe H** 7Y 2 Soit
feH"* alors f|, est de classe H*"*~'" 2" Par conséquent si A est un
diffeomorphisme de classe H**. y(A) est une hpersurface de classe

’,1°l-(l Zl.
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Preure. — Reprenons les notations de la preuve du théoréme 7.2,
H(y,. ) est ici de classe H*** et les Y; (j = 1) sont de classe H***~! et
donc de classe H5*~! si k > 2 (proposition 7.6). Nous voulons montrer
que f H (0. »') est de classe H}.* "' 2. Pour j > 2 la relation (17) permet
de voir que:

~ o\ k
<;‘:> f-H=(dH'.Y) H}.f<H=(Y'.[f)-H.

]
loc?

Comme par hypothése Y}‘.f est de classe H
théoreme 7.7.

ceci prouve le

En utilisant une recurrence et la proposition 7.6 on démontre facilement
la:

ProrosiTioN 7.8. — A étant de classe H****12) o4 keN* et s > n/2,
considérons un difféomorphisme x de classe H3**'. Si les M; (1 <j < n)
forment un svstéeme générateur de vecteurs tangents de classe HS* a A alors
K . A
les (dy. M) x ' vérifient la méme propriété pour y (A).

COROLLAIRE 7.9. — A étant comme dans la proposition 7.8, soient [ une
fonction et x un difféomorphisme de classe HS**!. Alors foy™! et x !

. s.k+1
sont de classe Hy )"

Maintenant nous pouvons définir le concept de sous-variétés de classe
H L

Définition et proposition 7.10. — Soient ke N*, V une sous-variété de
dimension n de R""? de classe H* (s > 1+(n/2)). et A une hypersurface
de V"

Supposons qu’en chacun de ses points V admette une paramétrisation
par un graphe:

X=(X,. X)=(X,. ... X)) = (xhp(x). .. h (X))

telle que. dans cctte carte A soit définic (quitte a réordonner les indices)
par la relation x, =g(x,. .... x,) ou g est de classe H***~1'2_ et que les
h, ¢ < p) soient de classe H-‘\': ou A, designe I'hypersurface de R" parame-
tree par x° — (g(x°). x°). Le théoreme 7.7 montre alors que la paramétrisa-
tion de A définie par:

V= (X)X h (g (X)L X)L h,,(g(.\:'). X))
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est de classe H*=* "' 2'_ Alors les proprietés précedentes sont vérifices dans
toute autre carte de 1° definie par un graphe. On dit alors que 1" est de
classe H{*. A apparaissant comme une hypersurface de classe H*~*~'' 2
de 1"

Preure. — Considérons un €’ difféeomorphisme

B T I O W X
tel que 1" admette une paramétrisation du type:
VEQLL =0 ) =0 oS00

ou les 1, sont de classe H*. Le diffeomorphisme y defimi par:
PO =0 00 Nl o v () )

est de classe H! d"aprés la proposition 7.6. Le corollaire 7.9 et les rela-
tions h, ¥y '(¥)=/(r) (1 <j < p) assurent alors que les f, sont de classe
H %, Cec prouve la proposition.

IERYE
Remuarque importante 711, — On peut « redresser » "hypersurface A
de 1 de la maniere sunvante : considerons une parametrisation de }' comme

-

dans la proposition 7.10. considerons un relevement g, (x,. x') de classe
H*** de g(x ) tel que ¢, (0. x)I=g(x') et g, ¢x, (0. x') % 0. On definit un
diffecomorphisme G de classe H*** en posant G()=(g, (). v). G ' (A)
est défim par v, =0 ¢t est parametrée par des fonctions de classe H* ™% ! 2,
en efiet les i G sont de classe Hy* v (  dapres le corollaire 7.9.

Detinimion 7.12. — Soit | une sous-varieté de dimension n de R""" et
de classe H{*(s > 1= n 2. ke ). On dit qu'unc fonction f: 1" — & est dc
classe H'\' si en chaque point de Vol existe une paramétrisation
N=(xChyae oo senifiant des proprictes de la définition 7010 ct
telle que v = o oo ol o sont de classe HYP (A est defini en
101 Une telle propniete ne depend pas du choix de la parametrisation.

Liintersection des HY* pour k€ *, sera notee HY "

Preuve du theoreme 2.13

Pour chaque pomnt de A la remarque ~ 11 montre quiil eviste une carte
(XD @1 de coordonnees locales C7 i v Lo oo v, =00 ) et une fonction

Teve H L edefimtion de [5htelles que Q. 7Q et A sont respectivement
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définis localement t>—f(x), t=—f(x), x,=0. Par hypothése
ulmeng“’ (deéf. 7.12) et u est solution d’une équation quasi linéaire du
type :

Pu=Y o _ F(t x, &u)y <, PutF(, x, &u)y ¢, =0
"y
Pour redresser le bord éQ considérons le changement de variables
% (t, x)=(t+f (x), x), posons

vex=u et Pv=(Pu)eyx L

Alors les résultats de la section 7 montrent que v(0, x) est de classe
HyZoetona:

Fv:Z””:zGﬂ(t, x, &, A Pv+G(t, x, Ao, & f)=0,

ou dans chaque terme |§| <1, || <2. Nous poserons Quv=X G,
Notons £=(§,, &) la variable duale de x. Par hypothése JQ est non
caractéristique pour P et le conormal de A est inclus dans la zone elliptique
de P donc, quitte a réduire le domaine X de la carte nous pourrons
supposer qu’il existe C > 0 tel que Q soit elliptique en tout point (1, x: T, §)
de T* X tel que |E,| > C/2|E’| et t > 0. On peut écrire :

(18) Ei=2). Ry(B)E;+T()

ou T est une fonction C* a support compact, les R; sont C* nulles prés
de 0, homogéne de degré 0 pour |&| > 1, R, (E) est nul pour |E, | < C|&’|,
R;(%) est nul si [,|>2C|E&’| pour j>2. Q est donc elliptique sur un
voisinage de supp R,. Nous considérons dans la suite un recouvrement
ouvert localement fini de A par de tels domaines de cartes (X, ¢). Dans le
systéme C* de coordonnées (t, x) A est défini par t=0 et x,=0; nous
désignerons par m l'un des champs de vecteurs suivants:
1Cp Xy Oy, Oy j 2 2. St a=(ae, . ... 2,_,) est un multi-indice m* désignera
mom® .. .m"™-1, Dans chaque carte (X, ¢) nous utiliserons un argument
de commutation analogue a celui de Bony [S5], on vérifie que :

i 8 AL 5,
Q. m]=]Bl=2.lel.lulSlHﬂ.a.p(L x, &e,m> & f)étm vel

ou les Hy ; , sont des fonctions C* et |j| <1, |A|<2 |8]< 1. Une
récurrence sur la longueur de a montre que Q m°r=

(19) ZIDI‘ 2. |pl € lzlu‘l €lai-1. 1yl € |.|HB.-‘.u.1
x(t. x. Pe.m¥ NH**mréPm* e
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ou Hy .., est une fonction C” et |§] < 1. |Al <2 |&]<|a| Nous
allons prouver le théoréme 2.13 en procédant par récurrence sur leN.
Soit e N et supposons que pour tout £ > Ou soit de classe H**! "¢ hors de
A et jusqu'au bord. et que dans chaque carte du type précédent et pour
tout multi-indice x de longueur < /. les m®t sont de classe H* ¢, Qm*r
est microlocalement de classe H*~' "¢ hors du conormal de x, =0.

Considérons alors un multi-indice x de longueur [+ 1. dans I'expression
(19) de Qm* ¢ nous remplagons ¢Po=¢7 par Gg '[Q -3 5, 4 Gpc®). il 0y
a donc plus de termes du type ¢; mais il y a peut-étre des termes du type
¢,, € €5 .. On rappelle alors (cf. (18)) que ¢, =T+X R;¢,. R ¢, m* r est
(J2'| <) de classe H*"'* et microlocalement C* en chaque point ou Q
n'est pas elliptique. Enfin. dans 'expression (19) m® ¢*f sera de classe
H 2™ donc Hy ., (1. X, C°v, m® & f) sera de classe H* ° “ et microlo-
calement de classe H*~'~* hors du conormal de x, =0. Désignons par }'
le vecteur colonne constitué de tous les m*r ou || < I+ 1. compte tenu
de ce qui précéde. une paralinéarisation tangentielle (comme dans la
section §4) permet d’ecrire :

QV+RV=U

ou R est une matrice d opérateurs paradifferentiels tangentiels dont les
symboles appartiennent a T'.,_, ,. et U est (d'aprés ce qui précéde et
I'hypothese de recurrence) de classe H*~ et microlocalement de classe
H* ' "¢ hors du conormal de x,=0. V(0. x) est de classe H} %1, Aux
points situés hors du conormal de A en lesquels P [resp. Q] est elliptique
u [resp. V] est microlocalement de classe H*™*. Les méthodes d’inegalites
d'énergie utilisces dans la preuve des theorémes 2.7 ct 2. 10 montrent
qu’on peut étendre ces derniers au cas d un systéme paradifferentiel tangen-
ticl a partic principale diagonale.

Considerons enfin un arc T de bicaractéristique gencralisée parametre
par 8¢e(0. h] — j(0) tel que u soit microlocalement C” en j(0). Soit ¢ > &
si r=u y ' est microlocalement de classe H**'"' ' en un point situ¢
hors du conormal de x,=0 alors uw sera microlocalement de classe
H*'"' * au point correspondant (roir [12] ou def. 2.1). Les théoremes
2.7 et 2.10 (etendus au cas d'un systéme) prouvent alors ceci: pour tout
€ > ¢ et tout Be (0. h] 1 est microlocalement de classe H*'*' * en j(0) s
la projection n(8) de j(0) sur la base n'appartient pas a A. st n(8)

2-¢
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488 E. LEICHTNAM

appartient a A et & un domaine de carte X alors les Qm*r ([ x| < [+1) sont
microlocalement de classe H**'*! "% en j(0). L'hypothése de récurrence est
donc vérifiée au rang I+ 1 et le théoréme est donc prouve.

Appendice. Esquisse de la preuve de la proposition 2.1

o On suit de pres [21] ou le résultat est prouvé lorsque ¢Q est de
classe C~.

o Considérons deux cartes de bord basées en x,. de coordonnées
Xy, .... X, (celles de la prop. 2.1) et z,, ....z, (Q défini par =, > 0):
notons &,.....%, et n, ..., n, les coordonnées duales. Pour
@eCy (R") a support assez petit et égale a 1 au voisinage de x,. on note
v, (=(ou) x,;) et w, I'image de @ u dans ces deux cartes. Soit (z,. n,) le

Le théoréme d'inversion microlocale de [12] montre que v, y(Z)=w, (=
ou y est un diffecomorphisme de classe H* et microlocalement de classe
H*" au point (z,. ng). Mo est égal a t,..,.50. Par hypothésc r. est
microlocalement de classe H* en (x,. Z,) donc pour j<2s—=2—1 les
traces ¢ v, (0) sont de classe H*™/~'' # et microlocalement de classe
H* 71711 2 en (xy. Iy). Le théoréme d'inversion microlocale de [12] et les
résultats de Bony et Meyer sur la régularitc microlocale des produits
intervenant dans «la formule » exprimant ¢, (r. x)(z) montrent que
pour j < 2s—2—1. ¢, w. (0) est de classe H* / "' *' et microlocalement
de classe H¥ /"2 en (z,. ng). Nous avons vu dans la section 4 que
r=u Y, est solution d'unc équation de la forme

. L e+G(x ... PN o P () =0:

unc paralin¢arisation tangenticlle permet d’écrire :
Gix. P fe)=Y (M, G)r=Y . T, Gy I+k

ou le second membre est (roir section 4) microlocalement de classe H*
en (x;. ). Pour conclure. 1l suffit maintenant dec reprendre mot & mot la
preuve de [21].
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