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SUR L’'IMAGE DE L’APPLICATION
D’ABEL-JACOBI DE BLOCH

PAR
Noriyuki SUWA (*)

RESUME. — Dans cet article, on étudie 'image du groupe des cycles algébriques,
algébriquement équivalents 4 0, sur une variété par l’application d’Abel-Jacobi ¢-
adique : elle est engendrée par les images des correspondances algébriques. Cela
implique une condition nécessaire pour la surjectivité de I’application d’Abel-Jacobi.
On donne quelques exemples ou I'application d’Abel-Jacobi est surjective. Par ailleurs,
on présente des variantes algébriques d’un théoréme de GRIFFITHS.

ABSTRACT. — In this article, we study the image of the group of the algebraic
cycles, algebraically equivalent to 0, on a variety by the ¢-adic Abel-Jacobi map :
it is generated by the images of algebraic correspondences. This implies a necessary
condition for surjectivity of the Abel-Jacobi map. We give some examples such that
the Abel-Jacobi map is surjective. And we present algebraic variants of a theorem of
Griffiths.

0. Introduction

Soient k un corps algébriquement clos et X un k-schéma lisse projectif.
Désignons par CHd(X ) le groupe des cycles sur X de codimension d
modulo I’équivalence rationnelle, et par A%(X) le sous-groupe de CH%(X)
formé des cycles algébriquement équivalents a 0.

Supposons d’abord que k = C, et désignons par CH?(X)}, le noyau de
P’application classe de cycle ¢? : CH4(X) — H24(X,Z). Alors on a des
inclusions

A4(X) c CHY(X), c CHY(X).

De plus, désignons par J¢(X) la d-iéme jacobienne intermédiaire, et
par ¥* : CHYX), — J4(X) lapplication d’Abel-Jacobi définie par
GriFFITHS. On sait que la structure de Hodge de H2¢~!(X,C) impose

(*) Texte regu le 12 juin 1986, révisé le 15 septembre 1987.
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70 N. SUWA

des restrictions & I'image de A%(X) par 1%. Par exemple, si celle-ci n’est
pas de niveau < 1, 'application ¢ : A%(X) — J4(X) ne peut pas étre
surjective. On conjecture que ¢ : A%(X) — J4(X) est surjective si la
structure de Hodge de H24~1(X,C) est de niveau 1. Plusieurs exemples
ont été traités par GRIFFITHS, CLEMENS, BEAUVILLE, MURRE, BLOCH (cf.
(1], 5], [7], [24])-

Dans ce travail, on développe un argument similaire pour k quelconque,
en particulier, de caractéristique positive, en remplagant ’application
d’Abel-Jacobi de GRIFFITHS par celle de BLocH [2]

’\d : CHd(X)l—tors I H2d_1 (Xv Ql/zl(d))

Aprés quelques rappels, aux n°1 et 2, sur la définition de A%, on
démontre au n° 3, le résultat principal qui dit que 1'image de A%(X)g-tors
par A? est engendrée par les images des correspondances algébriques (3.1).
On en déduit une condition nécessaire pour la surjectivité de A¢ (3.3 et
3.4). On conjecture que celle-ci est suffisante pour la surjectivité de 9.
Au n°4, on donne quelques exemples ot A? est surjective (4.7 et 4.8 sont
spéciaux a la caractéristique positive). On étudie, au n°5, une relation
entre l'image de A% et la filtration par le coniveau (comparer & MURRE
[26, 4]). Aux deux derniers numéros, on donne quelques applications
du théoréme principal. Au n°6, on présente des variantes algébriques,
par exemple la réponse & la question de SHIODA, et une démonstration
algébrique d’un théoréme de GRIFFITHS. Au n°7, on montre que, en
caractéristique positive, le groupe de cohomologie cristalline H3(X/W)
impose des restrictions a la variété abélienne de Murre de X.

Ce travail a été effectué a 1’Université de Paris-Sud. Je bénéficiais
d’une bourse du gouvernement francais et du Japan Association for
Mathematical Sciences pendant mon séjour en France. Je tiens a remercier
Spencer BLOCH et Tetsuji SHIODA pour de nombreuses suggestions. L’idée
de la démonstration de 4.7 est due & BLOCH. Je tiens a remercier
aussi Michel RAYNAUD pour ses efforts pour mon séjour & Orsay et
son encouragement. Je ne sais comment remercier Luc ILLUSIE pour ses
critiques soignées et sa constante exhortation.

Notations. — La lettre k désigne un corps de caractéristique p > 0,
supposé algébriquement clos (sauf mention du contraire). On fixe £ un
nombre premier # p. Si M est un groupe abélien, on note

T;M = Homz(Qe¢/Z¢, M),

M;iors = le sous-groupe de torsion de M,

Mcotors = le quotient de M par son plus grand sous-groupe
divisible.
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APPLICATION D’ABEL-JACOBI 71

Si ¢ est un endomorphisme de M, on note
oM =Ker(p: M — M),
M/p = Cok(yp : M — M).

Les groupes de cohomologie sont les groupes de cohomologie étale (sauf
mention du contraire). On écrit H*(X,ar, ) lorsqu’il s’agit de cohomologie
de Zariski.

Plan.
1. Groupes abéliens de ¢-torsion : rappels.
Application d’Abel-Jacobi de Bloch : rappels.
Image de Papplication de Bloch.
Exemples.
Image de P’application de Bloch et filtration par le coniveau.
Application I. Variantes d’un théoréme de Griffiths.
Application II. Variété abélienne de Murre.

NSO OUR W

1. Groupes abéliens de /-torsion : rappels
Dans ce numéro, on fixe un nombre premier £.

1.1. Soit M un groupe abélien de ¢-torsion. M est dit de type cofini
s’il existe un homomorphisme injectif de M dans (Q¢/Z,)", ou r est un
entier > 0.

Soit M un groupe abélien divisible de £-torsion. Alors M est isomorphe
4 (Q¢/Z,)", ot r est un entier > 0, appelé corang de M.

1.2. LEMME. — Soient M un groupe abélien de ¢-torsion de type cofini
et (N;) une suite croissante de sous-groupes divisibles de M. Alors la suite
(N;) est stationnaire.

En effet, soit N’ C N une inclusion de groupes abéliens divisibles de
{-torsion de type cofini. Si N’ et N ont le méme corang, N’ coincide
avec N.

1.3. LEMME. — Soit ¢ : M — N un homomorphisme de groupes
abéliens divisibles de £-torsion. Si ’homomorphisme

Tep®1:TeM ®z, Qr — TeN ®z, Q¢

est nul (resp. surjectif), alors ¢ lest aussi.

Supposons d’abord que Ty ® 1 = 0. Comme T;N est sans torsion,
Tep = 0. Soit x € M. Comme M est divisible, il existe m = (..., mg,...) €
T¢M tel que my = z. Alors (Tep)(m) = 0 implique p(z) = 0.
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72 N. SUWA

Supposons maintenant que Ty ® 1 soit surjectif. Soit y € N. Comme
N est divisible, il existe n = (...,n;,...) € T¢N tel que n; = y. Comme
Tep ® 1 est surjectif, il existe m = (..., mg,...) € T;M et un entier s > 0
tels que (Tpp)(m) = £°n. On a donc p(mj4s) = £¥njys =nj = y.

1.4. LEMME. — Soit ¢ : M — N un homomorphisme de groupes
abéliens divisibles de £-torsion. Supposons que N soit de corang fini. Si ¢
est surjectif, Trp ® 1 : Ty,M ®z, Q¢ — T¢N @z, Q¢ est aussi.

Soit 7 le corang de N. Alors ;N est un espace vectoriel de dimension r
sur Z/¢. Prenons une base {yi,...,yr} de (N sur Z/¢. Comme ¢ est
surjectif, il existe £; € M tels que ¢(z;) = y;. Comme M est divisible,
il existe m; € TyM tels que z; soit une composante de m;. Désignons
par L le sous-Zy-module de Ty M, engendré par les m;. Soit s; I’entier
> 0 tel que £~%p(m;) appartienne & T;N et que £ % p(m;) ne soit pas
divisible par £. Alors on a £~ %p(m;) (mod ¢) = y;. Comme les y; sont
linéairement indépendants sur Z/¢, la famille (£=%p(m;)) est libre sur Z,
par le lemme de Nakayama. Par suite, (p(m;)) est libre sur Z,. On en
déduit que ¢ : L — Ty N est injectif et que la famille (m;) est libre sur Z,.
On a donc rg L = rgTyN = r. Par suite, p ®1: L @z, Q¢ — T¢N ®z, Qe
est bijectif et ¢ ® 1: TyM ®z, Q¢ — T)N ®z, Q; est surjectif.

2. Application d’Abel-Jacobi de Bloch : rappels

2.1. Soit X un schéma lisse sur un corps k quelconque et soit d un
entier > 0. Désignons par R*(X,K,) le complexe de Gersten :

(2.1.1) P Kulk(z) — P Ka(k(z)) — -

zeX(0) zeX®)
— P Ki(kz)) — P Ko(k(=)),
zeX(d-1) zeX (D

ot X(™ est I’ensemble des points de codimension r de X (QUILLEN [27]).
De plus, désignons par R*(X,K4) le complexe de faisceaux zariskiens
sur X associé au complexe de préfaisceaux U — R*(U,K ) et par Ky le
faisceau zariskien sur X associé au préfaisceau U — K4(U). On sait que
R*(X,K4) est une résolution flasque de Ky (loc. cit., THEOREME 5.11).
Par suite, on a

(2.1.2) H'(Xyar, Ka) = H' (R*(X,Ka))
et, en particulier,

(2.1.3) Hd(Xza.ra’Cd) = Hd(R*(Xa Kd)) = CHd(X)

TOoME 116 — 1988 — ~n° 1



APPLICATION D’ABEL-JACOBI 73

(formule de Bloch-Quillen). Soit n un entier > 0. Comme R4(X,K4) =
Docx@ Ko(k(a:)) = @, cx@ Z est sans torsion, on obtient une suite
exacte

(2.1.4) H*Y(R*(X,Kq)/n) — H*X,ar, Ka)
5 HY(Xpar, Ka) — HY(R*(X,Ka)/n) — 0

et par suite une surjection

(2.1.5) H*'(R*(X,Ka)/n) — » CHY(X)
et une bijection

(2.1.6) H*(R*(X,K4)/n) < CHY(X)/n
(cf. BLoCH [3, chapitre 4]).

Soit 7 > 0 un entier premier & p. Désignons par R* (X, H%(Z/n(r))) le
complexe de Bloch—-Ogus :

(2.1.7) @ H%(k(z),Z/n(r)) — @ H* ' (k(z),Z/n(r — 1)) >
z€eX©) zeX@
= P H'(k(z),Z/n(r—d+1)) > D HO(k(z),Z/n(r — d))
zeX(d-1) zeX (@)

(BLoce-Ogus [6, 4.2]). De plus, désignons par R*(X,H%(Z/n(r))) le
complexe de faisceaux zariskiens sur X associé au complexe de préfais-
ceaux U — R*(U,H%(Z/n(r))) et par H%(Z/n(r)) le faisceau zariskien
associé au préfaisceau U — H%(U,Z/n(r)). Alors R*(X, H%(Z/n(r))) est
une résolution flasque de H¢(Z/n(r)) (loc. cit., 4.2). Par suite, on a

(2.1.8) H'(Xsar, H*(Z/n(r))) = H' (R* (X, HY(Z/n(r)))).

Par HiLBERT 90 et le théoréme de MERCURJEV-SUSLIN [23], on a un
isomorphisme

(2.1.9) R2%2(X,Kq)/n = R2972(X, HY(Z/n(d))).
On en obtient une surjection
(2.1.10) H Y (X,ar, HY(Z/1(d))) — » CHY(X)
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74 N. SUWA

et une bijection
(2.1.11) H*(Xar, H4(Z/n(d))) < CHY(X)/n.
Soit £ un nombre premier distinct de p. Par le passage & la limite, (2.1.10)
donne une surjection
(2.1.12) H(X,ar, HH(Qe/Ze(d))) — CHY(X)e-tors-
Si de plus X est lisse projectif sur k algébriquement clos, ’homomorphisme
(2.1.13) H Y (Xzar, H(Qe/Ze(d))) — H?71 (X, Qe/Z4(d)),
défini par la suite spectrale de Leray, se factorise ([2, 2|, argument de
spécialisation et conjecture de Weil) en

H (X, M QL) s HY-1(X, Qu/Z4(d))
(2.1.14) (2.1.12)

CHd(X)t—tors

La fleche oblique, multipliée par —1, est par définition l’application d’Abel-
Jacobi de Bloch A?. (La définition donnée ici differe légérement de celle de
[2], mais lui est équivalente, cf. CoLLIOT-THELENE, SANsuc, SOULE |9, 1,
Proposition 1]). Dans la suite nous I’appellerons application de Bloch.

Voici quelques compatibilités sur I’application de Bloch.

PROPOSITION 2.2 (compatibilité & I’extension des scalaires). — Soient
K /k une extension de corps algébriqguement clos et X un k-schéma lisse
projectif. Alors le morphisme Xxg — X donne des carrés commutatifs
dont les verticales sont des isomorphismes :

d

CHYX)ptors ———  H1(X,Qu/Z4(d))

(2.2.1) zJ 11

I
CHd(XK)l—tors EE—— H2d—1 (XK9 Q[/Z[(d))

Ad(X)l-tors )‘—’ H2d_l (X) Q[/Z[(d))

(2.2.2) 2 J ? J

Ad(XK)l—tors _i—’ sz—l (XKv QZ/Zl(d))

ToME 116 — 1988 — N° 1



APPLICATION D’ABEL-JACOBI 75

La commutativité vient de la définition de BLocH (diagramme p. 772
de [2]). Le fait que la flacche CH*(X)s-tors — CH?*(Xk)-tors €St bijec-
tive est dii & LEcoMTE [21]. Déduisons-en que la fleche A%(X)p-tors —
A% XK )s-tors €st bijective.

Posons NS%(X) = CH?(X)/A%(X) et NS¢(Xg) = CHY(Xk)/A%(Xk)
(les groupes de Néron-Severi). Comme A4(X) et A%(Xg) sont divisibles
(voir par exemple [3, LEMMA 1.3]), on a un morphisme de suite exacte :

0 — Ad(X)l-tors - CHd(X)l—tors - NSd(X)Z—tors - 0

S

0 — Ad(XK)l-tors — CHd(XK)l-tors - Nsd(XK)l-tors — 0.

Par le LEMME ci-apres, la fleche verticale de droite est bijective. Par le
lemme des cing, on obtient le résultat.

LEMME 2.2.4. — Sous les hypothéses de 2.2, le morphisme Xg — X
donne une bijection NS?(X )5 NS4 (X k).

Soit Z un fermé de Xg. Prouvons qu'’il existe un fermé Z’ de X tel
que Z} soit algébriquement équivalents & Z. Prenons un k-schéma U lisse
quasi-projectif irréductible et un sous-schéma fermé Z de X x; U tels que
Spec K soit un point générique géométrique de U et que les carrés

Z — VA
(2.2_5) X Xk U e——— XK
U — Spec K

soient cartésiens. Posons a = (j,id) : Spec K — Ug = U ®i K. De
plus, prenons un point k-rationnel ¢ : Speck — U, et posons b =
ik) : SpecK — Uk et Z' = Z ®u k. Alors on a Z|XKx{a} = Z et

ZI Xx{b} = 7' ®i K. L’injectivité résulte d’un argument de spécialisation.

PROPOSITION 2.3 (compatibilité & la spécialisation). —  Soient S
un schéma régulier irréductible et X un schéma lisse projectif sur S.
Désignons par X la fibre en un point générique géométrique de S et par Xg

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



76 N. SUWA

la fibre en un point géométrique de S, respectivement. Soit £ un nombre
premier inversible sur S. Alors on a des carrés commutatifs :

d

CHd(X)l-tors —)‘——" H?d-1 (X, Qg/zl(d))

(2.3.1) J ? 1

d

A
CHY(Xo0)e-tors ——— H1(Xo,Qe/Z,(d)),

A X)prors ———  HY1(X, Qu/Z0(d))

(2.3.2) j ! J

24
Ad(XO)l-tors — H%-! (XO, Ql/zl(d)) ’

ot les fléches verticales sont les fleches de spécialisation.
Voir BLocH [2, Proposition 3.8]. (Pour la définition des fleches verticales
de gauche, voir par exemple [14, 20.3]).

PROPOSITION 2.4 (compatibilité avec ’éclatement). —  Soient X
un k-schéma lisse projectif et Y un sous-schéma fermé lisse de X de
codimension r > 2. Soit ¢ : X — X léclatement de X le long de Y. Si
on pose

M — CHd(X)l—tors @ @ CHd—i(Y)l—tOrsy

1<i<r-1

N = Ad(X)[-tors (&) @ Ad—i(Y)l—torss

1<i<r—1

H=H"'(X,Q/L(d)® @ H™ 2 (Y,Q/L(d-1)),

1<i<r—1

on a des carrés commutatifs :

Ad

CHY(X) t-tors H1(X,Qe/Z4(d))

(2.4.1) zI 1[

(Ad;Ad—l,."’,\d—r+1)

M - H
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APPLICATION D’ABEL-JACOBI 77

Ad

Ad(f)[-tors — H2d_1 (jza Ql/Zl(d))

(2.4.2) z 1

[CSIPLEL NP LS|
N > H

C’est une conséquence de la proposition suivante :

PROPOSITION 2.4.3. — Soit S un k-schéma lisse projectif. Soient E
un fibré vectoriel sur X de rang N+1 et p : X = P(E) — S le morphisme
projectif associé ¢ E. En posant

M= @ CH"(S)r-tors,

0<i<N

N = @ Ad_i(S)l—torsa

0<i<N
H= @ H*'7%(5,Qe/Ze(d - 1)),
0<i<N
on a des carrés commutatifs :

CHY(X ) -tors all H-1(X,Qu/Z4(d))

(2.4.4) z { z {

(A4 41 AN
M > H

AY(X) pors ’ . H¥1(X,Qu/74(d))

(2.4.5) 2 I 2 [

(A4 41 admNy
N > H
Précisons les fleches verticales. Soit z la classe du fibré Ox(1) dans
CH'(X) = Pic(X) (resp. dans H?(X,Z,(1))). Soit (ao,...,an) un
élément de la somme directe @ CH"_"(S)HOrs (respectivement de la
0<i<N
somme directe @ H?47172%(8,Qy/Zy(d — ©))). On définit les fleches
0<i<N .
verticales par (a;) — 3 o<;<n 2' - ¢*(ai). De plus, définissons une fleche
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78 N. SUWA

D H T (Suar B Qe/Tuld ~ 1)) = H (Xone, HH(Qe/20(d))

0<i<N
par (a;) — ZOSiSNZi - p*(a;), ou z est la classe de Ox(1) dans
H'(X,ar, H'(Z¢(1))) C H%(X,Z,(1)). En posant

He @ H' (Suar HHQe/Tu(d - 1),

0<i<N
H= @ H™'7%(S,Qu/2(d - 1)),
0<i<N
M= @ CH**(S)rtors:
0<i<N

on obtient les carrés commutatifs :

Hd—l (XzaraHd(Ql/Zl(d))) _— H2d_1(X, Ql/Zl(d))

(2.4.6) I [

H —_— H

Hd~1 (Xzaf’ Hd(Ql/zl (d))) —_— CHd(X)Z—tors

| |

H —_ M.

En combinant (2.4.6) et (2.4.7) et en utilisant (2.1.14), on obtient (2.4.3).
(Pour le calcul de ’anneau de Chow de 1’éclaté, voir par exemple [14, 6.7]).

PROPOSITION 2.5 (compatibilité avec I'application d’Abel-Jacobi de
Griffiths). — Soit X un C-schéma lisse projectif. Désignons par J4(X) la
d-iéme jacobienne intermédiaire H*4~1(X(C),R)/H?¢~1(X(C),Z) et par
CHY(X), le sous-groupe de CHY(X) formé des cycles homologiquement
équivalents a 0. L’identification Qu/Z, — Qu/Z4(1), prenant €27/t
comme générateur du groupe des ¥ -iémes racines de l’'unité, donne des

carrés commutatifs
d

[
CHd(X)h,l-tors _— Jd(X)l—tors

| |

d

CHYX)ptors ——— H™1(X,Qe/Z4(d))

TOME 116 — 1988 — nN° 1



APPLICATION D’ABEL-JACOBI 79

d

P
Ad(X)t-tors _— Jd(X)t-tors

(2.5.2) H 1

d

Ad(X)t-tors “/\—’ sz—l (Xa Ql/zl(d)) )

ou ® désigne application d’Abel-Jacobi de Griffiths.
Voir BLocH (2, Proposition 3.7].

2.6. Fixons quelques notations. Soit X un k-schéma lisse projectif. Le
systéme projectif de suites exactes de faisceaux étales sur X

(2.6.1) 0 — Z/6(d) — Qu/Ze(d) <> Qu/Ze(d) — 0
fournit une suite exacte

(26.2) 0 — lim (H**"%(X,Qe/Z,(d))/€") — H**71(X,Z,(d))

— T, H?71(X,Qe/Z¢(d)) — 0.
Comme on a

(2.6.3) lim (H**"%(X, Q¢/Z¢(d))/€") = H**7*(X, Qe/Z¢(d))

n

cotors

= H**"(X,Z,(d)),,,,
on obtient donc un isomorphisme

(2.6.4) H?*=1(X,Z4(d)) /tors = T, H* (X, Qq/Z(d)).

On obtient donc des applications

(2.6.5) A T, CHY(X) — H*71(X,Z,(d)) /tors,
(2.6.6) AT AYX) — H?71(X,Z4(d)) /tors,

et par suite

(2.6.7) A : T, CHY(X) ®z, Q¢ — H**7' (X, Q(d)),
(2.6.8) AT, AYX) ®2, Qe — H*71(X, Qe(d)),

que nous appellerons aussi applications de Bloch.
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80 N. SUWA

3. Image de Papplication de Bloch
Le résultat principal de ce numéro est le suivant :

THEOREME 3.1. — Soit X un k-schéma lisse projectif irréductible.
Il existe un nombre fini de courbes C, (lisses et projectives irréductibles
sur k) et des classes de cycle z, € CHY(Cy x X) telles que les images
des correspondances [za] : H(Ca,Qe/Ze(1)) — H?¥71(X,Qe/Z4(d))
(resp. [2a] : HY(Ca, Qe(1)) — H??71(X,Qq(d))) engendrent limage de
Vapplication de Bloch X\ : A4 (X)ptors — H?471(X,Qe/Ze(d)) (resp.
2T AYX) ®z, Qe — H* (X, Qq(d))).

LEMME 3.2. — Soit a un élément de A%(X)p-tors. Soient C une
courbe (lisse projective et irréductible), z € CHY(C x X) et b € A}(C)
tels que [2](b) = a dans A%(X). Il existe alors ¢ € AY(C)p-tors tel que
A ([2](c)) = A4(a) dans H??71(X,Qe/Z,(d)).

Supposons d’abord que k soit la cloture algébrique d’un corps fini. Alors
AY(C) = Pic®(C) est un groupe abélien de torsion. Si c est la composante
{-primaire de b, on a [2](c) = a dans A%4(X).

Dans le cas général, soit (X,C,a,z,b) un modele de (X,C,a,z,b)
sur un schéma S connexe, lisse et de type fini sur Z. (Plus précisément,
1 = Speck est un point générique géométrique de S; X et C sont lisses
et projectifs sur S; a, z, b sont des classes de cycle de CH4(X), de
CHY(C xs X) ou de CH!(C) respectivement, et (X, C, a, 2, b) est la fibre
de (X, C,a,z,b) en n). Prenons un point fermé s de S, de caractéristique
# £, et soit (Xo, Co, ao, 20, bo) la fibre géométrique en s. Alors on obtient
un systéme compatible de fleches de spécialisation :

(3.2.1)

[2] ad

AI(C)Z-tors E— Ad(X)l—tors —— H%-1 (X, Ql/zl(d))

| J |

[20] Ad
AY(Co)e-tors ° A%(X0) e-tors H?1(Xo,Qe/Z4(d)).

(cf. [14, 20.3]). Soit ¢ 1'élément de A'(C)e-tors, qui correspond a la
composante ¢-primaire de by. On a donc A4([z](c)) = A%(a).

Démontrons d’abord la premiere assertion du théoréme. On pose
N = Im(A? : AYX)p-tors = H?7H(X,Qe/Ze(d))). Soit {(Cas2a)}acy
la famille des couples d’une courbe C, (lisse projective et irréductible)
et zo € CHYCqy x X). Posons N, = Im([z4] : H'(Ca, Qe/Ze(1)) —
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H?3=1(X,Q/Z¢(d))). Grace au carré commutatif

[2a]
Al(Ca)l-tors —_— Ad(X)l-tors

(3.1.1) Al zl A zJ

[2a]

HY(Ca,Qe/Z4(1)) ——— H¥1(X,Qu/Z,(d))

(BLocH [2, Proposition 3.4]), N, coincide avec 'image du composé

Za d _
Al (Ca)l-tors u’ Ad(X)Z-tors )‘_’ H2d ! (X, Ql/zl(d))

Par le lemme précédent, on a (J,cy No = N. Or N est de type cofini et
les N, sont divisibles. D’apres 1.2, il existe une partie fini B de U telle
que les N,, a € B, engendrent N, d’ou le résultat.

Déduisons-en maintenant la deuxiéme assertion. L’application \¢ :
T, A4(X) ®2, Q¢ — H?*71(X,Qq(d)) se factorise en TyA4(X) ®z, Q¢ —
T;N ®z, Q¢ — H*71(X,Qq(d)). Comme A%(X)¢-tors est divisible (cf. [3,
Lemma 1.3]), I’application T;4%(X) ®z, Q¢ — TN ®z, Q; est surjective
par 1.4. D’autre part, 'application T;N ®z, Q¢ — H?1(X,Qq(d)) est
injective. On a donc :

ToN ®7, Q= Im(X : TLAY(X) @7, Qe — H* (X, Qu(d)) ).

Il suffit donc d’appliquer 1.4 & M = @ cqp H (Ca,Qe/Z(1)) et &
N =Im(M : A%(X)g-tors = H2471(X, Qe/Z4(d))).-
COROLLAIRE 3.3. — Supposons p =0. Si
dim H*1(X,0%) 4+ dim H4(X, Q%) # dim H24 1 (X /k),
Uapplication de Bloch
A Ty AY(X) @z, Q¢ — H* 71 (X, Qu(d))
(resp. A2 AY(X ) p-tors = H* 71 (X, Qe/Z4(d)))

n’est pas surjective.
Remarquons d’abord que la non surjectivité de

A Ty AY(X) ®z, Qe — H? 71 (X, Qe(d))
implique celle de
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A% AY(X ) pmtors — H?71(X, Qp/Z4(d))

par 1.4. Montrons I’énoncé pour A¢ : T, A4(X)®z,Q¢ — H?471(X, Qe(d)).

(1) Cas ot k = C. — D’apres 3.1, il existe une famille {(Cq,24)}
de couples d’une courbe C, et z, € CHd(Ca x X) telle que les
images des correspondances (zo] : H'(Cq, Qe(1)) — H?471(X,Qe(d))
engendrent 'image de I’application de Bloch A4 : T;A%4(X) ®z, Q¢ —
H??=1(X, Qe(d)). Posons

Im(/\d : TeAY(X) ®2, Q¢ — H* (X, Qt(d)))1

N
N, Im([za] . HY(Ca, Qe(1)) — HXY(X, Q[(d))),

Lo =1m([za] : H(Ca(C), Q1) » H*(X(C), Q(d))).

Considérons le carré commutatif :

HY(Ca(€), Q1)) @ @ —2L  H2-1(X(C), Q(d)) 9 Q
(3.3.1) zJ 2
HY(CoQu()  —=L,  gr-1(x,Qud).

L, ®q Q¢ s’envoie sur N, par la fleche verticale de droite. Comme la
correspondance [2,] : H'(Ca(C),Q(1)) — H?41(X(C),Q(d)) est un
morphisme de structures de Hodge sur @, L, est contenu dans la partie
de type {(~1,0),(0,~1)} de H??~1(X(C),C(d)). Alors le sous-espace L
de H2d‘1(X (C),Q(d)), engendré par les L,, est contenu dans la partie
de type {(—1,0),(0,—1)} de H??~!(X(C),C(d)). Par hypothése, on a
L # H?*~1(X(C),Q(d)). Comme L ®q Q, s’envoie sur N par la fleche
verticale de droite dans (3.3.1), on obtient N # H24~1(X, Q,(d)).

(2) Cas ot k est un sous-corps de C. — Considérons le carré commu-
tatif :

T A4(X) ®2z, Qe >, H?71(X,Qq(d))

(3.3.2) 2 2

ToAY(Xc) ®2, Q¢ ———  H1(Xc,Qu(d))
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(¢f. 2.2). La non surjectivité de la fleche horizontale en haut équivaut donc
a celle de la fleche horizontale en bas. Par suite on se raméne au cas (1).

(3) Cas général. — Prenons un sous-corps k' algébriquement clos de
k, qui admet un plongement dans C, et un k’-schéma X' lisse projectif
tels que X' ®4 k soit isomorphe & X. On a donc un carré commutatif :

d

TtAd(X') ®z, Qe A—* sz_l(Xl,Q[(d))

(3.3.3) 2 J 2 l

T, A% X) ®z, Qe A, H?71(X,Qu(d)).

La non surjectivité de la fleche horizontale en bas équivaut a celle de la
fleche horizontale en haut. Par suite on se raméne au cas (2).

COROLLAIRE 3.4. — Supposons p > 0. Si le groupe de cohomo-
logie cristalline H**~1(X/W)k n’a pas toutes ses pentes C [d — 1,d),
Vapplication de Bloch ¢ : T,A%(X) ®z, Q¢ — H?"1(X,Q¢(d)) (resp.
A AY(X ) ogors — H?471(X,Qe/Z4(d))) n’est pas surjective.

(1) Cas ou k est la cléture algébrique d’un corps fini. — Soit {(Ca, 2a)}
une famille finie de couples d’une courbe et z, € CHd(Ca x X) telle que
les images des correspondances [za] : H!(Ca, Qe(1)) — H?471(X, Qe(d))
engendrent 'image de 'application de Bloch A4 : T;A%(X) ®z, Q¢ —
H?%=1(X,Q¢(d)). Posons

N =Im (M : TAY(X) ®z, Q¢ — H* (X, Qu(d)))

No = Im([za] : H(Cay Qe(1)) — H*"1(X, Qu(d)))-

Il existe un sous-corps fini F, de k tel que X, les C, et les 2, se descendent
sur F,. Soit F' le Frobenius géométrique par rapport & F4. On fixe un
isomorphisme Q, —— Qp et une valuation v sur Qp, normalisée par
v(g) = 1. Les valeurs propres 3 de F sur H'(C,,Q¢(1)) satisfont a
-1 < v(B) < 0 (¢f. Karz, MEssING [20]). Comme les correspondances
(2a] : H'(Ca,Qe(1)) — H2471(X,Q¢(d)) commutent & F, les valeurs
propres 3 de F sur N,, et par suite celles sur N, satisfont & —1 <
v(B) < 0. Soient maintenant ; les valeurs propres de F sur H24~1(X, Q).
Alors les v(y;) donnent les pentes du groupe de cohomologie cristalline
H?=1(X/W)k (loc. cit.). Par suite, si on avait N = H?4~1(X, Q,(d)),
tous les ; satisferaient & d — 1 < v(y;) < d, c’est contraire & I’hypothése.
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(2) Cas général. — Prenons un modele X sur un schéma S connexe,
lisse et de type fini sur F,. (Plus précisément, 7 = Speck est un point
générique géométrique de S, X est lisse et projectif sur S et X est la
fibre de X en 7). Par le théoréeme de spécialisation de GROTHENDIECK
(c¢f. CrREw [8, Théoréme 2.7]), il existe un point fermé s de S tel que
H*(X/W) et H*(Xo/Wy) aient méme polygone de Newton, ou X est la
fibre géométrique de X en s et W (resp. Wy) est ’anneau des vecteurs de
Witt & coefficients dans k (resp. k(3)). Considérons le carré commutatif :

d

T, A%(X) ®2z, Qe SN H?71(X,Q(d))

(3.4.1) j z J

d

T A%(Xo) ®2z, Qe LN H?"1(X,,Qq(d))

(¢f. 2.3). La non surjectivité de la fleche horizontale en bas implique donc
celle de la fleche horizontale en haut. Par suite on se rameéne au cas (1).

3.5. Soit X une variété lisse projective irréductible sur C. Désignons
par J¢(X) le sous-tore complexe de la jacobienne intermédiaire J¢(X) (cf.
2.5.2), engendré par les images des correspondances [2] : J}(C) — J4(X),
ot C est une courbe et z est une classe de cycle € CHY(C x H). Alors
J4(X) est une variété abélienne.

En effet, soit {(Cy, 2za)}acyu la famille des couples d’une courbe C, et
24 € CHY(Cq x X). Posons A, = Im([24] : J1(Cq) — J4(X)). Comme
J1 (Cq) est une variété abélienne, A, est aussi une variété abélienne.
Par ailleurs, comme les A, sont des sous-variétés analytiques fermées
de J4(X), il existe une partie finie B de i telle que les A,, o € B,
engendrent J2(X), d’ou1 le résultat.

Posons B = [[,cq J*(Ca). Les correspondances [zq] : J'(Ca) —
J4(X) définissent un homomorphisme surjectif £ : B — J4(X) de variétés
abéliennes.

PROPOSITION 3.6 . — L’homomorphisme & induit une surjection de
By-tors sur Jg(X)Z-tors-

Soit ¢ un élément de J¢(X), annulé par £. Il existe alors b € B tel que
&(b) = c. £7b appartient & L = Ker€. Or L est une extension d’un groupe
fini par une variété abélienne, par suite, par un groupe divisible. Alors
pour r assez grand, £"b appartient au plus grand sous-groupe divisible de
L. Prenons b’ € L tel que £7' = £7b, et posons a = b — b’. On a donc
¢"a =0 dans B et £{(a) = &(b) = c.
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COROLLAIRE 3.7. — On suppose que k est un sous-corps algébrique-
ment clos de C. Soit X un k-schéma lisse projectif irréductible. Il eriste
alors une bijection Im(A? : AY(X)pors — H2471(X,Qe/Ze(d))) —
Jg(XCv)l-tors .

D’aprés 2.2, on peut supposer que £k = C. Par 3.6, on a donc
PHAYX ) t-tors) = JH(X)e-tors- D’apres 2.4, on obtient le résultat.
Remarque 3.8. — La PRoOPOSITION 3.6 donne une autre démonstration

du THEOREME 3.1 pour k de caractéristique 0.

4. Exemples

Ezemple 4.1. — (d = 1). 1l est classique que \! : T,AY(X) —
H'(X,Z,(1)) est bijective (théorie de Kummer) (voir BLocH [2, Proposi-
tion 3.6]).

Ezemple 4.2. — (d = dim X). Il est connu que X\ : T, A%(X) ®z, Q¢ —
H?%=1(X,Q(d)) est bijective. C’est une conséquence du théoreme de
RoJsTMAN ([29, Théoréme 3.1]. Voir aussi BLocH [2, Théoréme 4.2]).

Remarque 4.3. — Pour 1 < d < dimX, application de Bloch
M T,AYX) ®z, Q¢ — H??71(X,Qq(d)) nest pas nécessairement
surjective comme on ’a remarqué dans 3.3 et 3.4. Il est par ailleurs connu
que \? : T;A%(X) ®z, Q¢ — H3(X,Q¢(2)) est injective (c¢f. CoLLIOT-
THELENE, SANSUC, SOULE [9, 1, Corollaire 4]).

Ezemple 4.4. — Soit X un k-schéma lisse projectif irréductible. Rap-
pelons que X est dit unirationnel s’il existe une application rationnelle
dominante d’un espace projectif sur X.

(1) Si k est de caractéristique 0, on a H%(X,Q%) = 0 pour i > 0, et
par suite H*(X,Ox) = 0 pour i > 0.

(2) Si k est de caractéristique > 0, H(X/W)x = Hi(X/W)* " pour
0 < i < dimX (cf. EKEDAHL [13, Théoréme 4]).

PROPOSITION 4.4.1. — Supposons que X soit unirationnel de dimen-
sion 3. Alors l’application de Bloch \* : T,A*(X)®z, Q¢ — H3(X,Qe(2))
est bijective.

Grace au théoreme de désingularisation d’Abhyankar, il existe un
diagramme

X
(4.4.2) " l ¢
p3 X
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ou ¥ est un composé d’éclatés de centres lisses et ¢ est un morphisme
génériquement fini. La proposition est donc une conséquence des lemmes
suivants.

LEMME 4.5. — Soient X un k-schéma lisse projectif et v : X-X
Péclatement de X le long d’un point ou d’une courbe lisse. Si l’application
A T, AY(X)®z, Qe — H?471(X, Qe(d)) est surjective, A% : T A%(X) Rz,
Q¢ — H?1(X,Qy(d)) Vest aussi.

Supposons d’abord que 1) soit ’éclatement d’un point de Y. On a donc
un carré commutatif :

d

T,A%X) ®z, Q S, H?1(X,Qu(d))

(4.5.1) 21 z[

d

T AYX) ®2, Q¢ ———  H21(X,Qu(d))

(¢f. 2.4). La surjectivité de la fleche horizontale en bas implique donc celle
de la fleche horizontale en haut.

Supposons maintenant que ¥ soit ’éclatement de X le long d’une
courbe lisse Y. Il suffit de traiter des cas o 1 < d < dimX (cf. 4.1
et 4.2). Posons :

M =T, A4(X) ®2, Qe ® T, A (Y) ®2z, Qu,
N = H*7(X,Q(d)) ® H*(Y,Qe(1)).

On a le carré commutatif :

d

T[Ad()z) ®Z, Ql ;" H2d—l()?’Ql(d))

(4.5.2) zl zl

(A4,
M —_ N

Or \!: T, AY(Y) ®z, Q¢ — H'(Y,Q¢(1)) est bijective. La surjectivité de

la fleche horizontale en bas implique donc celle de la fleche horizontale en
haut.
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LEMME 4.6. — Soit ¢ : X > X un morphisme génériguement
fini de_degré m de k-schémas lisses projectifs. Si lapplication P
T, AY(X) ®z, Q¢ — H?*¥71(X,Qu(d)) est surjective, A\? : T,A4(X) ®z,
Q; — H?*71(X,Qe(d)) U’est aussi.

Considérons le diagramme commutatif :

(4.6.1)

TIAYX)®z, Q > TAYX)®z, Q¢ 25 TAYX)®z, Qe

”’j *‘J A‘JJ

H2-1(X, Qu(d)) Kl H21(X,Qu(d)) £ HY1(X,Qu(d)).

Comme ¢, o ¢p* = la multiplication par m, ¢, : H2d'1()? ,Qe(d)) —
H??-1(X,Qq(d)) est surjective. Par suite, la surjectivité de

A T, AY(X) ®2, Q¢ — H** (X, Qe(d))
" implique celle de
A T AYX) ®z, Qe — H* (X, Qe(d))

Ezemple 4.7. — Supposons p > 0. Rappelons qu’une variété abélienne
X sur k est dite supersinguliére si le groupe de cohomologie cristalline

1
H'(X/W) est purement de pente 1/2. Comme H*(X/W) = N\HY(X/W),
le groupe H!(X/W) est purement de pente i/2.

THEOREME 4.7.1 (*). —  Soit X une variété abélienne super-
singuliére sur k. Alors l'application de Bloch A% : A*(X)ptors ——
H?71(X,Qqe/Z4(d)) (resp. A% : TeAY(X) — H?A"1(X,Z4(d))) est sur-
jective. De plus, \* est bijective si d = 1,2 ou dim X.

En effet, comme X est une variété abélienne supersinguliére, ’appli-
cation classe de cycle ¢! : CH'(X) ®z Z, — H?(X,Z,(1)) est surjective
(Suropa [31, appendix]). Alors c¢? : CHY(X) ®z Zy — H?¥(X,Z,(d)) est

. 1
aussi surjective pour tout d > 2 car H*(X,Z,) = AH'(X,Z,). Considérons

(*) Pour d = 2, le résultat est dii & Bloch (non publié)
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le diagramme commutatif :

produit
CHd(X) ®z Ly ¥ Al (X)l—tors _ Ad+1(X)l-tors
(4.7.2) ctx Al 1 Ad+1 J
produit

sz(X, Ze(d)) X HI(X, Qg/Ze(l)) ——— HZt1 (X,Qe/Zg(d-i— 1))

(cf. BLocH [2, Proposition 3.4]). Comme H!(X,Z/{") = ;\HI(X, Z/em),
le produit H24(X,Z/¢"(d)) x H*(X,Z/¢"(1)) —» H*+1(X,Z/f"(2d + 1))
est surjectif. Par suite, le produit H2?(X,Z,(d)) x H*(X,Q¢/Ze(1)) —
H2%1(X,Q¢/24(2d + 1)) est surjectif. On sait d’autre part que A! :
AY(X)p-tors — H? (X, Qg/Zg(l)) est bijective. Il en résulte que A¢+! :
A (X)ptors = H?H(X,Qp/Ze(d + 1)) est aussi surjective. De plus,
A% 0 A%(X)p-tors — H®(X,Qe/Ze(2)) est injective (CoLLIOT-THELENE,
SaNsuc, SouLk [9, 1, Corollaire 4]). On en conclut que A? est bijective.
Démonstration analogue pour A : T,4%(X) — H?4"1(X,Z,(d)).

Exemple 4.8. — Supposons p > 0. Disons qu’une hypersurface X
lisse de P,ICV +1 est supersinguliére si le groupe de cohomologie cristalline
HN(X/W) est purement de pente N/2.

THEOREME 4.8.1. — Soit X une variété de Fermat supersinguliére de
dimension N = 2d—1. Alors Uapplication de Bloch A\ : T,A%(X)®z,Q¢ —
H?-1(X,Qq(d)) (resp. A : A4 X)p-tors — H* 71X, Qe/Ze(d))) est
surjective. De plus, A% est bijective si d = 1 ou 2.

Rappelons d’abord la “structure inductive” des variétés de Fermat
(cf. SuiopA, KATSURA [34]). Soit m le degré de X, et soient Y la
variété de Fermat de dimension N — 1 et de degré m et C la courbe
de Fermat de degré m. Fixons ¢ tel que €™ = —1. Notons (g, ...,TN+1),
(yo,---,YN), (20,21, 22) les coordonnées homogenes d’un point de X, Y
ou C respectivement. On définit une application rationnelle ¢ : Y X
C — X par ¢(Yo,.--,YN; 20, 21,22) = (Yo22,--.,YN—122, €YN 20, EYN21).
L’ensemble exceptionnel E de ¢ est donné par les équations :

Yo'+ +YN_1=0 et z'+2"=0.
E est donc isomorphe & la somme disjointe de m copies de la variété de
Fermat Z de dimension N — 2 et de degré m. Soient 8 : X — Y x C

le morphisme birationnel éclatant Y x C le long de E et ¢ : X — X le
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morphisme défini par ¢ :

X

(4.8.2) 8 l

EcCcY xC X.

Alors @ est génériquement fini de degré m (loc. cit. THEOREME 1.7). Si X
est supersinguliére, le sous-groupe engendré par p dans (Z/m)* contient
—1let Y, C et Z sont aussi supersinguliéres (loc. cit. PrRoposITION 3.10).

Ay

Prouvons le théoréme par récurrence sur la dimension de X. Pour X de
dimension 1, la conclusion est vraie méme si X n’est pas supersinguliére.

Supposons que X soit de dimension > 3. Par la formule de Kiinneth,
on a:
(4.8.3) H*71(Y x C,Qq(d)) <—H?*"2(Y, Qe(d — 1)) ®q, H'(C, Qe(1)).
Comme Y est une variété de Fermat supersinguliére, I’application classe
de cycle ¢! : CH YY) ®z Q, — H23-2 (Y,Qe(d — 1)) est surjective
(loc. cit. TuEOREME 2.10). D’autre part, I'application de Bloch A! :
T,AY(C) — H'(C,Z4(1)) est bijective. Alors I'application de Bloch
M T, AYY x C) ®z, Q¢ — H?@71(Y x C,Qq(d)) est aussi surjective,
grace au diagramme commutatif :

produit

CH*™ (V) ®2 Q¢ x T;AY(C) ®2, Q¢ —— TiAYY x C) ®z, Q¢

(4.84)  ct1xal J o j

H*72(Y,Q(d ~ 1)) x H'(C,Qe(1)) ——— H*'(Y x O, Q(d))

(¢f. BLocH [2, Proposition 3.4, Proposition 3.5]).
En posant

M =T, AYY x C) ®z, Q ® T, A* ' (E) ®2z, Qu,
N = H?**1(Y x C,Qq(d)) ® H**3(E, Q(d - 1)),

on a le carré commutatif :
d

T4 %) ®2, Q0 ——— H*1(X,Qu(d))

(4.8.5) 2 I ? I

(Ad,Ad_l)
M —_— N
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(¢f. 2.4). Comme E est somme disjointe de copies de Z, variété de
Fermat supersinguliére de dimension N — 2, ’application de Bloch A?~! :
T;A*"Y(E) ®z, Q¢ — H?**73(E, Q¢(d — 1)) est surjective par I'hypothése
de récurrence. Par suite, \? : T,A%X) ®z, Q¢ — H?1(X,Q(d))
est aussi surjective. D’apres 4.6, on obtient la conclusion pour A
T, AY(X) ®z, Q¢ — H**1(X, Qu(d)).

Déduisons-en la deuxieéme assertion. On sait que Ad(X )e-tors €st di-
visible (cf. [3, Lemme 3.1]). De plus, X étant une hypersurface lisse de
P4 (2d > 2), H*(X,2,(d)), ., = 0. Par suite, H**~1(X,Q;/Z,(d)) est
divisible. 11 suffit donc d’appliquer le LEMME 1.3 & M = A%(X)p-¢ors €t &
N = H**71(X, Q/Z4(d)).

5. Image de ’application de Bloch et filtration par le coniveau

5.1. Soit X un k-schéma lisse projectif. Posons F' = Z/¢™(r), Z(r),
Q(r) ou Q¢/Z,(r). On définit une filtration décroissante de H"(X, F),
appelée filtration par le coniveau, en posant

(5.1.1) NYH™(X,F) = _Ker(H"(X,F) —» H"(U,F)),
U

ol la somme est étendue aux ouverts U de X tels que codim(X -U, X) > d
(¢f. GROTHENDIECK [16], BLocu-Ogus [6]).

Par ailleurs, on définit une filtration décroissante de H™(X,Qq(r)),
appelée filtration par le coniveau modifiée, en posant

(5.1.2)  N@H"(X,Q(r))
= 3 tm([2]) : B (Y, Qulr - d)) — H"(X,Qu(r)) ),

(,2)
ou la somme est étendue aux couples (Y, z) tels que Y soit lisse projectif
et z€ CH*N(Y x X), N =dimY (cf. Katz [19]).

PROPOSITION 5.2. — Soit X un k-schéma lisse projectif irréduc-
tible. Alors l'image de Uapplication de Bloch A\¢ : T)A%(X) ®z, Q¢ —
H?*1(X,Qq(d)) coincide avec N4~ H?41(X, Qq(d)).

Par définition, on a

(5.2.1)  N'4"1H1(X,Qy(d))
=3 ([ : BY(Y,Qe(1) — HM (X, Q(d)),

(¥,2)
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ou la somme est étendue aux couples (Y,z) tels que Y soit lisse
projectif et z € CH* '*N(Y x X), N = dimY. On obtient donc
Im ¢ c N4-1H24-1(X, Q,(d)) d’aprés 3.1. D’autre part, on a ImX? >
N'4=1H%4-1( X Q(d)) en vertu du carré commutatif :

2]
T, AYY)®z, Q¢ —— T, AYX)®z, Q

(5.2.2) A zl A zJ

HY(Y,Qu(1)) ——— H1(X,Qu(d)).

PROPOSITION 5.3. — Soit X un k-schéma lisse projectif irréductible
et soientn, d€N. On a :

(531) N’dHn(X1Ql) C NdHn(XaQI)'
De plus, si k est de caractéristique 0, on a :

(5.3.2) N"H™(X,Q,) = N°H"(X,Q,).

En effet, soient Y un k-schéma lisse projectif de dimension N et
z € CH*"M(Y x X). Soit Z I'image dans X du support d’un cycle qui
représente z. Alors Z est un fermé de codimension > d et les éléments de
Im|[2] sont & supports dans Z. On en déduit la premiére conclusion.

Supposons maintenant que k soit de caractéristique 0. Soient i : Z — X
un fermé de X de codimension d et h : Z — Z une désingularisation. Alors
on a

(5.33)  Im((ioh).: H"2(Z,Qu(~d)) - H"(X,Qy))
= Ker(H™(X,Q¢) — H"(X — Z,Qy))

par le LEMME 5.4 ci-apreés. Or I’application (ioh), : H"‘2d(5, Q¢(—d)) —

H"(X, Q) est définie par le graphe du morphisme i o h : Z— X.Onen
déduit la deuxieme conclusion.
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LEMME 5.4. — Soient X un k-schéma lisse propre, i : Z — X un
fermé de X de codimension d et h: Z — Z une désingularisation. Alors
la suite

(5.41)  H"4(Z,Qu(-d)) Y H"(X, Q) » H™(X - Z,Qy)

est exacte.

C’est un analogue du corollaire 8.2.8 de DELIGNE [11]. Pour démontrer
le LEMME 5.4, on emploie la notion de poids potentiel pour la cohomologie
¢-adique (DELIGNE [12, 3.4.10]) au lieu de celle de poids pour la structure
de Hodge. Donnons-en brievement une preuve.

Par dualité de Poincaré, 5.4 équivaut au

LEMME 5.4.2. — Sous les hypothéses de 5.4, la suite

ioh)* ~
(543)  HXX - Z,Q) — H™(X,Q) 2 H"(Z, Q)
est exacte.

On désigne par Gr,W I’espace quotient du sous-espace potentiellement
de poids < ¢ par celui potentiellement de poids < i — 1. Considérons la
suite exacte de cohomologie locale :

(5.4.4) HMX - Z,Q0) — H"(X, Q) > H"(Z,Q).

Comme X est lisse et propre, H"(X, Q) est potentiellement pur de poids
n (cf. loc. cit. COROLLAIRE 3.3.9). Par suite on a :

(5.4.5) Ker(i* : H*(X,Q.) — H™(Z,Qy))
= Ker(i* : H™(X, Q) — GriY H"(Z,Qy)).

11 suffit donc de prouver

LEMME 5.4.6. — Soith : Z— Z un morphisme surjectif de k-schémas
propres. Supposons que Z soit lisse. Alors I’homomorphisme canonique
h* : HY(Z,Q) — H™(Z,Qy) induit une injection GrY H™(Z,Q¢) —
Gr¥W H"(Z,Q,) = H(Z,Qy).

La suite spectrale de Leray EY = H(Z,R'h,Q;) = H*i(Z,Q,)
définit une surjection EF° = H™(Z,h,Q) — E™ ainsi qu’une injec-
tion ET0 — H"(Z,Q,). Comme Z est lisse et propre, H"(Z, Q) est
potentiellement pur de poids n, et par suite E? l'est aussi. D’autre
part, h étant propre, R’h,Q, est potentiellement mixte de poids < j
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(cf. loc. cit., THEOREME 3.3.1). Z étant propre, E5 = H'(Z, R7h.Qs)
est donc potentiellement de poids < i + j. Par suite E¥ est potentielle-
ment de poids < n — 1 pour i + j = n — 1, de sorte que les différentielles
d, : En~mm+r—1  E70 gont nulles sur GrYY . 1l en résulte que la surjection
H™(Z,h.Q,) — E% induit une bijection GrYY H"(Z, h.Q;) — E.

Par ailleurs, h étant surjectif, le morphisme canonique Q¢ — h,.Q; est
injectif. Posons F' = h.Q/Q,. On obtient donc une suite exacte

(547) -+ = H" Y(Z,F) » HY(Z,Q;) —» H"(Z,h.Qq) — - --
Comme h,Q, est potentiellement mixte de poids < 0, F' ’est aussi. Par
suite H"~1(X, F) est potentiellement de poids < n—1. Alors H*(Z, Q,) —
H,(Z,h,Q) induit une injection Gr}¥ H"(Z,Q,) — Gr’Y H™(Z, h.Q),
d’oti le résultat.

Remarque 5.5. — L’hypothése que k est de caractéristique 0 n’est uti-
lisée que pour assurer la résolution des singularités. Grace & ABHYANKAR,
on a donc N"*H"(X,Q,) = N*H"(X,Q,) pour d > dim X — 3, méme si
k est de caractéristique > 0.

Remarque 5.6. — Grace au diagramme commutatif
B8
H Y (Xpar, HY(Qe/24(d)) —— H?"1(X,Qu/14(d))
(5.6.1) « A4

CHd(X)l-tors
ou a est surjective (CoLLIOT-THELENE, SANsuc, SoULE [9, Corollaire
1.4]), B et A% ont méme image. Or Im 3 n’est autre que

N4TH?7Y(X,Qe/Z4(d))
(BrocH, Ogus [6, 6]). L’image de l’application
AT, CHY(X) ®z, Q¢ — sz_l(x, Qe(d))
est donc contenue dans

(@ Ne-1g2-1(x, Z/(’(d))) ®z, Q.

r

D’autre part, on a

N1 (X, Qu(d)) < (lim N* (X, 2/€°(d))) ©2, Q.
Jignore si I'image de \%:T, CHY(X) ®z, Q: — H?71(X,Qe(d)) est
contenue dans N4-1H24-1(X, Q,(d)).
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6. Application I. Variantes d’un théoréme de Griffiths [14]

6.1. Soit X une intersection compléte sur k. Rappelons (c¢f. DELIGNE
[10]) que X est dite générique si X est projectivement isomorphe, sur une
extension de k, & une intersection compléte définie par des équations a
coefficients algébriquement indépendants sur le corps premier.

THEOREME 6.2. — Soit X une intersection compléte lisse de dimen-
sion 2d — 1 > 3 et de multidegré (ny,...,n,), générique. Faisons Uhy-
potheése : (¥) (2d—1;nq,...,n,) est distinct de (2d—1;2,2), (2d—1;2,2,2),
(3;3), (3;4), (3;2,3), (5;3). Alors I’application de Bloch X% : T,A4(X) —
H?-1(X,Z,(d)) (resp. A* : AY(X)ptors — H?471(X,Qe/Ze(d))) est
nulle. ’

PROPOSITION 6.3. — Soient Y une intersection compléte lisse de
dimension 2d et H = {Y;}+ep un pinceau de Lefschetz de sections par des
hypersurfaces a fibre générique géométrique X = Y;. Alors lapplication
de Bloch X? : TyA4(X) ®z, Q¢ — H?@7 (X, Qq(d)) est surjective ou nulle.

C’est un résultat de Katz ([19, Proposition 3.2]) (¢f. 5.2). Rappelons
sa démonstration.

Soient C' une courbe sur k(7j) et z € CHY(C x X). Supposons que
'image de la correspondance [z] : H'(C,Q(1)) — H?¢1(X,Qq(d))
soit non nulle. Im[z] est stable par un sous-groupe ouvert de Gal(7/n).
Or tout sous-groupe ouvert de Gal(7j/n) agit sur H??~1(X,Q,(d)) de
fagon irréductible (Katz [18, Corollaire 6.7]). On a donc Im[z] =
H??~1(X,Qe(d)). D’aprés 3.1, on obtient le résultat.

Appliquons 6.3 & une intersection compléte Y lisse de dimension 2d > 4
et de multidegré (nq,...,n,_1) générique et & un pinceau de Lefschetz H
de sections de Y par des hypersurfaces de degré n,.

Supposons d’abord que k soit de caractéristique 0. Si (2d—1;n4,...,n,)
vérifie ’hypothése (*), on a

dim HZ5 Y (X /k) # dim HY(X,Q41) + dim H (X, Q%)

(voir par exemple RApoPORT [28]). D’aprés 3.3, I'application de Bloch
A Ty A% (X) ®2, Q¢ — H??71(X,Qe(d)) ne peut pas étre surjective, et
par suite A4 est nulle.

Supposons maintenant que k soit de caractéristique > 0. Si de plus
(2d — 1;n4,...,n,) vérifie 'hypotheése (*), on a

H*7 (X[ W)k # H* N X/W) Y,

grace a un théoréeme de DELIGNE (non publié) selon lequel une intersection
compléte lisse générique est ordinaire. (Pour la définition de “ordinaire”,
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voir MAzuRr [22], BLocH, KaTO [4], ILLusie, RAYNAUD [17]). D’apres 3.4,
on obtient le résultat de la méme fagon.

COROLLAIRE 6.4 (c¢f. GrIFFITHS [15, Théoreme 13.1]). — Sous les
hypothéses de 6.2, supposons que k soit un sous-corps de C. Alors Uappli-
cation d’Abel-Jacobi de Griffiths ¢ : A4(X¢c) — J4(Xc) est nulle.

D’apres 3.7, on a JE(X¢)e-tors = 0; on en déduit J4(X¢c) = 0, et on
retrouve ainsi le résultat de GRIFFITHS.

6.5. SHIODA a donné quelques exemples explicites d’hypersurfaces X
de dimension 2d — 1, définies sur Q, telles que I’application d’Abel-Jacobi
Y4 1 A4(Xc) — J4Xc) soit nulle ([32, Théoréme]). D’ailleurs, il a
suggéré l'existence d’hypersurfaces ou d’intersections complétes définies
sur Q, munies de la propriété ci-dessus, seulement sous la condition (*)
de 6.2 (loc. cit., 3e). On va terminer ce numéro pour y donner la réponse
affirmative.

PROPOSITION 6.6. — Soient (n1,...,n,) une suite d’entiers > 2 et
d un entier > 2. Si (2d — 1;n4,...n,) est distinct de (2d — 1;2,2), (2d —
1;2,2,2), (3;3), (3;4), (3;2,3), (5;3), il existe une infinité d’intersections
complétes X lisses de dimension 2d — 1 et de multidegré (n,...,n,),
définies sur Q, telles que l’application d’Abel-Jacobi ¥ : A%(X¢c) —
J4(Xc¢) soit nulle.

LEMME 6.7 (TerasoMa [35, Théoréme 2]). — Soient U un ouvert
de la droite affine Ah sur Q et 7 un point générique géométrique de U.
Pour toute représentation £-adique ¢ : w1 (U,7) — GL(m,Qy), il existe
une infinité de points Q-rationnels t de U tels que l'image du composé
Gal(t/t) — m(U,t) — m1(U, %) — GL(m, Q) coincide avec celle de .

Prouvons 6.6. Soit Y une intersection compléte lisse de dimension 2d
et de multidegré (nj,...,n,—;) définie sur Q. Comme les pinceaux de
Lefschetz forment un ouvert non vide dans la grassmannienne, il existe un
pinceau de Lefschetz H = {Y;}:ep de sections de Y par des hypersurfaces
de degré n,, défini sur Q. Soient S C D = P}Q I’ensemble des valeurs
exceptionnelles du pinceau, 1 le point générique de U = Pb —Setq
le point géométrique défini par la cloture algébrique de k(n). Par 6.7,
il existe une infinité de points Q-rationnels ¢ de U tels que 'image du
composé Gal(t/t) — m(U,t) — m(U,7) — GL(H?*1(Y;, Qe(d)))
coincide avec celle de la monodromie (U, 7) — GL(H??~1 (Y, Q¢(d))).
Comme tout sous-groupe ouvert de Gal(7j/n) agit sur H2%~1(Y5, Q,(d))
de fagon irréductible (Katz, [18, Corollaire 6.7]), tout sous-groupe ouvert
de Gal(/t) agit sur H2¢=1(Y;,Q¢(d)) de facon irréductible. I suffit donc
de faire le méme argument que dans la démonstration du THEOREME 6.2.
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7. Application II. Variété abélienne de Murre

7.1. Soit X un k-schéma lisse projectif irréductible. Soient A une variété
abélienne sur k et ¢ : A%(X) — A(k) un homomorphisme de groupes. ¢
est dit régulier si, pour tout k-schéma Y lisse projectif, toute classe de
cycle z € CHY(Y x X) et tout point fermé yo de Y, 'application définie
par y — ¢(z - ((y) — (y0))) provient d’un morphisme de k-schémas.

7.2. Soient A une variété abélienne et ¢ : A4(X) — A(k) un homo-
morphisme régulier. Le couple (A, ) est dit universel pour A%(X) si tout
homomorphisme régulier ¢ : A4(X) — B(k) se factorise, et de facon
unique par ¢ :

A4x) —2 . Awr)
(7.2.1)
Y NB(k)

On sait que :
(a) la variété de Picard de X est universelle pour A!'(X);
(b) la variété d’Albanese de X est universelle pour AV (X), N = dim X ;
(c) il existe une variété abélienne universelle pour A%(X) (MURRE [25,
Théoréme 1]), qu’on appellera la variété de Murre de X.

LEMME 7.3. — Soient X un k-schéma lisse projectif irréductible et
¢ : AYX) — A(k) un homomorphisme régulier surjectif. Soient B une
variété abélienne, z € CHY(B x X) et £ : B(k) — A(k) I’homomorphisme
défini par £(b) = z- ((b) — (0)). Si T{®1: T;B®z, Q¢ — TeA4(X) ®z, Qe
est surjectif, po& : B — A “est” un homomorphisme surjectif de variétés
abéliennes.

Comme ¢ est régulier, p 0o £ : B — A un homomorphisme de variétés
abéliennes. Par le théoréme de réductibilité compléte de Poincaré, il existe
une variété abélienne A’ et un homomorphisme i : A’(k) — A%(X) tels
que poi: A — A soit une isogénie de variétés abéliennes (cf. SAITO,
[30, Proposition 1.2]). Te(poi) ® 1: Ty A’ @z, Q¢ — TeA ®z, Q¢ est donc
bijectif, et par suite Ty ® 1 : T,A%(X) ®z, Q¢ — TrA®z, Q¢ est surjectif.
Par hypothese, Ty(¢0&)®1: TyBQz, Q¢ — Tt A®z, Q; est aussi surjectif,
d’ou le résultat.

THEOREME 7.4. — Supposons p > 0. Soient X un k-schéma lisse
projectif irréductible, A la variété de Murre de X et M le module de
Dieudonné du groupe p-divisible associé a A. Alors les pentes de M sont
contenues dans celles de H3(X/W)g(1)01,

D’apres 3.1, il existe une famille finie {(C,, 24)} de couples formés d’une
courbe C, lisse projective sur k et z, € CHZ(Ca x X) telle que les images
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des correspondances [z4] : H'(Cq, Qe(1)) — H®(X,Qe(2)) engendrent
image de D’application de Bloch A\? : T,A%(X) ®z, Q¢ — H3(X,Q.(2)).
Soient Y le produit des C, et z le produit des z, dans CH*(Y x X). On
obtient donc un carré commutatif :

_ [2
T, Pic®(Y)®z2, Q¢ —— T,A%(X) ®z, Qe
(7.4.1) A 2

H(Y,Q(l) —2 s HY(X,Qu(2).

De plus, soient BY la variété abélienne duale de B = Picg),/,c et Z 'image
directe de z dans CH*(BY x X). (7.4.1) donne un carré commutatif :

. (2]
T, Pic’(BV) ®z, Q¢ —— T A% (X)®z, Q
(7.4.2) A a?

H'(BY, Q1) —os  HY(X,Qu2)).

Par définition, I'image de [2] : H*(BY,Q(1)) — H3(X,Q¢(2)) coincide
avec celle de A2 : Ty A%(X) ®z, Q¢ — H3(X,Q¢(2)). Comme A? est injec-
tive (CoLLIOT-THELENE, SANSUC, SOULE [9, 1. Corollaire 4]), Papplication
(2] : TuB ®2z, Q¢ = T, Pic’(BY) ®z, Q¢ — TeA*(X) ®2z, Q¢ est surjective.
D’aprés 7.3, ¢ o [Z] : B — A est un homomorphisme surjectif de variétés
abéliennes. Par le théoreme de réductibilité compléte de Poincaré, il existe
une sous-variété abélienne A’ de B telle que le composé A’ — B — A soit
une isogénie. Considérons le diagramme commutatif :
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(7.4.3)
T, A’ ®z, Qe — T,B ®z, Q¢ =

l 1§

~

HZm_l(A,,Qi(m)) — H2n—1(B,Q£(n)) -

T,Pic®(BY) ®z, Q¢ 2> TyA%(X)®z, @ 28" T,A®7, Q

! b
Hl(Banl(l)) ﬂ H3(Xle(2))a

o n = dim B et m = dim A’ = dim A. Comme le composé A’ - B — A
est une isogenie, le composé des fleches horizontales en haut est bijectif.
Alors le composé

Ty A' ®2, Q¢ — TiB ®z, Q¢ — Ty Pic’(BY) ®z, Q 4, T, A%(X) ®z, Qe

est injectif. Or A2 : T;A%(X) ®z, Q¢ — H3(X,Q¢(2)) est injectif. Par
suite, le composé des fleches horizontales en bas est injectif et son image
est contenue dans N =Im(A\? : T, A%(X) ®z, Q¢ — H3(X,Q¢(2))).

(1) Cas ot k est la cloture algébrique d’un corps fini. — 1l existe un
sous-corps fini F, de k tel que X, B, A’ et Z se descendent sur F,. Soit
F le Frobenius géométrique par rapport a F,. On fixe un isomorphisme
Q¢ — Q, et une valuation v sur Q, , normalisée par v(q) = 1. Comme
les fleches horizontales en bas dans (7.4.3) commutent & F, les valeurs
propres 3; de F sur H?™~! (A' , Qg(m)) sont des valeurs propres de F' sur
N. Or les pentes de H3(X/W )k sont données par v(v;) ol les ~; sont les
valeurs propres de F' sur H3(X, Q). D’autre part, les pentes de M sont
données par —v(f3;), donc par v(85;) + 1. On en déduit la conclusion.

(2) Cas général. — On se rameéne au cas (1) par 'argument de
spécialisation (cf. 3.4).

COROLLAIRE 7.5. — Sous les hypothéses de 7.4, on a 2dimA <
dimg H3(X/W)2.
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COROLLAIRE 7.6. — Si X est ordinaire, A est une variété abélienne
ordinaire.

En effet, si X est ordinaire, H*(X/W)k n’a que des pentes entiéres
(ILLusie-RAYNAUD [17, IV. Théoréme 4.13]).

COROLLAIRE 7.7. — Si X est une variété abélienne supersinguliére,
A est aussi supersinguliére.
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