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ESTIMATIONS DE L'EFFET TUNNEL
POUR LE DOUBLE PUITS II,

ÉTATS HAUTEMENT EXCITÉS

PAR

ANDRÉ MARTINEZ (*)

RÉSUMÉ. — Soit P = — / ^ A + V l'opérateur de Schrôdinger semi-classique sur
L2(Rn). On suppose que le potentiel V est symétrique par rapport à un hyperplan
de R", et on s'intéresse au spectre discret de P près d'un niveau d'énergie EQ excité
(i.e. EQ > min V) dans le cas où V admet exactement deux puits (symétrique l'un de
l'autre). On obtient alors une minoration de l'écart entre les deux valeurs propres de
P proches de EQ (lorsque h —> 0) de l'ordre de e'^o/^ où SQ > 0 désigne la distance
d'Agmon entre les puits.

ABSTRACT. — Let P = — / ^ A + V be thé semiclassical Schrôdinger operator on
L^R71). We assume that thé potential V is symmetric with respect to a hyperplane of
R71, and we are interested in thé discrète spectrum of P near an excited energy level
EQ (i.e. EQ > min Y), in thé case where V admits exactiy two wells (symmetric one of
thé other). We then get a lower bound for thé splitting between thé two eigenvalues of
P close to EQ (as h —> 0), which is about e ~ S Q I h where SQ > 0 dénotes thé Agmon
distance between thé wells.

0. Introduction
On continue l'étude entamée dans [9] concernant les valeurs propres

de Popérateur de Schrôdinger P = —/i^A -t- V lorsque le potentiel V
est symétrique par rapport à un hyperplan de H71, est non-résonnant
(au sens que ]ïm^_^^V(x) > 0), et possède exactement deux puits :
{V < 0} = U\ U t/2 (U]_ et U^ connexes et symétriques l'un de l'autre).

Utilisant la théorie générale de B. HELFFER et J. SJÔSTRAND [4, 5], on
associe à chaque puits un problème de Dirichlet et une suite de valeurs
propres (Ek(h))k>o associée à ce problème, avec Ek(h) -> 0 lorsque
h —^ 0, h ç. J (où J est un sous-ensemble de ]0,1] admettant 0 comme
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200 A. MARTINEZ

point d'accumulation). Lorsque Ek(h) est valeur propre simple, on sait
qu'elle donne alors naissance à deux valeurs propres de P, E^ et E^,
exponentiellement proches de Ek(h). Le problème est alors d'avoir des
estimations sur la différence ("splitting") : E^ — E^. La majoration est
en général facile à obtenir à partir des résultats de [4] et [5], et c'est la
minoration qui va être l'objet principal de ce papier. Signalons aussi que
B. SIMON avait déjà obtenu une majoration du splitting pour les états
hautement excités dans [13].

Dans [9], on examinait le cas où E/i et U^ étaient réduits à des points et
étaient non-dégénérés au sens que V"(Uj) était définie positive (V étant
supposée C°°). On obtenait alors une minoration du splitting de l'ordre
de ft^e"50^ (h —> 0), où 60 désigne la distance d'Agmon (associée à la
métrique max(y,0)drr2) entre les deux puits.

On s'intéresse maintenant au cas où les intérieurs de U^ et U^ sont
non vides et où leur bord est une hypersurface de IR71 (après addition
d'une constante à Y; cela correspond bien à l'étude de hautes valeurs
propres de P). Sous une hypothèse d'analyticité sur Y, on parvient alors
à relier le splitting avec la décroissance (lorsque h —> 0) de la fonction
propre de Dirichlet au bord du puits. En particulier, si celle-ci n'est
pas uniformément exponentiellement petite (ce qui est toujours le cas en
dimension 1), on obtient que le splitting est non-exponentiellement petit
devant e"50/^. (Inversement, si la fonction propre est exponentiellement
petite au bord du puits, alors le splitting l'est aussi devant e~so/h.)

Malgré l'absence de résonances, il est intéressant de constater que
ce sont précisément certaines techniques introduites par HELFFER et
SJÔSTRAND dans [6] pour l'étude des résonances qui sont ici utilisées.
D'autre part, ce travail doit beaucoup à la théorie des singularités analy-
tiques microlocales développée par J. SJÔSTRAND dans [15].

On commence au paragraphe 1 par introduire les notations et énoncer
nos résultats, après quoi le paragraphe 2 est consacré à la réduction du
problème à une estimation de la fonction propre u en dehors du puits.
Au paragraphe 3 on construit des fonctions propres asymptotiques qui
permettront, par la formule de Green, de se ramener au paragraphe 4
à des estimations sur u à l'intérieur du puits qui lui est associé. Pour
traiter ce dernier problème, on introduit au paragraphe 5 une notion
d'ensemble de fréquences (directement inspirée de celle de front d'onde
analytique donnée par SJÔSTRAND dans [15]) qui est l'analogue dans
notre situation de l'ensemble de fréquences de GUILLEMIN-STERNBERG [1].
On remarque ensuite qu'aux fonctions propres asymptotiques que l'on a
construites sont associées des transformations de Fourier-Bros-Iagolnitzer,
donnant immédiatement des renseignements sur l'ensemble de fréquences
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DOUBLE PUITS II 201

de u à l'intérieur du puits. Après propagation jusqu'au bord de ces
renseignements, on obtient finalement le résultat cherché au paragraphe 6.
Le paragraphe 7 contient la démonstration du résultat réciproque, ainsi
qu'un exemple où celui-ci s'applique.

Pour ce qui concerne les motivations physiques, on pourra rapprocher
nos résultats de ceux de M. WILKINSON [17], où l'exemple du paragraphe 7
est aussi discuté.

Remerciements. — Ils vont à B. HELFFER et J. SJÔSTRAND pour les
nombreuses discussions qu'ils nous ont accordées sur le sujet.

1. Notations et résultats
Dans IR^ on considère l'opérateur de Schrôdinger P == —/^A 4- V, où

V est une fonction C°° réelle telle que :
(Hl) : Vrr = ( x ' ^ x n ) ç R71-1 x R, V(x^Xn) = V ( x ' , -rr,);
(H2) : {V < 0} = U\ U [/25 U\ et U^, compacts connexes disjoints,

symétriques l'un de l'autre par rapport à l'hyperplan Xn = 0 et
d'intérieurs non vide;

(H3) : V est analytique dans un voisinage de R71 \ (U\ U U^) et dV\ ^ 0
a-1,2);

(H4) : lim^^y > 0.

Sous ces hypothèses, P admet une extension de Friedrichs dans L2(Rn)
que l'on notera aussi P.

Pour .7=1,2 soit Mj un compact assez grand de R71 à bord C2 tel que :

Uj C Mj, Mj H Uk = 0 pour j ̂  fc.

Soit aussi PM la réalisation auto-adjointe de P dans L^ÇMj) avec
condition de Dirichlet au bord. En prenant M\ et M^ symétriques l'un de
l'autre par rapport à l'hyperplan Xn = 0, on a alors : Sp(?Mi) = Sp(?M2)-
Pour h ç. J {J c]0, l], 0 G J\ on considère maintenant E = E(h) une
valeur propre simple de PM^ avec E(h) —> 0 (h —> 0, h ç. J7), et on note
u la fonction propre normalisée associée à E.

On suppose en outre :
(H5) : il existe une fonction a(h) > 0, a(h) —> 0, telle que, pour h ç. J :

(i) \Loga(h)\ = o{h-^ j -^ 0;
(ii) SP(PM,) n [EW - 2a(/i),E(/i) + 2a(/i)] = {E(h)}.

On voit comme dans HELFFER-SJÔSTRAND [4] (démonstration du
théorème 2.4) que P n'a alors pas de spectre dans [E(h) — 2a(/i),E(/i) —
a(h)} U [E(h) + a(h),E(h) -h 2a(/i)], ce qui permet d'appliquer la théorie
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202 A. MARTINEZ

générale de [4] à l'intervalle I(h) = [E(h) - a(h),E(h) + a(/i)]. En parti-
culier, on sait alors que Sp(P) H I(h) = {E~^,E~} avec 0 < E^ - E~ <
C^e-(5o-e)//i p^,. ̂ ^ e > 0, où 5o = rfo(î7i, U^) est la distance d'Agmon
associée à la métrique max(V, 0) dx2 entre U\ et 1/2.

Notre résultat principal est le suivant :

THÉORÈME 1.1. — Sous les hypothèses (H1)-(H5), on désigne par G
l'ensemble des géodésiques minimales (relativement à do) entre U^ et U^
et l'on note (1.1) l'hypothèse suivante :

(1.1) Vc > 0, VTV voisinage de |j(7n<9î/i), 3C^w > 0 tel que

\\U\\L^W) > ———e-^. ^G

^e,W

Alors, si (1.1) est vérifiée, on a la minoration :

Ve > 0, 3 Ce > 0 tel que E+ - E- > ̂ -(^o+e)//. ̂ ^ ̂  ̂ ^ ̂
^e

Remarque 1.2. — Comme on le verra plus tard, l'hypothèse (1.1) est
automatiquement vérifiée en dimension 1 lorsque V est analytique aussi
dans E/i. En dimension supérieure, une condition suffisante pour que (1.1)
soit vérifiée est que le flot de Hp (où p = ç2 + V) vérifie : quel que soit
W voisinage dans T-W1 de (U^G^H^i)) x {0}, \J^R^PtHp(W) est
voisinage de {^2 + V = 0} H Tr-1^), où TT est la projection naturelle :
T*R71 -> Rn. (Voir à la fin du paragraphe 6.)

Remarque 1.3. — Bien entendu, Panalyticité de Y à l'infini ne joue
aucn rôle, et il suffit en fait de supposer V analytique près de (J ^7.

On a aussi la réciproque suivante du théorème 1.1 :

THÉORÈME 1.4. — Si les hypothèses (H1)—(H5) sont vérifiées et si
de plus 3e > 0 et 3W voisinage de (Uyec^n ÔU^) tels que IHI^^) =
0(6-^), alors 3eo > 0 et 3Co > 0 tel que :

E^ -E~ < Coe-^0^^

pour h assez petit.

Pour la suite, on introduit Ui(h) et U^h) définis par •
(i) {V - E(h) < 0} = U^h) U (72(A);

(ii) Ui(h) -> Ui et U^h) -^ U^ lorsque h -^ 0.
Pour h assez petit, Ui(h) et U^h) seront donc encore compacts,

connexes, disjoints, symétriques l'un de l'autre, d'intérieurs non vides
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DOUBLE PUITS II 203

et on aura dV\QUj{h} / O? ^ analytique près de R71 \ \U\(h} U U^(h)].
On introduit aussi d = d^ la distance d'Agmon modifiée, associée à la
métrique max(V - E(K), 0) dx2.

Si U^ = {x € IR71 | doÇx^U^) < û^o} où ao > 0 est fixé assez petit
pour que £/2 H [xn = 0} = 0, alors, pour toute do-géodésique minimale 70
entre U\ et £/2, toute d-géodésique minimale 7^ entre 70 H QU'z et Î7i(/i)
converge (en tant qu'ensemble) vers 70 lorsque h tend vers 0 : en effet,
si 7h, H QU\ —> z\ 7^ 70 H <9t/i (lorsque h —> 0), on aurait une courbe de
longueur doÇU^^U^) entre V\ et î/2 qui ferait un "angle55 en 70 D QU^, ce
qui est absurde, et l'on conclut par un simple argument de compacité.

Si 7 est une d-géodésique minimale entre LL()€G' ^° rl ̂ 2 et ^1(^)5 on

notera ^1(7) le point d'intersection de 7 avec QU\(K)^ et ^0(7) k point
d'intersection de 7 avec {xn = 0}.

Si G est l'ensemble de ces géodésiques, l'hypothèse (1.1) implique alors :

(Tî) Ve > 0, ^W voisinage de {^1(7) : 7 e G}, 3C^w > 0 tel que
IMIz^w) > 7,——e"6^ pour h assez petit.

ûe,iy
et il nous suffit aussi de démontrer la minoration avec 5o remplacé par
So^ d(Ui(h),U^h)).

2. Réduction à une estimation sur u en dehors du puits
Soit y l'espace propre de P associé à Sp(P) D I(h). En appliquant les

résultats de [4] à notre situation, on voit que dans une base orthonormée
convenable, P\y a pour matrice M = (^ ^) 4- R^ où R est exponentiel-
lement petit devant e~so/h (donc aussi devant e~SQIh pour h assez petit),
et où (en supposant par exemple U\ C {xn > 0}) :

(i) w=-2h2f^u(xf,0)^u-(xf,0)dxf',
ÔXn

(ii) S C {xn = 0} est un voisinage de (J ^[7 H {xn = 0}].

On a donc, module des termes exponentiellement petits devant e~sofh :

E^-E-= -2W == 4/i2 / u(xf,0)-^u-(xf,0)dxf.
JS ^n

Le but de cette section est de se ramener à une estimation sur IMI^/y^.
Pour cela, on va utiliser les espaces H^ de SJÔSTRAND (cf. [15]), avec
grand paramètre À = l//i. Notons ^(.r) = d(x,U^(h)).

LEMME 2.1. — Pour tout 7 ç G, il existe un voisinage W du segment
fermé 7 entre 2^0(7) et ^1(7) tel que ^E soit analytique dans W \ U\.

BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE



204 A. MARTINEZ

Démonstration. — Supposons d'abord x voisin de ^1(7). Dans des
coordonnées euclidiennes convenables centrées en z\ = ^1(7)5 VW peut
s'écrire :

V(x) = -CoXn + W(x) + E, Co> 0, PV(rc) = 0(|^|2).

Si g = ^2 — Y, la lagrangienne Ao engendrée par les bicaractéristiques de
q issues de 9U\ x {0} se représente alors près de (^i,0) par :

An:

.. - Qc! (^ . \.
~ n ~ T'hF^ î s î^ '

<9Çn

t1 ^g ( ' C \
^ =9xl(x^n)'-

où g est analytique près de 0, g(0) = 0, dg(G) = 0. De plus, si W est un
petit voisinage de z\^ la différentielle de la projection TT : A 3 (x, Ç} >-> x
est bijective au-dessus de W\U\ et on voit facilement que pour x ç. TV\î7i,
on a

d{x,QU^} = -v.c.^(.r^+^(a:',^)),

où v.c.^ désigne la valeur critique par rapport à ^n et avec un choix
convenable du point critique. (Il suffit, en effet, d'utiliser le fait qu'au-
dessus de W\Ui, Ao se représente par ^ = V/(rc), où f(x) = v.c.^ (xn^n+
g(x1\ ̂ ri)) ̂ ^ un bon choix du point critique et que (V/(a*))2 = V(x)—E).

En utilisant ensuite le fait que g vérifie l'équation

(l̂ ^-â)^
on montre comme dans [6, section 10] que, dans W \ Î7i,

d(x^Ui)=G{x^V(x)-E),

où G est analytique et G(x,s) ~ 53. (En fait, on a ici Q^g/Q^ = 0 ̂
^=0,et(^/<9^)(^,0)=0.)

En considérant l'hypersurface analytique Hç = {d(x^QU\) = e} (e > 0
assez petit), il suffit pour conclure d'étudier l'analyticité de x —> d(x,He)
dans {d{x^QU\) > e}, ce qui se fait comme dans [4, théorème 6.4]. []

La démonstration précédente prouve en particulier que ^E est analyti-
que en (£', x) près de (0, zo). Dans toute la suite, E sera considéré comme
un paramètre indépendant de A, variant dans [-Eo.Eo] {EQ > 0 assez
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DOUBLE PUITS II 205

petit), et duquel dépendent toutes les quantités. En particulier, la dis-
tance d pourra être considérée comme dépendant de E mais pas de h. Il
est alors facile de vérifier que toutes nos estimations sont uniformes en
E ç. [—Eo,Eo]^et peuvent ainsi être appliquées avec E =• E(h). Aussi,
pour simplifier les notations, on omettra désormais de mentionner le pa-
ramètre E.

On note encore ^ et u les prolongements holomorphes de ^ == ^E 6t u
près de {^o(7)/7 e G}.

LEMME 2.2. — V7 e G, Vei > 0, u e H_ s^+ei|^m ̂ 0(7) •
Démonstration. — II suffit d'adapter la démonstration de M. ROULEUX

[11, II théorème 1.1] à l'opérateur (V - E)~1^ + (l//i)2 = Q{x,D^. On
écrit :

u^x^e^^

= (27^)-n //e^l^^/^l)a(^-^,^/|^|)^)e^)/^)^^

où \ ç C§° vaut 1 près de ^0(7), ( p ( x , y , r ) = (x - y)r + ^i(x - y)2, et
a(rc,T) == 1 + ^ixr.

On trouve ensuite un symbole analytique classique &(a;,i/,T, l//i|^|, |^|)
(avec |^| comme grand paramètre, et r e â'^"1, (l//i|^|) e]0,1/ei] comme
paramètres supplémentaires), tel que :

ç-i\^\y(x,y,r)-'4}(y)/hQ/ j^ \ /çi^\y(x,y,r)+'ip(y)/h^\

= a(x - y, r) + r ̂ , 2/, r, .„, |$|^

où |r| < C\ç\~~2 e-^/0 (avec (7 > 0), uniformément pour r C 5rn-l,
1^1 > ̂ i / h , x et y voisins de ^0(7).

On obtient alors :

uÇx.^e^^

= (270-" ( ( e^a (x - y, {-} u(y)e^hx(y)dyd{i
t / l 71^1<Él/^ \ ls|/

+o(e-€l/ch\\ue1p/h\\H^Y

Le premier terme se majore facilement par Ch"^ e261!^"1^/^!!'^^/^!!^
pour l&ma;! assez petit, et l'on conclut en utilisant un résultat de [4]
d'après lequel H^/^H^i = O^e6^) pour tout e > 0. []
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206 A. MARTINEZ

Grâce au lemme 2.2., on peut maintenant appliquer le calcul pseudo-
différentiel de [15, sections 4 et 5]. En vue des réalisations sur le réel, on
prend ici ces opérateurs sous la forme :

(2.1) A(x,hD^h)u(x,h)

= A-371/2 /Y e^-^^-^-^^v-^/^afx y a h)JJr(x) ? » 5 ;

x u(y,h)dyda

où on a noté a == (aa;,û!ç), et où r(.z:) est le contour :

29SSie^(x) .. ~x~=~y
^=-7 Z ^IT———T;

M ' ^ i 9X \x-y\'
' \x - y\ < r, y e C71 (r assez petit devant 61) ;
k-û^| < r, Oa; ç IR".

Dans l'expression (2.1), a désigne un symbole analytique classique d'or-
dre 0 défini près de (zo,zo,zo,iW/9x)(zo)), où ZQ = ̂ 0(7), 7 C ô.

On vérifie que ces opérateurs opèrent bien de H10^ / , - , dans lui-— jx.e 'p\f-\ | •»j'm x |
même, et on rappelle que l'on peut remplacer formellement a dans (2.1)
par le symbole de A :

^A^W-lîe-ix^hA{ei^lh).

D'autre part, le symbole d'un composé B o A s'obtient par la formule
habituelle :

CTBaA^^h) = ^ - ( h } Q^B(x^^K)Q^A{x^h)

H<l/Ch v /

(avec C > 0 assez grande).
On montre alors facilement que l'on peut factoriser P-E sous la forme :

P - E = (hD^ + A(x, hD^, h)) o (hD^ - A(x, hD^, h)),

où A a pour symbole principal -i^/ç'2 + V - E.
Du fait que (ô^/9x)(zo) est proche de (0, -^V(zo) - E), on voit aussi

que ^1 x =o et ^Dx^ 4-^ sont elliptiques si on a pris 61 assez petit, et donc :

(2.2) hD^u=A(x,hD^,h)u module (^(e-^/^il^^-^)

TOME 116 — 1988 — ?2



DOUBLE PUITS II 207

près de ZQ, avec €2 > 0.
On remarque ensuite que iA est formellement auto-adjoint dans ̂ (E),

et de symbole principal strictement positif en (zo, 0) = (zo, iÇQ^/Qx'^zo)).
D'autre part, si W désigne un voisinage dans R^71-1) de (^0) =
(^,W/^')(^)). et x^'.y^a) ç (^(R4^-1)) est à support près de

VÏV^ {(x^y^a) \ a ç W ^ x t = y f = c^},

et vaut 1 près de VtV, on a comme dans [15, section 5] la réalisation de
A| dans VF, définie par :

1 Xn—\J

/ \^

(2-3) (^J ^''^

^-3(n-l)/2 /7 (,t(^'-î/')a('//t-[(.t'-Ct„,)2+(î,'-Q,,)2]/2/^
/ / açW
•'•VeR—1

x a(x', y', a, h^x', y', a)v(y', h)dy'da

Du fait que u € H10^^^^^), il n'est pas difficile de voir que
l'on a alors :

»

/ \W n2 / ~ ^

(A^!. O - t ^ n) ^ n ^Ofe-^0^)/^'a;n=0 \ la;n=0/ l^n=0|[^2^) \ Y

avec c > 0 . (Il suffit en effet de remplacer, par la formule de Stokes en y ' ,
le contour réel dans (2.2) par le contour :

y' ^y' -iSxÇx^y^a^a^,

où 6 > 0 est assez petit et où \ est à support dans {x(^^<^,0) = 1}
et vaut 1 près de {x' = y ' = a^,a^ voisin de ^}. Loin de a^ = 0 ainsi
que dans {^ / 1}, Pintégrande de (2.3) est alors exponentiellement petite
devant e-50/271, et près de {a^ = 0}n{^ = 1}, on obtient un bon contour
au sens de [15, section 3]).

Maintenant, on peut construire comme dans le calcul classique (cf.
HÔRMANDER [7]) un O.P.D. elliptique B{x',hD^,h) d'ordre 0, du même
type que A[ _ tel que :

^n —0

/ \^ —
1 (A^ ^o) = (^^T^ + C^e-^0/^6)/71)

avec e > 0 (où le 0 doit être compris au sens des opérateurs bornés sur
L2(S)).
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208 A. MARTINEZ

Ceci nous ramène finalement à :

E^- - E- > 4A||^', hD^, h)u\\i^ + 0{e-^^fh}

où l'on a éventuellement réduit S autour de {^o(7)/7 ^ G} (avec la
notation : ^0(7) = (^o(7).0)).

LEMME 2.3. — S'il existe e > 0 tel que \\Bu\\2^^ = OÇe-^0^^),
alors il en est de même pour \\u\\'~ où Ê C S est aussi un voisinage

^ -"v1 ' )

dans [xn = 0} de {^(7)/7 ^ G}.
(Ici, /i varie dans J ' c]0, l], 0 ç J', avec éventuellement J ' ^ J ) .
Démonstration. — On se place près d'un point ^0(7) avec 7 ç G.

Posons i; = £?^| Du fait de l'ellipticité de B, on commence par en
I Xn —U

prendre une paramétrix B, ce qui donne :

^^=0=^ dans ^^e^.l^m.T

Prenant ensuite une réalisation de B comme en (2.3), on obtient :

IHI^)- ll^ll^ +0{e-(s^/h) avec e > 0,

et on voit bien sur la formule (2.3) que :

ll^lll^ < CIK^) avec 00. D

II suffit donc maintenant de montrer que Ve > 0, 3 Cç > 0 t.q.

MW ^ le-(?°+()//*.
^C

3. Construction de solutions asymptotiques
Soient 7 e G et yo ç 7 H {xn < 0}, 2/0 assez proche de ^o = ^0(7).

L'objet de cette section est de construire des solutions approchées de
l'équation (P(z, hD^) - E)v(y,z,h) = 0, définies pour y voisin de yo, et z
dans un voisinage de 7 H {xn > 0}. Pour cela, on cherche v sous la forme
a(^,/^e"^^)/^ où a est un symbole classique, ce qui (cf. méthode
BKW) nous conduit à l'équation eiconale :

(V.F^))2^^)-^
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Avec Ao et Hç comme dans la démonstration du LEMME 2.1, on voit que
si y est voisin de yo, et si z\ (e,y) est le point de Hç qui réalise d(y,Hç)^
alors l'application y ^ zi(e,y) est une submersion analytique, le noyau
de sa différentielle étant la tangente en y à la géodésique minimale de y à
Hç (de fait, on a

zi (^ y ) = ̂  [exp t(e, y)Hq(y, Vyd(y, ffc))]

où TT : r*^ —> R71 est la projection naturelle, et t(e,y) ç. H dépend
analytiquement de y).

Si maintenant z^(y) est le point de QU\ qui réalise rf(^i(e,î/),<9[/i)
(î.e., d(^i(e,2/),^i(î/)) = e), alors (grâce au LEMME 2.1), l'application
He ^ ^(^^y) 1-̂  ^{y) ç- QU\ est un difféomorphisme local. (En effet,
avec les mêmes coordonnées locales que pour le LEMME 2.1, on peut
désingulariser le champ de vecteurs Vd(^, 9U\) à l'aide du changement de
variables z ' = a-', Zn = ̂ /V(x) — E. On trouve alors que l'application ci-
dessus est un difféomorphisme analytique en ^, et donc aussi en x puisque
V{x) ^- E sur He). On en déduit :

LEMME 3.1. — Quand y varie dans un voisinage de VQ, il existe une
unique géodésique minimale ^y de 9U^ à y , et si {zi(y)} = 'Jy H QU\,
alors Inapplication y —> Zi(y) C 9U\ est une submersion analytique dont
le noyau de la différentielle est la tangente en y à 7^.

Pour (î/, z) assez voisin de (1/05^0)5 on pose maintenant F ( y , z ) =
d(y,z) — d(î/,£/i). On voit alors facilement (par des méthodes classiques
de géométrie riemannienne : voir par exemple MILNOR [10]) que F est
analytique si l'on a pris yo assez proche de ZQ, et que (\^zF(y,z))2 =
V{z) — E. On peut ensuite, comme dans la démonstration du LEMME 2.1,
prolonger F analytiquement pour z ç. ^y D Uf.

Il s'agit maintenant de prolonger F pour z dans un voisinage de
70 {xn > 0}. Pour cela, on s'inspire des techniques de [6]. Pour y près
de VQ , on note Ky la lagrangienne réelle de T^R71 définie au-dessus d'un
voisinage de 7^ D U^ par :

A^C-V.F^).

Ay est alors tangente à Hq, et on note ^}y la bicaractéristique de q
au-dessus de 7^. Comme Hq reste non nul dans tout un voisinage de
7^ D {xn > 0}, A.y se prolonge en une variété Hq -in variante de ç'^—t?),
avec 7y H {xn > 0} C Ay.

La projection naturelle TTy : Ay —^ R71 est trivialement de différentielle
bijective au-dessus de 7^ f1 E/^f, et d'autre part KeTd7Ty(zi(y),0) contient
le vecteur non nul Hq(z\(y\ff).
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Comme dans [6, lemme 10.l], on voit aussi que rg(d7r^(^i(^à)î0)) =
n — 1. Par continuité en y , on en déduit pour y voisin de yo :

(3.1) rg(d7r^iQ/),0)) =n-l.

Maintenant, de même que dans [6], on choisit des coordonnées eucli-
diennes ( z ' ^ Z n ) centrées en z\ telles que T^(QU^) = {zn = 0}, et 9/9zn
est la normale intérieure de U\ en Z]_(= z\ (yo)).

On a alors V(z) - E = -CoZn -h W(z), où Co > 0, W(z) = 0(\z\2), et
H,(z^0) = -CoQ/QÇn.

De plus (d'après (3.1) et le fait que TTy{Ay) C Î7f), l'application
Ay 3 (2^, C) ̂  ( z 9 , Cn) est un difféomorphisme local pour y voisin de yo et
(z,Ç) voisin de (^i,0). Près de (^i,0), on peut donc représenter Ay par :

-^n= —^(y.z^Çn),
9Çn

C'=^(^^Cn),

avec g analytique près de (^o,0), g(y,z[(y),0) = 0, ^ ( z ' ^ g ( y , z [ ( y ) , 0 ) =
(0, —^(y)) (cette dernière condition provenant du fait que l'on a néces-
sairement V^F(^/, z^(y)) = 0, et donc < = 0 sur Ay au-dessus de Z]_(y)).

D'autre part, g vérifie l'équation eiconale :

'3-2' -^^y-^'--^)'»QÇn ' s" ' \QZ1) \ ' 9^

Sk\^=o(\y-y^^)

-^ ,-0(l,-,o|+|.'l).
d'où

^n^ IC.=0

En dérivant ensuite (3.2) par rapport à <^, on obtient comme dans
[6, section 10] :

ll^â^^12^»12^-^2)-
Par suite, -n'y est singulière exactement sur l'hypersurface

H:a^=Q i.e. H : Çn = C '̂)
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avec ici Ç^(y, z ' ) = O^z'^+^—yo^). La caustique Cy est alors déterminée
par : Zn + b(y, z ' ) = 0, où

b(y^f)=^(y^f^^zf))=o(\zf\2-^\y-y^^

et, pour Zn 4- b(y, z ' ) < 0, z assez près de z^, y assez près de i/o, on peut
représenter -F par :

F(y, Z) = V.C.^ (ZnÇn + g(y, Z 1 , Cn))

où on détermine le point critique comme dans [6].
On a alors deux prolongements possibles F+ et -F_ de F, selon le choix

de \/—(^ + 6) dans ̂  + 6 > 0, et on trouve :

(3.3) F±Q/, /.) = a(y, ̂ /) + ZnÇ^ z1) + GQ/, z1\ ̂ (z^Tb))

où a(2/,^') = g {y , z ' , ^ {y , z 1 ) ) , G est analytique, et G ( y , z ' , s ) ~ 53. (F+
est déterminée ici par : QmF^-Çy^z) ^ (zn + 6)3/2 dans Zn + 6 > 0). On
a aussi : F± est C1, analytique dans {zn + 6 7^ 0}, F+ = F_, et, par
prolongement analytique dans le complexe évitant {zn +6=0} :

(V.F±)2 = V(z) - E.

Soit maintenant Q, un petit voisinage ouvert de {yo} x 7 H {xn > 0},
n+ = {zn+b(y,z') > 0}n0, 0- = f2\n+. Il est alors facile de construire
un symbole analytique classique a(y, z, h) dans fî- tel que :

e^^^ÇPÇz.hD,) - E) (ae-^^l^ = ̂ (e-^) avec e > 0.

Près de {zn + b = 0}, F et a développent des singularités, aussi on y
représente ae"^/^ formellement comme une intégrale de type Airy :

J±(6)Q/, z, h) = h-1/2 { b(y, z 1 , Cn, ̂ e-^+^^^/^Cn
7±(3/^)

où 7±(^/,^) sont des contours convenables déterminés comme dans [6,
section 10], et sur lesquels Ste^n^n -\-g) > Ste F^(y, z). Dans la région Zn -h
6 > 0, on récupère alors une expression de la forme a±(î/, z, /^e"^^)/^
où a± sont à nouveau des symboles analytiques classiques. De plus, on a
alors :

f ̂ ^(^/^(P - ̂ (a^e-^^^/^) = ̂ (e-6/'1)
{ e9îeF±(^)//l(P - ̂ )(J±(6)) = ̂ (e-^)
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avec e > 0.
On notera désormais v±(î/, z^ h) les solutions asymptotiques de P — E

déterminées par :

(ae"^ dans fL ;
v± = J±(6) près de {zn + & = 0} H 0 ;

a^e-^/^ dansîî+;

où les différentes expressions sont recollées par des troncatures C°° stan-
dards. v^ sont donc des fonctions C°° qui vérifient :
(3.4) ^F^y^fh^p _ ̂ ^ ^ ^(e-^)

avec e > 0, uniformément pour y complexe voisin de ?/o, z dans un
voisinage de 7 H {xn > 0}. On a aussi SReF+ = SReF- et v+ = v-.

En prévision du paragraphe 5, on va maintenant établir certaines
propriétés de -F± :

LEMME 3.2. — Pour y voisin de yo, on a Cy H 9U\ = {zi(y)} avec un
contact d'ordre 2 exactement.

Démonstration. — Comme pour le LEMME 2.1, on note Ao la lagran-
gienne engendrée par les bicaractéristiques de q issues de QU\ x {0}. En
particulier, au-dessus de t/f, on peut représenter Ao par : Ç = —Vd(î7i, z).
Si 7^ désigne comme avant le relevé bicaractéristique de 7^, alors Ay et Ao
se coupent le long de ^y et, d'après ce que l'on a vu dans la démonstration
du LEMME 2.1, ât/i est nécessairement la caustique associée à Ao.

Par l'absurde, supposons que Cy^ et QU\ ont une direction de tangence
d'ordre > 3. Il est facile de voir que ceci équivaut à dire que :

0 e Spectre (v^/(Co b ( y ^ z ' ) + W(z))\^)

et donc, pour une courbe convenable ù; tracée sur Cy^ :

(<7o6+lV)|^=0(k'|3).

En écrivant ensuite l'équation eiconale vérifiée par g en Ç^(z') on trouve,
aveca(^) = ^Q/o^C^)) ;

-Go&Q/o, z1) + W)2 + (^)2 - W(z^ -&Q/O, z1)} = 0

d'où {Qa|ôzl)2\ == Od^'l3) et donc, puisque a est analytique :
' U)

^^w,
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En particulier, 0 e Spectre^^/^^O.O)), d'où l'on déduit que l'on
a une direction de tangence entre Ao et Ay^ en (^i(î/o),0) qui n'est pas
celle de 7(0). Puisque Ao et A^ sont invariantes par le flot de Hq, cette
tangence se prolonge le long de 7. En particulier, pour e > 0 assez petit,
on a une direction non triviale tangente à Hç = {d(z, U^) = e} en Uç H 7,
suivant laquelle :

d(y^z) + d(z,(9(7i) = d(y^9U^) + 0 (\z - z^y)\3)
i.e.

d(yo, z ) - d (yo, z^e, yo)) = 0 (\z - ^i(e, yo)\3)

ce qui est en contradiction avec un résultat classique de géométrie rieman-
nienne qui donne ici :

W e H,, d(y^z) - dQ/o,^i(e,î/o)) > C\z - z^yo)\2. D

Soit maintenant Oy la projection sur R^ de la bicaractéristique de
p = S,2 + V qui passe par z\(y).

0

Soient aussi F C Ui une hypersurface analytique qui coupe ây^ ortho-
gonalement, et S' une hypersurface analytique qui coupe 7^ transversa-
lement en 2/0.

Le LEMME 3.2 et la remarque 10.3 de [6] montrent alors que :

(3.5) ^F(y^z)>^\z-w(y)\2 pour z ç F , y e S',

où w(y) est le point d'intersection entre ây et F (on montre comme dans
le LEMME 3.1 que y —^ w(y) est une submersion).

Si on note z ' et y ' des coordonnées locales sur F et S', on a alors
^eÇQF/Qz^Çy.wÇy)) = 0 (cela se voit comme dans [6, section 10], voir
aussi plus loin), et (3.5) estime donc que :

detV^V^ÎîeF^wQ/o)) / 0.

De plus, ces considérations sur ïteF restent uniformément valables si F
est de la forme : QmF(yo, z) = e, avec e -^ 0, et on a vu (cf. (3.3)) que :

9m F = ̂ (zn + b)^F(y, z^ y^Tfc) ,

avec F = F(y, z ' , s) -^ 0 près de (yo, 0). Par suite, pour z = w(yo), y = yo,
on trouve :

g ____
csmF=0 ^=> jv^n + bF • V^(/^ + b) + vT^T^V./FQz'

.ar
'95

+K^+& )^-<V^n+&)=0.

BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE



214 A. MARTINEZ

Puisque, sur F, Zn -h b ~ \/c3, on en déduit :

V,/(^ + 6) = 0(^ + 6) = 0(Ve3).

Au point (yo,w(yo)), on trouve alors :

^^mF^v^^)^^

et par conséquent, en prenant e > 0 assez petit, on obtient :

FfiF
w ^^(^(yo))^.

4. Réduction à des estimations sur u dans le puits
On fixe désormais 7 ç G, et on note ̂  = 3m F+. Soit maintenant 0

un voisinage connexe de (7 H {xn > 0}) U {expW^i), 0 < t < c}, où
c > 0 est assez petit, tel que :

9^ = S U F U T

avec :
(i) S voisinage assez petit de ZQ dans {xn = 0} ;

(ii) F hypersurface passant par z^ = expeV^i) et orthogonale en
ce point à {exp ̂ 7/2(^1), 0 < t < 2c};

(iii) T est un tube assez petit autour de

(7 H {xn > 0}) U {expW/2(^i), 0 < t < e} ̂ 7,

ne rencontrant pas 7, et s'appuyant sur F et E.
On peut aussi choisir les coordonnées locales centrées en ^ de telle

sorte que F = {zn = c} avec c > 0, et z^ = (0, c).
On a alors :

(4.1) V,/SReF±(2/o,Z2)=0 et V^^) = 0.

De plus, comme dans le lemme 10.2 de [6], on voit que (avec les notations
du paragraphe 3) tout point z de Cy^ assez voisin de z^ et distinct de
z, vérifie f,(z) > 0, où /i ^f 3teF±Q/o, •). Comme d'autre part, d'après
l'équation eiconale vérifiée par f = f^ +if^ on a V^/i = 0, on en déduit :

W € T n n + , /i(^)>o.
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On a aussi, par définition de / :

Vz e T n fL, /i(^) > d(yo, ̂ ) - d(2/o, (7i),

et donc, finalement :

(4.2) 3 ci > 0 tel que V^ ç T, d(^, t/i ) + /i (^) > 61.

On choisit aussi S' hypersurface analytique passant par yo transverse à
7, et on note S'ç la complexifiée de S'.

LEMME 4.1. — Si 3 60 > 0 tel que IHI^s) = OÇe-^0^^), alors

3 60 > 0 tel que [ (^v± - u^^ds = 0(0-^)
JY \ ÔTI uTI ^

pour tout y voisin de yo dans Sç, où 9/9n désigne la normale unitaire
extérieure à ÔSÎ, et ds la mesure de surface de 9fî.

Démonstration. — La formule de Green appliquée à 0 montre que :

(4.3) ((P - E)u \ v±)^ - (u | (P - E)v±)^

2 ( f9u cïv±\,
=~h Lw^u^dsf

et on a : (P - E)u = 0, (P - E)v±(y,z,h) =0(e-3teF^y'z^h-el/h),

Ile^^/^ll^) = 0, (e6^) pour tout e > 0.

Par suite, le premier membre de (4.3) est majoré, pour tout e > 0, par :

ç g£/fc \L-d(z,Ui )/ft-»e F± (y,z)/h-ci /h \\
I I l l^(n) '

et puisque pour y € S', on a :

d(z,Ui)+?HeF±(y,z)>0

on en déduit, pour y ç. E(; assez voisin du réel, que le premier membre de
(4.3) est (^(e-'2/'1), es > 0.

D'autre part, à cause de (4.2), et du fait que

„, Qu- -H (pd(z,Ui)/h+e/h\
'9n~ e{ >

^9v±=o,(e-'lteF^y^lh+clh}
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pour tout e > 0, on voit de même que :

[ (^,^\ds=0{e-^)
JT \9n Qn ) v 7

avec 63 > 0 et uniformément pour y ç S'̂  assez voisin de yo. On en
déduit :

(4.4) / ( ^ - ^ \ ds=0(e-€/h) avec6>0.
./sur \^ Qn ) v /

Grâce à (2.2), on voit aussi comme dans la démonstration du LEMME 2.3
que sij^^ = 0(e-^o+6o)/^ ^lors 3 60 > 0 t.q. \\Qu/9n\\^^ ==
0(e-(So+6o)/^ ^ ̂ ç ^

/.fê^)'^) -"•>».
d'où le lemme d'après (4.4). []

En utilisant ensuite les opérateurs pseudo-différentiels dans le domaine
réel étudiés par SJÔSTRAND dans [15, section 5], que l'on localise près de
la section nulle de r*F, il est facile de voir que l'on a :

h ôv-4- ~ ~
-^ -Q^ =- ±A(^, D,, )v^ près de F, modulo 0 (e"6^)

avec e > 0, et A de symbole principal ao(z,a^) = JE - V(z) -a2 et
donc, d'après le LEMME 4.1, en posant A = iÀ/h :

PROPOSITION 4.2. — Si 3co > 0 tel que \\u\^^ = ̂ (e-^o+eo)/^^
alors 3ei > 0 tel que ^(Qu/Qzn î ̂ u^y, (z1 ,c))dz' sont ^(e-61^)
uniformément pour y e Eç assez voisin de yo, où A est un O.P.D.
analytique dans le domaine réel, localisé près de la section nulle de F* F
et elliptique.

Cette proposition, ainsi que les propriétés de F± près de (2/0,^2)
démontrées au paragraphe 3, conduisent tout naturellement à introduire
une notion d'ensemble de fréquences pour u, directement inspirée de celle
de front d'onde analytique telle que l'a donnée SJÔSTRAND dans [15], et qui
est l'analogue à notre situation de l'ensemble de fréquences de GUILLEMIN-
STERNBERG [1].
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5. Ensemble de fréquences analytiques
Dans toute cette section, u = u(x,h) désignera un élément de

H^ ̂ ^W, avec Q ouvert de C71, fî dif 0 H ̂  / 0, et Co > 0.

Définition 5.1. — Soit (.ro^o) € r*0, ^(x,a) = '0(.r,aa;,û;^) une
fonction analytique définie près de (^05^05^0)5 telle que :

^ = 0 et ^ = û^ pour rr == Oa;,
3(7 > 0 9m'0 > C^a* — a^2 pour .z; et a réels.

Soient aussi a(.r,a,/i) un symbole analytique classique elliptique défini
près de (xo.xo^o), et \ ç. Cg°(Sï), \ = 1 près de XQ. On dira que
(xQ^o) i FSa(u) si 3e > 0 tel que :

[ ^(x,a)/h^^ ̂  ̂  ̂  u(x,h)dx = OÇe-6^)

uniformément pour a dans un voisinage réel de (xo^o).
FSa(u) est alors un fermé de T*0 (en général non conique), et

on montre comme dans [15, proposition 6.2] que cette définition est
indépendante du choix de a et '0.

PROPOSITION 5.2. — Si pour tout ^ ç IR71, on a (xo^) ^ FSa(u), alors
il existe e > 0 tel que u = 0(e~€^h) uniformément dans un voisinage réel
de XQ.

Démonstration. — Soit \\ € C§°, Xi = 1 prè5 d6 xo- Pour x ç {^i =
1}, on écrit

u^h) = fe^-y^-^^^-y^f^Wx - y^hWdy0——

avec a(a;,^, h) = l+ih(x^/^/l + A2^2), où l'égalité s'obtient en changeant
de contour dans 6(x) = Je^d^/^Tr)71, et en prenant comme nouveau
contour : ^ t-> Ç = ^ + ^(^/T-h/i2^)^//?- (voir par exemple LEBEAU [8]
pour la justification de ce genre de transformation). On en déduit :

u(x,h) = [e^-y^-V^^-y^^àÇx-y^Wdy-^^
Trhy

avec à(x^) = 1 + i(x^/^/l + $2), intégrale que l'on décompose sous la
forme

u(x, h) = + / ,
J^\>Ci Jw<Ci
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où l'on a pris Ci > Co. Dans Ji^>^ 5 du fait que u est analytique on peut
faire le changement de contour en y :

y^y=y,^M-

où ^ € C§° vaut 1 près de a;o, supp^ C {\i = 1}, et eo > 0 est assez petit.
Le long de ce contour, on a :

SRe(î(rr - y)ç - Vl+^(x - y}2} = -eo^y)—l

+ elx(y)2————— - Vr^(x - y)2

V - ' - ' s

et donc, du fait que

\u{y,h)\ = 0,(e^o£o^)^l/v/î^)+c)//l) Ve > 0,

et que ^/l+^(x - y)2 > 1/C^/l + ^2 là où \ / 1, on aura :

/ =0{e~€llh} avec 61 > 0.
J\ç.\>c^

Pour |^| < Ci, on pose ̂ (x, y ̂ ) = (x - y)£, + i^/1 + ̂ (x - y)2, et on voit
que ^ vérifie les hypothèses de la DÉFINITION 5.1.

Par suite :

t e^^f^iWx - y^)u(y)dy = OÇe-6^)

uniformément pour |^| < (7i, d'où le résultat. Q

Remarque 1. — Cette démonstration prouve aussi que l'on a toujours
FSa(u) C {|^| < Go}.

Remarque 2. — En utilisant la démonstration de la PROPOSITION 6.2
de [15], on peut en fait montrer que la décroissance exponentielle a lieu
dans un voisinage complexe de XQ, ce qui permet aussi de retrouver de
manière indirecte le résultat du LEMME 2.2.

Soit maintenant P(x,hD^,h) un opérateur différentiel à coefficients
analytiques dans îî, de symbole principal p(x, ̂ ) (au sens des opérateurs
à grand paramètre 1/A). Il résulte alors immédiatement de la définition
de FSa(u) comme dans [15] que l'on a :
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PROPOSITION 5.3. — Si Pu = (^e"6/^) uniformément près dexo ç 0,
alors, au voisinage de XQ, on a FSa(u) C {p(x,ç) = 0}.

Soit aussi F une hypersurface de 0 non-caractéristique pour P en XQ,
et m = deg P.

En coordonnées locales, on suppose r = {xn = 0}, a;o = (^O).
On a alors l'analogue suivant d'un résultat classique sur les singularités
analytiques dû à SCHAPIRA [12] :

PROPOSITION 5.4. — Soit (x^Ço) e r*r. Alors, si Pu = ̂ (e-60/71)
uniformément près de XQ = (XQ,O), et si :

( ^ \ /flm~l^l \
WO)ÏFS^)UFS. |̂ )U...UF^(|̂  ),

alors 3 ci > 0 tel que ̂ Xn e]0,€i[,V^n € H,

((4^nL (^O^n)) i FSa{u).

Démonstration. — On adapte la démonstration qui se trouve dans
SJÔSTRAND [14, théorème 3.7], et, pour simplifier les notations, on se
restreint au cas où m = 2. Les difficultés que l'on rencontre, par rapport à
l'étude des singularités analytiques, proviennent du fait que l'on n'exclut
pas ici la section nulle de T*fl.

En modifiant u loin de XQ, on peut supposer que u est à support
compact, et que P s'écrit sous la forme :

P = h^D2^ + hA(x, hD^ , h)D^ + B(x, hD^, h)

avec A de degré 1 et B de degré 2.
Soit, pour t > 0 assez petit, fîf = {0 < Xn < t}. Pour w ç (^(IR^), on

a alors :

(5.1) (Pu,w)fl, +ih{hD^u,w)^=o - ih{u,hD^w)^=Q

+ ih{u^A(x^hD^)w}xn=Q
= (u^Pw)^, +ih{hD^u,w)^=f -ih{u,hD^w)^=t

+ ih(u, tA(x, hD^ )w)^=t'

Pour a = (a^,û!^) ç r*^71"1, posons :

VaÇx^h) = e-i^-a^^a^/h-Çx'-a^f/h^
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Pour t ç. [0,^o] 5 to assez petit, on peut alors trouver w = Wa,t analytique
près de XQ, et solution de :

{ tPw=0

^l^-0

D^\^=Va

et on a l'estimation, pour a voisin de (^o?$o) :

|w.,t(rc)| < Ce0^-^ sup |c^Q/)|
^'-^(«^n-tl

1/?1<2

< Ch-^e0^-^^ exp 1 bm^'. a^ - (SRerc' - a^)2 + (^mrc')2]
r i / 1 - j

ainsi que des estimations analogues pour les dérivées de Wa t-
Avec w = Wa,t, (5.1) s'écrit, pour t assez petit :

(5.2) {D^u, w)^=o - (u, D^w)^=o + (îA, ̂ Aw}^=o =

-(^^^^^^(e-61^)

avec ci > 0.
Maintenant, comme on l'a vu dans la démonstration de la PROPOSI-

TION 5.2 on a :

^/, 0) - f exp [i(x' - y'^lh - v/^T^2(r,/ - y^/h]

l^-Col<C'2

à{x1 - y'^WM . ^ _ , + ^(e-62^)

avec (72 assez grande et donc aussi, du fait que (a;o^o) 1 fSaÇui ),
1 Xn=0

n(^,0)= / (..O+Ofe-63^)
^<l^-€ol<^2

où S > 0 est assez petit.
Soient maintenant Fi, . . . ,r^ des cônes de R7'"1 d'intérieurs disjoints

et non vides tels que :

N

|jr,=r1-1 et 3^,.. . , ;4effr-1 , 3 a > 0 teisque ||̂ || = 1,
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et V^' ç F, n {6 < \^' - ̂ | < C^}, ^' - ̂  < -a.

Posons :

Uj(x') == / e^(a:'-î/'^'//l-^/^K72^'-î/')2//^

r,n{^|ï'-îol^2} j c i
^'-y'^u(y\W^^-

On a alors :

N

u{x', 0) = ̂  U j ( x ' ) + ^(e-63^), uj analytique près de 4 ,
j=i

et pour x ' réel, 6 > 0, ^(a:' - iex'^ = 0(e-6a//l+€;c^o/^).
De la même manière, on a une décomposition analogue pour

N
D^u(x'^) = ̂ ^.(^) +0(e-^/^)^

j=i

où les Vj ont les mêmes propriétés que les uj.
Par suite, (u,D^w}^=o = ̂ {u^D^w)^^ + OÇe-65^) et, pour

(uj,Dx^w)^^=Q, on fait le changement de contour :

x' —> x' - is^x^x'j

où s > 0 est petit, et où ^ ç C§° vaut 1 près de XQ.
On a alors :

{uj,D^w)^=o = ( O^e-^^-8^^-^/^0^/^2/^
^=1

+ / ^(e^l^-^-^)2/'1) = OÇe-66^}
^x^i

pour s fixé assez petit, avec CQ > 0, et uniformément pour a assez voisin
de (a^oî^o) e^ ^ assez petit.

D'où (u,D^w)^=o = OÇe-67^), et le résultat analogue pour
(D^u,w)^=o et (u^Aw)^^.

On en déduit d'après (5.2) :

(u^a)x^t=0(e-€/h)
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uniformément pour a assez voisin de (a-o^o) et l assez petit.
Maintenant, on a :

f e-i^-y^h-^-y^/hu(x)dx
Jo<Xn<t

= [ {uÇ^x^^v^^e-^-y^^-^-y^^dxn
JO<Xn<t

= ^(e""6^) pour (i/',^') voisin de (x^^o), t assez petit, et ^n quelconque,
d'où le résultat. []

Pour terminer cette section, on donne le résultat suivant de propa-
gation, dont la démonstration est, sans aucun changement, celle de [15,
théorème 9.1] (voir aussi RANGES [2]).

PROPOSITION 5.5. — Si Hp admet une courbe intégrale réelle F :
[-a, a] -> r*0 telle que F H FSa(Pu) = 0, alors :

FcFSaW ou FnF5a(n)=0.

6. Fin de la démonstration du théorème 1.1

Le fait que u ç H^\Qrnx\ ^Tès de ^1 avec Co > 0 convenable se
démontre comme dans le LEMME 2.1. On peut donc appliquer à u les
considérations du paragraphe 5 dans un voisinage de ^i, que l'on peut
aussi supposer contenir F.

Pour commencer, on remarque que le LEMME 3.2 et (3.6), ainsi que
(4.1) impliquent que l'application H^^^^T) 3 w ^ f^wv^dz' est
une transformation de Fourier-Bros-Iagolnitzer dans un sens analogue à
celui de [15, section 7], et permet, comme pour les singularités analytiques,
de caractériser FSa(w).

Grâce au choix de F, on a (QF/Qz'^yo, z^) = 0, et la PROPOSITION 4.2
signifie donc que si |H|^2(s) = ̂ (e""^0"^60^^), alors :

^0)^FSa({^±tAu)\^

^ (^0) î FSa(^^) UFS^Au^)

où iAu est de la forme :

UZA^', h) = ̂ -3(^-i)/2 /Y ei^l-zt^t/h-^xl-a^2^zt-^t^/h
J J a'çVa'çV

x a{x1, z', a^ , h) \(x', z', a') uÇx', c, h) dx' da1
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avec V C H71'1 x R71"1 voisinage ouvert de (^0), et \ ç (^O^"^) est

à support près de

{(rc', ̂ ', a') \ a' e 7, x1 = y' = a^ } d£f W, supp(^ - 1) H W = 0.

Comme de plus a est elliptique en (^,^,0), on en déduit par compo-
sition des O.P.D. dans le domaine réel que l'on a aussi :

(4,0) i FSa(u^).

En appliquant la PROPOSITION 5.4, on voit que si z°^ < c est assez proche
de c, alors V^n e R,

((^A(0,Cn))^^).

En particulier :

PO = ((4^), (0,^-V(^,4))) ^ ̂ aM.

La PROPOSITION 5.5 montre qu'alors :

W e R, exp ̂ p(/?o) t FSa(u)

onp(x^)=^+V(x)-E.
On voit ensuite facilement que si TT : r*R71 —^ R^ est la projection

naturelle, alors :

7r(exptHp(po)) =exp2W^(4.^)

où l'on a de plus choisi les coordonnées de telle sorte que

{expW/2^1), t ç]0,2e[} = {z7 = 0}.

Pour un IQ convenable, on a alors :

7r(exptQHp(po)) = zz

et donc, du fait que pÇexptoHpÇpo)) = p{po) = 0 et que V(z^) — E = 0 :

exptoHp(po) = (^i,0).
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D'après la PROPOSITION 5.3, on sait aussi que FSa(u) est inclus, au-dessus
de ^i, dans la section nulle de T^H71.

On a donc ici :
V ^ ç f f T , (^i,0 iFSa{u)

et donc {cf. PROPOSITION 5.2) : u = OÇe'6^) uniformément près de ^i,
ce qui contredit l'hypothèse du théorème. []

Remarques sur l'hypothèse (1.1). — On se place ici dans le cas où V
est analytique aussi dans U\.

En dimension 1, {(x^) | x ç. t/i, ^2 + V(x) == E} devient une courbe
fermée simple de R2, et est entièrement recouverte par la bicaractéristique
dep = i^+V issue de (^i,0). Dans ce cas, si on avait IHI2^^) = (^(e"^)
avec W voisinage de z\ et e > 0, on aurait alors (2^1,0) ^ FSa(u) et,
par propagation, {(rr,^) | x e î/i, ^2 + V = E} H FSa(u) == 0, et donc
FSa(u) = 0. Par suite, n serait uniformément exponentiellement petite
dans Mi, ce qui contredit le fait que u est normalisée (|H|^2(^) = 1).
Dans ce cas, l'hypothèse (1.1) est donc nécessairement satisfaite.

En dimension supérieure, l'argument de propagation ci-dessus marche
encore si l'on suppose en plus que le flot de Hp vérifie l'hypothèse énoncée
dans la remarque 1.2, puisque par compacité on a alors : VTV voisinage
dans r*R71 de

(J(7n^i)x{0}, 3r^>0t.q. J exptHpÇW)
-yCG \t\<Tw

est un voisinage de {£2 + V = 0} H Tr"1^!).
Lorsque le flot de Hp est supposé ergodique sur {^^-V = (^rtTr"1^!),

on sait d'après [16] qu'il existe un grand nombre de valeurs propres E(h)
de ?Mi pour lesquelles la condition (1.1) est satisfaite. Malheureusement,
il n'existe pour l'instant à notre connaissance aucune manière de savoir si
de telles valeurs propres sont simples et vérifient (H5).

7. Démontration du théorème 2.1. Exemple
Le THÉORÈME 2.1 est en fait une simple conséquence de la PROPO-

SITION 5.5. En effet, d'après les considérations précédentes, il suffit de
montrer que si u n'a pas de F Sa au-dessus de ^i, alors ue^^ n'en a pas
non plus au-dessus de ZQ. Or v = ue^^ vérifie l'équation :

ih2^ + —V^Vv = ihv^
i
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i.e. Rv = 0 avec R de symbole principal r(x,^) = 2V^ • ^ - 2^2. On en
déduit d'une part que FSa(v) C {^ = 0} au-dessus de (7f, et, d'autre
part, (7(^)5 0) est une courbe intégrale de Hr.

Comme, par hypothèse, (7^), 0) (f. FSa(v) pour 7% assez voisin de z^
on en déduit le résultat voulu en appliquant la PROPOSITION 5.5.

Exemple de splitting exponentieîlement petit devant exp(-So/h) :
Dans R2 = R^ x Ry, on considère P(h) = P^(h) + P. (h) où P. =

-h^/Qx2) + (rr2 - l)2 et Py = -h^ô^ôy2) + y2.
La suite des valeurs propres ^(h) de (P^)[-i,i] est alors donnée par

p.j(h) = (2j-{-l)h-}-0(e~€/h) où le 0 est uniforme en j pourjh < Cte < 1.
On note \kW la {k + l)-ième valeur propre de (Pr)[-i/2,5/2]-

Montrons d'abord qu'il existe une suite (hn)n>Q, hn -^'0 ainsi qu'une
suite (jn)n>o à valeurs entières telles que :

Vn, \o(hn) + ̂  (/i^) est valeur propre simple de P^i
avec Mi = [-i, j] x [-1,1], et ^{hn) —— EQ > 0.

n—»-oo

Pour cela, on remarque d'abord que si Ao(/i) + ̂ (/i) n'est pas simple,
alors 3k > 1 t.q.

W^WeH-^e-"-).

Pour k < ko (ko ç N* fixé) on voit par la méthode BKW (cf. [4]) que
\k(h) = (4A; + 2)h + Ekh2 + 0(/i3) avec Ek ^ 0. Pour h assez petit, on
aura donc :

W-^W^^OÇe-^) ^k<k,.

Pour k > ko, on va appliquer les résultats de HELFFER-ROBERT [3]. Si
l'on pose :

f ( E ) = l [ dxd^
w J^^^-iy^E

on a alors, en se restreignant aux \k(h) e [0,£;o], EQ > 0 assez petit (cf.
[3, remarque 4.9]) :

W = f-1 ((k + ^)h) + h^g^k + ^)À) + 0(h3)

où g ç C°°([0,£o]), et où le 0 est uniforme par rapport à k. (En fait,
HELFFER et ROBERT ne précisent pas qu'il s'agit effectivement de la
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(Â;+ l)—ième valeur propre, mais cela se voit en comparant leurs résultats
avec ceux de [4] dans la région \kW ç. [0,C7i], C > 0).

D'autre part, en utilisant la forme explicite de /, on trouve par un
développement de Taylor :

f-1 ((Jfc + ^)h) = (4k + 2)h - |(fc + ̂ h2 + (k + ̂ hn[(k + ^)h)

oùeçC^^Eo]).
Toujours d'après [3], le fait de se restreindre à \kW < EQ se traduit

par (k + ^)h < CteEo, et quitte à diminuer la bande d'énergie que l'on
regarde, on pourra considérer que la constante est < 1, i.e. :

(7.1)

On a alors :

\k(h)-\o(h)

(k+^)h<Eo.

^-Kfc+^W+O^2)

ou £kW = h 1 - j(fc + ^)h£((k 4- j)A)

2g((k+-)h) ^ 2 g ( - h )
+

8(fc+è) 3(^+è) 3(fc+^)-

et donc

(7.2)

tel que

W-Wç^+OÇe-^) =^ 3 ne
îb

2n Ch2w- <
3(fc+^|- ' ( fc+^2

où C > 0 est une constante.
On voit sur l'expression de ^ que si on a pris Â;o assez grand et EQ

assez petit, alors :
W > 1/2.

De plus, (7.1) et (7.2) impliquent :

In CEï
W -

3(k+^\- (k+^

Soit

{ In
Ak = y e [0,ho] tel que 3n e N* . y - ——^

d{k + ^3( fc+^ | - ( fc+^)4
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On a alors :

et donc :

Par suite,

»^<- E (H^-0^
l^n$2Ao(fc+l/2)2 v ' 2-» ^+2)

Mes{£,\Ak)) < 2Mes(Afc) = of-^0).
\{K -j- ^ ) /

-(U^^A)
î2

\^^~^°4)2-
et donc :

Mes! h < ho \ 3 k > ko , (fc + j)/i < EQ ,

^XkW - AoW) e N* + 0(^2)} = o(-^
" -' \(,fco + o j^è)2,

Comme ceci est vrai pour tout ho ë]0, l], on en déduit en prenant Ey/ko
assez petit :

3(/in)n>o , hn -^ 0 et 3(7 > 0 tel que Vfc € {(fc + ̂ )hn < Eo\ \ {0},

(7.3) ^/Afe(/^-Ao(M^ > ç^
\ i^n )

En particulier, pour tout j ç. {jhn < Eo}, \o(hn) + P'j(hn) est valeur
propre simple de P(hn)M^-

En prenant ensuite jn = [^o/2ftn], on a bien ^j^(hn) —> EQ. De
plus, grâce à (7.3), l'hypothèse (H.5) est automatiquement satisfaite avec
E(hn)=\o(hn)+^(hn).

La fonction propre associée à E(hn) est donnée par :

Un(x,y) == Vn(x)Wn(y)

où Vn est la première fonction propre de -Pa;(^n)[-i/2,5/2]î e^ ^n est la
fonction propre de Py{hn)[-\,\\ associée à ^j^(hn). Par suite, les seuls
points au voisinage desquels Un n'est pas exponentiellement petite sont
ceux de {(l , i /) ; y2 < Eo}.

D'autre part, il est facile de voir que la seule géodésique minimale
joignant les deux puits (relativement à la métrique d'AGMON [(x2 — l)2

4- y2 — EQ\^(dxs2 + dy2)) est le segment

f-^/l-v^v^-^ol x{0}^
1- J X
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Le THÉORÈME 2.1 s'applique donc dans ce cas, et l'on trouve même ici
que le splitting vérifie :

E^(hn) - E-(hn) ~ h^e-^280^^

où SQ est la distance d'Agmon entre \/1 - ̂ /EQ et 1 relativement à la
métrique (x2 - l)2^2 dans H.

Remarque. — II n'est pas difficile, en modifiant un peu notre exemple,
d'obtenir aussi un cas où c'est le THÉORÈME 1.1 qui s'applique.

Note. — Dans le cas de la dimension 1, C. GÉRARD et A. GRIGIS ont
récemment amélioré notre résultat en trouvant une estimation du type :

E ^ - E - =m(E(h),h)e-so/h

où m(E,h) est asymptotique à un symbole analytique de degré -1 en h
(cf. [18]).
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