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INÉGALITÉS L2 PRÉCISÉES POUR LA CLASSE 5§ o

PAR

GÉRARD BOURDAUD ET YVES MEYER (*)

RÉSUMÉ. — Pour qu'un opérateur pseudo-différentiel soit borné sur L2(Rn), il
suffit que son symbole soit un multiplicateur de l'algèbre de Beurling A^R^ X R^), où
^(^0 = ^i(^)^2(î), ^i et cj2 étant des poids de Beurling sur R71. Ce résultat permet
de retrouver, entre autres, le théorème de Calderôn-Vaillancourt, avec une hypothèse
de régularité Hôlderienne minimale sur le symbole d'un opérateur pseudo-différentiel.

ABSTRACT. — Let a(x^) be a multiplier in thé Beurling algebra A^R" x R71),
where ^t(x^) = a;i(a;)a;2(0 and 0:1, 0:2 are two Beurling weights on R71. Then a(x, D)
is a bounded operator in L^R71). As a corollary, we obtain thé Calderôn-Vaillancourt
theorem, with a minimal Hôlder continuity assumption on thé symbol of a pseudo-
differential operator.

1. Introduction
A toute fonction a sur IR71 x R71, suffisamment régulière, est associé

l'opérateur pseudo-différentiel de symbole cr, défini sur la classe ^(IR71) par

Op(a)(f)(x) = (270-^6^(0^,0^.

Suivant HÔRMANDER [4], S^Q est l'ensemble des fonctions C00 sur
R71 x H71 dont toutes les dérivées sont bornées; CALDERÔN et VAILLAN-
COURT [1] ont prouvé que tout opérateur pseudo-différentiel dont le sym-
bole appartient à S^Q est borné sur L2, mais on peut se demander combien
de dérivées sont nécessaires pour obtenir cette propriété. Voici les résultats
les plus précis dans cette direction.

(*) Texte reçu le 6 mars 1987, révisé le 14 octobre 1987.
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402 G. BOURDAUD ET Y. MEYER

THÉORÈME 1. — Pour qu'un opérateur pseudo-différentiel soit borné
sur L^IR72'), il suffit que son symbole vérifie l'une des deux conditions
suivantes :

(i) 9^9ga e L00^71 x ïT) pour \a\ < [n/2] + 1 et \f3\ < [n/2] + 1 ;
(ii) 9^9ga ç L00^ x Rn) pour a,/3 e {0, l}71.

En 1975, H. 0. CORDES [3] démontrait la partie (i) du théorème et
esquissait la démonstration de la partie (ii) ; une autre preuve de (ii) est
due à I. L. HWANG [5]. Dans l'un et l'autre cas, le "nombre" de dérivées
utilisées est minimal :

PROPOSITION 1. — II existe des opérateurs pseudo-différentiels non
bornés sur L2^) dont les symboles a(x^) vérifient Q^Q^ff e L^R271)
pour tous multiindices a, fi tels que, respectivement,

(i) a e N71 et \/3\ < [n/2],
(ii) (3 ç N71 et |a| < [n/2],

(iii) a C N72 et /?i = 0,
(iv) f3 e N71 et ai = 0.
Il suffit de reprendre le contre-exemple de COIFMAN et MEYER [2, cha-

pitre I, proposition 2] : a{x^) = (1 + l^l2)"^4 exp(-ù; • $ - |a;|2). Un
raisonnement par récurrence montre que

9^a(x^)= (l+l^p^-l'l exp^^-I^Q^^O,

où Qa,(3 est un polynôme par rapport aux deux variables, de degré
2[a| + \/3\ en ^; on en déduit aussitôt

1^7(^)1 < C^{1 + |^|2)-/^1/2,

Ainsi Q^QSo- 0 L^Çn^) sous l'hypothèse (i). Il reste à voir que Op(cr)
n'est pas borné sur L2^). Pour / ç 5(FT), on a Op(a)(f)(x) =
\(f)e~^ , où A est la forme linéaire

A(/) = (2^)-/ /(^(l+I^P74^;
JR71

la fonction (1 + \^2)~n/4i n'appartient pas à L2(IRn) : il en résulte que A
et donc Op(cr) ne sont pas bornés sur L^IR71).

Pour obtenir un symbole vérifiant 9^9^a ç L^IR271) sous l'hypo-
thèse (ii), il suffit d'échanger x et ^ :

a(x, 0 = (1 + M2) -n/4exp^ix . ̂  |$|2) ;
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INÉGALITÉS L2 POUR 5§ Q 403

alors, pour / ç «S(IR71), on a

Op(<7)(/)(^=(l+M2)-n / 4A(/),

où A est la forme linéaire

\(f)=(27^)-n f exp(-^|2)/^)^;
JR"

dès que \(f) ̂  0, on a Op((r)(/) ^ L2^).
Voici maintenant un symbole a tel que 9?ô^a ç. L00^271) sous

l'hypothèse (iii) : on pose (7i(rKi,^i) = (1 + ̂ "^exp^ù^i - a^) et
cr(a;,^) =cri(a;i,$i).

Le fait que Op((7i) ne soit pas borné sur L^R) entraîne immédiatement
que Op(cr) n'est pas borné sur L^IR71); en échangeant x et ^, on obtient
un symbole qui vérifie ô^Q^a ç L^ÇR271) sous l'hypothèse (iv).

Dès lors une façon raisonnable d'affaiblir les hypothèses du THÉORÈME 1
consiste à imposer des conditions de HÔLDER aux dérivées d'ordre [n/2]
du symbole a(x^).

Pour comprendre les énoncés qui suivent, il faut considérer a(x^)
comme une fonction de ç, à valeurs dans certains espaces de fonctions
de x — ce que nous ferons systématiquement.

Soit E un espace de Banach et s un réel positif, non entier, que nous
écrirons s = m + a avec m ç. N et a ç]0,1[. A^IR^ E) désignera l'espace
de Banach des applications / : H71 -> E, de classe C^, dont toutes les
dérivées, jusqu'à l'ordre m inclus, sont bornées et telles que, pour |a| = m,
snp^eR- W-^f^Çx + h) - f^(x)\\E < oo.

THÉORÈME 2. — Pour qu'un opérateur pseudo-différentiel soit borné
sur L^IR71), il suffit que son symbole appartienne à A^R^As^^), avec
s > 7i/2.

Commentaires sur le THÉORÈME 2.
1) L'appartenance de a à A^R^As^)) peut encore s'exprimer de

la façon suivante :
Q^Q^cr C Z/00^271) pour |a| < m, |/3| < m ;
si r = Q^Q^a, avec |a| = m ou \{î\ = m, alors r a les propriétés de

continuité suivantes :
(i) \r(x + h^ + rf) - r(x^)\ < C{\h\ + bl)0 ;
(ii) |T(rr+/ l ,^+7?)-T(rc ,^+7y)-T(r^+/ l ,0+T(rc,0 |<C|77| û |^ | a .

II n'est pas inutile d'observer que les conditions (i) et (ii) sont indépen-
dantes l'une de l'autre : si F ç A^(IR77') et F ^ A^+e^) (e > 0)
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404 G. BOURDAUD ET Y. MEYER

alors r(.r,0 = F(x + ^) vérifie (i) mais pas (ii); si F ^ L00^) et
\F(x + A) - F(aQ| < Cl/i^, r(x^) = FOr)F(0 vérifie (ii) mais pas (i).

2) L'hypothèse s > ft est bien la plus faible possible; dans le cas
où n est pair, ceci résulte de la PROPOSITION 1 ; supposons maintenant
que n == 2m + 1, avec m ç N, et montrons que le symbole a(x^) ==
(1 + |^|2)-^4 exp(-ix • ^ - \x\2) vérifie Q^Q^cr e L00^71, Ai/2(R71)) pour
a ç fSP et |/3| = m.

D'après la preuve de la PROPOSITION 1, il suffit de montrer que
r[x, 0 = x^ exp(-ù: • ^ - \x\2) (7 e N71) vérifie

IK^Olk/^c^i+l^l2)1^;

pour cela, on observe que les fonctions x^ exp(—|a;|2) et e^ appartiennent
respectivement à Ai^R^) et Ai/2(R); on en tire

\r(x + /i,Q - T(^,O <[ exp(-|a; + h^Çx + h^\ \exp(-ih^) - l|
+ |exp(-|o- + h^Çx + h^ - exp(-|af)^[

^^^^(i+l^l2)174. D
3) On peut démontrer le THÉORÈME 2 en utilisant les techniques de

CORDES. Posons en effet

b = { I - ^ ) s t / 2 { I - ^ ) s t / 2 ^ avec | < ^ < ^ ;

des propriétés classiques des fonctions Hôlderiennes (cf. [7]), il résulte que
b ç L^IR271) ; dès lors on peut écrire a = g * 6, où b e L^ÇH271) et ̂ , 0
est le symbole d'un opérateur à trace sur Z^R^). On a alors

Op(or) = ! { 6Q/, rî)U^ T}) o Op(g) o U^ rjr dy d^
J 7R2n

où U(y,rf) est l'opérateur unitaire qui à / ç L^IR71) associe x —>
^•'nf^ _ ^^ On achève la démonstration à l'aide du "lemme de Cordes
et Kato" ([6] et [8], chapitre XIII).

Dans les paragraphes qui suivent, nous proposons une démonstration
entièrement différente des THÉORÈMES 1 et 2, à la fois plus élémentaire
— elle est fondée exclusivement sur l'égalité de Plancherel — et plus
générale : on peut en déduire en effet toute une famille d'inégalités L2

"dans le cadre S ^ Q ' .
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2. Algèbres de Beurling et estimations L2

La preuve du THÉORÈME 2 reposera sur les remarques simples sui-
vantes :

1) les fonctions appartenant à As' sont des multiplicateurs de l'espace
de Sobolev H8^ quel que soit s < 5';

2) pour s > n/2, H8 est une "algèbre de Beurling", pour laquelle on
dispose des lemmes de presque-orthogonalité de COIFMAN et MEYER [2].

Soit uj une fonction continue de R71 dans [l,+oo[ et A^(IR71) l'espace
des distributions tempérées / telles que $ —> ^(O1/2/^) appartienne à
L^IR71). A^ est un espace de Hilbert pour la norme

a .1/2
\\f\\A^= lAOlMO^ .(" /

On est amené à faire quelques hypothèses sur le poids uj :
(1) ^-1 e LW,
(2) il existe des constantes positives C et N telles que (jj[x) <

^(i+M)^ i i c
(3) il existe C > 0 tel que - * - < — .

Ci; 0; UJ

La propriété (1) entraîne que A^ est un sous-espace de A(IR71) (espace des
transformées de Fourier des fonctions intégrables), alors que (2) fournit
l'inclusion C^ÇH71) C A^; enfin (3) entraîne que A^ est une sous-algèbre
de AÇR^. Nous utiliserons une quatrième propriété de uj :

(4) II existe C > 0 tel que, pour tous ^,77 e R71, ̂ +rf) < Cu{Ç)^{r]}.
Un poids cj qui vérifie (1), (2), (3), (4) s'appelle un poids de Beurling (et
A^ une algèbre de Beurling).

LEMME 1. — Soit uj un poids vérifiant (2) et (4). Pour toute fonction
(p ç. (^(IR71), non nulle, il existe C > 1 tel que

^II/IIL^ / \\f^-yM^dy<c\\f\\2"2 - 1 ^(x-yMx)\\^dy<C\\f\\^.
G JRH^ JR^

La transformée de Fourier de x —> f{x — y)y(x) est

^ / e-^fW^-^drî'^
JR^

d'où

(5) ( \\f(x-yMx)\\^dy
J^

= [ d y ( ( ^)\[ e-^fW^-^drî ^V
J^ VR" \JR^ )jRn \jRn |JRn
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406 G. BOURDAUD ET Y. MEYER

Fixons ^ et intégrons en y; il vient, par Plancherel,

/ \t e-^fW^-r})^ dy=W I |A^($-^)|2^.
JR"|JR^ JR"

Intégrons par rapport à $ : (5) est alors égal à

W II 1/^)121^(012^+^^^;(6)
J JRnxHnJ ./P^xR"

à l'aide de (4), on majore (6) par CII/lliJI^II2^, et on minore (6) par

è(/,lA,)^).,)(/,̂ <).
Voici maintenant les lemmes de presque-orthogonalité.
LEMME 2. — Si uj vérifie (1), il existe C > 0 tel que

/ e^fn^du
JR^ a \ l /2

<C \\fn\\^du\ .
[n /

<cl
L2(R") WR71

LEMME 3. — Si u; vérifie (1) et (3), il existe C > 0 tel que

I I r f r \172
/ e^Ux^du <C[ \\fn\\\^{u)du} .

II^R71 A^ VR" /

Soit ^(a;) = J^ eiu'xfu(x)du, on a à(0 = J1^ /^(^ - u)du, d'où, par
Plancherel,

|M|| = (270- Y I/' fn^-u)du ^;
JR"|JR"

puis, par Cauchy-Schwarz et (1),

M\î<c I I |/.(0|MO^^
J J^xR"-

ce qui termine la démonstration du LEMME 2.
La relation (3) et Cauchy-Schwarz entraînent

^(OI^OI2 < C I \fn^ - u)\2^ - uMu) du ;
JR"

TOME 116 — 1988 — N° 4



INÉGALITÉS L2 POUR S^ Q 407

il suffit alors d'intégrer en ^ pour obtenir le LEMME 3.
Nous en arrivons à l'énoncé du meilleur résultat connu sur la continuité

L2 des O.P.D. dans le "cadre 5^o" — cette dernière expression signifiant
que les hypothèses sur le symbole o-(x^) sont uniformément invariantes
sous l'effet des translations en x et en ^.

THÉORÈME 3. — Soient cji un poids de Beurling et uj^ un poids
vérifiant (1) et (2); on pose fî(x,^) = ̂ i(x)^(ç). Pour qu'un opérateur
pseudo-différentiel soit borné sur L2{Rn) il suffit que son symbole a soit
un multiplicateur de A^ÇH^ x R71) : autrement dit qu'il existe C > 0 tel
que, pour tout ^ e C^^ x R71), \\(T^\\A^ < C|M|A».

L'idée de base, maintenant tout à fait classique, est une double locali-
sation : par rapport à la variable d'espace x et la fréquence ^. Pour cela,
on appelle (p ç. (^(R^) une fonction positive telle que f ^p(x)2 dx = 1.

Désignons par A^ la transformée de Fourier de (x^) —> a(x -h y,ç 4-
rf)(p(^)ip(x)', l'hypothèse faite sur a signifie exactement :

II existe C > 0 telle que

(7) // ^yÇu.v^^u^Wdudv < C.
J J^xR"-

Soit / ç SÇH^ et

g(x)=(27^)-n S e^(^)/(0^
jRn

= (2^)-" ( ( e^aÇx^)^^ - ̂ f^dçdrî
^./l^xR"

= ( e^g^d^
JRn

avec g^x)=W-n [ e^aÇx^ + rf)^)f^)d^
J^

et /ï?(0 = ^(0/($ + ^) 5 il découle alors du LEMME 2 :

(8) \\9\\Î<C ( |Mî .
^RÎ^ 1

Maintenant, on localise spatialement en écrivant

g^(x) = / g^x)^{x - y) dy ;
JRn

BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE



408 G. BOURDAUD ET Y. MEYER

le LEMME 1 donne

(9) M2^ <C 1 \\9r,(x)v\x-y)\\^dy.
i/R"^

II reste à estimer le second membre de (9) ; pour cela, on part de la formule
d'inversion de Fourier :

^+2/^+^MO^) = (2^)-^ H eiu'xeiv^\^y(u,v)dudv
J J^xR"^

qui donne, par translation,

^,^rf)^)^(x-y) = (27T)-271 I I e^u'xe^v^e-iu'y\^y(u,v)dudv.
^^RnxRn

En reportant dans l'expression de g^i on obtient

g^x)y(x-y) = (27^)-2n ff f^x + v)eiu•xe-iu•y\^y(u,v)dudv.
^^RnxRn

Posons fr),y,vW = fr]{x + v)(p(x - y) ; le LEMME 1 implique

/ IIA^II^^^cii/ji^^c'ii^iii,
JR"

en effet le support de f^ est un compact fixe; d'où

(10) // \\f^\\^dydrî<C\\f\\l.
JjR-xR" 1

Ainsi

g^x)^{x - y)

= (27^)-2n I I f^xy^e-^yX^u^dudv,
^^RnxRn

ce qui donne, par le LEMME 3, à y fixé,

(11) \\9,(x)^(x-y)\\^

<C I ^i(u)\\f f^ve-iu•y\^y(u,v)dv\\ du',
JRn \\jRn \\^

on a
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INÉGALITÉS L2 POUR S^Q 409

f -• I I 2

/ A,^ ^u'y\^,y(u,v)dv\\
JR" HA^

< [yjlA,2/,'y|lA.JA^(n,î;)|d-yj

^[/HJI^II^^^J^^^^

reportons cette inégalité dans (11) : en utilisant (7), on obtient

\\g,W(x - y)\\\ <C ( \\fr,,y,t\\^ -à— ;
1 JR" 1 ̂ 2{t)

intégrons cette relation par rapport à y et 77; en utilisant (10), puis (9)
et ( 8), enfin (l/c^) e L1, on obtient \\g\\^ < C'||/||2, autrement dit la
continuité L2.

3. Démonstration du théorème 2
On s'intéresse maintenant au cas particulier où o;(^) = (1 + |^|2)5 avec

s > n/2. Une fonction / : R71 x H71 —> C appartient alors à l'algèbre de
Beurling AQ si et seulement si, considérée comme fonction de ç à valeurs
dans les fonctions de x, elle appartient à ^(IR^IP^)).

Pour obtenir le théorème, il suffit donc de montrer que, pour s ' > 5, les
fonctions de A^ (IR71, As' (IR71)) sont des multiplicateurs de Jf^R71, H8 (H71)) ;
ceci résultera de la

PROPOSITION 2. — Soient E un espace de Hilbert, F un espace de
Banach et B : E x F —> E une application bilinéaire continue; s et s'
deux réels non entiers tels que s < s'. Alors pour tout f ç. A^IR71,!7') et
tout g ç H^^.E), la fonction B(g,f) appartient à H8^^).

On ne perd pas de généralité en supposant que B est de norme 1
et que s et s ' ont la même partie entière m ; posons alors s = m + a,
5' == m+a'. Il est utile d'estimer la norme d e / G IP(IR71, E) sans recourir
à la transformée de Fourier de /; plus précisément, on montre, comme
dans le cas E = C (voir [9, lemme 25.2]) que cette norme équivaut à

(12) ^ II/^H^R^)H- [̂/L '̂̂ r^ ,̂
BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE



410 G. BOURDAUD ET Y. MEYER

compte-tenu de l'intégrabilité de t -^ \t\~n~2cl• à l'infini, (12) est d'ailleurs
équivalente à

(13) ^ ll/^II^Rn^)

H^ , Y - f / 7 ll/^+^-.fW^f 1 1 / 2

li.W<Ki—————^—————^J •

Soit / <= A,.(R",F) et 9 e ^(R",^) : pour estimer la norme (13) de
B(g,f) on est amené à étudier B(g^\fW), avec H + \f3\ < m. D'abord

\\B(g^\fW) ||i.(^) = y ||B(ff(^(^), fW(x)) \\i dx

< /^(^^(x^dx

^y^î^H^F)^^^;

pour conclure on remarque que \f3\ < m implique II/^II.LO^R..,.?) <
II/HA,>(R",F)- Vient ensuite l'intégrale

. ff \\B(g^(x+t),fW(x+t)) -B(gW(x),fW(x))\\j , „yy^i————w^————dxdt'-
on a 1 < (^/Ti + -/^)2, avec

r _ [ [ \\fw^+t)-fwWF\\9('r\X+t)\\%1 — / / —————————,., .„——————————dxdt
JJ\t\<i \t\n+2a

I^H \\9^\x+t}-g^(x)\\-E\\îW(xW.
JJ\t\<i \t\n+îa

L'hypothèse \t3\ <, m entraîne

\\fW(x + t) - f^\x)\\F < C\\f\U,(Hn,F) ̂  ;

Ji est donc majorée par

C\\f\\2 [ [ 1 1 ^ 7 (^+^111; » ». r^imi2 \\.^ il2
yÂKl kl^^-^) da;dt-0 Il/Il 1 1 ^ llL2(Rn,£;).

Ja est majorée immédiatement par

llfW />/> ^\x+t)-gW(x)\\%\\f h^^)jj^—————^—————dxdt.

TOME 116 — 1988 — N0 4



INÉGALITÉS L2 POUR 5§ Q 411

La PROPOSITION 2 s'applique deux fois. D'abord avec E = F = C, ce
qui permet d'obtenir l'application bilinéaire continue

B : H8^) x A^(ir) — iT(iïr)
(^J)——/<7.

Ensuite avec E = H8^), F = A^(R71), B étant l'application qu'on vient
de définir.

4. Autres résultats dans le cadre S^Q
Le théorème suivant a été énoncé — avec des hypothèses un peu plus

fortes — par COIFMAN et MEYER [2, chapitre 1].

THÉORÈME 4. — Soit uj un poids de Beurling et a(x^ $) un symbole tel
que sup^çRn \\9^a( ' ^)\\B^ < +00 pour tout a ç. {0, l}71, où B^ désigne
V algèbre des multiplicateurs de A^. Alors l'opérateur pseudo-différentiel
de symbole a est borné sur L^IR71).

Voici deux COROLLAIRES du THÉORÈME 4.
1) On fait c^(0 = (1+|^|2)5 (s > n/2) et l'on remarque que A^ C B^ ;

ainsi les conditions \\9^a( ' ,0||^ < Ça (a ç. {O,!}71,^ > n/2) sont
suffisantes pour que Op(cr) soit borné sur L<2(Rn).

2) On fait ^($) = (1+^)... (1+Q : on obtient alors le THÉORÈME 1
(hypothèses (ii)).

Soit E un espace de Banach ; on désigne par ./^(IFF, E) (resp. A^R71, E))
l'espace des / : H71 -^ E telles que f^ ç L^^.E) (resp. L^R71,^))
pour a ç {O,!}71.

Soit B une application bilinéaire continue de E x F dans G (E, F, G es-
paces de Banach) ; si / ç. M^, E) et g e A^IR", F), on a immédiatement
B(/^)eAT(^,(;).

Appliquons ceci à E = B ^ , F = G = A ^ . ^^(R71,^) est l'espace
des symboles vérifiant les hypothèses du THÉORÈME 4; A^R^A^) est
l'algèbre de Beurling A^R71 x R71) associée au poids fî(x^) = c<;(^)(l +^).. .(i+a).

On vient de voir précisément que A^R^-E^) est formée de multiplica-
teurs de A^R^A^,); il ne reste plus qu'à appliquer le THÉORÈME 3. Cela
termine la preuve du THÉORÈME 4.
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