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DUALITE PLATE POUR LES SURFACES
A COEFFICIENTS DANS UN GROUPE
DE TYPE MULTIPLICATIF

PAR

JEAN-YVES ETESSE (*)

RESUME. — Dans le cas d’une surface propre et lisse sur un corps parfait de
caractéristique p > 0 nous généralisons le théoreme de dualité plate pour les racines
p"-iemes de 'unité, da a J. S. MILNE, en prenant cette fois pour coefficients un groupe
de type multiplicatif quelconque. L’outil essentiel pour cette dualité est le complexe
de De Rham-Witt a coefficients dans le cristal de Dieudonné du groupe de type
multiplicatif considéré.

ABSTRACT. — In the case of a proper smooth surface over a perfect field of
characteristic p > 0 we generalize the flat duality theorem for p™-th roots of unity, due
to J. S. MILNE, by taking as coefficients any multiplicative type group. To establish
that duality, the essential tool is the De Rham-Witt complex with coefficients in the
Dieudonné crystal of the multiplicative type group considered.
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0.1. — Soit X un schéma propre et lisse sur S = Speck, ou k est un
corps parfait de caractéristique p > 0. Si 'on veut établir un théoréme
de dualité pour la cohomologie plate de X, la catégorie naturelle des
coefficients est la catégorie des schémas en groupes commutatifs, finis
localement libres sur X ; la partie de p-torsion présentant, seule, des
phénomenes spécifiques & la cohomologie plate, on ne considére que des
p-groupes.

La motivation initiale de ce travail réside, lorsque X est une surface,
dans D’extension du théoréme de dualité, établi par MILNE ([24, 5.2]),
pour la cohomologie plate de X & valeurs dans le faisceau p,~ des racines
p™-iemes de 'unité : nous établissons ici une dualité avec pour coefficients
un p-groupe fini localement libre G de type multiplicatif sur X.

Plus précisément, désignons par Spa,s le topos parfait de S, par Xgppr
le topos fppf de X, par 7 le morphisme de topos Xgppr — Spars €t par F
la catégorie des faisceaux abéliens de Spa,r; le foncteur

L — L =RHomx(L,Q,/Z,)

est une auto-dualité de la sous-catégorie pleine de la catégorie dérivée
D(F) formée de complexes bornés dont la cohomologie est constituée de
groupes quasi-algébriques, au sens de SERRE [27]. Le théoréme de Milne
[24, 5.2] exprime I’existence d’un systéme compatible d’isomorphismes

R (ppn) = (Rmu(ppn)) [~4]-

Alors que les groupes p,» doivent étre considérés comme auto-duaux,
la dualité pour le groupe G est fournie par le foncteur

G—G'=G",

ol * est la dualité de Cartier et ~ la dualité de Pontryagin des groupes
étales. Avec ces définitions nous établissons :
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DUALITE PLATE 21

THEOREME. — Il existe un isomorphisme fonctoriel
R (G) =~ (Rm.(G)) [—4].

Plus généralement, si X est de dimension m sur k et si H est un
groupe p-divisible de type multiplicatif sur X, le théoreme de dualité ci-
dessus est conséquence d’un théoréme de dualité liant les faisceaux étales
v (D(H*),1) et v,(D(H®),m — 1) associés aux cristaux de Dieudonné
D(H*) et D(H') (cf. [3], [4]) : ces faisceaux sont définis & partir des
points fixes d’un opérateur de Frobenius et d’un opérateur de Cartier
sur les complexes de De Rham-Witt & coefficients dans D(H*) et D(H'™)
(cf. [12] et [15]). Ce dernier théoréme permettra en outre, dans un prochain
travail [15 bis], des évaluations p-adiques sur la fonction L associée au
cristal de Dieudonné d’un groupe p-divisible étale sur X.

Je tiens a remercier ici 'ILH.E.S. pour I'hospitalité qu’il m’a offerte
durant le printemps 1983 : une grande partie de ce travail y a été réalisée
dans son ambiance stimulante.

Mes remerciements vont naturellement a Pierre BERTHELOT qui m’a,
entre autres, permis d’éviter maints écueils.

1. Définition de ’accouplement de dualité

0. — Soient X un schéma propre et lisse de dimension m sur S = Speck
(k corps parfait de caractéristique p > 0) et G (resp. H) un p-groupe
fini localement libre (resp. un groupe p-divisible de hauteur h) de type
multiplicatif sur X. Définissons le dual de G par Gt = G*™, ol * est la
dualité de Cartier et ~ la dualité de Pontryagin des groupes étales. Le
p-groupe G* est lui aussi localement libre de type multiplicatif, de méme
que le groupe p"G et le noyau, G(n), de la multiplication par p" sur G;
en particulier pour G = H(n), la famille des H*(n) := (H(n)) est aussi
un groupe p-divisible de type multiplicatif et de hauteur h sur X.

Si W, Q* est le complexe de DE RuaAM-WITT de X [21], on considérera
les faisceaux étales suivants sur X [15, I et III 2]

(i) = Ker{l —F:W,0 — WnQi/dV"—ln"—l}
- Ker{c —1: F(Wppt ) — an},
D (i) = Ker{l _F W0 — WnQi/deQi—l}.
Il est clair que vy, (3) C 7y (4).
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22 J.-Y. ETESSE

1. Enoncé et méthode de la démonstration. — Soient Xgppr le
(gros) topos fppf de X, X¢, le (petit) topos étale de X et o : Xgppr — Xg¢
le morphisme canonique.

Le but du I est d’établir la proposition suivante :

ProprosITION 1.1. — Si X est de dimension 2 sur S, il existe un
accouplement canonique, fonctoriel en G,

(1.1.1) R'0,.(G) x R'a,(G*) — v,,(2),

indépendant de Uentier n choisi tel que p*G = 0, i.e. tel que le diagramme
suivant commute :

R'0.(G) x R'a,(GY) ———  1,(2)

]

R'0.(G) x R'a(GY) ——— 1p41(2).

(1.1.2)

En particulier, dans le cas d’un groupe p-divisible H, cet accouplement
fait commuter le diagramme

R'a,(H(n)) x R'a, (H!(n)) ————  va(2)

T

Rla,(H(n+1)) x Rla, (H'(n + 1)) ——— vp11(2),

ot la fléche wverticale de gauche est induite par linclusion H(n) —
H(n + 1) et celle du milieu, par la projection H(n + 1) —» H'(n).

Rappelons quelques notations [15]. Les F-cristaux E = D(H*) et
E = D(G*) sont munis d’isomorphismes ® : E’-"5E; le cas E = D(H*)
équivaut & un F-cristal unité*[26, VI, 3.1.2.1]. Nous posons (15, II, 1.1.7]
En = E(x,w,(x),6), o 0 désigne les puissances divisées canoniques sur
VWh_10, et [15, 111, 2.1 et 2.2]

Vn(E, ’t) = Ker{En X Wnﬂi :F_) En ® anQi/vvn—l(El ® Qi_l)}
= Ker{F" (Ezn ® Wan ') LEe Wnni}.
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DUALITE PLATE 23

On notera en abrégé v,(J,) := v,(D(J),) pour tout faisceau abélien J
sur X.
Dorénavant, dans ce chapitre I, nous supposerons fixé n € N tel que
p"G = 0. Pour la démonstration de 1.1 nous allons procéder comme suit.
D’apres [15, IIL, 2.5] on dispose d’isomorphismes

En

R'a,(G) — 2 v,(G*,1), R'a.(GY) Vn (G, 1) ;

pour définir laccouplement (1.1.1) il nous suffit donc de définir un
accouplement

vn(G*,1) X vy (G, 1) — vn(2) C 7, (2).

Plus généralement nous montrerons :

PROPOSITION 1.2. — Si X est de dimension m sur S, il eziste, pour
tout entier i > 0, un accouplement

Vn(G*,1) X v (G*,m — 1) — vp(m).
Cet accouplement sera induit par un accouplement entre complexes
X' xY*— Z°,
avec
. 1-F
X* = {ID(G*)n QW —
D(G*)n ® W /VV ™1 (D(G"), ® QH)} :
-1 .
v* = {F"(D(G" )2n ® Wan ") —— D(G")n @ W'},
Cc—
Z° = (W0 —— w,am}.

Outre I'isomorphisme D(G*+),, ~ D(G),, (cf. 2.1), valable pour G de type
multiplicatif, le point clé pour définir cet accouplement de complexes
réside dans Dexistence (sans pour cela que G soit nécessairement de type
multiplicatif) d’un morphisme (cf. 2.2)

Yo : D(G*), — D(G),, (= dual linéaire de D(G),,)

(ot n est tel que p"G = 0), qui peut étre vu comme la généralisation
naturelle (¢f. 2.2.2) de I'isomorphisme de dualité (cf. [4, 5.3])

D(H"), — D(H),,

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



24 J.-Y. ETESSE

valable pour un groupe p-divisible H sur X.
Nous serons alors en mesure, au paragraphe 3, de construire ’accouple-
ment et nous établirons, au paragraphe 4, les différentes compatibilités.

2. Comparaison entre D(G), D(G*) et D(G*).

2.1. Isomorphisme D(Gt*) ~ D(G). — On rappelle que G est un p-
groupe fini localement libre de type multiplicatif sur X.

Tout d’abord, il est clair que G** ~ G*". D’aprés [3, p. 28] il existe,
puisque G est de type multiplicatif, des isomorphismes de faisceaux (ou
de cristaux) pour la topologie étale :

D(E™) <G © Oxyw,
D(G) = G" & Oxw,
fonctoriels en G, d’ol un isomorphisme
(2.1.1) D(G*) ~ D(G)
fonctoriel en G.
PROPOSITION 2.1.2. —  L’isomorphisme (2.1.1) induit un isomor-

phisme
(2.1.2.1) D(G"), ~D(G),

compatible auz connezions et fonctoriel en G, s’insérant dans le carré
commutatif

-1
D(Gtx) -
D(Gt* Jn —— (D(Gt*)n)

~

(2.1.2.2) zj ;J

Vb (o)

DG —— (DG
Nous écrirons ce résultat sous la forme :
(2.1.2.3) Bpicy = Vo(a)-
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DUALITE PLATE 25

La fonctorialité de (2.1.2.1), appliquée & Vg : G° — G, entraine la
commutativité de (2.1.2.2) puisque Vg induit respectivement

Fge: G* — (G*)° et (Fg-)"':(G*) — G*. []

2.2. Morphisme v, : D(G*), — D(G)».— Si 'on note E~ :=
HomoX/W(E, Ox/w) le dual d’un cristal en Ox/w-modules E, on sait
[1, IV, 2.4.1] que, pour tout objet (U,T,d) de CRIS(X/W), il existe un
isomorphisme

(Ew,rs) = Homo. (Ew,rs),O0r) < (E)wrs);

nous utiliserons donc la notation E(' U,T,5) Sans risque d’inconvénients.

Dans ce paragraphe 2.2, il ne sera pas nécessaire de supposer G de type
multiplicatif, par contre il sera nécessaire, pour définir -y, , de supposer n
tel que p"G = 0.

2.2.1. Cas d’un groupe p-divisible, G = H(n). — Soit (U, T, ) un objet
de CRIS(X/W,). En composant 'isomorphisme canonique [4, 3.3.3.1]

(2.2.1.1) D(j») ! : D(H*(n)) ~— D(H"),T.6)5

(U,T,8)

provenant par fonctorialité de I'injection H*(n) — H*, avec 'isomorphis-
me de dualité [4,5.3.3]

(2212) (I>I__Il . D(H*)(U,T,ﬁ) l) D(H)V(U,T’g)

(déduit de 'isomorphisme de cristaux D(H*)>D(H)") et I'isomorphisme
canonique [4, 3.3.3.1]

(2.2.1.3) [DGn)] ™ D H) w0y — D(H ) 0,1,0)

provenant de I’injection H(n) &g , on obtient ’isomorphisme
(2.2.1.4) Yo : D(H" (1)) 1.5y — D(H (1)) (w,T,0)-

En fait, dans le cas d’un groupe p-divisible H, nous identifierons v, et
&' via D(j,) ! et [D(i,)7] 2.

L’isomorphisme <, qui nous concerne pour l’accouplement 1.2 est
obtenu pour (U, T, §) = (X, W,(X), '), ou § sont les puissances divisées
canoniques sur VW,,_;0 :

(2.2.1.4") Yo : D(H*(n)),, — D(H(n)), .

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



26 J.-Y. ETESSE

Compatibilité de v, au Frobenius. — Par sa fonctorialité en H, I'iso-
morphisme 7, (identifié & ®7') rend commutatif le diagramme (2.2.1.5).
Ici, W est 'extension des scalaires et § un isomorphisme puisque D(H)
est un cristal en Ox/w-modules, localement libre de rang h [4, théoreme
3.3.10]; les notations ®p g+ et Fp g+ sont celles de [15, II, 3.0].

FD(H*)

Notations : dans ce diagramme, on a posé

(D(H)]) = Homw,o(D(H)n & . WnO,W,0);

V=Vbom));
et Ueffet des applications en jeu est :

W) =¢veL
(X v oa;) = {a@1— 3 a;Fw, o) }.
J J

Diagramme (2.2.1.5)

Explicitons v, o Fp(y+). Soient ¢ € D(H*), et a € D(H), tel que
Vo (a) = 3, ai @A pour a; € D(H), et A; € W, O posons ¢ = v,,(¢).
La commutativité du diagramme (2.2.1.5) fournit

[ (Focr ()] (@) = [(Vogu)) 0 8( ® 1)](a)
=[0(v ® )] (Vo) (a),
d’oli 'on déduit

(2.2.1.6) [Yn(Fou+)(¢))](a) = Z AiFw, 0(¥(ai)).

TOME 117 — 1989 — n° 1



DUALITE PLATE 27

Ici, on peut méme procéder a ’identification de ¢ & 9 (et c’est ce que
nous ferons dans la suite de ce 2.2.1) via I'isomorphisme +,, et la formule
précédente devient

(2.2.1.6') (Fou+)(¥))(a) = Z AiFw, o (p(a:)).

Compatibilité de -, auz connexions. — Notons Vs, la connexion de
D(H),; comme D(H*) et D(H) sont des cristaux, D(H*), et D(H),
sont munis de connexions naturelles que nous identifierons via 7,, soit
V1 cette connexion. Comme D(H ), est localement libre de type fini sur
W,0O, les isomorphismes

n ®1d 3 h
D(H*), ® W,Q' —— D(H),, ® W, — Homw, o (D(H),, W),

~

nous permettent, pour ¢ € D(H*),, d’interpréter V() comme une
application linéaire de D(H), dans W,Q!. Comme V, : D(H), —
D(H), @ W,Q! est duale [23, 1.1.2] de Vy : D(H), — D(H), ® W,Q,
on en déduit

(22.1.7) Vi(¢)(@) = d((a) — (¢ ® 1)(Va(a)),

ou a € D(H),, d est la différentielle W,0 — W, Q!, et ¢ ® 1 I’application
linéaire D(H),, ® W, Q! — W, Q, £ ® n— p(£) - .

En toute rigueur, en désignant par V; la connexion de D(H*),, on
devrait écrire cette formule

(22.1.7) [h(7n ®1d)Vi(9)] (a) = d(v(a)) — (¥ ® 1)(V2(a)),

avec ¥ = Yn(p).

2.2.2. Cas d’un groupe fini G. — Puisque n est tel que p"G = 0, il
existe, pour tout objet (U,T,6¢) de CRIS(X/W,,) un homomorphisme [4,
p. 173]

(22.2.1) =P :D(G*)w,r5) — Homxw(G",Ox;w),T,s)
en le composant avec I'isomorphisme de dualité [4, 5.2.7.1]

(2222) @&1 2H0mx/w(g*,(9x/w)( = D(G)(VU’T’M,

U,T,5)
on obtient un morphisme

(2223) Yn ¢ D(G*)(U,T,li) e D(G)(U,T,é)‘

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



28 J.-Y. ETESSE

Celui qui nous intéressera pour ’accouplement 1.2 est obtenu pour
(U,T,6) = (X,W,(X),8'), ot & sont les puissances divisées canoniques
sur VW,_10 :

(2.2.2.3) Yo D(G*)n — D(G)s.

Si I'on suppose que (U,T,6) = (X,X,,8"), o X, est la réduction
modulo p" d’un relévement lisse X de X sur W et §” les puissances
divisées canoniques sur pOx, , v, est un isomorphisme

(2.2.2.3”) 7n . D(G*)(X’Xn,ﬁll) l’ D(G)(YX,X,,,(S")v

puisqu’alors “p™” en est un [4, 4.2.9].

Montrons que le morphisme v, de (2.2.2.3) redonne celui de (2.2.1.4)
lorsque G = H(n). En effet, pour tout groupe p-divisible H sur X,
I’isomorphisme de dualité (2.2.1.2) est défini par la commutativité du
diagramme [4, 5.3.1.6]

D(H)yrs ———— DH")wrs

[0 ™ J : z[ o,

Pr(n) . :
D(H(n)) Homxw (H*(n), OX/W)(U,T,J)’

(U,T,6)

ou J, est 'homomorphisme cobord résultant de la suite exacte

(2.2.2.4) 0 — H'(n)—2—wH*—2 L H* — 0.

Comme H*(2n) est le produit fibré H* xy. H*(n) défini grice aux
morphismes p" : H* — H* et j, : H*(n) —» H*, on en déduit, compte
tenu de la commutativité du diagramme formé des suites exactes (2.2.2.5)
et (2.2.2.4)

0 — H*(n) —— H*(2n) —— H*(n) —— 0

n

0 — H*(n) — H* —— H* — 0,

ToME 117 — 1989 — ~° 1



DUALITE PLATE 29

que ’homomorphisme composé

Hom xw (H (n),OX/w)(U’T,,S) — DH)w,rs — D(H (n))(U’Tyg)

est ’homomorphisme cobord déduit de la suite exacte (2.2.2.5), homo-
morphisme cobord dont on peut montrer qu’il n’est autre que ’inverse de
“p™” [4, p. 174-175]. On a ainsi établi la commutativité du diagramme

- *u ) D(jn) " .
D(H)(U,T,é) A D(H")(v,r.6) A D(H*(n))

[D(in),]—l J ) -—ﬁn A[A ) _“pn”
&1

. H(n)

D(H(n)) 1.6 N Homx/w

(U1T!6)

ol ’on a posé, pour simplifier,
’HomX/W = ’HomX/W (ﬂ*(")OX/W)(U,T,a)'

Cela montre que les deux définitions de 7, coincident pour G = H(n).
En particulier, pour (U, T, 6) = (X, X,,6") [¢f. (2.2.2.3")] et G = H(n),
on peut dire que, moyennant les identifications canoniques par D(j,) et
D(in)", on a

(2.2.2.6) Y = O

Dans la suite de ce paragraphe 2.2.2 nous nous limiterons au morphisme
T de (2.2.2.3").

Compatibilité de 7, au Frobenius (2.2.2.7). — Par la fonctorialité en G
des morphismes “p™” et ‘1751, le morphisme -, s’insere dans le méme
diagramme commutatif que (2.2.1.5), ou H est remplacé par G, i la
seule différence prés maintenant que <y, et # ne sont plus nécessairement
des isomorphismes (D(G) est seulement localement de présentation finie
[4, corollaire 3.1.3]). La formule (2.2.1.6) s’applique également.

Compatibilité de 7, aux connexions. — Cette compatibilité est plus
délicate & exprimer dans le cas d’un groupe fini, du fait que D(G)™ n’est
pas un cristal en général.

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



30 J.-Y. ETESSE

LEMME 2.2.2.8. — Soient d : W,0 — W,Q!, V, : D(G*), —
D(G*)p, @ W, Q! et Vy : D(G), — D(G), ® W, les différentielles.
Le diagramme suivant est commutatif :

Tn

D(G*), —— DG), =————= Hom(W,0)

.| i

D(G*)n ® W, Q! o D(G), @ W, - Hom (W, Q)
Tn®

otu l'on a posé, pour simplifier :

Hom(W,,0) = Homw, 0 (D(G)n, W,,0),
Hom(W,Q') = Homw, 0 (D(G)n, W, Q1),
f(@W)=doyp—(p®1) 0o V.

On notera que ce lemme ne fait qu’étendre la formule (2.2.1.7"). Posons
Q' =y, - Comme W, est un quotient de Q!, il nous suffit d’établir
la commutativité du diagramme analogue au précédent :

DG* )y — s D(G), = Hom(W,O)

.| i

DG @R —— D@L ——  Hom(Q)
Yo ®Id h

avec, bien entendu, Hom(Q!) = Homw, o(D(G)n, 2'). Désignons par
Dy, (x)(1) (noté D(1) en abrégé par la suite) le voisinage & puissances
divisées d’ordre 1 de I’enveloppe & puissances divisées de W,(X) dans
Wi (X) x Wi (X) (cf. [5, 4.1]), et par

p1
D) /=3 Wy(X)
p2
les deux projections. On sait [15, II, 1.1.4] que Q! = Ker(Op(;) — W,0).
Soit ¢ € D(G*),, d’image ¥ = v,(p) € D(G),,.
(1) Calculons d’abord f(v), avec

f(®) € Homw, 0 (D(G),, Q') C Homw, 0 (D(G)n, Op(1),dr)>
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DUALITE PLATE 31

o Pécriture Op(1),qr signifie que 'on prend la structure droite de W, O-
module sur Opi). Soit £ € D(G)y, on a d(¥(€)) = 1@P(E) —P(§) ® 1 et
1@ 9(€) = (1 ®1)da(€) ot (1 ®9Y) ody est la composée

d2 1®y
D(G)n — Op@),ar W(?O D(G)n — Opq) w?o Wn0 =~ Opa)y,ar-

Notons au passage que do est linéaire pour la structure de W, 0-module
sur D(G),, et la structure droite sur Op(1),ar ® D(G)yr : d2(af) = (1®§)a,
avec a € W,,0, £ € D(G), (ceci est 'analogue de (E.G.A. IV, 16.7.5.3)
pour les puissances divisées). D’autre part V5(§) =e(1® &) —€® 1, 0u ¢
est I'isomorphisme Op;)-linéaire

€:O0p(1),dr 2 D(G)nTD(G)D(I)T’D(G)n w®o Op(1),¢

1

(du fait que D(G) est un cristal). Donc

(¥ ®1) 0 Va(8) = (¥ ® 1)edz(§) — ¥(§) ® 1,
et dy(€) — (Y ®1) o Va(€) = (1@ — (¥ ® 1)e)d2(€), ce qui sécrit
(2.2.2.9) fW)=(1®¢-(¥y®1)oe)ods.

(2) Pour le calcul de h(y, ®Id)V1(p), on remarque que h s’insére dans
le diagramme commutatif suivant

Vi ~®Id
DG)y — D@ )0 —2

|

(2.2.2.10) Op(1),dr ® D(G*)x,

Id ®vn
h
— D(G), ® N —_— Homw, 0 (D(G), Q1)

I [«

"

— Opa)ar ®D(G), —— Homw,o(D(G)r,Opg)ar),
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avec u(Z;m; ®w;) = Lw; ®m;, v(Z; fiQw;) = Zwi® fi, et h'(X;19%;) =
¥;(1 ® ¥;) o do. Montrons tout d’abord que u est induit par

1. D(G* =0 D(G*
€ (G*)n W?@ Opa) — Obpq) W?@ (G*)n,

ou
€ Opaar (8 DG )n — DG )pa) — BG)n & Oba),

est I'isomorphisme O p(;)-linéaire résultant de ce que D(G*) est un cristal.
Notons M = D(G*),, et considérons le composé

M®Q' —— Opyy® M — M ® Op).
On a
e*u(Eimi ®wi) = E*(Eiu}i ® mi) =Y,w; - E*(l ® mi) = Y,w; - (mz ® 1)

car, avec les notations de [5, 4.9.2], w; € Q' = J/J¥ e(1@m)=2m®1
mod J et J = 0 dans Op(y), d’ott £*u(EZ;m; ® w;) = T;m; ® w;. Donc
e*ou = Id, ce qui prouve notre assertion. D’autre part ¢* et A" s’insérent
dans le diagramme commutatif (2.2.2.11) de la page suivante, ou, pour
une application g, g~ désigne la duale (¢ (t) =t o g), et 6; est définie par
0:(10¢Y)=(1®¢Y)oe; et (v @1) = (Y ®1) oyt

Comme Vi(p) =e*(1® ¢) — ¢ ® 1, il vient

h(1n ® 1d)Vi(p) = K" (Id @1x)u(e* (1@ ¢) — ¢ ® 1)

(par commutativité de (2.2.2.10))
=h"([d®7,)e* (e (1®yp) —p®1) ‘
=h'Idom)(1®¢ - (p®1))
=h"(1®9¢) - h"(1®7,)e* (p®1)
=(1®@¢Y)od;— (Y ®1)ocod;

(commutativité de 2.2.2.11))

=f®) (¢f. 2.2.2.9);

d’olt le LEMME 2.2.2.8. []
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* *—1

A —" s DGy ——— B

~

l Id ®7n - ®Id l

A B D(G)p(1)

NN/

h”
dy
R
A=0Opayar ® D(G*)x A" = Op1),ar w20 D(G),
B =D(G")n ®Op), =D(G), ® 00(1) g

P = Homw, 0 (Opa) ® D(G)n, Opa),ar)
Q = Homw, 0 (D(G)n ® Op(1), Op(1),g)
R = Homw, 0 (D(G)n, Op(1),ar)

Diagramme (2.2.2.11)

3. Construction de ’accouplement. — On rappelle que n € N est
tel que p"G = 0.

LEMME 3.1. — Pour tout ¢ > 0, il existe un accouplement biadditif
D(G*), ® W, Q/VV™ 1 (D(G*); ® F) x
(D(Gt*)n ® Wan—i)

m
Vv=0 WnQ bl

défini par (¢ ® w,a @ w') = C[(7a(¥))(a) - ww'].
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Lorsque G = G(1), n = 1 et que l'on munit les différents complezes
de De Rham de la structure Ox-linéaire définie par F : Ox — Oy,
leur différentielle devient Ox -linéaire grace d la relation VF = pFV, et
l’accouplement ci-dessus est un accouplement bilinéaire non dégénéré de
. Ox -modules localement libres de rang fini.

Considérons le diagramme

yn-1 (D(G*)l ® Qi—l) X D(Gt*)n ® Wan—i+1

(3.1.1) v, [ (~1)'V, [ W,Qm,

/’

D(G*), ® W, x D(G*), ® W, Q™

dans lequel chacun des accouplements est défini par
(Zj0; ®wj, Trar Qw,) = E;,C[(Wale;))(ar)w; - wr],

et montrons qu’il commute.
Prouvons d’abord, qu’étant donnés ¢ € D(G*); et w € Q*"!, on a

(3.1.2) Vi p®w) = Zz; @ Vi ly;,

avec z; € D(G*), et y; € Q1. Rappelons [15, II, 3.2], en posant
E = D(G*), que le Verschiebung V est le composé
b . 1QV

S eTlel 4 ,
E.eW.Q —— EZW,.Q" — E.Qw,0 F,W,.Q" —
— Lry1 Ow, 14,0 W19,
compte-tenu de l'identification

E, ®w,0 FW, Q" = (Epy1 ®w, ,,0 W, 0) ®w, 0 F.W,Q%.

Ici, ¢ est l'isomorphisme d’associativité du produit tensoriel. Posons
‘I’B(IG*)(SO) =Xjp; ®a; € BD(G*){; on obtient

Vieow) =1 V)u®d '1e1)(pow)
=Z;1eV)((p; ®a;) @w)
=L;(1®V)(p; ®ajw)
= X;¢; ® V(ajw),
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o ¢} € D(G*)2 releve p; = R(y}) € D(G*)1 ~ R(D(G*)2) [15, I1, 1.2.2].
Supposons par récurrence que, pour un entier r > 1, on ait

Vi(p®w) =Xz, ®V'y;, avecz; € D(G*),41 et y; € Q1.

Posons
D5y (%) = Sezje ® bje € D(G*)7 4y,

ce qui donne
Vtlpew) =Z,V(z; @ V'y;) = %5250 @ V(bje - VTy;),
avec 27, € D(G*),42 et R(2] ;) = zj,¢. Grace a (21, 1.2.1.8.4], on en déduit
Vit (e @w) = B2, @ VI (F(bse)ys)-

Par récurrence, (3.1.2) en résulte.

Par la biadditivité des accouplements (3.1.1) et compte tenu de (3.1.2),
il nous suffit d’établir, qu’étant donnés ¢ € D(G*),, a € D(G**), ~
D(G)p, we Qi tetw € W,0™ % ona:

(3.1.3) (@ V" w,(-1)'Va(a®w)) = (Vi(p® V" 'w),a®w').

Notons z le premier membre de (3.1.3), y le second, ¥ = y,(¢), et Y ® 1
I’application linéaire :

D(G), ® W, Q! — W, 0!
E@n+— P(&) .

Par définition on a :

z=(p@ V" 'w,(-1)"(Va(a) ' +a®dw'))
=(-DYe®@ V" w,Va(a) ') + (~-1)'C(¢(a) - V" 'w - du').

Puisque W, Q° est une algébre strictement anticommutative, et que V(a)
(resp. V"‘lw) est de degré 1 (resp. ¢ — 1), il vient

(@ V™ 1w, Vi(a) ') = (—1)”‘”“0[(1/} ®1)(Va(a)) - V" w - w'];
d’ou il résulte
z=-C[(¥®1)(Va(a) V" 'w-w'] + (-1)'C[¢(a) - V" w - du'].

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



36 J.-Y. ETESSE

De méme
y=(Vi(p) V" lw+o@dV" 'w,a®w')
= (Vi(p) - V" lw,a@w') + C(¥(a) - dV" 'w - u').

En notant A I’homomorphisme
h:D(G), ® W, — Homwno(D(G)n,WnQI),
on a, par définition de ’accouplement, et compte tenu de (2.2.2.8) :

(Vi(p) - V" lw,a @ W)
= C[(h(yn ® 1d)V1(7))(a) - V' w - ']
=C(d(¥(a)) - V" 'w-w') = C[(¥ ® 1)(Va(a)) V' 'w - o'].

Comme V™ 1w est de degré i—1, et ' de degré m—1, on obtient finalement

y-2=Cld$(@) V"o o' +h(a) - dV o
+(=1)"p(a) - Ve - dw']

=Cd(¢(a) - V" 'w-w')
= (=)0 d(yh(a) - ' - V" w)
= (=)D ogy 1 [Fr1(y(a) - ') - ] [21,1,2.18.4]
= (=1)(=Dm=pgey =t [FP (4(a) - ') - w] [15,1,4.2]
=0, puisque pQ™ ! =0.

Ce qui établit (3.1.3) et la commutativité de (3.1.1).

Par la Z-linéarité des différentielles V; et Vs, on en déduit un accou-

plement sur le noyau et le conoyau, qui est ’accouplement défini dans le
lemme.

Le cas G = G(1), n = 1, résulte de ce que D(G(1)*); et D(G(1)**),
sont localement libres de type fini sur Ox, de méme que 0%, puisque X
est lisse sur S; la non-dégénérescence est une conséquence de [24, 1.7].  []

Soient X*, Y*, Z* les complexes introduits en 1.2; définissons & présent
des accouplements biadditifs par :

XO%xY? 20 :(p®uw,a ® w2)g o = Y(a)wrws,
3.2) XOxYl 527! i (p®uw,a® w2)p 1 = Y(a)wrws,

X'xY? = Z' :(pQuwi,a®@uwa)i g = C(¥(a)wiws),
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avec ¥ = v, (¢), le dernier accouplement étant fourni par le LEMME (3.1),
puisque F™(D(G™)25 ® W, 2™ 7%) C (D(G™)n @ WnQ™ ")y [15, I,
3.1.4.1], et que F(D(G*)p41 ® Wn41Q™78) = (D(GH)n @ W™ V) y=
pour n =1 (cf. [15, II, 3.1.6)).

Pour G = G(1) et n = 1, ces accouplements sont bilinéaires pour les
structures de O x-modules définis via F': Ox — Ox.

PROPOSITION 3.3. — Les accouplements (3.2) définissent un accou-

plement de complexes
X' xY* — Z°,

induisant un accouplement

v (G*,1) X v (G™*,m — i) — vy(m) C Dp(m).

Compte tenu de la biadditivité des accouplements (3.2), il nous suffit
d’établir, qu’étant donnés

a' € D(G™)an, wh € W, Q™7 0 € D(G*), et w; € W0,

et en posant
a=F"a), wy = F*(wy),¥ = 7a(p),

on obtient

(331) (C—1)(¥(@wrws) = (p ®w1,Cla®wp) —a®uwn)h,
+{p@w, — Flp®w),a ®w2>i,o-

En remarquant que a ® wy = FF" Y(a’' ® w)), il résulte de [15, II,
3.4.3.1] que

Cla®wy) = RF" (d' ® wy) =b® Cwy, avec b=RF"'(d);
rappelons au passage que (cf. 2.1.2.3)
Vo) (@) = ®p (i) (@) = @7 0 B0 W o R(F"'d)
=RF"'d)®1=b®1.
Avec ces notations on a donc
(332) (pQuwy, Cla®uwy)—a® w2)(1)’1 = Y(b)w1 Cwz — Y(a)wiws.

5 D’autre part, d’apres la définition de F et si w = Ruwy, on a
F(o ® w) = Fpg+)(¢) ® Fwy mod VV"~1(D(G*); ® Q*~1), qu’on note
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Fp(e+)(p) ® Fuy; ce qui donne, grace a 3.1,

(F(go@wﬂ,a@wz)io (Fo(e+) () ®Fw0,a®w2)10

= C[(m(Fo+)(p))(a) - Fuo - we]
=.C[Fwno(¢(b)) - Fuwyg 'wz]

(cf. 2.2.1.6 et 2.2.2.7)
=9(b) w1 - Cws.

Par conséquent on a
(33.3) (pRw, —Flp@uw),a® w2>i,0 = C(Y(a)wrws) — Y(b)w; Cws.
La relation (3.3.1) résulte de (3.3.2) et (3.3.3). D’ou 3.3, 1.2 et (1.1.1). []

4. Compatibilités. — Nous allons montrer, dans ce paragraphe,
I'indépendance de ’accouplement (1.1.1) par rapport a Pentier n tel que
p"G = 0, i.e. montrer les commutativités de (1.1.2) et (1.1.3). On rappelle
que. pour un faisceau abélien F sur CRIS(X/W,) on note en abrégé :
Fn = Fix,w.(x)) = Fw,(x)- Définissons tout d’abord une application

p:D(G);, — DGy
D’apres (1, IV, 2.4.1] on sait que D(G),, est isomorphe &
Homw, 0(D(G)n, W,0).
Puisque D(G) est un cristal, le morphisme
i+ (X, Wa(X)) = (X, Wt (X))
induit un isomorphisme

D(G)nt1 ® WO =i"(D(G)nt1) — D(G)n;

n +1
d’ott une suite d’isomorphismes

D(G),, ~ ’Homwno(D(G)n, WnO)
~ Homw,o(D(G)pt1  ® W,0,W,0)

n+1

~ Homw, ,,0 (D(G)ns1, WrO).
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Si Pon compose l'isomorphisme D(G), ~ Homw, ,0(D(G)ns1, WrO)
avec le morphisme

p: Homwn+lo(D(G)n+1, WnO) — Homwn+,o(D(G)n+1, Wn+1(’)),
induit par fonctorialité par 'application p : W,O — W, ;1,0 [21, 1, 3.4],
on obtient la fleche demandée :
(4.1) p:D(G), — D(G), ;-
Notons que cette derniere fleche p est clairement définie sans faire I’hy-
pothese p"G = 0.

LEMME 4.2. — Le carré suiant, ou n € N est tel que p™ -G = 0,
commute :

DGy —— DG
R] 1 Jv P
Yn+1

D(G*)nt1 ——— D(G)pys-

Pour la démonstration, nous allons décomposer le carré de 4.2 en le
diagramme (4.2.0) de la page suivante (certaines fleches restent & définir!)
et montrer que les différents carrés ((1), (3), (4), (6)) et triangles ((2), (5))
commutent ; le lemme en résultera.

Carré (1). — Les fleches
(42.1) R:D(G*)n1 = Eatiyw, . (G Ox/Wor) npy —
— Extyw, ,, (G, OxX/Woir P") i1
(42.2) p:Homxw,.,, (Q*,(9)(/14/”1/10")n+1 —
| — Homx/w, 1 (C*, Ox/W,11) s
sont induites par la factorisation canonique de la multiplication par p

sur Ox w,,, °

OX/W11+1 OX/Wn+1
R p

OX/Wn+1/pnOX/Wn+1'
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(9)

+(9)a

&l

(9)a)won

“(9)a

(L) THmIX g (p)a) M ¥ owoy, = ((9)a)won,
a*.ﬁaﬁ&\ «+:\$\XD n*uV ~+:\$\XEQ: — A*UVEQI
T (ud) T MIX D) M X3 = 433

T+ug

—_— :Alg\s\xg.*@v “M/Xwoy ——— Y D)q

nmlv@ wrtudy,—
(9) a (1) u
.N|e (,D)woy, # 3
®) 4 (€ q
L.. .:.A..\S\Kga*uv :\S\VNEQI -— ﬁA*muvﬁ—

(2)

Diagramme (4.2.0)
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Les applications “p™” et “p"*!” étant définies comme en [4, p. 174]
(¢f. ci-dessous), il s’agit, pour montrer la commutativité du carré (1),
de vérifier que, si A, B, et B,41 sont des groupes abéliens annulés
respectivement par p", p* et p"*! (avec B, = Bpy1/p"Bnt1), alors le
carré suivant commute :

&pam

Eoth(A,B)) ——  Homaz(A,By)

RI 1 J P
“pn+1”

Exty(A,Bny1) —— Homz(A, Bpi).

Comme “p™” peut se décrire [4, p. 174] comme 'application associant &
la classe d’une extension

E&n:0—B,—E,—A—0
I’homomorphisme A — B,, donné par le diagramme du serpent relatif &

la multiplication par p" sur &,, 'assertion résulte de la commutativité du
diagramme a lignes exactes de la page suivante puisque le triangle

E, ~ En,t1/p"Bny1

n+1 n+1

commute.
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”Pn+1”£n+l

!
|
|

v 0
Ay ——1 0
\\\
\\\ L

Bn+1

Carré (3). — La construction des homomorphismes “p™” ne posant

pas de probléme [4, p. 173], définissons les fleches verticales du carré (3).
Le morphisme de topos cristallins

icris ¢ (X/Wh)cris — (X/Whai1)oris
donne, pour tout faisceau abélien G sur CRIS(X/W),), la relation
(4.2.3) ((0r1s(9) w1 (x) = GWas1 (X) /9" Wag1 ()

ot Wyi1(X)/p"Wy41(X) désigne le schéma (|X|, W,110/p"Wpi10).
Pour tout faisceau abélien F sur CRIS(X /W, 1), le morphisme canonique

F —icrs+icrs(F)
fournit, au-dessus de I'objet (X, W;,11(X)), des morphismes
gxtl)(/wn+1 (_G_*y 0X/W,,+1 /p’ﬂ) Wn+1(X) —_

— (i*CRIS(Ext&/W"H (g_*, OX/W71+1 /pn)))W"H(X)/p,, .
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Par composition avec ’homomorphisme canonique [4, 1.3.3.2]

(iERIS (&Etg(/wnﬂ (Q*a 0X/Wn+1 /pn))) W 41(X)/p" -
— Ext}/wn (Q*a iERIS(OX/Wn-Fl /pn)) Wap1(X)/p™?

I'isomorphisme déduit de iggis(Ox/w,,./P") = Ox,w,, et la restriction

R: &t w, (G, Oxyw, )Wosn(X)/on — Extiyw, (G*, Oxyw, )W, (x)»

déduite du morphisme W,(X) — Wy,4+1(X)/p", on obtient les fleches
souhaitées :

(4.24) R . Sxtk/wn“ (Q*7 OX/W"+1/pn)Wn+1(X) N—
— Extyw, (G, Oxyw, )w,(x) = D(G*)n,
(4.2.5) R:Homxw,,, (Q*,Ox/w,,H/Pn)WnH(X) —_

— Homxw, (G*, OX/Wn)Wn(X)‘

Avec ces définitions, il est immédiat que le carré (3) commute.

Triangle (2). — La restriction R : D(G*)p4+1 — D(G*)p, dont la
définition est évidente, est visiblement la composée de (4.2.1) et (4.2.4),
ce qui assure la commutativité de (2).

Carré (4). — Définissons tout d’abord la fleche verticale de droite
du carré (4). Puisque icris est un morphisme de topos annelés [1, III,
Remarque 3.3.3]

icris : ((X/Wr)cris, Oxyw, ) — ((X/Was1)cris; Ox/wi i)

l'isomorphisme d’adjonction [SGA 4, IV, 13.4.2] fournit, grice a (4.2.3),
un isomorphisme

(42.6) Homoy,,, ., (D(G),(')x/wn+1/Pn)W"+l(X) ~
Homox/wn ((G), OX/Wn )W,,+1(X)/p",

qui, par composition avec la restriction canonique

Homoy,,, (D(G)»(’)X/wn)w,,“(X)/p" -

Homoy ., (D(G), OX/W,,)W"(X)’
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fournit la fleche demandée :
(4.2.7) R: Homox/wnH (D(G)’OX/Wn+1/pn)n+1 —_— D(G);L'

Définissons maintenant la fleche horizontale inférieure du carré (4).
L’isomorphisme de dualité 4, 5.2.7.1]

®g : Homo,,, (D(G), Ox/w,)— Homoy . (G*,Oxw,)
est le composé (cf. [4, 5.2.4] de ’application canonique
Homoy ., (D(G), Oxyw,) — Homxw, (D(G),0x,w,)
et de l’application
Hom(pg, Oxw,) : Homxw, (D(G), Ox;w,) — Homxw,(G*,Oxw,)
induite par le morphisme [4, 5.2.1.6]
pc: G — D(G).

Avec ce rappel, il est alors clair que le carré suivant commute :

L Ze]
e

~

P Q
(4.2.8) adjonctionl 1 1 l adjonction
R

-—_
Hom(pg.~) o can

)

ol, pour simplifier, on a posé :

P =Homx;w,(G", Ox;w, )W, 11(X)/p
Q= HomOX/w,, (D(G)a OX/Wn )Wn+1(X)/p”
R = HOmX/W,,_H (Q*a 0X/W,.+1 /pn) Wat1(X)
S = ’)"0"77/(9;(/Wn_'_1 (D(G)’ 0X/Wn+1 /pn) Wn+l(x)
ce qui implique, en particulier, que la fleche horizontale inférieure est un

isomorphisme; son inverse, noté encore <I>al, sera la fleche horizontale
inférieure du carré (4).
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Puisque le carré (4) est obtenu en combinant le carré (4.2.8) et le carré
commutatif

(4.2.9) R[ [ R
&1

ou ’on a posé

L =Homx,w, G, OX/W,, IWa(X)
N = 'Homx/wn (Q*a OX/W,. )Wn+1(x)/l7"
O =Homoy, .y, (D(G), Ox/w, )W i1 (X)/pm>

ceci assure sa commutativité.
Triangle (5) et carré (6). — On définit Papplication
(4.2.10) Homoy,y. ., (D(G), Ox/w,y, /D) 1y —

P .
—'—*Homox,wnﬂ (D(G)’ OX/W,.,+1)n+1 = D(G)n+1

comme étant induite par p : Ox/w,,,/P" — Ox/w,,,- 1l est immédiat

de vérifier que (4.2.10) est la composée de (4.2.7) et (4.1), d’ou la

commutativité de (5). La commutativité de (6) est aussi évidente.
Ceci achéve la démonstration de 4.2. []

4.3. — Vérifions maintenant la commutativité du diagramme d’accou-
plements :

R'a,(G) x R'a,(G") ———  wa(2)

k

R'a,(G) x R'a,(GY) ——— v,41(2).

(1.1.2)
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Compte tenu de la commutativité du diagramme (cf. [15, III, 2.6])

En XEn

R'a.(G) x R'a,(GY) PxQ

En4+1XEn41

R'a,(G) x R'a,(GY) ——— R xS,

ou I’on a posé, pour une question de place,
P =D(G"), @ W, 0 Q = D(G™), ® W,
R= D(G*)n+1 ® Wn+191 S = D(Gt*)n+1 ® Wn+1Q1,

de l'isomorphisme Im ¢,, ~ v, (F, 1) (aussi bien pour E = D(G*) que pour
E = D(G%) [15, I11, 2.6]) et de ce que R = F sur v,(E, 1) [15, III, 2.6.3],
il suftit de montrer la commutativité du diagramme

D(G*)n ® W, x D(G™),, ® W, Q! W,02

A .

B(G*)nt1 @ Wy 12! X D(G™ g1 @ W1 ——— Wip1 93,

ol ’accouplement des lignes supérieure et inférieure est défini par
(¢ ®wi,d ®wy) = (1n(y")) (@ )wiws,
(p®wi,a®@ws) = (Mms1(p)) (@)wrws.

Supposons que ¢' = Ry, w; = Rw;, @’ = Ra, wh = Rws; il faut établir
Pégalité :

(43.1) (41(9) (@wiwz = B (1(#)) (@) - R(wiw)] -

Le second membre de (4.3.1) est égal a (p[(vn(¢'))(a’)]) - wiwz, ol cette
fois p est I'application p : W,O — W;;10. On est ramené & montrer
I’égalité

(Yn41(9))(a) = g[(’yn(sa'))(a')], avec p:Wn0O — Wy1,0.
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Par le LEMME 4.2, on sait que v,4+1(p) = ('), avec p : D(G), —
D(G) 41, et il est clair que

(P(¢) (@) = p(1(¥')().
D’ou (4.3.1), ce qui achéve la démonstration de (1.1.2). []
4.4. — Reste & vérifier la commutativité de (1.1.3). On vient, en

prenant G = H(n) en 4.3, d’établir la commutativité de :

R'a,(H(n)) x Rra,(H!(n)) ——  1,(2)

| -

Rla,(H(n)) x Rta,(H!(n)) ——— vaga(2).

1l suffit donc de montrer la commutativité de

R'a,(H(n)) x Rra,(H!(n)) ———— vp11(2)

T

Rla,(H(n+1)) x Rla,(Hi(n+1)) ——— vyq1(2),

ce qui résulte de la fonctorialité en G de (1.1.1) (cf. [15, 111, 1.9]). []

2. Théorémes de dualité

0. — Dans ce chapitre X désigne un schéma propre et lisse de
dimension m sur S = Speck, ou k est un corps parfait de caractéristique
p > 0, et G (resp. H) un p-groupe fini localement libre (resp. un groupe
p-divisible de hauteur h) de type multiplicatif sur X.

1. Rappels sur la cohomologie fppf. —— On utilise les notations de
[15, III, 3.1], si bien qu’on désignera encore par a le morphisme de topos

(1-1) Xfppf i’ (X/S)parf,
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et par 7 le morphisme de topos
(X/S)parf s Sparf-

Rappelons [15] que 'on note G(p") la catégorie des S-groupes parfaits
- algébriques affines annulés par p”, G(p*) = |J,, G(p"), F la catégorie des
faisceaux abéliens de Spare, F(p™) la sous-catégorie pleine des faisceaux
annulés par p*, et D®(G(p*)) la sous-catégorie pleine de la catégorie
dérivée D(F), formée des complexes bornés dont la cohomologie est dans

G(p>).
Les résultats suivants sur le morphisme trace en cohomologie fppf sont
extraits de [2] ou nos faisceaux 7, (i) (cf. 1,0) sont notés v, (i).
(1.2) Pour tout n > 1 et tout ¢ > m, Rim,(9,(m)) = 0.
(1.3) 1l existe un systéme projectif d’épimorphismes
Mt R™my (i (m)) —» Z/p"Z,

jouant, en cohomologie fppf, le role d’un morphisme trace. '
(1.4) Pour tout n > 1 et tout ¢ > 0, ’homomorphisme p : W,Q* —
Wry1Q® induit un homomorphisme P Up(i) = Pnya(d), et le diagramme

Rmﬂ*(”n(m)) UL Z/p"Z

P l P
R7m (inpa(m))  —» /g2
Mn+1
est commutatif.

2. Dualité plate pour G et dualité étale pour les v, (E, 7).

2.1. Cas des surfaces. — On suppose m = 2. Compte tenu de Vinclusion
Vn (1) C Py(i), la proposition (I, 1.1) définit un accouplement de faisceaux
de (X/S)part

R'a,(G(n)) x R'a, (G(n)t) — ,(2),

avec les mémes diagrammes de compatibilité que dans (I, 1.1), et ol « est
le morphisme (1.1). Projetant ces accouplements sur Spars par le foncteur
Rm,, on obtient un systéme compatible d’accouplements

R, (Rla* (G(n))) {éz/pn R, (Rla* (G(n)t)) — R, (7n,(2)).
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Par composition avec le morphisme trace 7,, on en déduit
Rr, (Rla* (G(n)))éZ Jpn R, (Rla* (G(n)t)) — Z/p"[-2],
qu’on peut aussi considérer comme un accouplement
1 L 1 t :
(21.1) Rm, (R oy (G(n)))®ZR7r* (R a.(G(n) )) — Q,/Z,{-2].

Le théoréme de dualité pour les surfaces prend alors la forme suivante :

THEOREME DE DUALITE 2.1.2. — Les accouplements (2.1.1) induisent
un systéme compatible d’isomorphismes

9, : Rr, (Rla* (G(n))) =, mzomf(m* (R'a.(G(n)Y)), Qp /z,,) [~2],
que l’on peut interpréter comme un systéme compatible d’isomorphismes
6. : Rr.(G(n)) = Riomz(Rr! (G(n)), Qp/Z,)[~4],

avec ' = moa : Xgppt — Sparf- En particulier pour n € N tel que p"G = 0,
on a un isomorphisme :

8, : Rr(G) = RHom £ (Rr.(G"),Q,/Z,)[-4].
Des suites exactes de la forme
0 — R'a,(G(n)) — R'a.(G(n +1)) ", Rla, (P"G(n +1)) — 0,

on déduit le prisme commutatif

P

A

-

Q R
Jv an 1 0n+1
) T

N RN

Ny
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ot I'on a posé, pour des raisons d’encombrement,

P =Rm, (Rla*(p (n+1) ))

Q =Rr.(F'a.(G(n)))

R =R, (Rlo.(G(n+1)))

8 =RHomr (Rr. (R'a.(G(n))), /2,)1-2

T = RHom;(Rﬂ'* (R'au(G(n +1)%)),Q, /z,,) [~2]

U= RHomgr(Rm (Rla.(p"G(n + 1)), Q, /z,,) [~2].

On est donc ramené au cas G = G(1) et n = 1, qui est identique au cas
d’un groupe de Barsotti-Tate tronqué d’échelon 1.

Supposons jusqu’a la fin du 2) que H est un groupe p-divisible de
type multiplicatif sur X et que E = D(H*); d’apres [, (2.1.1) et
(2.2.1.2)] on a D(H'*) ~ E". Le théoréme découlera d’un énoncé plus
général sur les images directes des faisceaux v,(H*,i) = v,(F,i) et
vn(H m — i) ~ v,(E",m — i) puisque [15, III, 2.5 et 2.6]

€

R'a,(H(n)) —NL-)I/n (H*,1)

Rla*(Ht(n)) — s, (H™,1)
sont des isomorphismes.
2.2. On suppose a nouveau m quelconque.

THEOREME 2.2.1. — Pour tout i > 0 accouplement

(2.2.1.1) R, (Vn(E,i))gz/pn R, (va(E",m — 1)) — 1
— R, (7 (m)) — Z/p"[-m],

obtenu a partir de (I, 3.3) et du morphisme trace, induit un isomorphisme

Rr. (va(E,i)) —— RHomf(pn)(Rm(un(E m—1)),Z/p" )[—m]

(2.2.1.2) RHomf(Rm(un(E m = 1)), Qp/2, ) [~m].
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Le dernier isomorphisme résulte de MILNE [24, 5.2].
Compte tenu des suites exactes [15, III, 2.8]

n

(2.2.1.3) 0 — vs(E,i) 2 vepn(E,i) 25 va(E,i) — 0,

et de méme pour E, on est ramené au cas n = 1. Comme 'accouplement
(2.2.1.1) se réalise par l’accouplement de complexes (cf. I, 3.3 et 1.3)
X* xY* — Z*, il nous suffit de prouver que les accouplements

Rr,(Ey ® O)[—1] 62/, Rm.(E; ® Q™) — Rm.(Z2*) — Z/p[-m)],

Rr. (F.[E1 © 0'/V(E & Q7)) [-1] B2/, R, (F.[(B] @ 0" )o0) )

|

Rr.(Z*) — Z/p[-m]

sont des dualités parfaites dans D(F(p)). Grace a (I, 3.1) et au fait que
les Ox-modules E;, Qf et Q™ sont localement libres de type fini, cela
résultera du lemme suivant :

LEMME 2.2.2. [24, 2.5]; [6, 1.8]. — Soient L un Ox-module localement
libre de rang fini, L = Homo, (£,O0x)). L’accouplement naturel

£x (L7 ®0%) — (QF = QR[] = n(m)[1]
et le morphisme trace 1y, donnent un isomorphisme
Rr.(£) — RHom £, (Rr. (L™ ® OR),Z/p)[-m + 1].
D’oll le THEOREME 2.2.1 et le THEOREME DE DuaLITE 2.1.2. []

3. Conséquences. — On rappelle que G est un p-groupe fini loca-
lement libre de type multiplicatif sur X et que E est un F-cristal unité
(i.e. E~D(H') ou H' est un groupe p-divisible étale sur X).

Dualité pour les faisceaux de cohomologie. — Du fait que la
base est le spectre d’un corps parfait k, le théoréme [15, III. 3.1.5] permet
de préciser les théorémes de dualité 2.1.2 et 2.2.1 au niveau des faisceaux
de cohomologie. Notons H’(X, G) (resp. H7 (X, v,(E, ))) le k-schéma en
groupes parfait algébrique représentant le faisceau R~ !m,(R'a.(G)) =
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H (Rrl(G)) (resp. RIm.(vn(E,1))), U’(X,G) (resp. UY(X,vy(E, 7)) sa
composante connexe et D/(X,G) (resp. D/ (X, v,(E,1))) le groupe étale
HI(X,G)/U'(X,G) (resp. HY (X, vn(E, 1))/ U7 (X, va(E, 1))).

Pour U € Ob(G(p™)) et connexe on pose

U? = €2t3(U, Qp/Z,);
dans chacun des deux cas ci-dessus on a en plus
(U7)P =~ Homw, (1) (U7, Wn ()
[2, 2.5 ii b)]. Pour D € Ob(G(p™)) et étale on pose
D™ := Homx(D,Q,/Z,).
Le THEOREME [2, 2.6] nous fournit respectivement les deux suites exactes
0 (U9(X,0))" — at}* (Rel(G), Qp/Z,) — (D*(X,G)) — 0

0 — U™ (X, v, (E",m — 1)) —

Extl ™ (R, (va(E™,m — 1)), Qp/Z,)
— (D™ (X, vn(E",m —1i)))” — 0,

qui, combinées avec le théoréeme de dualité 2.1.2
H/(X,G') ~ &xt’* (Rr(G), Qp/Z,)
et le théoreme de dualité 2.2.1
HY (X, v, (E, 1)) ~ Exti™ (Hm (vn(E"ym — 1)), Qp /z,,),

impliquent les COROLLAIRES 3.1 et 3.2 :

COROLLAIRE 3.1. — Si X est une surface propre et lisse sur un corps
parfait k de caractéristique p > 0, le groupe U’(X,G) s’identifie au
“dual linéaire” de US™(X,G) et DI(X,G?) au dual de Pontryagin de
D*9(X,G) :

U/(X,GY) ~ (U(X,G))”,
D/(X,G") ~ (D*(X,QG))".

COROLLAIRE 3.2. — Si X est un schéma propre et lisse de di-
mension m sur un corps parfait k de caractéristique p > 0, le groupe
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U7 (X, vn(E, 1)) s’identifie au “dual linéaire” de U™ H1=3 (X, v,(E",m —
i)) et D’ (X, v,(E,1)) au dual de Pontryagin de D™ (X, v, (E",m—1)) :

U7 (X, v(E, i) ~ (Um+1—j (X, vn(E",m — i)))D,

D/ (X, va(E, 1)) = (D™ (X, va(B",m = 1)) .

Dans la suite on notera

Hj (XétaD(Eaz)) = }l_II_lH‘? (Xéh’/n(E’i))'

Cas ol la base est un corps fini. — Le théoreme de dualité 2.2.1
fournit dans ce cas une dualité au niveau des groupes de cohomologie.
D’aprés BERTHELOT [2, 3.10.1] on dispose, si k est fini, d’un “morphisme
trace”

6., : RT(Spart, Z/p"Z) — Z/p"Z[-1].

THEOREME 3.3. — Soit X un schéma propre et lisse de dimension m
sur un corps fini de caractéristique p. Alors
(i) les groupes H7(Xg,vn(E,1)) sont finis pour tous 1,5 et nuls pour
j>m+1loui>m;
(ii) l’accouplement

RF(XétaVn(Eai)) gl/p" RF(Xét,Vn(Evam - 2)) — RF(Sparfa Z/pn)[_m]

[ 9’:!

Z/p"[-m —1]

défini par (2.2.1.1) et 6], est une dualité parfaite, induisant des isomor-
phismes de groupes finis

H? (Xet,vn(E, 1)) —>Homz (Hm“_j (Xet, vn(E™,m — 1)), Qp/zp> ;

(ili) pour tous i,j, les H¥(Xg,D(E,1)) sont des Zp-modules de type
fini;

(iv) les groupes finis H?(Xey,0(E,1))tors €t H™T27I( X, 0(E",m —
1))tors SONt canoniquement duauz :@ par exemple si m = 2i, on a une
dualité entre les groupes finis

H""Y (Xe, 0(E,1)) et H'(Xe,0(E 1))

tors tors’
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(v) il existe une surjection canonique
H (Xey, 9(B,i)) — Homz (H™17 (Xa, 0(E",m — 1)), Qp/Z,)

dont le noyau est le sous-groupe de torsion HI(Xg,0(E, 1) )tors du groupe
HI (X, 0(E,1)).

Par dévissage (cf. 2.2.1.3) on se ramene & prouver la finitude de
HI(Xg,v1(E,1)), qui résulte de la suite de cohomologie associée & la suite
exacte [15, III, 2.2.4]

) -F ) .
0 — 1y (E,i) — B @0 ——— B, @ Q/V(E @ Q1) — 0,

les groupes de cohomologie de E; ® ¢ et E; ® Q'/V(E; ® *71) étant
finis. La 2®™assertion de (i) est prouvée en [15, III, 2.3].

Pour (ii) il suffit, grace a [2, (3.11.1)], de passer aux sections sur Sparf
dans (2.2.1.2).

Pour (iii), notons pour abréger HI(?) = H?(Xg,(E, 1)) et H (v,) =
HI(Xg,vn(E,i)). Comme H(v,) est annulé par p", le seul élément
de H'(p) divisible par toutes les puissances de p est zéro. En posant
o HI(9) := Ker{p™ : H () — H’(9)}, on a donc

(3.3.1) lim ,» HY () = 0,

ou les fleches de transition sont la multiplication par p. Puisque la
catégorie des groupes finis est artinienne on peut passer & la limite
projective sur s dans la suite exacte de cohomologie associée a la suite
exacte (2.2.1.3); on obtient donc une suite exacte courte

(3.3.2) 0 — HI(0)/p"H’(9) — H(v,) — pmn HIT(9) — 0,
ce qui fournit par (3.3.1) I'isomorphisme

(3.3.3) lim (H (9)/p"H’ () ~ H? (9).

n

Il en résulte que H(7) est engendré par tout sous-ensemble qui I’engendre
modulo p : il existe un tel sous-ensemble qui soit fini d’apres (3.3.2) et la
finitude de H’(vy); H’(¥) est donc un Z,-module de type fini.
Pour prouver (iv), on passe & la limite inductive dans la suite (3.3.2)
0 — H'7Y(X,0(E,i))/p" — H' ' (X,v(E,i)) —
o H? (X,0(E, 1)) — 0;
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en notant

(3.3.4) H™ (X, Voo (E,)) = lim H' (X, vy (E, 3))

on obtient donc une suite exacte courte
0 — H7'(X,0(E,1)) ® Q,/2, — HI7'(X,ve(E,i)) —

H’(X,9(E,i)), —0,

tors

qui fournit

HI(X,0(E,i)), .~ H (X, ve(E, 1)) /H ™ (X, veo (E, 1))

tors div’
ou l'on a quotienté par la partie p-divisible du numérateur. La dua-
lité entre HI ™Y (X,v0(E,i)) et H™ 2=1(X, 0(E",m — 1)) (cf. (ii)) in-
duit, via MiLNE [25 bis, 2.3], la dualité entre H’(X,D(E,7))iors €t
Hm+2_j(X’ ﬁ(Evam - i))tors~

Prouvons (v). D’apres (3.3.2) et (ii) le noyau de la surjection canonique

H? (X, vn(E,3)) —» Hom(H™(X,o(E",m — 1)) /p", Qp/Z,)
est Hom(pn H™"279(X,0(E",m — 1)),Q,/Z,). Par passage a la limite

projective on obtient le (v), grace a (iv) et (3.3.3). []

THEOREME 3.4. — Soient X une surface propre et lisse sur un corps
fini de caractéristique p et G un p-groupe fini localement libre de type
multiplicatif sur X. Alors

(i) les groupes H'(Xgppt, G(n)) sont finis pour tout i et nuls pour les
exposants 1 > 5 ;

(ii) laccouplement

RT (Xtppt, G(1)) gZ/p" RT (Xtppr, G(n)') —
RT(Spart, Z/p")[~4] 2> 2/p"[5)

défini par (2.1.1) et 0), est une dualité parfaite, induisant des isomor-
phismes de groupes finis

H' (Xgppr, G(n)) — Homgz (H*™7 (Xgppr, G(n)'), Qp/Z,).
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Par dévissage on se raméne au cas n = 1, qui est celui d’un groupe de
Barsotti-Tate tronqué d’échelon 1 car

RT (Xipor, G(1)) = R (Xai, Rla. (G(1)) ) [-1]
~ RT (Xet, 11 (G*(1), 1) ) [-1);
d’ot le résultat par (3.3). [J

Cas o1 la base est un corps algébriquement clos. — Puisqu’alors
I'(Spart, —) est exact, on a

H’ (Xét,Vn(E’i)) = (X, vn(E, 1)) (k).
On note U7 = U’(k), D = D’ (k),

DI (Xey, 9(E, 1)) = lim D? (Xg, vn(E, 1)),

am
n
et de méme avec U7.
THEOREME 3.5. — Soit X un schéma propre et lisse de dimension m

sur un corps algébriquement clos k de caractéristigue p > 0. Alors

(i) les groupes H’(Xey,vn(E,1)) [resp. H? (X, 2(E,1))] sont nuls
pour j > m + 1 [resp. pour j > m];

(ii) 4l existe une surjection canonique

Hj (Xéthn(Eai)) - Dm—j (Xét, V‘n(Evam - Z))V

dont le noyau est U (Xg,vn(E, 1)) ;
(iil) 4! existe une surjection canonique

HI (X, #(E, i)) —» Hom (Dm—j (Xet, 9(E",m — i), z,,)

dont le noyau est le sous-groupe de torsion de H’(Xg,0(E,1)).

La 1™ (resp. la 2i™e)

(resp. [15, III, 3.2.3]).
Le (ii) résulte de 3.2, et le (iii) aussi compte tenu de [22, IV, 3.3b)] et
d’une démonstration analogue & celle de 3.4. (iii). []

assertion du (i) est prouvée dans [15, III, 2.3]
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