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PROPRIÉTÉS GÉNÉRALES DES APPLICATIONS
DÉVIANT LA VERTICALE

PAR

PATRICE LE CALVEZ .(*)

RÉSUMÉ. — Nous étudions les difféomorphismes de l'anneau qui dévient la verticale
(et dont c'est la seule propriété). Nous donnons d'abord des résultats du même type
que ceux démontrés par Birkhoff sur les ouverts annulaires invariants, en particulier
nous montrons qu'il existe généralement un ensemble d'Aubry-Mather sur la frontière
de ceux-ci. Comme applications nous obtenons d'abord des conditions suffisantes
d'existence d'un intervalle de nombres de rotation, nous démontrons ensuite le résultat
suivant : si l'on perturbe un difféomorphisme déviant la verticale, préservant l'aire et
admettant une région d'instabilité, on conserve un intervalle de nombres de rotation.

ABSTRACT. — We study twist maps of thé annulus without any other property,
such as being area-preserving or dissipative, and especially thé Aubry-Mather sets and
their rotation numbers. We first give results about infinité annular open sets invariant
by a twist map, and show how to get an Aubry-Mather set on their boundary. Applying
thèse results, we give, in a first part, sufficient conditions to get an interval of rotation
numbers; and we show, in a second part, that if we perturb an area-preserving twist
map which has a région of instability, we still hâve a large interval of rotation numbers.

On s'intéresse, dans ce qui suit, à la dynamique des difféomorphismes
de l'anneau qui dévient la verticale mais qui n'ont pas d'autre pro-
priété, comme celle, par exemple, de préserver ou de diminuer les aires.
On s'intéresse plus particulièrement aux ensembles d'Aubry-Mather de
ces applications et à leurs nombres de rotation.

Le premier paragraphe est consacré à des notations et à des rappels.
On redonne notamment la définition et les propriétés des ensembles
d'Aubry-Mather d'une application déviant la verticale et on rappelle
des conditions nécessaires et suffisantes d'existence d'ensembles d'Aubry-
Mather de nombre de rotation rationnel fixé.

Dans le second paragraphe on montre des résultats sur les ouverts
annulaires, non nécessairement bornés, invariants par une application
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70 P. LE CALVEZ

déviant la verticale, résultats du même type que ceux de la théorie de
Birkhoff, dans le cas de préservation des aires. Ainsi obtient-on, non plus
des graphes continus invariants comme dans ce dernier cas, mais des
ensembles d'Aubry-Mather.

On utilise ces résultats dans le troisième paragraphe pour faire appa-
raître des ensembles analogues aux attracteurs de Birkhoff, définis dans
le cas dissipatif, et en déduire alors des résultats du même type sur les
nombres de rotation. Ainsi peut-on démontrer, ou redémontrer, l'existence
d'un intervalle de rotation dès que l'on a un ensemble d'Aubry-Mather
de nombre de rotation irrationnel hyperbolique, une orbite périodique non
ordonnée, ou certaines intersections homoclines.

Finalement, dans le dernier paragraphe, on généralise un résultat déjà
montré dans le cas dissipatif et obtenu alors grâce aux propriétés des
attracteurs de Birkhoff; on montre que si l'on perturbe légèrement une
application déviant la verticale, préservant les aires, et possédant une
région d'instabilité, on a encore un grand nombre d'ensembles d'Aubry-
Mather.

Il est à noter que l'on n'utilise ici que des méthodes topologiques.

1. Définitions, rappels

Notations. — On considère le tore T1 = IR/Z, l'anneau A = T1 x IR
muni de sa structure de variété orientée habituelle, le revêtement universel
A = IR x IR de A, et les applications :

7r :Â-^A, (6>, r )h-^(^+Z,r ) et T : A -^ A, (<9,r) ̂  (0 + l,r).

On considère ensuite la sphère

S2 = {(u,v,w) çR3 \u2 +v2 +w2 =1\',

le plongement $ de A dans S2, défini pour tout (0,r) appartenant à A,
par la relation :

^((0,r))=
cos 27T0 sin 27T0 1

/(l+r2)5^!^2)
et les points N = (0,0,1) et S = (0,0, -1).

On définit les projections :

pi: A — — T 1 , (0 , r )——0 et p^ : A — — R , (0,r)——r;

pi :Â—^IR, (0,r)^0 et p^ : A —^ R, (0,r) - r.
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PROPRIÉTÉS GÉNÉRALES 71

On considère pour tout point x = (0,r) de A (resp. x = (0^r) de A) les
ensembles :

D(x) ={0}xR (resp. D(x) = {6} x H),
Ds(x) = {0}x} - oo, r] (resp. Ds(x) = {0}x} - oo,r]),
DNW = {6} x [r, +oo[ (resp. DN^X) = {6} x [r, +oo[).

On dira qu'un ensemble compact X de A sépare A, si et seulement si
A \ X admet deux composantes connexes non bornées. Si M est un réel
suffisamment grand, l'une d'entre elles contient T^x] — oo,—M], on la
note U(X), l'autre contient T1 x [M,+oo[, on la note V(X).

On écrira pour toutes parties X et Y d'un espace topologique E,
respectivement Ad(X), Int(X), Fr(X), X\Y pour l'adhérence, l'intérieur,
la frontière de X, et pour l'ensemble des points de X qui ne sont pas
dans Y.

On dit qu'un difféomorphisme / de A, de classe (71, homotope à
l'identité, dévie la verticale à droite si, un relèvement / de / à A étant
choisi, on a les relations suivantes :

i) pour tout x appartenant à A
9 / 9 r p ^ o f ( x ) >0,

ii) pour tout 0 appartenant à IR
lim p, o /((0,r)) = lim p^ o f((0^r)) = +00,

r—)-+oo r—^+oo

iii) pour tout 0 appartenant à IR
lim pi o /((0, r)) = lim p^ o f((0, r)) = -oo.

r—»—oo r—^—oo

On notera /C l'ensemble des difféomorphismes de classe C1 de A
homotopes à l'identité, qui dévient la verticale à droite, et /C l'ensemble
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72 P. LE CALVEZ

des difféomorphismes de A qui relèvent un élément de iC. Chacun de
ces ensembles sera muni de la topologie compacte-ouverte. Puisque tout
élément / de /C est un difféomorphisme de A homotope à l'identité il
existe un unique homéomorphisme de S2 qui coïncide avec $o/o$-i sur
S \ {N, S} ; celui-ci, noté /, laisse fixes les points N et 5'. De plus si f
appartient à fC et si (fn)neN est une suite d'éléments de A: convergeant
vers /, alors la suite (fn)nçN converge uniformément vers /.

Rappels sur les chemins positifs et négatifs. - Une notion importante
dans 1 étude des applications déviant la verticale est celle de chemin positif
et négatif. Ceux-ci ont été définis dans l'étude des régions d'instabilité, ils
étaient alors issus d'un bord de cette région (voir HERMAN [He], LE CALVEZ
[L2J). Dans l'étude qui nous concerne, on s'intéresse à l'anneau A tout
entier et non pas à une région d'instabilité, on va ainsi définir ce que l'on
appelle des chemins positifs et négatifs issus de l'infini.

Définition. - Un chemin positif issu de S (resp. N) est un plongement
7 : J-oo, OJ -s- A de classe (71, vérifiant les propriétés suivantes :
^ i) il existe r appartenant à ] - oo,0] tel que, pour tout t inférieur
a T, on ait 7 (t) = v (resp. y(() = -v), où v est le vecteur vertical (0 1)

n) le relèvement à R de l'angle que fait v (resp. -v) avec ̂ (t) qui est
nul en r est strictement positif, pour t strictement supérieur à r.

Exemple de deux chemins positifs 71 et 73, issus respectivement
de A et de N et de deux chemins négatifs 72 et 74, issus respec-
tivement de S et de N.

Par analogie avec les chemins positifs et négatifs issus du bord d'une

S^J) on a' par la même démonstra^ le résultat suivant
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PROPRIÉTÉS GÉNÉRALES 73

PROPOSITION 1.1. — Soit 7 un chemin positif (resp. négatif) issu de
S et 7 un relèvement de 7 dans A. Soit t un réel négatif tel que 7(] — oo, t[)
ne rencontre pas D(^(t)) = {0} x R, alors :

i) 7(] — oo, t[) est inclus dans ]6',+oo[xlR (resp. ] — oo,0[xlR),
ii) 7(]^,0]) ne rencontre pas D^^Çt)).

t ^

On va continuer par un autre résultat, dont l'analogue pour un chemin
positif ou négatif issu du bord d'une région d'instabilité a déjà été montré,
et pour cela on introduit la définition suivante :

Définition. — On dira qu'une partie U de A est un anneau si l'ensemble
U = ^(U) U {S} est une partie ouverte, connexe et simplement connexe
de S2. Si U est un anneau, on définit l'ensemble U~ (resp. U^) des points
de U accessibles par un chemin négatif (resp. positif) à valeur dans U \ on
définit aussi l'ensemble U° des points x de U tels que Ds(x) soit contenu
dans U et l'application p.u '- "H"1 —^ IR U {+00} qui, à tout point 0 de T1

associe ^uW = snpÇp^ÇU0 D ({0} x R))). Chacun des ensembles U, U~,
U^ et U° est une partie ouverte et connexe de A.

PROPOSITION 1.2. — Pour tout anneau U de A l'intersection de U~
et de U^~ est égale àU°. De plus, si f appartient à IC et si U est invariant
par f, alors f(U~) et .f""1^'1') sont inclus respectivement dans U~ et
dans U^.

Démonstration. — La première partie de cette proposition se démontre
exactement comme dans l'étude des régions d'instabilité ou dans celle des
attracteurs de BirkhofF (voir BIRKHOFF [Bi] ou LE CALVEZ [L2]), il suffit
pour cela d'utiliser les propriétés des chemins positifs et négatifs montrés
alors et la simple connexité de l'ensemble U = Tr"1^). Pour montrer
la seconde partie de la proposition on considère un chemin négatif 7 :
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74 P. LE CALVEZ

]—oo, 0] —> A à valeur dans Î7, vérifiant ^f'(t} = v pour t inférieur à T, où r
est un réel négatif. Le chemin F = fo^ est à valeur dans £/ mais ne vérifie
plus les conditions des chemins négatifs issus de S. Cependant si i\ est
suffisamment petit, la verticale Ds^Çti)) sera contenue dans U, puisque
U est un anneau et puisque / dévie la verticale. On peut alors montrer
que le relèvement à R de l'angle que fait v avec F7^), qui en t\ est entre
—TT et 0 est toujours négatif (voir LE CALVEZ [L2]) et on construit alors
facilement un chemin négatif issu de S à valeur dans U, aboutissant en
r(0) (voir la figure ci-dessous dessinée dans le revêtement A).

Rappels sur les ensembles d'Aubry-Mather. — On dira qu'une partie
compacte S de A, invariante par / est un ensemble f-ordonné, si la
restriction de p\ à S est injective et si l'ordre alors défini naturellement
par la première projection sur 2 == 7^~l(rE) est préservé par un relèvement
f de f (voir CHENCINER [Che]), il existe alors un réel /?, appelé nombre de
rotation de 2 pour /, qui vérifie, pour tout k appartenant à Z et tout x
appartenant à 2 la relation :

- l<p i (^ ( rc ) ) -p i (^ ) - fcp<l .

Ce nombre dépend du relèvement choisi mais sa partie fractionnaire
en est indépendante. Si de plus 2 est minimal (i.e. si tout point de 2 a
une orbite dense dans 2) on dit que 2 est un ensemble d'Aubry-Mather
de / (ou de /). En particulier tout fermé invariant /-ordonné contient
un ensemble d'Aubry-Mather de même nombre de rotation. Si ? est
irrationnel l'ensemble 2 est alors soit le graphe d'une fonction continue de
T1 dans IR (on dira alors plus simplement par la suite que c'est un graphe
invariant), soit un ensemble de Cantor; dans le cas où p est rationnel
c'est l'orbite d'un point périodique de période égale au dénominateur de
la forme irréductible de p.
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PROPRIÉTÉS GÉNÉRALES 75

On définit alors, pour toute application / de /C, l'ensemble R(f) des
nombres de rotation des ensembles d'Aubry-Mather de / et l'ensemble
R' (f) des nombres de rotation des graphes continus invariants de /.
L'ensemble K(f) est inclus dans R(f), et chacun des deux est ferme
(voir KATOK [K]). D'autre part, si (/n)neN est une suite d'élément de K
convergeant vers /, si (pn)nçN est une suite rebelle convergeant vers p et
formée, pour tout entier n, d'un point de^R(fn) (resp. R'{fn)), alors p
appartient à R(f) (resp. fi'(/)). Enfin, si / admet un graphe invariant C
de nombre de rotation p, alors les ensembles d'Aubry-Mather de nombre
de rotation p ' strictement supérieur (resp. strictement inférieur) à p
appartiennent à V(C) (resp. à U(C)) et si p est irrationnel, il n'y a qu'un
ensemble d'Aubry-Mather de nombre de rotation p.

On connaît des conditions nécessaires et suffisantes pour que R(f)
contienne un rationnel donné. La première de ces conditions est un résultat
de Hall (voir HALL [Ha]), qui exprime qu'un rationnel^ = p / q , où p G Z et
q ç. N \ {0} sont premiers entre eux, appartient à -R(/) si et seulement s'il
existe un point x de A tel que ^(x) = ̂ {x) ; un tel point est alors appelé
un point de type (p,ç). En réalité le résultat de Hall s'applique sous des-
hypothèses différentes : / est de classe (72, laisse invariants les graphes de
deux applications continues ^~ et ^+ de T1 dans R, vérifiant ^~ < ̂ +

et p est compris entre les deux nombres de rotation de ces graphes. On se
ramène à ces hypothèses en utilisant une méthode déjà employée dans
le cas dissipatif (voir LE CALVEZ [Ll]), on approxime d'abord / par une
application g de classe (73 appartenant à /C, puis en utilisant un champ de
vecteur convenable, on construit une application vérifiant les hypothèses
énoncées plus haut et qui n'a pas d'autre ensemble d'Aubry-Mather de
nombre de rotation p que ceux de g . On conclut ensuite en faisant tendre
g vers /.

Il faut donc trouver des conditions pour que / admette un point de
type (j?,ç). Pour cela on définit

Kp^ = {x e À 1 p^W) =pi(x)+p}.

Son image Kp^q = Tr(Kp^q) est alors compacte et sépare A, ceci parce que
l'application / dévie la verticale à droite et que l'on a donc les relations :

Pi(/^)) >Pi(x)+p • (resp. pi (f^x)) <p,(x)+p),

dès que p^Çx) est suffisamment grand (resp. petit).
Si on note / l'application relevée par / on obtient les résultats suivants

dont la démonstration faite dans le cas dissipatif reste encore valable ici
(voir LE CALVEZ [Ll]).
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^6 p. LE CALVEZ

PROPOSITION 1.3. — Si on définit, pour tout 6 appartenant à T1,
les points h (0) et h+(0) de Kp^ n {9} x R d'ordonnée respectivement
minimale et maximale et si on considère un point x = (0,r) de K
alors : . ' p>?

^(WW)) <p2(.TO) ̂ (WW)).

La démonstration de cette proposition (voir LE CALVEZ [L 1]) est basée
sur les propriétés des courbes positives et négatives. On en déduit, comme
conséquence, les résultats suivants :

PROPOSITION 1.4. — Toute partie fermée de Kpy qui sépare f\
contient chacun des points h-(0) et h+(0), où 9 décrit T1. En particulier
Kp^g a une composante connexe et une seule qui sépare f\.

Démonstration. — On sait, par la définition de /i-, que l'ensemble
Ds(h (61)) ne rencontre Kp,g qu'au point h-(9), on sait d'autre part, grâce
à la PROPOSITION 1.3, qu'il en est de même de f~g(,DN(f<l(h-(0)))). Ainsi,
si L est une partie fermée de Kp,y séparant A, le premier de ces ensembles
est contenu dans U(L)}{h-(0)}, le second dans V(L) U {h-(0)} : on en
déduit que leur point commun h-(0) est contenu dans L. On raisonne de
même pour h+(0).

II suffit, pour montrer la proposition, d'exhiber une partie connexe
de K^g qui sépare A; la composante connexe de Kpy qui la contient
aura alors la même propriété, et ce sera la seule, puisqu'aucune autre
composante connexe ne rencontre les graphes de h- et de h+. Or, on
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PROPRIÉTÉS GÉNÉRALES 77

montre facilement (voir LE CALVEZ [Ll]) que la frontière de la composante
connexe non bornée de A\ Ad(U(Kp^q)) est fermée, contenue dans Kp^q
et sépare A. []

On note alors Ap^q la composante connexe de Kp^q qui sépare A et on
obtient, comme conséquence des deux résultats précédents, la condition
suivante pour que / admette un point de type (p, q) et donc pour que le
réel p == p / q appartienne à R(f) :

PROPOSITION 1.5. — Si f est un élément de /C qui admet un point
de type (p^q), alors tout ensemble fermé connexe L inclus dans Kp^q et
séparant A (en particulier Ap^q), rencontre son image par f(l.

Si f est un élément de IC qui n'a pas de point de type (p,ç), alors deux
cas sont possibles :

i) pour tout 0 appartenant à T1, p^f^h-ÇO))) < p^(h~(0)) ; dans
ce cas, la verticale Ds(x) de tout point x de fq(Kp^q) est incluse dans
U(Kp^q), l'ensemble ^(A\ V(Kp^q)) est inclus dans U(Kp^q), en parti-
culier fq{Ap^) aussi;

ii) pour tout 6 appartenant à T1, ^(^(^(ÉO)) > ̂ (^W) ; dans,
ce cas, la verticale DN^X) de tout point x de fq(Kp^q) est incluse dans
V(Kp,q), l'ensemble /9(A\ U(Kp,q)) est inclus dans V{K^q), en parti-
culier fq(Ap^) aussi.

Démonstration. — Supposons d'abord que / n'ait pas de point de
type (p, q). Dans ce cas, l'application p2° f -P2 ne s'annule pas sur Kp^q,
a fortiori elle ne s'annule pas sur Ap^q et, comme cet ensemble est connexe,
elle garde dessus un signe constant. Si ce signe est négatif on a alors la
relation p^f^h- ((9))) < ^(^"(ÉO), pour tout point 6 de T1, puisque
Ap^q contient l'image de h~. La définition de h~ et la PROPOSITION 1.3
prouvent alors que la verticale Ds(x) de tout point x de fq{Kp,q) est
disjointe de Kp^q ; on en déduit alors que f'^ÇKp^q) est inclus dans U(Kp^q)
et que fq(Ap^q) est inclus dans U(Ap^q). Si par contre ce signe est positif,
on montre de la même façon que l'on a la condition ii).

Supposons maintenant que / ait un point de type (p, q). L'image par TT
de ce point appartient alors à l'ensemble Kp^q H fq(Kp^). II existe donc,
grâce à la remarque précédente, deux éléments OQ et 0i de T1 tels que :

P2(fq(h-(0o)))>p2{h-(eo))^ et p2(/W^i)))<P2(/^i)).

On en déduit, grâce à la PROPOSITION 1.4, que l'application pczofq -p^
s'annulle sur toute partie fermée connexe L de Kp^q séparant A, que celle-ci
contient donc l'image par TT d'un point de type (p, g), image qui appartient
à/^nL. D
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78 P. LE CALVEZ

M. CASDAGLI a trouvé une autre condition pour que p = p / q appar-
tienne à R(f)i relation que l'on utilisera aussi par la suite :

PROPOSITION 1.6. — Soit L une partie fermée connexe de Kp^q
séparant A alors f admet un point de type (p, q) si et seulement si f(L)
rencontre L.

Démonstration (voir CASDAGLI [Ça]). — Supposons que L soit une
partie fermée connexe de Kp^q séparant A et que f(L) ne rencontre pas L ;
l'ensemble f(L) appartient alors, soit à Î7(L), soit à V(L). Dans le premier
cas on obtient f(U(L)) C U(L), d'où l'on tire p(L) C f(U(L)) C
U(L)^ et, par une récurrence immédiate, la relation fq(L) C U(L).
La PROPOSITION 1.5 permet alors de conclure que / n'a pas de point
de type (p,q). Dans le second cas f(V(L)) est contenu dans V(L), on
montre alors que fq(L) est contenu dans V(L) et un résultat analogue.

Supposons maintenant que f(L) rencontre L, choisissons un point x
appartenant à f(L) D L, un point x = (O^r) appartenant à ^^({x}) et
définissons x ' = (01,r') = f~l(x). Puisque / dévie la verticale, le point x
est l'unique point d'intersection de f({0'} x K) et de {9} x R, de même
le point Tp(x) est l'unique point d'intersection de f({0' + p} x H) et de
{e-}-p} x H. Mais puisque x appartient à f(L) r\L et puisque L est contenu
dans Kp^q, le point ^(x) appartient aussi à f({0' + p} x K) n {6 + p} x R.
On en déduit ^{x) = x + p. D

Notons, pour finir, la proposition suivante :
PROPOSITION 1.7. — Soit 2 un ensemble d'Aubry-Mather de f de

nombre de rotation p'. Alors si p1 est inférieur (resp. supérieur) à p/q
l'ensemble 2 est disjoint de V(Kp^q) (resp. U(Kp^q)). En particulier si f
n'a pas de point de type (p,q) et si p1 est inférieur {resp. supérieur) à
p/q, 2 est contenu dans U(Kpq) (resp. V(Kpq)) et donc dans U(Apq)
(resp. V(Ap,q)).

Démonstration. — Supposons que / admette un ensemble d'Aubry-
Mather 2 rencontrant V(Kp^q) ; il existe alors un x appartenant à TT"^)
tel que pl(fq(x)) > pi(x) -}-p. Comme 2 est /-ordonné, on en déduit par
une récurrence immédiate la relation :

Pi (f^^W) > pi (/^(xx)) + p, pour tout entier k,

puis la relation :

Pi (.f^^)) > Pi(x) + kp, pour tout entier A;,
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PROPRIÉTÉS GÉNÉRALES 79

et, finalement, on montre que le nombre de rotation cl de 2 est supérieur
àp/ç. On montre de même que si 2 rencontre U(Kp^q)^ alors cl est inférieur
àp/ç.

Supposons maintenant que / n'ait pas de point de type (p, q) ; on sait
alors, grâce à la PROPOSITION 1.5, que l'une des conditions suivantes est
vraie :

i) ^(A\ V(Kp^)) C U(K^) et donc f-^^\U(K^)) C V(K^\
ii) f^f^\U{K^)) C V(Kp^) et donc f-^^\V(K^)) C U(Kp^).

Comme 2 est invariant par /9, on obtient dans les deux cas le résultat
demandé. [}

Rappel de topologie du plan. — Nous rappelons le résultat suivant
(voir NEWMAN [N], par exemple).

PROPOSITION 1.8. — Si X est un ensemble fermé et connexe de S2,
toute composante connexe de S2\X est simplement connexe. Si U est un
ensemble ouvert et simplement connexe de S2, sa frontière est connexe.

2. Etude des anneaux invariants par les
difféomorphismes déviant la verticale

On s'intéresse dans ce paragraphe aux anneaux invariants par un
élément de /C.

PROPOSITION 2.1. — Soient f un élément de )C et U un anneau
distinct de A invariant par f, alors l'un des ensembles p2(U~) oup^ÇU^)
est majoré; en particulier p^ÇU0) est majoré et l'application ^u est à
valeur réelle.

Démonstration. — On suppose que / appartienne à JC et que U est
un anneau distinct de A et invariant par /, on va commencer par montrer
que p2(U°) est majoré, ce qui implique en particulier que l'application /A[/
(voir PARAGRAPHE 1) est à valeur réelle et bornée. On choisit un point XQ
appartenant à A\ Î7, un relèvement / de / à A, un point XQ appartenant
à ^^({XQ}) et on pose x\ = f^Çxo).

Puisque / dévie la verticale à droite, la courbe fÇDÇT^Çx-[,))) doit
rencontrer la droite D(T(xo)) en un point que l'on note ZQ ; on définit alors
z\ = /"^o). Chacun des ensembles p^f^ÇDsÇzo))) et ^(/(^(^i)))
est alors majoré, on choisit un majorant commun M et on va montrer que
U° est contenu dans T1 x]M, +oo[. ,

On considère pour cela un point y appartenant à ^xjM.+ool et on
note y et y1 les points de Ti-"1^}) qui vérifient

Pi(ïo) < p^(y) < pi(xo) +1 et pi(xi) - 1 < p^(y') < pi(x^).
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Puisque p^(y) est strictement supérieur à M, les ensembles f(Ds(y'))
et Ds{y) s'intersectent, et leur réunion divise le plan en deux régions
connexes et simplement connexes. Celle dont l'image par p^ est majorée
contient le point XQ^ ainsi sa frontière n'est pas contenue dans U = ̂ ^(U)
puisque U est simplement connexe et puisque XQ n'appartient pas à U.
Par conséquent, le point y ne peut pas appartenir à U°.

R x {M}

f\y')

Pour montrer que l'un des ensembles p2(U~) ou p^(U^~) est majoré on
va raisonner par l'absurde, on va supposer qu'aucun d'entre eux ne l'est
et on en déduira que p2(f(U~) H U^~) ne l'est pas non plus. Puisque par
la PROPOSITION 1.2, l'ensemble f^U'^nU^ est contenu dans (7°, on aura
obtenu une contradiction.

Fixons un réel Mo. Puisque^" dévie la verticale à droite, il existe, pour
tout x = (0, r) appartenant à A, un réel Mg tel que

^(/(0,M^)>^(/(^))+1.

Ainsi, grâce à la compacité de /^(T1 x {Mo}), on en déduit qu'il existe
un réel Mi tel que pour tout x = (O^r) appartenant à f~1^ x {Mo})
on ait :

pour tout R > Mi, ^i (/(0, R)) > p^ (f(x)) + 1.

Choisissons maintenant Ma tel que T1 x [Mi,+oo[D /^(T1 x {Ms}).
Puisque, par hypothèse, p^(U~) n'est pas majoré, il en est de même de
P2{f(U~)) et on peut trouver un chemin négatif 70 '' ]—oo,0] —> U, issus
de 5, tel que J?2(/(7o(0))) soit supérieur à Ma. Le chemin Fo = / o 70

TOME 117 —— 1989 —— N° 1



PROPRIÉTÉS GÉNÉRALES 81

vérifie alors \ïmt-^-oopï(To{t)) = —oo. On peut donc toujours supposer,
quitte à restreindre 70 que l'on a les propriétés suivantes :

FoQ — oo, 0[) est inclus dans T^x] — oo,M2[,
ro(0) appartient à T1 x {M^}.

On considère alors un relèvement / de / à A et un relèvement 70 de
70; on définit alors Fo = / o 70 et on pose XQ = Fo(0). Les ensembles
I\)(] — oo, 0[) et D^Çxo) ne se rencontrant pas, il en est de même
des ensembles 7o(] - oo,0[) et /^(D^Çxo)). On en déduit, grâce à-la
PROPOSITION 1.1, que7o(]-oo,0[) est inclus dans ]- oo,j?i (xo)} x IR et que
Fo(] - oo, 0]) se trouve donc situé au-dessus de l'ensemble /(Z)(/~ l(^o)))•

^.r^N^o))

7o

r^o)

De même, puisque p^U^) n'est pas majoré, on peut trouver un chemin
positif 71 : ]-oo,0] —^ U, issu de 5', vérifiant les propriétés suivantes :

71 (] - oo, 0[) est inclus dans T1 x] - oo, M^[,
71 (0) appartient à T1 x {M^}.

On considère alors le point x^ appartenant à Tr"1^!^)}) qui vérifie

pi(xQ -Kpi(xi)< pi(xo),

et le relèvement 71 de 71 qui aboutit en .ri. On sait, grâce à la PROPO-
SITION 1.1, que 71 (] - 00,^1]) est inclus dans [pi(^i),+oo[xlR. Comme
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il est aussi contenu dans l^x] — oo,M], il doit rencontrer l'ensemble
ro(]-oo, to[) en un point x^ situé au-dessus de fÇDÇf^Çxo))) et vérifiant :

pi(xQ) - 1 < pi (^2) < Pi{xo).

On pose alors ^3 = Ds(x^) rV(Z)(/-'l(;^o))). Le point f^Çx^) ap-
partient à DsU^Çxo)), le point /"^(.ro) appartient à T1 x [Mi,+oo[ et
on a :

Pl(^o) <Pl (^3)+l -

De la définition même de Mi, on déduit que le segment vertical joignant
f^Çxo) à /"K^s) est disjoint de /^(H x {Mo}), et donc que ^2(^3) est
supérieur à Mo. Comme Mo est arbitraire, on a montré que p2(f(U~) D
U^) n'était pas majoré et ainsi achevé la démonstration.

Rx{M}

Remarque. — Dans la première partie de la démonstration, quand
on a considéré les ensembles f(Ds(y)) et Ds(y)^ on ne s'est servi que
de l'inclusion f(U) C U pour montrer que U° était borné, on aurait pu
montrer d'ailleurs le même résultat avec la relation .V"1^) C U. Ainsi,
si / appartient à /C et si U est un anneau distinct de A tel que f(U) ou
/^(C/) soit inclus dans Î7, alors p^ÇUo) est majoré.

Dans le cas où / préserve une mesure chargeant les ouverts, on peut
préciser le résultat précédent.

THÉORÈME 1. — Soient f un élément de IC préservant une mesure
chargeant les ouverts et U un anneau invariant par f et distinct de A /
alors trois cas sont possibles :
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i) l'application [LU es^ continue à droite mais n'est pas continue,
[/+ et U° sont égaux, p2(U~) n'est pas majoré;

ii) l'application [LU est continue à gauche mais n'est pas continue,
U~ et U° sont égaux, p^ÇU^) n'est pas majoré;

iii) l'application [LU ^st continue, les ensembles U^, U~ et U° sont
égaux.

De plus l'alternative obtenue est indépendante de l'anneau choisi, elle
ne dépend que de f.

Démonstration. — Soient / un élément de /C, qui préserve une mesure
Ç chargeant les ouverts, et U un anneau distinct de A et invariant par /.
On sait déjà, grâce à la PROPOSITION 2.1, que [LU est à valeur réelle et
que l'un des ensemmbles p2(U~) ou p^U^) est majoré. On suppose, par
exemple, que p2(U~^) est majoré et on va montrer, d'une part que [LU est
continue à droite, d'autre part que U^~ et (7° sont égaux.

L'ouvert W = U° Ad(f(U°)) est contenu dans E = U~ \ f{U~)\
en effet, d'une part U° est inclus dans U~, d'autre part tout point qui est
à la fois dans U° et dans f(U~) est dans [/+ D f(U~), il est donc dans
f(U~^) n f(U~), c'est-à-dire dans f(U°).

Comme f(U~) est inclus dans U~, la suite (^(E^ez est formée
d'ensembles disjoints et il en est de même de la suite (/^(HO/cez- Or tout
élément de la suite (f~n(W))nçN est contenu dans U^~ et ne rencontre
pas Ad(/(î7°)), en particulier il est disjoint de T^x] - oo,M] pour M
assez petit. Mais l'ensemble p2(U^) étant majoré, et la mesure C préservée
par / chargeant les ouverts, on en déduit que W est vide, c'est-à-dire que
U° est inclus dans Ad(f(U°)).

On peut alors montrer que [LU est continue à gauche. Pour cela on
considère les ensembles U = Tr^ÇU) et UQ = Ti-"1^0), et le relèvement
TTU : H -^ H de [LU. Puisque U° est ouvert, l'application [LU est semi-
continue inférieurement ; ainsi pour montrer que [LU est continue à droite,
il suffit de prendre une suite (0n)neN convergeant vers 6 par valeur
strictement supérieure, telle que (ftu(0n))nçN converge vers un réel r et
de montrer que r < flu(0)'

On commence par considérer la suite Xn = (On^u(Qn) ~ {n + 1)~1)
pour n ç. N. Cette suite est à valeur dans U° et converge vers x == (0,r).
Puisque U° est inclus dans Ad(/(î70)), on peut trouver une suite (^n)nçN
à valeur dans UQ H /(L^o), convergeant vers x et vérifiant pi(yn) > ̂ i pour
tout .entier n. Considérons un point x ' = { O ^ r ' ) avec r1 < r et un entier n
assez grand, les ensembles Ds(yn) et /(DsÇf^ÇVn))) divisent alors le
plan en deux régions connexes et simplement connexes dont l'une a une
image par p^qui est majorée et contient x ' . Comme sa frontière est à
valeur dans U et comme U est simplement connexe, on en déduit que x1
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appartient à U et finalement que fzuW > r (voir figure ci-dessous).

Ds{yn}

Pour montrer maintenant que (y"1" = E/°, on raisonne par l'absurde
en supposant qu'il existe un chemin positif 7 :] — oo,0] —>• U tel que
7(0) n'appartienne pas à U°. On choisit alors un relèvement 7 de 7 et
on considère le réel to appartenant à ] — oo,0] tel que 7(] — 00,^0 [) ^it
contenu dans U° et tel que 7(^0) n'appartienne pas à (7°, réel qui existe
puisque Î7° est ouvert et puisque 7(0) n'appartient pas à U°. Les ensembles
7(]—oo, ^o[) et 2)^(7(^0)) sont alors disjoints et 7(]—oo, to[) est ^dus dans
]pi(7(^o))î-(-oo[xlR (voir PROPOSITION 1.1). La contradiction provient
alors de la continuité à droite de l'application {lu au point ^1(7(^0))-

Wo)

De façon analogue, on montre, dans le cas où p2(U~) est majoré,
que /X[/ est continue à gauche et que les ensembles U~ et U° sont
égaux. Ainsi, tout anneau invariant par / et distinct de A, vérifie l'une
des trois possibilités énoncées dans la proposition et qui correspond au
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cas où l'un des ensembles p2(U^~) ou p2(U~), ou alors les deux, sont
majorés. Remarquons que la démonstration précédente prouve aussi, dans
le premier cas, que l'ensemble U° n'est pas contenu dans Ad(f~l(UQ))
et donc que la mesure de U° \ AdÇf'^'ÇU0))) est non nulle, dans le
second cas, que U° n'est pas contenu dans Ad(/((7°)) et que la mesure de
U° \ Ad(f(U°)) est non nulle.

Il reste à montrer que l'alternative obtenue ne dépend que de /. Pour
cela on suppose que U est un anneau invariant par /, distinct de A, et que
le graphe CM = T1 x {M} est contenu dans U° H f^ÇU0) H f(U°) et de
mesure nulle. On considère alors l'ouvert W = U° D V(CM)' Puisque
l'ensemble CM est de mesure nulle et contenu dans ̂ n/"1^0)!^/^0).
Si U° est contenu dans f(U°), on a

C(/W) - CW = C(v(f(CM)) n u^))
- Ç(u(f(CM)) n V(CM)) + C(/(^°) \ u°)

et si f(U°) est contenu dans U°, on a

CCW) - C(W) = ç{v(f(CM)) n U(CM))
- C(U(f(CM)) n V(CM)) - C(^° \ f(U°)).

Puisque / préserve la mesure Ç, la quantité à gauche est nulle et le
signe de Ç(V(f(CM)) n U(CM)) - C(^(/(CM)) n V(CM)) ne dépend que
de la propriété i), ii) ou iii) vérifiée par U.

U°

f(U°)\U'1

k—^ /{CM)

CM

Supposons maintenant que U' soit un autre anneau invariant par / et
distinct de A, il existe un réel M tel que T1 x] — oo, M] soit contenu dans
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les ensembles suivants : U°, f-^U0), f(U°), U ' ° , f-^U'0) et f(U'°).
Comme la mesure de T1 x [M — 1, M] est finie, il existe M', inférieur à M,
tel que T1 x {M} soit de mesure nulle. La remarque faite plus haut prouve
alors que U et U ' vérifient la même propriété i), ii) ou iii). Q

Exemple. — On note (^(T1) l'ensemble des applications de R dans R
de classe C1 et de période 1. On définit ensuite, pour tout y? appartenant
à (^(T1), l'application

^:R2_^ (^)^(^^+^^

qui est un élément de /C qui préserve la mesure de Lebesgue (voir
HERMAN [He]) ; on note alors f^ l'élément de /C relevé par /^. Pour tout
entier M, l'image de CM = T1 x {M} est le graphe de l'application
ipM : x i—>- ^p(x) 4- M. En particulier, on a :

C(v(f(CM)) n U(CM)) - (:(u(f(CM)) n (CM)) = - /ll ̂ (0) de.
Jo

Ainsi, si Jp (p(0)d0 est strictement positif (resp. strictement négatif,
resp. nul), tout anneau U distinct de A et invariant par / vérifie la
condition i) (resp. ii), resp. iii)).

Notons d'ailleurs, dans le cas où L ip(0) d0 est nul, et toujours
grâce à la préservation de la mesure, que l'ensemble Ap,ç défini au
paragraphe 1 rencontre son image par /^, pour tout couple (p,ç) ap-
partenant à Z x N \ {0} d'entiers premiers entre eux. L'ensemble R(fy)
contient donc Q (voir PROPOSITION 1.6), et, comme cet ensemble est
fermé, il est égal à R.

3. Etude des nombres de rotation des éléments de fC
Si / est un élément de /C qui préserve une mesure chargeant les ouverts

et possède un anneau invariant distinct de A, nous savons alors, grâce
au théorème précédemment démontré, que trois cas sont possibles et que
l'un d'entre eux correspond au cas où la frontière de l'anneau est le graphe
d'une application continue de T1 dans H. L'application / possède alors
un ensemble d'Aubry-Mather sur ce graphe; nous allons voir que cette
dernière propriété est encore vraie dans les autres cas, en établissant une
analogie avec l'étude des attracteurs de Birkhoff. Nous allons montrer plus
généralement le résultat suivant :

PROPOSITION 3.1. — Soit f un élément de JC, et U un anneau distinct
de A, invariant par le difféomorphisme f de A relevé par f et tel que U°
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soit égal à l'un des ensembles U~ ou U^. Alors le graphe de ^u contient un
ensemble d'Aubry-Mather de f, les ensembles d'Aubry-Mather contenus
dans ce graphe ont même nombre de rotation p, les ensembles d'Aubry-
Mather contenus dans U ont un nombre de rotation inférieur ou égal à p,
les ensembles d'Aubry-Mather disjoints de U ont un nombre de rotation
supérieur ou égal à p.

Si p est irrationnel, il n'y a qu'un seul ensemble d'Aubry-Mather de
nombre de rotation p.

Enfin, pour tout x appartenant à TT'^A^) et pour tout k appartenant
à N, on a

PiÇf'W) -piW > -i + kp, pi{r\x)} -p^x) < i - kp.

Démonstration. — On suppose que / est un élément de /C et que
l'application / relevée par / laisse invariant un anneau U distinct de A,
tel que U° soit égal à [/+ ; le cas où U° est égal à U~ se traitant de façon
analogue en considérant f~1 au lieu de /.

Puisque U° est égal à U^, l'inclusion f^ÇU^) C U^ de la PROPOSI-
TION 1.2 s'écrit ici f^ÇU0) C U°, ainsi l'image par f~1 de tout point
de U radialement accessible est elle-même radialement accessible.

Or cette propriété se retrouve dans l'étude des attracteurs de Birkhoff,
c'est même cette propriété essentielle qui permet de montrer les princi-
paux résultats sur ces ensembles (voir LE CALVEZ [L2]). En particulier
tous les arguments employés dans cette étude sont encore valables ici.
On commence par établir que le graphe de /^ contient son image par /-1,
et même l'adhérence de celle-ci, et que l'ordre défini sur ce graphe par la
projection j?i est préservé par f~1 (voir [L2, § 4]). On en déduit alors
l'existence d'un ensemble d'Aubry-Mather sur ce graphe et d'un nombre
de rotation commun à tous les ensembles d'Aubry-Mather de ce graphe
(voir [L2, § 5]).

On a alors les inégalités suivantes, pour tout x appartenant à Tr^Çf^U)
et pour tout k appartenant à N (voir [L2, § 5]) :

PiÇf'W) -p,(x) > -1 + kp, pid-^x)) -p,(x) < 1 - kp.

Finalement on montre que si p est irrationnel, il n'y a qu'un seul
ensemble d'Aubry-Mather de nombre de rotation p (voir [L2, § 5]).

Ce nombre p a une autre interprétation : si H est un difféomorphisme
de ^(U) U {S} sur D = {(-u, v) ç R2 | u2 + v2 < 1}, défini par le théorème
de Riemann, l'application H~1 o f o H, définie sur D, se prolonge en
un homéomorphisme de Ad(-D) préservant l'orientation, et la restriction
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de celui-ci à la frontière de D admet p + Z comme nombre de rotation
(voir [L2, § 5 et § 6]). D

On peut déduire de la PROPOSITION 3.1 certains résultats. On a, par
exemple, la proposition suivante qui caractérise les applications sans en-
semble d'Aubry-Mather (voir aussi BOYLAND[B] dans le cas d'un anneau
borné).

PROPOSITION 3.2. — Tout élément f de IC qui n'a pas d'ensemble
d'Aubry-Mather doit vérifier l'une des deux consitions suivantes :

i) pour tout point x de A,

lim p^f^W) =-oo et Hm ^(.TCr)) =+00,

ii) pour tout point x de A,
lim p^(f~~n)=+oo et lim p^(fn(x)}=-(X).

n-»+oo v / n-^+oo v /

Démonstration. — Supposons que / soit un élément de /C qui n'ait
pas^ d'ensemble d'Aubry-Mather, choisissons alors un relèvement f de f
à A et considérons les ensembles KQ == {x 6 A | p-iÇf(x)) = pi(x)}
et Ko == 7r(Ko). Puisque / dévie la verticale a droite, les ensembles
{0} x R et f({0} x R) se coupent en un point et un seul, pour tout
réel 0, et l'ensemble Ko est le graphe d'une application continue de T1

dans H. Puisque /n ' a pas d'ensemble d'Aubry-Mather, on sait, par la
PROPOSITION 1.5, que f(Ko) ne rencontre pas Ko et est donc contenu
dans U(Ko) ou V(Ko). On va supposer que f(Ko) est inclus dans V(Ko)
et montrer la propriété i). On obtient par analogie la propriété ii) si on
suppose que /(-Ko) es^ inclus dans U(Ko).

Puisque f(Ko) est contenu dans V(Ko)^ la suite (f^'ÇUÇKo^neN est
croissante et l'ensemble W = UnçN /^(^(^o)) est un anneau invariant
par /. D'autre part, puisque Ko est un graphe, l'ensemble U(Ko) est
inclus dans TV0, en particulier dans W~. Les images f^ÇU^o)), où n
décrit N, sont donc contenue dans W~ et il en est de même de W. Ainsi
W^ est égal à W^nW~, c'est-à-dire à W°. On conclut alors, en utilisant
la PROPOSITION 3.1 et le fait que / n'a pas d'ensemble d'Aubry-Mather,
que W est égal à A. Ainsi, pour tout réel M, il existe un entier n tel
que t^x] - oo, M] soit inclus dans UÇf^ÇKo))-, autrement dit, la suite
(/^^(J^oWneN converge vers {N} pour la distance de Hausdorff.

On montre de même que UneN^'^^^'o))) = A et donc que la
suite (/"^(^(JCo^neN converge vers {S}. On établit alors facilement
la condition i). []

On va conclure ce paragraphe par trois propositions qui utilisent le
lemme suivant :
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LEMME. — Soient f un élément de IC et p un réel appartenant à la
frontière de l'ensemble R(f)n]—oo^p] dans l'ensemble R(f). Il existe alors
un anneau W distinct de A et invariant par l'application f relevée par f,
vérifiant l'une des égalités W^ = W° ou W~ = W° et tel que le nombre
défini par la PROPOSITION 3.1 sur le graphe de ^w soit égal à p. De plus,
W ne contient aucun ensemble d'Aubry-Mather de nombre de rotation p.

Démonstration. — Supposons que / soit un élément de /C et que p
appartienne à -R(/) H ]—oo,/9]. Notons / l'élément de /C relevé par /.
Puisque R(f) est fermé, il existe une suite (pn)nçN convergeant vers p,
vérifiant pn < P pour tout entier n, suite formée de nombres rationnels qui
n'appartiennent pas à -R(/). Pour tout n, on écrit pn = pn/Qn, où pn C Z
et Qn € N \ {0} sont premiers entre eux, et on définit alors l'ensemble

Kn = {x C A 1 piÇf^W) =pi(x) +pn},

l'image Kn = 7r(Kn) et la composante connexe An de Kn qui sépare A.
Puisque, pour tout entier n, le réel pn n'appartient pas à R(f), on peut

supposer, grâce à la PROPOSITION 1.6, et quitte à extraire une sous-suite
de la suite initiale, que l'une des propriétés suivantes est vraie

i) pour tout entier n, f(An) C V(An) ;
ii) pour tout entier n, /(A^) C Î7(A^).

Montrons d'abord la proposition dans le cas où la propriété i) est
vérifiée. Dans ce cas, U(An) est inclus dans f(U(\n)) et l'on en déduit
que l'ensemble Wn = UnçN /(^(^n)) est un anneau invariant. Rappelons
que la verticale Ds(x) de tout point x appartenant à U{An) est contenue
dans /9n (î7(An)) (voir PROPOSITION 1.5) et donc que U(An) est contenu
dans Wn' Puisque, pour tout k appartenant à N, fk(W^) est contenu
dans W^", il en est de même de Wn = U^eN /^(^(^n))- Ainsi, W^ qui
est l'intersection de Wn et de Wn 5 est égal à Wn'

Considérons un ensemble d'Aubry-Mather 2 de / de nombre de
rotation p, il n'est contenu dans aucun des ensembles <7(A^), puisque
pn est inférieur à p (voir PROPOSITION 1.7) et est donc disjoint de
^n = UfceN /^(^(^n))- L'ensemble Wn est donc distinct de A et vérifie
ainsi toutes les hypothèses de la PROPOSITION 3.1 : le graphe de jiw
possède un ensemble d'Aubry-Mather dont le nombre de rotation p'^
vérifie, pour tout k appartenant à Z et tout x appartenant à A \ Wn,
où Wn = TT-^Wn), l'inégalité : -1 + kpn < PlU^x)) - p^x).

Cet ensemble d'Aubry-Mather n'étant pas contenu dans Î7(A^), on sait,
par la PROPOSITION 3.2, que p^ est supérieur à pn', d'autre part, comme
2 n'est pas contenu dans Wn, on sait que p'n est inférieur à p. Ainsi, la
suite (^)nçN converge-t-elle vers p.
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Considérons maintenant une valeur d'adhérence X de la suite (Xn)nçN^
où Xn est la frontière de l'ouvert ^(Wn) U {S}. C'est un ensemble fermé
connexe de 52, invariant par /, limite d'une suite extraite (Xy^)^çN
de la suite (Xn)nçN- Considérons un minorant m de la suite (pn^nçN
et un réel M tel que tout point x de Rx] — oo,M] vérifie l'inégalité
^l(/~l(.^)) > 1 — m. Puisque, pour tout k appartenant à N et tout x
appartenant à f\\Wn^ on a pl(f~k(x)) < 1—kpn, l'ensemble T^xJ—oo, M]
doit être contenu dans Wm on en déduit que le point S n'appartient
pas à X. On peut alors définir la composante connexe W de S2 \ X qui
contient 5, elle ne contient pas N puisqu'aucun des ensembles W^ =
^>(Wn^) U {S} ne le fait, elle ne contient pas non plus ^(B) pour une
raison analogue; ainsi l'anneau W = (S>~1(W) est invariant par /, est
distinct de A et ne contient pas 2.

Montrons que W^ est égal à W°. Il suffit pour cela de montrer que
si 7 : ]—oo,0] —^ W est un chemin positif, alors 7(0) appartient à W°.
Par définition de TV, ce chemin doit être contenu dans Wn^ dès que i est
assez grand, il est donc contenu dans W^ puisque W^ est égal à W^ et
comme f^^W^) est inclus dans W^ = W^ on a la propriété suivante :

il existe un entier L tel que, pour tout entier t supérieur à L et tout
point x de 7(]—oo,0]), l'ensemble fÇDsif^Çx)))) soit contenu dânsWm'

Choisissons maintenant un relèvement 7 : ]—oo,0] —> A de 7 et le
premier point x = 7(^0) où 7 atteint 2^(7(0)). L'ensemble /{DsÇf^Çx))]^
7(] — 00,^0]) délimite alors une région connexe et simplement connexe,
dont l'image par p^ est majorée, et qui est contenue dans W^ pour tout £
supérieur à L ; la définition de W prouve alors que cette région est contenue
dana Tr"1^). En particulier Ds(x) est inclus dans W", et comme par la
PROPOSITION 1-1 on sait que 7(0) appartient à Ds(x), on en déduit que
7(0) appartient à W° (voir la figure sur la page suivante).

On peut maintenant appliquer la PROPOSITION 3.1 : il existe un
ensemble d'Aubry-Mather situé sur le graphe de /^, on note p ' son
nombre de rotation. Puisque tout ensemble d'Aubry-Mather de nombre
de rotation p est disjoint de TV, on sait déjà que ?' est inférieur ou égal
à p. D'autre part, on sait que pour tout entiers t et k et pour tout x
appartenant à Tr'^FrTT^), on a

Pi{f\x))-p^x))>l^kp'^

on en déduit, par un passade à la limite et en utilisant la convergence de
(pn)nçN vers p et celle de (X^)^N vers X, que pour tout entier k et pour
tout x appartenant à ^'^(Fr^), on a :

Plif^x^-p^^-l+kp.
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Le point x appartient à 7^~l({x}).

Ainsi, p ' est supérieur ou égal à p. Ces deux nombres sont donc égaux.
Dans le cas où c'est la propriété ii) qui est vérifiée, on construit de

façon analogue un ouvert W', vérifiant cette fois-ci l'égalité W~ — W°. []

PROPOSITION 3.3. — Soit f un élément de )C et p un nombre
irrationnel appartenant à la frontière de R(f), alors f n'a qu'un ensemble
d'Aubry-Mather de nombre de rotation p et celui-ci n'est pas hyperbolique.

Démonstration. — Soit / un élément de /C et p un nombre irrationnel
appartenant à la frontière de -R(/), on note alors / l'application de /C
relevée par /. On va montrer la proposition dans le cas où p appartient
à la frontière de ] — oo,/?] H -R(/), le cas où p appartient à la frontière de
[p, 4-00 [C\R(f) se traitant de façon analogue.

On sait, d'après le lemme précédent, qu'il existe un anneau W différent
de A, invariant par /, vérifiant W^~ = W° ou W~ = W°, et tel que le
nombre de rotation défini sur le graphe de ^w soit égal à p. On sait donc,
grâce à la PROPOSITION 3.2, que / n'a qu'un seul ensemble d'Aubry-
Mather de nombre de rotation p, il reste à montrer que celui-ci, noté 2,
n'est pas hyperbolique.

La raison provient encore de l'étude des attracteurs de Birkhoff,
on montre en effet que l'ensemble d'Aubry-Mather associé au nombre
de rotation inférieur ou supérieur d'un attracteur de Birkhoff n'est ja-
mais hyperbolique quand ce nombre est irrationnel (voir LE CALVEZ [L2]).
L'argument essentiel dans la démonstration de ce résultat est le fait que
la variété instable de cet ensemble est alors contenu dans l'attracteur.
Pour conclure dans le cas présent, il suffit de montrer que si l'anneau W
construit dans le lemme vérifie W^~ = W° (resp. W~ = W°) et si 2 est
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hyperbolique, la variété instable (resp. stable) de 2 est disjointe de W et
d'utiliser ensuite les arguments employés dans le cas des attracteurs de
Birkhoff.

On garde les mêmes notations que dans le lemme, on suppose en
particulier que W^ = W°, et on considère un point x appartenant à
TV^(2) H W. La définition de W prouve qu'il existe un entier t tel que x
appartienne à W^ et donc un entier Â;o tel que f'^Çx) soit contenu dans
?7(A^). Comme la suite (fk(U(An^)))kçN est croissante, on en déduit,
en considérant la suite (f~k(x))k>ko et 1e f^ Q116 x est dans la variété
instable de 2, que 2 est inclus dans l'adhérence de Î7(A^). En particulier
2 ne rencontre pas V(A^), ce qui contredit la PROPOSITION 1.7, puisque
p est supérieur à pn^ ' D

On a le résultat du même type suivant sur les nombres de rotation, qui
a également été démontré indépendamment par BOYLAND [Bo].

PROPOSITION 3.4. — Soit f un élément de K et p un nombre rationnel
appartenant à la frontière de R(f) et s'écrivant p = p/q, où p ç. Z et
q ç N \ {0} sont premiers entre eux.

Alors, l'image par TT de l'orbite de tout point de type (p^q) est un
ensemble d'Aubry-Mather.

Démonstration. — On suppose que / est un élément de /C, dont
l'ensemble de rotation R(f) contient dans sa frontière un nombre rationnel
p = p / q ^ où p ç. Z et q ç. N \{0} sont premiers entre eux, et on considère
l'application / relevée par /. On va supposer de plus que p appartient à
la frontière de ] — oo,p] D R(f) et que l'anneau W qui est construit dans
le lemme montré plus haut vérifie W° = W^~, les autres cas se traitant de
façon analogue.

Considérons un ensemble d'Aubry-Mather 2 inclus dans le graphe
de p.w et écrivons 7^~l(2) = {yi \ i ç Z}, où la suite (^i(^))zez
est strictement croissante. Utilisant les résultats de la PROPOSITION 1.2,
à savoir le fait que le graphe de p^w et l'ensemble W° sont envoyés dans
eux-mêmes par /-1 préserve sur le graphe de ^w l'ordre donné par la
projection p\, on peut montrer par récurrence le résultat suivant (voir LE
CALVEZ [Ll]) :

si x = (0,r) appartient à W° = Tr"1^0), si y est Punique point de
{0} x R, dont l'image par TT appartient au graphe de {jiwy ^t si k est un
entier naturel, on a l'inégalité

pl(f-k(x))>p,(f-k(y)).

De même, si l'ensemble {/"^(a') | k ç N} est disjoint de W, on a l'inégalité

Pi (/-'(.?))< pi (/-'(y)).
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Considérons maintenant un point x = (0,r) de type (j),g), définissons
le point y de {0} x R dont l'image par TT appartient au graphe de ^LW et
les deux points y^ et yio+i qui vérifient

^1(^0 ) <° <pi(yio+i)'
Puisque x = 7r(x) est périodique, l'ensemble {fk(x) | k ç Z} est contenu
dans TV ou alors disjoint de cet ensemble. Supposons qu'il soit contenu
(resp. disjoint), on sait déjà que pour tout entier k appartenant à N, on a
la relation :

Mr'(M <pi(r^)) <Mr'(^o+i)).
on obtient ainsi, pour tout entier fc,

pl(rk(y^.))<pl(rkw)
resp. Mr^))<Mr'(^o+i)).
Supposons qu'il existe un entier Â;o tel que

Mr^^Mr^o+i))
resp. pl(rko(y^o))>pl{rko(x)).
Alors, pour tout entier fc, on a

^l(/'o-'(^))>^l(r'o-'(^o+l))
resp. Mr'°-'(M > M(r'°-^))).
Il en résulte une contradiction en choisissant k tel que ko + k soit un
multiple de ç, puisque x, y^ et 1/^+1 sont des points de type (p,q).

Ainsi chaque point de l'orbite de x est encadré, quand on projette
par pi, par les itérés correspondant de y^ et de î/^+i, et comme y^ et
^o+i appartiennent à l'ensemble TT'^S), la projection par TT de l'orbite
de x est aussi un ensemble d'Aubry-Mather. []

Terminons par la démonstration d'un cas particulier d'un résultat de
ARONSON, CHORY, HALL et Me GÉHEE [ACHM] (voir également HOCKETT
et HOLMES [HH]).

PROPOSITION 3.5. — Soit f un élément de )C qui possède un ensemble
d'Aubry-Mather 2, de nombre de rotation rationnel p = p/q, où p ç Z et
q ç. N \ {0} sont premiers entre eux, vérifiant la propriété suivante :
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l'ensemble 2 est formé d'une orbite périodique hyperbolique et l'on peut
écrire TT^CE) == {xi | i ç Z}, où ^a sm^e (^i(^))iez ^ strictement
croissante, et où la variété stable de XQ et la variété instable de x\ se
coupent transversalement

II existe alors un réel e strictement positif, tel que l'intervalle [p — e,p>]
soit contenu dans R(f).

Démonstration. — On va raisonner par l'absurde et supposer qu'en plus
des hypothèses de la proposition, le nombre p appartient à la frontière de
] — oo, p] HR(f). Si on note / l'élément de /C relevé par /, on sait, grâce au
lemme montré plus haut, qu'il existe un ouvert W distinct de A, invariant
par /, vérifiant W° = W^~ ou W° = W~ et tel que le nombre de rotation
qui est alors défini sur le graphe de ^w est égal à p. On sait d'autre part,
que l'ensemble 2 est disjoint de W, et, utilisant un raisonnement analogue
à celui employé dans la démonstration de la PROPOSITION 3.3, qu'il en est
de même de sa variété instable dans le cas où W° = W^ (et stable dans
le cas où W° = W~).

Plaçons nous dans le cas où W° = W~^, considérons un ensemble
d'Aubry-Mather 2', contenu dans le graphe de fiw et un point y ap-
partenant à 7^-l(2') et vérifiant

Pi(y) <pi(îi).

Puisque la variété stable de XQ et la variété instable de x\ se coupent
transversalement, il en est de même, pour tout entier z, de la variété
stable de Xi et de la variété instable de .z^+i. On en déduit, en utilisant
le À-lemme, d'une part que la variété stable de Xz et la variété instable de
Xj se coupent dès que i < j, d'autre part que xi appartient à l'adhérence
de Wu(xj).

Pour obtenir une contradiction, on considère un point xi vérifiant
Pi(ïi) < pi(y) et un paramétrage 7 : [0,+oo[—^ A de la branche de
Wy,(x\) adhérente à i^, qui vérifie 7(0) = x^. On peut alors considérer le
premier point z = 7(^0) de rencontre de 7 avec la verticale D(y). Puisque
y est radialement accessible, p2(z) est supérieur à p^Çy)^ et on en déduit,
grâce à la remarque faite dans la démonstration de la PROPOSITION 3.4,
que l'on a l'inégalité pl(f~k(z)) < pl{f~k(y)) pour tout entier positif k.

En écrivant cette inégalité pour k = 2ç, on en déduit la relation
^i(/~2^)) <^l(^))-2^soitencore^(/-2<?(^^(i)) <pi((y)). Comme
le point /"^(T2^)) est égal à 7^) avec t strictement plus petit que to,
on contredit ainsi la définition de ce dernier réel. []
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4. Persistance des ensembles cTAubry—Mather

Dans l'étude des attracteurs de Birkhoff, on montre que si l'on contracte
faiblement et radialement dans une région d'instabilité une application
déviant la verticale et préservant une mesure qui charge les ouverts,
l'application ainsi obtenue possède encore un grand nombre d'ensembles
d'Aubry-Mather. Plus précisément, l'ensemble de rotation de celle-ci
contient l'intervalle délimité par les deux nombres de rotation inférieur
et supérieur de son attracteur de Birkhoff (voir LE CALVEZ [Ll]). Nous
allons généraliser ce résultat au cas d'une perturbation quelconque et non
plus seulement au cas d'une contraction.

Définition. — On note /Co l'ensemble des applications / appartenant
à /C et vérifiant la condition suivante :

la frontière de tout anneau invariant par f et distinct de A est le graphe
d'une application continue de T1 dans R.

On définit alors l'ensemble /Co des difféomorphismes de A relevant un
élément de /Co.

Exemples. — On sait, grâce à la PROPOSITON 2.2, qu'il y a un grand
nombre d'éléments de /Co parmi les applications appartenant à /C qui
préservent une mesure chargeant les ouverts; par exemple, celles qui
admettent un graphe invariant, ou bien encore toute les applications de
la forme /^, où ^p est un élément de (^(T1) vérifiant L y(0) d0 = 0.

Appartiennent aussi à /Co tous les éléments / de /C qui n'admettent
aucun anneau invariant distinct de A. Une condition pour qu'il en soit
ainsi est la propriété d'intersection suivante :

(I) l'image par f de toute partie X de A, compacte, connexe et
séparant A, rencontre chacun des ensembles U(X) et V(X).

En effet, supposons que / admette un anneau U distinct de A et
invariant par / et montrons qu'elle ne vérifie pas la propriété (I).
L'un des ensembles p^ (U~) oup^ÇU^) est majoré (voir PROPOSITION 2.1).
51 c'est p2(U~)^ on peut considérer la composante connexe W~ de
52 \Ad(^(U~)) qui contient N ; elle est simplement connexe puisque U~
et donc Ad(^(U~)) sont connexes, ainsi l'ensemble Y~ = ^"^(Fr^F")
est compact, connexe et sépare A. Puisque f(U~) est contenu dans U~,
l'ensemble W~ est contenu dans f(W~)', ainsi f(Y~) ne rencontre
pas V(Y~). Si c'est p^(U^~) qui est majoré, on construit de la même
façon un ensemble Y^ compact, connexe, séparant A et tel que î(Y^) ne
rencontre pas U{Y^).

Notons que l'ensemble de rotation d'une application vérifiant la condi-
tion (I) est égal à 1R; en effet cet ensemble est fermé et contient tous les
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rationnels, à cause de la PROPOSITION 1.6 et de la condition d'intersection
vérifiée par /.

Nous allons montrer dans ce paragraphe le théorème suivant, qui est le
résultat principal de notre étude, et où les ensembles R(f) et R ' ( f ) sont
définis au PARAGRAPHE i.

THÉORÈME 2. - - Soient f un élément de /Co et Z un ensemble compact
contenu dans l'intérieur de R(f) \ R'if)-

II existe alors un voisinage W de f dans /C tel que l'ensemble Z soit
contenu, dans R(g) \ R'(g) pour tout g appartenant à W.

Démonstration. —- Puisque Z est compact et ne rencontre pas R ' ( f ) ,
et puisque R ' ( g ) varie semi-continûment inférieurement avec g (voir
PARAGRAPHE i) . il existe un voisinage Wi de / dans IC tel que. pour tout
g appartenant à Wi, l'ensemble Z ne rencontre pas R ' ( g ) . Il suffit donc,
pour montrer la proposition, de trouver un voisinage H^ de / dans /C tel
que Z soit contenu dans l'ensemble de rotation R(g) de toute application
g de W^. Définissons, pour tout e strictement positif, l'ensemble Z^ des
réels situés à une distance inférieure ou égale à e d'au moins un point
de Z . Cet ensemble est compact, il contient Z, il est égal à l'adhérence
de Z, H Q et est inclus dans R(f) dès que c est assez petit. Ainsi, quitte
à agrandir l'ensemble Z. on peut supposer, dans les hypothèses, qu'il est
égal à l'adhérence de l'ensemble de ses rationnels. Il suffit alors de montrer
l'existence d'un voisinage W-z de / dans /C. tel que l'ensemble de rotation
de toute application g appartenant à W-2 contient Z n Q. ceci parce que
R(g) est toujous fermé quand g appartient à /C.

On raisonne par l'absurde : on suppose qu'il existe une suite (pn)nçN
de rationnels et une suite (fn)nw d'éléments de /C convergeant vers /.
telles que pour tout entier n, /„ n'ait pas d'ensemble d'Aubry Mather de
nombre de rotation p n . On va établir une contradiction. Pour tout entier
n, on écrit pn = p n / Q n ' où pn C Z et qn ç N\ {0} sont premiers entre eux,
on note fn l'élément de /C relevé par fn et on note de même / l'application
relevée par /.

Dans le cas où la suite (pn)n^N est constante, la contradiction est facile
à obtenir, comme le montre le résultat suivant.

LEMME 1. — Pour tout nombre rationnel p appartenant à R(f) \
R^f), il existe un entier HQ tel que, pour tout n supérieur ou égal
à no, l'application fn admet un ensemble d'Aubry-Mather de nombre de
rotation p. De plus, il existe un réel strictement positif AI tel que, pour
tout n supérieur ou égal à no, les ensembles d'Aubry-Mather de fn de
nombre de rotation p sont contenus dans T1 x [-AI, M].
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Démonstration. — On écrit p == p/ç, o ù p € Z e t ç ç N \ {0} sont
premiers entre eux et on définit, pour tout entier 71, l'ensemble

Kn={xç^\pl(fn(x))=p,(x)+p]

son image Kn == 7r{Kn) et la composante connexe An de Kn qui sépare A
(voir PROPOSITION 1.4).

Puisque / dévie la verticale à droite, il existe un réel M strictement
positif, tel que pour tout x appartenant à IR x {M} (resp. IR x {—M}),
on ait :

Plif^x)) >Pi(x)+p, (resp. piÇf^x)) <pi(x)+p).

La suite (fn)nçN convergeant uniformément vers / sur tout compact,
on en déduit qu'il existe un entier 711, tel que pour tout entier n supérieur
ou égal à n\ et pour tout x appartenant à IR x {M} (resp. H x {—M}),
on ait :

Pi(fnW) >pi(x)+p (resp. pi(fn{x)) <pi(x)+p).

L'ensemble An est donc disjoint de T1 x {-M} et de T1 x {M} quand n
est supérieur ou égal à ni ; il est en fait contenu dans T1 x] — M, M[.

En effet, fixons un point 0 de T1 et notons h~(0) et h^(6) les points
de Kn H {{0} x R) d'ordonnées respectivement minimale et maximale;
la verticale Ds(h~(0)) (resp. DA^/I^))) ne rencontre pas T1 x {M}
(resp. T1 x {—M}) et le point h~(0) (resp. h^~(0)) doit donc appartenir à
T1 x] — oo, M[ (resp. T1 x] — M, +oo[). Comme l'ensemble An est connexe,
il contient ces deux points (voir PROPOSITION 1.4) et ne rencontre ni
T1 x {M}, ni T1 x {—M} ; il est contenu dans T1 x] — M, M[.

Pour montrer le LEMME 1, il suffit de montrer que l'ensemble An
rencontre son image par fn dès que n est assez grand (PROPOSITION 1.6).
On va raisonner par l'absurde et supposer que cette propriété n'est pas
vérifiée.

Puisque la suite (An)^çN est formée de parties de l'ensemble compact
T1 x [—M, M], elle est relativement compacte pour la distance de Haus-
dorff et on peut donc extraire une suite ^(A^)^çN de la suite (An)nçNî
telle que :

i) pour tout entier ^, Ay^ est contenu dans T1 x [—M, M} ;
ii) pour tout entier ^, /n^(A^) ne rencontre pas A^ ;

iii) la suite (A^)^çN converge pour la distance de Hausdorff.
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Les propriétés de la distance de Hausdorff (voir CHOQUET [Cho]) per-
mettent d'affirmer que la limite A de cette suite est compacte, connexe,
sépare A et est contenue dans l'ensemble K = ̂ (K) où

K={xçf\\p^(î))=p,(x)+p}.

. oîsait déjà que /(A) rencontre A puisque, par hypothèse, p appartient
a R{f) (voir PROPOSITION 1.6). Si l'on montre que /(A) rencontre à la fois
Î/(A) et V(A), on en déduira, dès que t est assez grand, que l'ensemble
/(A»J rencontre Î/(A^) et V(A^) et qu'il rencontre donc A», ; on aura
ainsi obtenu une contradiction.
r^F^8' par exemPle' que fW ne rencontre pas (7(A); la suite
U {Uw))kçN est alors croissante et l'ensemble TV = (J /*((7(A)) est
un anneau invariant par /. Soit x un point de /(A) n A; comme il est
périodique (voir PROPOSITION 1.6) et comme /-^(A)) est inclus dans
U{A), son orbite est disjointe de E/(A). En particulier, W ne contient pas x
il est distinct de A et sa frontière est un graphe invariant par /, puisque f
appartient à fCo. L'ensemble A, qui contient x, n'est pas contenu dans W.
Par contre il rencontre son adhérence, puisque la frontière de (7(A) est
à la fois dans W et dans A; ainsi A doit rencontrer la frontière de W
Le nombre de rotation induit sur ce graphe est donc égal à p / q , puisque
A est inclus dans K, ce qui contredit le fait que p = p / q n'appartient pas
a H (f).

En considérant maintenant l'ensemble W = (J^ /-^(A)), on mon-
tre de même que /(A) rencontre F(A), ce qui conclut la démonstration. (]

^ Suite de la démonstration du théorème. — Dans le cas où la suite
(pn)nçN n'est pas constante, on utilise une méthode analogue à la précé-
dente; on construit une suite (A^)^ç^ d'ensembles compacts et connexes
de A, ne rencontrant pas leur image par /„.

On définit ainsi l'ensemble :

^ = {.r e A | pt (/^(f)) = p,(î) + 94

son image K'^ = v(K^ et la composante connexe A^ de K'^ qui sépare A.
La situation ici est cependant plus compliquée que dans le LEMME 1

En effet, si la suite (pn)nç^ n'est pas constante, la suite (ç^gN n'est
pas bornée et il est impossible de contrôler A^ : la suite (A' )^ n'est
pas toujours bornée et, dans ce cas, n'admet pas de valeur d'adhérence
?JÎ POUTquoi on va se P^^ sur la sphère S2 : on étudie la suite
W^niïnw qui, elle, est relativement compacte, puisque S2 est compacte
et on utilise ensuite les résultats du PARAGRAPHE 2.
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Puisque fn n'a pas d'ensemble d'Aubry-Mather de nombre de rota-
tion pn, les ensembles /n(A^) et h.n sont disjoints, pour tout entier n
(voir PROPOSITION 1.6). On peut donc, quitte à extraire une sous-suite
de la suite initiale, supposer que l'une des deux conditions suivantes est
vérifiée :

i) pour tout entier n, U{A^) est inclus dans fn(U(An)),
ii) pour tout entier n, U(A^) est inclus dans f^ÇUÇA^)).

On suppose que la condition i) est vraie, le cas de la condition ii)
se traitant de façon analogue. On définit, pour tout entière, l'anneau
Wn = UfceN f^^n)) ̂ m est invariant par fn et l'ensemble Xn, frontière
de ^(Wn) U {5}, qui est fermé et connexe.

On peut supposer, quitte à extraire une sous-suite, que les deux
conditions suivantes sont vraies :

iii) la suite (pn)nçN converge vers un réel p, appartenant à Z;
iv) la suite (Xn)nçN converge, pour la distance de HausdorfF vers un

ensemble fermé non vide et connexe X de S2.
On va montrer que ̂ ^(X) contient un graphe invariant de nombre de

rotation p, ce qui contredira le fait. que p n'appartient pas à R'(f)'

LEMME 2. — L'ensemble X est différent de {N}\
Démonstration. — Puisque p appartient à l'intérieur de^R(f) \ -R'(/),

on peut trouver un nombre rationnel p^ dans R(f) \ Ii'(f), strictement
supérieur à p. On sait, grâce au LEMME- 1, qu'il existe un entier no et un
réel Mo, tels que, pour tout entier n supérieur ou égal à'no? on ait pn < p^
et, qu'en plus, fn admette un ensemble d'Aubry-Mather 2^, de nombre
de rotation p"^, contenu dans T1 x [-Mo, Mo]. Par la PROPOSITION 1.7,
on sait que 2^ ne rencontre pas U(An), on en déduit qu'il ne rencontre
pas Wn- Ainsi T1 x] — oo, Mo] n'est jamais contenu dans Wn et rencontre
donc sa frontière, ce qui prouve que l'ensemble X = lim^_,+oo -^n ne se
réduit pas au point N. []

LEMME 3. — Le point S ^appartient pas à X.
Démonstration. — On sait, d'après le lemme précédent, que l'anneau

Wn est distinct de A, dès que n est assez grand. Or on a établi, dans
la démonstration du lemme énoncé au PARAGRAPHE 3, d'une part que
l'ensemble Wn était égal à Wni d'autre part que le nombre de rotation p'^
défini par la PROPOSITION 3.1 sur le graphe de ^w> était supérieur à pn.
On en déduit, pour tout point x de 7^~l(f^\ Wn), les inégalités :

Pl{fn(x)) -pl(x) > pn - 1 > Pn - 1.

Puisque la suite (pn)n^N est convergente, on peut la minorer par un
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réel m, puis trouver M tel que, pour tout point x de IR x {M}, on ait :

pi{f(x)) -pi(x) <m-l.

Pour n assez grand, on aura alors la relation

Pi(fnW) -pi(x) < m- 1,

pour tout point x de IR x {M} et même de H x ]—oo, M], puisque / dévie
la verticale à droite.

Finalement, on en déduit, dès que n est assez grand, que Wn contient
T1 x ]—oo, M], et donc que S n'appartient pas à X.

Fin de la démonstration de la proposition. — Puisque S n'appartient
pas à X, on peut considérer la composante connexe W de S2 \ X qui
contient S. Cette composante connexe est simplement connexe, puisque
X est connexe; elle ne contient pas 7V, puisqu'aucun des ensembles
Wn = ^(Wn) U {S} ne le fait et elle est distincte de S2 \ {N}, puisque
X ne se réduit pas au point N. D'autre part, la suite (fn)nçN converge
uniformément vers /, la suite (Xn)nçN converge vers X et chacun des Xn
est invariant par fn ; on en déduit que X est invariant par /, de même
que W. L'ensemble W = ̂ ^(W) est donc un anneau distinct de A et
invariant par / et sa frontière est un graphe, puisque / appartient à /Co.
On va montrer que le nombre de rotation induit sur ce graphe, noté p1',
est en fait égal à p.

On a montré, dans le LEMME 2, qu'il existait, pour tout rationnel p^~
strictement supérieur à p^ un entier n et une suite bornée (E^)n>no d'en-
semble d'Aubry-Mather de fn de nombre de rotation p"*", tous disjoints de
Wn' Choisissons une valeur d'adhérence de cette suite, c'est un ensemble
d'Aubry-Mather de / de nombre de rotation p^~ qui est disjoint de W.
Il se trouve donc situé au-dessus de la frontière de W, et on a l'inégalité
cl < p^. Comme on peut choisir p^~ aussi près que l'on veut de p, on
obtient p1 < p. '•

De même, on a remarqué dans le LEMME 3 que l'on avait l'inégalité

Pl{f^W)-PlW>kpn-l

pour tout couple d'entiers naturels (fc, n) et pour tout point x appartenant
à 7^-1(A\ Wn)' Si l'on fixe k et si l'on considère un point x appartenant à
la frontière de W, on peut trouver une suite (Xn)n^N de points de Fr(Wn)
convergeant vers a;; on en déduit alors, pour tout point x de ^^({.r}),
l'inégalité

piÇf^x^-p^^kp-l.
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Le nombre de rotation cl induit sur la frontière de W est donc supérieur
à p; il est finalement égal à ce nombre, ce qui contredit le fait que p
n'appartient pas à R'(f). D

On conclut par deux corollaires.
COROLLAIRE 4.1. — Supposons que f soit un élément de IC qui

préserve une mesure chargeant les ouverts et qui admette une région
d'instabilité (voir PARAGRAPHE 1), délimitée par les graphes de deux
applications ^~ et ̂ + (^- < ̂ +). Considérons alors un relèvement f de
f et les nombres de rotation p~ et p~^~ (p~ < p^~) induits sur ces graphes.

Alors, pour tout fermé Z contenu dans }p~,p+[, il existe un voisinage
W de f dans JC tel que, pour tout g appartenant à W, l'ensemble Z soit
contenu dans R(g) \ R'{g)'

Démonstration. — Puisque / préserve une mesure chargeant les ouverts
et admet un graphe invariant, c'est un élément de /Co (voir THÉORÈME 1).
D'autre part, le résultat fondamental d'Aubry et de Mather sur les orbites
quasi-périodiques (voir CHENCINER [Che]) exprime que l'intervalle [p", p^]
est inclus dans -R(/). Le fait que la couronne délimitée par les graphes de
^- et de ̂ + soit une région d'instabilité exprime que l'intervalle } p ~ ' , p ^ ~ [
est disjoint de R'Çf). Il n'y a plus qu'à appliquer la PROPOSITION 4.1. D

COROLLAIRE 4.2. — Munissons l'ensemble C^T1) de la topologie de
la convergence uniforme et supposons que l'élément (po de C1^1) vérifie
J1 ipQ(0) dO = 0 et soit tel que f^ n'ait pas de graphe invariant.

Il existe alors un voisinage V, l'ensemble R(fy) \ R'(î^p} soit égal à H.
Démonstration. — Si <^o est un élément de C^CT1) vérifiant

/ ^(0)d0=^
JQ

on sait d'une part que f^ appartient à /Co, d'autre part que R(f^o) est
égal à H. Si de plus f^ n'a pas de graphe invariant, l'ensemble R'{f^)
est vide. _

Puisque l'application de C'^T1) dans )CQ, qui à y? associe l'aplication f^
est manifestement continue, on obtient, en appliquant la PROPOSITION 4.1,
un voisinage V de y?o dans (^(T1), tel que, pour tout y? appartenant à V,
l'ensemble R(fy) \ R'Çfy) contienne [0,1]. Pour montrer le COROLLAIRE,
il suffit de remarquer que si y? appartient à C^T1), si k appartient à^Z
et si p appartient à R(fy) (resp. fi'(/^)), alors p+ k appartient à R(fy)
(resp. R'Çfy)), En effet, si X est un ensemble invariant /^-ordonné de
nombre de rotation p, l'ensemble

Kk = {x=(0,r)ç^\ ( ë , r - k ) ç X }
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est un ensemble /^-ordonné de nombre de rotation p -h k. Q
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