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CRITERE D’EXACTITUDE POUR LES FORMES DE
DEGRE 1 SUR LES QUADRIQUES COMPLEXES

PAR

JAcQUEs GASQUI et HuBERT GOLDSCHMIDT (*)

RESUME. — Soit (X, g) une variété riemannienne compacte. Une forme différentielle
de degré 1 sur X est & énergie nulle si son intégrale le long de toute géodésique fermée de
X est nulle. Dans le cas ou (X, g) est une grassmanienne complexe ou réelle, simplement
connexe et non isométrique & P1(C) ou P!(C) x P1(C), nous montrons que les seules
formes de degré 1, a énergie nulle, sont exactes.

ABSTRACT. — We say that a 1-form a on a compact Riemannian manifold (X, g)
satisfies the zero-energy condition if the integrals of o over the closed geodesics of X
vanish. If (X,g) is a real or complex simply-connected Grassmannian, which is not
isometric to CP! or CP! x CP!, we prove that a 1-form on X satisfying the zero-
energy condition is exact.

Une forme différentielle de degré 1 sur un espace riemannien est a
énergie nulle si son intégrale le long de toute géodésique fermée est nulle.
D’apreés les résultats de MicHEL [6], [7] et de [3] (voir aussi [4]), les formes
a énergie nulle sur un tore plat ou sur un espace projectif non-isométrique
a une sphere, sont toujours exactes.

Nous nous proposons de montrer (THEOREME 2) que ce phénomeéne
persiste pour la quadrique complexe @, de ’espace projectif complexe
P"*1(C), avec n > 3, d’équation homogene

G+ +¢=0,

ott (g, ---,Cny1 sont les coordonnées canoniques de C**2. Lorsque n > 4,
une description précise des tores plats et des plans projectifs complexes
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104 J. GASQUI ET H. GOLDSCHMIDT

totalement géodésiques de @Q.,, a permis 4 DiENG [1], via les résultats
mentionnés plus haut, d’en déduire immédiatement le THEOREME 2.
Le but essentiel de ce papier est de traiter le cas n = 3.

La quadrique @, s’identifie & la grassmannienne des 2-plans orientés
de R™*2. Les droites complexes de C™*1, avec m = [4n], donnent des
espaces projectifs P™(C) totalement géodésiques de dimension maximale
dans @,. Lorsque n = 3, ceux-ci sont donc des droites projectives, ce qui
fait que les seules sous-variétés totalement géodésiques, pour lesquelles
les formes de degré 1, & énergie nulle, sont exactes, sont des tores plats.
Ce phénomeéne rend beaucoup plus difficile ’étude de Q3. En particulier,
contrairement au cas » > 4, nous devons montrer que la cohomologie
d’un certain complexe est isomorphe & Palgébre de Lie des champs de
Killing sur Q3 (TuEoREME 1). Ce dernier résultat nécessite l'intervention
de la théorie des représentations du groupe orthogonal et de I’analyse
harmonique sur la quadrique en tant qu’espace homogene. Nous utilisons,
notamment, la description explicite des sous-espaces propres du laplacien
sur 3 de STRICHARTZ [9).

A partir du résultat obtenu pour les quadriques, il est facile de prouver
que les formes différentielles de degré 1, a énergie nulle, sont exactes sur les
grassmaniennes simplement connexes, réelles ou complexes, et différentes
d’une spheére ou d’un produit de sphéres.

1. Champé de Killing et tores plats

Soit (X, g) une variété riemannienne. Si F est un fibré vectoriel sur X,
on désigne par S*E et A’E la puissance symétrique k-ieme de F et la
puissance extérieure ¢-ieme de F; on note C°(F) lespace des sections
globales de E sur X. On note C*°(X) lespace des fonctions sur X,
a valeurs réelles. On désigne par T et T* les fibrés tangent et cotangent
de X, et on note V la connexion de Levi-Civita de g. Si £ est un champ
de vecteurs sur X, on note ¢ la forme différentielle de degré 1 définie par

& (n) = g(&,m),

pour n € T'; il est bien connu que ¢ est un champ de Killing de (X, g) si
et seulement si V¢’ est une forme antisymétrique. Notons K l’algebre de
Lie des champs de Killing de (X, g).

Au paragraphe 5, nous aurons besoin du résultat suivant :

PROPOSITION 1. — Soient Y une sous-variété totalement géodésique
de X, isométrique & un tore plat, eti:Y — X linclusion naturelle. Soit
& un élément de K.

(i) On a
i*deb = 0.
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CRITERE D’EXACTITUDE 105
(ii) Si &b est d énergie nulle, alors
e =0.

Démonstration. — La projection orthogonale 7 de §|,, sur le fibré
tangent de Y est un champ de Killing de (Y,i*g) tel que ° = i*¢*. Si VY
désigne la connexion de Levi-Civita de i*g, on a

di*fb — 2in*§b — 2vY,r]l7

et d*n® = 0. Or, tout champ de Killing sur un tore plat est paralléle et
ainsi V¥’ = 0, d’out (i). Si &® est & énergie nulle, il en est de méme pour
la forme 7° sur Y ; d’aprés un résultat de MicHEL [6], n° est donc exacte.
Comme 7° est harmonique, la forme i*£” est nulle.

2. La quadrique complexe

Supposons désormais que X soit la quadrique complexe @, de ’espace
projectif complexe Y = P**1(C), avec n > 3, d’équation homogéne

G+G+-+¢n=0,

ot (o,...,(ny1 sont les coordonnées complexes canoniques de C"t2,
On suppose que la métrique g de X est celle induite par la métrique
de Fubini-Study § de Y, & courbure holomorphe constante 4. L’espace X
est connexe et simplement connexe. On note J la structure complexe de X
ou de P**1(C); la forme de Kihler w de X est donnée par

w(&,n) = g(JE,n),

pour &,n € T. On note V la connexion de Levi-Civita de g.

La seconde forme fondamentale B de ’hypersurface complexe X de Y
est une 2-forme symétrique sur X, a valeurs dans le fibré normal de X.
Si v est un champ normal unitaire défini sur un voisinage U d’un point
r € X, on considere la section h, de S2T* sur U, définie par

hu(f,ﬂ) = Q(B(E,W),V),

pour tous &,n € T| . On identifie, via la métrique g, la forme h, & un
endomorphisme symétrique K, de T| - Si p est un autre champ normal

unitaire sur U, on a
p=cosfv+sinf Jv,
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106 J. GASQUI ET H. GOLDSCHMIDT
ol @ est une fonction sur U. On vérifie alors que
(2.1) K, =cosfK, +sinf JK,.

En particulier, on a
K;, =JK,.

Avec le caractére kiahlérien des variétés considérées, on aura aussi
(2.2) JK, =-K,J.

En utilisant I’équation de Gauss, on voit que la courbure R de (X, g) est
donnée sur U par

(2.3) R n)C=9(n,C)€ - g(& O+ g(Jn, ) J€
— g(JE,Q)In — 29(JE, 1) I¢
+ Q(Kun, C)Ku§ - g(KV€, C)KI/T’
+ g(JKuna C)JKU§ - g(JK,,{, C)JKUT’,

pour tous §,7,¢ € T'| . La formule (2.3) et le fait que g soit une métrique
d’Einstein nous donnent
KZ=id

(cf. [8]). Dans la suite, 'involution K, s’appellera structure réelle de la
quadrique, associée a la normale unitaire v.

Notons T+ = T,;f et T~ = T, les sous-fibrés de T, formés respecti-
vement des vecteurs propres de K, correspondant aux valeurs propres +1
et —1. Puisque K, et J anticommutent, J induit un isomorphisme de 7}
sur T, ; de plus, la décomposition

(2.4) T,=T eI,
est orthogonale.
Signalons encore un résultat de [8] qui s’obtient en combinant la décom-

position (2.4) et ’équation de Codazzi. Considérons la forme différentielle
@, de degré 1 sur U définie par

(2.5) 0. (&) = §(Vw, Jv),
pour { € T - Alors on a
(2.6) VK, =¢, ® JK,.
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CRITERE D’EXACTITUDE 107

De plus, on a sur U
dp, = —4w.

Soit B une section sur U du fibré T,ﬁ'l des formes réelles de type (1,1)
sur X. On définit une 2-forme alternée K, (3) sur U en posant

Ku(ﬂ)(é’ 77) = ﬂ(Kuﬁa Kun);

pour tous champs de vecteurs &, n sur U. Puisque K, anti-commute a
la structure complexe, K, (8) est encore une forme réelle de type (1,1).
Observons aussi, d’aprés (2.1), que K, (3) ne dépend pas du choix de la
normale unitaire v. On obtient ainsi une involution canonique de Té’l
sur X tout entier, dont on note (T,i’l)+ et (T,;’l)‘ les sous-fibrés propres
correspondant aux valeurs propres +1 et —1. On vérifie facilement que la
forme de Kéhler w est une section de (Té’l)‘. Si (T,;’l)g est le sous-fibré
des formes a trace nulle de (Tg")~ et {w} le fibré en droites engendré
par w, on a la décomposition orthogonale

(2.7) T' = (TrH' @ {wh e (Te')s -

On voit aisément que

(Ty")" = {8 e Ty 18(6,Jm) =0 pour tous &,ne T*},
(T4")" = {8 € T&" | B(€,m) = 0 pour tous ;e T+
sur U, et nous obtenons ainsi des isomorphismes
(TR — AT, (Tgh) — ST,

qui envoient 3; € (T,i’l)+ et By € (T;’l)_ sur les éléments u; de A2(T+)*
et uy de S?(T+)* respectivement définis par

U1(§a7l) = ﬂl(€7"7)a u2(5,77) = /62(£7J"’)7

pour &, n € TT . En particulier, on a

(n—1)

(28)  rang(Ty")* =2 et

) rang(T;’l)‘ ==

Si (A2T*)~ est le fibré des formes différentielles anti-hermitiennes,
on déduit de (2.7) la décomposition orthogonale

AT = (TR @ {w} @ (TR')y ® (N2T*)~.
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108 J. GASQUI ET H. GOLDSCHMIDT

Soit
T AT — (Tgh)g ® (N2T*)™

la projection orthogonale; on considére I’opérateur différentiel
d=md:C®(T*) — C®((Tg")s @ (A*T*)7)
d’ordre 1 et le complexe
29)  O®(X) -5 c=(T) L o= ((THY5 @ (NT*)).
Au paragraphe 5, nous démontrerons le

THEOREME 1. — Sin est un entier impair > 3, alors
K'={¢|¢cekK}

est un espace de cocycles du complexe (2.9), isomorphe & sa cohomologie.

En fait, dans ce théoréme, K* est I’espace harmonique du complexe
(2.9). Pour le démontrer, nous utilisons les représentations de SO(n + 2),
qui se décrivent différemment suivant la parité de n. Il nous est seulement
nécessaire d’obtenir ce théoreme pour n = 3; c’est pourquoi nous ne
considérons que le cas ou n est impair. Toutefois, il est fort probable que
le résultat soit vrai pour tout n > 3.

3. Formes a énergie nulle

Considérons un champ normal unitaire v défini sur le voisinage U
de z et la décomposition correspondante (2.4). Rappelons maintenant la
description de [1] de certaines sous-variétés totalement géodésiques de la
quadrique X. Les surfaces fermées totalement géodésiques de X, passant
par z et isométriques a un tore plat, sont les sous-variétés Exp, F', ou F’
est le sous-espace vectoriel de T, déterminé par un systéme orthonormé
{&,m} de T} et engendré par 'une des familles suivantes :

(a) {¢ Jn};
(b) {& —sJ&n+ LJn}, ol s est un nombre réel non-nul;
(c) {&+JIn,n+ JE}

Les surfaces fermées totalement géodésiques de X, 4 courbure constante 4,
passant par z, et isométriques & P*(C), sont les sous-variétés Exp, F, ou F
est le sous-espace vectoriel de T, déterminé par un systéme orthonormé
{&,m} de T+ et engendré par la famille

{€+ Jn,n - Jg}.
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CRITERE D’EXACTITUDE 109

Si n > 4, toute surface de ce type est contenue dans une sous-variété
fermée totalement géodésique isométrique a P?(C).

Soit E; le sous-fibré de A7T* formé des éléments de A’T* qui s’annulent
en restriction aux surfaces totalement géodésiques de X isométriques a
un tore plat. On voit facilement, avec les tores plats correspondant aux
familles de type (a), que E; = 0; d’autre part, de la description de tous
les tores plats totalement géodésiques de X, il résulte que 8 € A?T}
appartient a Fs si et seulement si

(3:2) B~ sTEn+m) =0
(3.3) B(E+ In,n+ JE) =0,

pour tout systéme orthonormal {£,n} de T} et tout nombre réel s # 0.

LEMME 1.
(i) Ona Ey = (Ty")* @ {w}.
(ii) Tout élément de Ez, qui s’annule sur les surfaces totalement
géodésiques de X, a courbure constante 4 et isométriques & P*(C), est nul.

Démonstration.
(i) Il est facile de vérifier que w est une section de Es et que l'on a
I’inclusion (Té’1)+ C E,. Réciproquement, soient 8 € E;; et {£,n} un
systeme orthonormé de T3} ; avec (3.1) et (3.2), on voit que

(3.4) B(&,m) = B(JE, In).

De (3.1) et (3.4), il résulte que 3 € Tﬁ’l. Puisque € + 1 et £ — n sont des
vecteurs orthogonaux de T, de longueur v/2, avec (3.1) on a

B(&—n,JE+ Jn) =0;
on déduit de cette égalité et de (3.1) que
B(&, JE) = B(n, In).
Si on pose a = (¢, J¢), alors, d’abrés (3.1), B = B — aw vérifie
B'(¢, J¢) =0,
pour tout { € T}, et ' appartient & (Tg")*.

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



110 J. GASQUI ET H. GOLDSCHMIDT

(ii) Soient B € (Té’l)jc‘ et ¢ € R tels que 8/ = B + cw s’annule
sur les surfaces totalement géodésiques de X, a courbure constante 4 et
isométriques & P1(C). Soit {£, 7} un systéme orthonormé de T} . Puisque 8
est hermitien, on voit que

0=8'(&+ Jn, JE — n) = —2B(&,m) + c(9(JE, JE) + g(n,m))
= —2B(&,n) + 2c;

ainsi, 8(&,m) = B(n,€) = 2¢, d’otr 'on déduit que S =0¢et ¢ =0.

Si a est une forme de degré 1 sur X, il est clair, avec la premiére partie
du LEMME 1, que da = 0 si et seulement si la restriction de da, a tout
tore plat totalement géodésique de X, est nulle. En particulier, avec la
ProposITION 1, (i), on voit que, si & € K, alors & est un cocycle du
complexe (2.9).

THEOREME 2. — Sin > 3, les formes différentielles de degré 1, d
énergie nulle, sur (Qn,g) sont exactes.

Démonstration. — Soit o une forme de degré 1,  énergie nulle, sur @,,.
Comme les formes différentielles de degré 1, a énergie nulle, sur un tore
plat sont exactes (cf. [6]), on a da = 0. Supposons d’abord que n > 4.
D’aprés [3] ou [4], toute forme de degré 1, & énergie nulle, sur P2(C) est
exacte, donc la restriction de a a toute surface totalement géodésique,
isométrique 3 P(C), avec sa métrique & courbure constante 4, est exacte;
le LEMME 1, (ii) nous dit que da = 0. La simple connexité de X entraine
Pexactitude de a (cf. [1]). Venons-en maintenant au cas n = 3. Avec le
THEOREME 1, on peut écrire

a=df +¢,

ol f € C®(X) et & est un champ de Killing. Soient ¥ un tore plat
totalement géodésique de X et i : Y — X l’inclusion naturelle. Puisque la
forme différentielle &* = o — df est a énergie nulle, la PrRoPosITION 1, (ii)
entraine que i*¢’ = 0 et donc que £’ est une section du fibré E;. On obtient
ainsi la nullité de £ et 1’égalité a = df.

THEOREME 3. — Les formes différentielles de degré 1, d énergie nulle,
sont exactes sur les espaces riemanniens symétriques suivants :
(i) les grassmanniennes complezes, différentes de P*(C) ;
(ii) les grassmanniennes réelles de plans orientés

SO(p +q)/SO(p) x SO(q), avec p>gq>1et (p,q)#(2,2).

Démontrons le théoréme dans le cas (i). Tout d’abord, d’apres [3] ou [4],
on sait que le résultat est vrai pour les espaces projectifs complexes
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CRITERE D’EXACTITUDE 111

de dimension > 1. Considérons maintenant un espace hermitien V de
dimension m > 4, et la grassmannienne complexe G(V) des k-plans
de V, avec 2 < k < m—2. L’espace tangent de cette derniére en un k-plan
E de V g'identifie &4 E* ® E+. Prenons deux vecteurs de la forme ¢ ® £ et
¥ ® n dans E* ® E+. Soit E' un plan complexe de E+ contenant £ et 7
et choisissons une décomposition orthogonale

E=HoE",
ol E" est de dimension 2 et ot ¢y = g = 0. L’application
t:Go(E' @ E") — Gi(V),

qui envoie un 2-plan W de E' @ E” sur H ® W, est une immersion
totalement géodésique. On a ((E"”) = E et, par construction, ¢ ® £ et
1 ® 7 sont dans I'image de I’application tangente de ¢ en E”.

Soit & une forme de degré 1, & énergie nulle, sur Gy (V). Pour montrer
que «a est fermée, il suffit de vérifier que

(da)(p® &, ®n) = 0.

Comme la grassmannienne complexe des 2-plans de C* est isométrique &
la quadrique @4, la forme & énergie nulle +*« est donc exacte, d’ou ’égalité
cherchée.

Le résultat pour les grassmanniennes réelles s’obtient de maniére tout
a fait similaire, a partir du THEOREME 2 pour n = 3, la quadrique Q3
s’identifiant & la grassmannienne des 2-plans orientés de R®.

4. La quadrique en tant qu’espace homogeéne

Le groupe SU(n + 2) agit sur C**2 et sur P**1(C) par des isométries;
son sous-groupe G = SO(n + 2) laisse X invariant et agit transitive-
ment sur X par des isométries holomorphes. L’image canonique o dans
P**+1(C) du point (1,3,0,...,0) de C**? appartient & X et son groupe
d’isotropie est égal au sous-groupe H = SO(2) x SO(n) de SO(n + 2)

formé des matrices
A0
0B)’
avec A € SO(2) et B € SO(n). Pour 8 € R, on note R(#) ’élément
cosf) —sinf
sin @ cosf

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



112 J. GASQUI ET H. GOLDSCHMIDT

de SO(2). Rappelons que G/H est un espace symétrique hermitien;
on identifie G/H et @, au moyen de I'isométrie holomorphe qui envoie a-H
sur a - g, pour a € G. On peut identifier T, avec C" de telle sorte
que la structure presque-complexe de Ty, soit celle déterminée par la
multiplication par ¢ sur C", que la métrique kihlérienne g en x; soit celle
obtenue a partir du produit scalaire hermitien standard de C", et que
P’action de H sur Ty, soit donnée par

(Rf)a) ‘?1) .z =€i0AZ,

pour A € SO(n), 8 € Ret z € C*; ici, SO(n) est considéré comme un
sous-groupe de SU(n) (cf. [5, pp. 278-281]).

Soit G l’ensemble des classes d’équivalence des G-modules (sur C)
irréductibles. Si vy € G et E est un fibré vectoriel hermitien, homogeéne
et unitaire sur X, on note CS°(E) la composante isotypique de C*(E)
correspondant a y et mult C$°(E) sa longueur. On munit 'espace C*°(E)
du produit scalaire hermitien obtenu & partir de celui de E et la forme
volume G-invariante w™/n! de X. Pour 7,7’ € G, avec v # «', les sous-
modules C5°(E) et C?(E) de C*°(E) sont orthogonaux. Si vy € G, alors
tout élément u de C°°(E) peut s’écrire sous la forme u = u' + u", avec
u' € C°(E) et u” orthogonal a CS°(E). Si E est le fibré en droites com-
plexes trivial sur X, on écrit C*(X,C) = C*®(E) et C*(X) = C(E).
Si Ey, Es sont des fibrés vectoriels hermitiens, homogenes et unitaires sur
X, et si P: C®(E;) —» C®(FE:) est un opérateur différentiel homogene,
alors on a

P(C3(Ey)) € O3 (B),

pour v € G (cf. [11, §5.3], [2, §2)).

Nous supposons dans la suite de ce paragraphe que n est un entier
impair et nous écrivons n = 2£+ 1 . On note gc et h¢c les complexifiés
des algebres de Lie g et h de G et H, respectivement. Le sous-groupe T
de G formé des matrices

R(6) (0]
R(6:)
R(6:)
(0] 1
avec p,...,0;, € R, est un tore maximal de G et de H. Le complexifié tc

de lalgebre de Lie t de T est une sous-algébre de Cartan des algebres de

ToME 117 — 1989 — ~° 1



CRITERE D'EXACTITUDLE 113

Lie gc = so(n + 2.C) et he. Pour a € C, on éerit

_ 0 —v-1la
La) = <\/—_1a 0 > '

Pour 0 < j < 4. soit A; la forme linéaire sur 'algebre de Lie te qui envoie

la matrice
L((IU) O
L(ay)

0 L(a()
avec dg,....a¢ € C,sur a; . On éerit aj = Aj — Ajp, pour 0 <j < -1
et a¢ = A(. Choisissons une chambre de Weyl pour (gc, tc) telle que le
systeme AT de racines positives de ge soit égal &

{M—Mwogj<kg4u{&+hwog1<k§€ﬁ%AA03jge}

alors {ag.ay,...,a¢} est le systéme de racines simples de gc. On prend
une chambre de Weyl pour (he. tc) telle que {a,, ..., a/} soit un systéme
de racines simples de h¢.

Le poids dominant d'un G-module ou d'un H-module irréductible est
une forme linéaire A : t — C qui s’écrit sous la forme

{
A=Y hA

=0

avec hg,.... h € Z: la classe d'équivalence d'un tel module est déterminée
par ce poids. On identifie un élément v de G avec le poids dominant d’un
représentant de 7.

5. Calcul de cohomologie

On note E¢ le complexifié d’un fibré vectoriel E sur X et 777 le fibré
des formes différentielles de type (p,q) sur X. On désigne par (T11); le
sous-fibré de T! qui est égal au complexifi¢ de (Ty')y . Le complexifié
de (A*T*)~ est le fibré T2 ) TO2. Les fibrés T&, TP et (T'')y sont
tous homogenes et unitaires et la décomposition

Te =T o1,

est G-invariante. Les opérateurs différentiels d, 0, 0 sont homogenes, ainsi
que l'opérateur

d: C™(TE) — C*((THY)y o T @ T2).
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L’espace A des fonctions 3 valeurs complexes sur C"t2, dont les
restrictions & la sphére unité S?"*3 sont invariantes par U(1), est un
SO(n + 2)-module. Considérons la sous-variété

V={0= (G sGur) €CF | G+ G2y =0t ¢ = 1}

de §*"*3 . Le groupe U(1) laisse V invariant et X = @, est alors le

quotient de V' par l'action de U(1). Si f € A, on note f la fonction sur X

obtenue & partir de f par restriction a V', puis passage au quotient.
Nous considérons les éléments

frs = {(CO +1¢1)(Co +1Cs) — (G2 +1¢3)(Co + i21)}s(co + iCl)r(zo + Z'Zl)ra

ou r,s sont des entiers > 0, du SO(n + 2)-module A. Au paragraphe
suivant, nous démontrerons le

LEMME 2. — Sur X =Q,, on a
700frs #0

lorsque r + s > 1 et (r,8) # (0,1).

Supposons que n soit impair. Alors f, s est un élément de A de poids
(2r + 8)Ao + sA; . D’apres [9], la fonction f, s engendre un sous-G-module
irréductible H, ; de A, de poids dominant (2r + s)Ag + sA; ; I'espace ﬁr, s
des fonctions sur X déduit de H, s est isomorphe a H,, en tant que
SO(n + 2)-module, et on a les deux égalités

(5.1) Crspnotsn (X) = Hrys,
(5.2) C2(X) =0

lorsque v € G n'est pas de la forme (27 +3)A\g+ A1, avec r, s > 0. Puisque
Ho,o est égal & 'espace des fonctions constantes, on a

Ofrs #0, Ofrs #0,

lorsque 7 + s > 1.
Les H-modules T,° et T2:! sont irréductibles et leurs poids dominants
sont égaux a Ao + A; et —Ag + A; respectivement. D’aprés le théoréme 1.2

de [10], on a
mult C,, (TH°) = mult 52, (T™1) = 1.
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On voit donc que
(5.3) O, (TE) = OHo 1 ® OHo 1.

L’algébre de Lie K des champs de Killing de (X, g) est isomorphe & g
et ainsi le complexifié K¢ de K est un SO(n + 2)-module irréductible de
poids dominant Ao + A;. Puisque d*¢* = 0, pour ¢ € K, avec (5.3), on a
donc

(5.4) O, (TE) = dHoq ® K- .

LEMME 3. — Poury € G, avec ¥ # 0 et Ao + A1, on a

C2(T¢) NKerd = dC°(X).

Démonstration. — Soit v € G, avec v # 0 et Ag + A1. Nous écrivons
W, = C2(T¢) NKerd,

et démontrons d’abord que dW, = 0. On choisit un élément 6 de poids
dominant de W,. Comme d# est de type (1,1), il existe une unique fonction
f € C>®(X,C) telle que df = 90f et

/Xfw-"=0;

cette fonction est un élément de CS°(X) de méme poids que 6. Donc,
d’apres (5.2), lorsque 7 n’est pas de la forme (2r+s)A\g+sA1, avec r,s > 0,
la fonction f est nulle et df = 0; il en découle que dW, = 0. Lorsque
v=(2r+s)Ao+sA,avecr+s > let (r,s) # (0,1), égalité (5.1) montre
que la fonction f doit étre un multiple de fm et on a donc

df = co0 fr,s
avec ¢ € C. Puisque df = 0, il en résulte que

crdd fr,s =0.
Le LEMME 2 implique que ¢ = 0, et ainsi df = 0, de sorte que dW., =0.
Pour terminer la démonstration du lemme, comme X est simplement
connexe, il suffit de vérifier que toute forme exacte de C5°(T¢) appartient

a dC°(X). Soit f € C*(X,C) telle que df € C2(T¢). On peut écrire
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f=F+f" ouf €CP(X)et f'est orthogonale & C°(X); comme d
est un opérateur homogene, on a df = df’ et df” = 0.

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer le THEOREME 1.
Soit a une forme de degré 1 sur X = @, telle que da = 0. On peut écrire

a=d +ad",

ot o' € CF°,, (T¢) et a” est orthogonal & C3°,, (T¢). D’apres (5.4),
il existe £ € K¢ et p € C®(X,C) tels que

o =dp+¢.

Avec la ProposiTION 1, (i), on sait que da' = 0 et donc da” = 0.
Puisque d est un opérateur différentiel homogene, on déduit des résultats
du paragraphe 5.7 de [11] que o" appartient & ’adhérence de

P (Ce(T¢) NKerd)
~€G
RE R R
et, d’aprés le LEMME 3, a celle de
P dcrx).
~€G
Y#EX I

Comme d est elliptique, ce dernier espace est contenu dans dC*®(X, C).
Ainsi ¢ € dC*®(X,C) et on peut donc écrire

a=df +¢&,

ou f € C®(X) et £ € K. La relation d*n’ = 0, pour € K, nous donne
maintenant le résultat cherché.

6. Preuve du lemme 2

Si f € A, on note f la fonction sur P**(C) obtenue & partir de f par
restriction & la sphere unité 52"+3, puis passage au quotient. La restriction
de f & X est égale & la fonction notée f et définie au paragraphe 5. Soit
p: C**2 — {0} — P"*1(C) la projection naturelle; considérons 'ouvert

U =P({(Co,-~-,Cn+1) eC?| G # 0})
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de P**1(C). On note z = (21, ..., 2n+1) la coordonnée holomorphe sur U

déterminée par les coordonnées homogenes (g, (1,---,Cnt1); On a donc
z; = (/¢ = xj +1y;,

pour 1 <j <nm+1, ol z; et y; sont des fonctions & valeurs réelles. Alors

n+1

anU={zeU|1+Zz§=0}.
=1

Pour 1 < j < n+1, on note a; le point de @, N U déterminé par
2(a;) =165 , 1<k<n+1.
On écrit a = ap41 €t on pose
& =L(a,)7 n; =—1—(6,),
V2 \9z; ), Ve \%;),
Enr1 = % (3%“)0., M+l = % (37(2:)&,

pour 1 < j < n. Alors {£1,...,&n,M,-..,Ma} est une base orthonormée
de T, et on peut choisir un champ normal unitaire v de ’hypersurface @,
de CP™*! sur un voisinage de a tel que

v(a) = —€nt1, Jv(a) = —nny1.

Comme les champs de vecteurs complexes 0/0z; — 2;/2p410/0zn41 sont
tangents & @, au voisinage de a, on vérifie facilement que la seconde forme
fondamentale B de Q,, est donnée en a par

B(&;, &) = =6k Jv(a) = —B(n;,mk),
B(éj,nk) = jku(a’)a
pour 1 < j,k < n. On obtient donc
K,(&)=mn;, K.(n;)=¢&,

pour 1 < j < k, et ainsi {—\}—i(éj + m;)}1<j<n st une base orthonormée
de T,f,, tandis que {%(fj —1;)}1<j<n est une base orthonormée de T,,.
Pour 1 < j,k <m+ 1, on pose
_0 0 9.
k= Oxj Ozx Oy; Ok
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Prenons 1 < j < k < n, et posons £ = \%(ﬁj +n5),n= %(Ek +mk);
d’apres le paragraphe 3, en considérant le systéme orthonormé {&,7n} de
T}, on voit que les deux vecteurs de T, de la famille

{E + J77J7 + J€} = {%vjk(a)’ %Ukj(a)},

qui est de type (c), sont tangents & une méme surface totalement géodési-
que de X, isométrique & un tore plat. Donc, pour 1 < j,k,£ <n+1, avec
Jj, k, € tous distincts, les deux vecteurs de T,, de la famille

{vjr(ae),vi;(a)}

sont tangents & un méme tore plat totalement géodésique de X.
Pour r,s > 0, on a, sur 'ouvert U,

_f _ {(1 +121)(Z2 +923) — (22 +i23)(1 + i?l)}s(l +iz1)"(1+921)"
e (+ Py ’

et on vérifie facilement que

(00fr,s)(v12,v21)(az) = ”(21;——4_23)’

s(s +1)(=%)°

(80fr,511)(v3a, v43)(a2) = or

Le LEMME 2 est une conséquence directe de ces deux égalités.
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