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REMARQUES SUR UN THEOREME DE
G. HALASZ ET A. SARKOZY

PAR

MicHEL BALAZARD (*)

RESUME. — E désigne un ensemble de nombres premiers et Q2g(n) le nombre de
facteurs premiers de n appartenant & F, chacun étant compté avec sa multiplicité. On
donne un encadrement uniforme du nombre des entiers n < z vérifiant Qg(n) = k,
étendant un résultat de G. HALASZ et A. SARKOzZY.

ABSTRACT. — FE stands for a set of prime numbers, and Qg(n) for the number
of prime factors of n lying in E, each counted according to its multiplicity. We give
uniform lower and upper bounds for the number of integers n < z such that Qg(n) =k,
thus extending a result of G. HALAsz and A. SARKOZY.

1. Introduction et énoncé des résultats

L’un des buts de la théorie probabiliste des nombres est de dégager,
pour des fonctions définies de maniére purement arithmétique, des lois
de répartition simples. Ainsi, il est bien connu que le nombre de facteurs
premiers d’un entier aléatoire suit approximativement une loi de Poisson.
Plus précisément, posons :

Qn) = Z v, n entier > 1.
p|n
Ainsi, Q(n) est le nombre de facteurs premiers de ’entier n, comptés

avec leurs multiplicités. Soit P, la probabilité uniforme sur ’ensemble des
entiers positifs et < . Nous avons :

(1) P;(Q(n) = k)

k (loglog z)k—! 1
=lo;x (logloga:) O%kofi)! (1+06(Eg—lo_g_z))

(*) Texte regu le 23 juin 1988, révisé le 26 juin 1989
M. BALAZARD, Univ. de Limoges, Département de Mathématiques, 123 av. Albert
Thomas, 87060 Limoges Cedex, France.
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390 M. BALAZARD

uniformément pour z >3 et 1 <k < (2—¢)loglogz (0 < e < 1), avec
1 1\2 AN
F(z) = ——— “ Y (1=3) .
(2) N(z+1) 1;[(1 p) (1 p)

C’est un résultat dii & L. G. SATHE (cf. [19]). Lorsque ’entier n décrit
lintervalle [1,z], Q(n) prend toute valeur entiére entre 0 et logz/ log 2.
La fréquence d’apparition des grandes valeurs de (n) a été estimée par
J.-L. Nicoras (cf. [12]) :

- z _ 3z
@ P =) = C2Flog 2 +0, (2 10g’ (32))
uniformément pour z > 3 et (2 + ¢)loglogz < k < logz/log2 (0 < ¢),
avec

1 1
C= Zg(1+M) et b=b(e) €0, 1[.

11 faut noter la différence de comportement entre (1) et (2) : dans (2),

la loi est essentiellement géométrique de raison %
Le souci de généraliser ces résultats & une classe importante de fonctions

additives a conduit différents auteurs & considérer la fonction

Qe(n) = Z v,
p”|ln,p€E

ou E est un ensemble quelconque de nombres premiers. Dans ce qui suit,
nous noterons p; < ps < --- la suite des éléments de E, et E(z) =
> p<z, per(1/p). Le théoréme suivant, dd & G. HALAsz et A. SArkOzY

(cf. [7] et [18]) compare la loi locale de Qg(n), pour 1 < n < z, avec la loi
de Poisson de parametre E(x) (rappelons que E(z) = loglogz + O(1) si
E est ’ensemble de tous les nombres premiers).

THEOREME A. — Soit 6 € 10,1[. On a :

(3) P;(Q5(n) = k) <, e—E“)E%)—k

pour tout E, tout x > 1 et tout entier naturel k tels que k+1 < (2—8)E(x) ;

4) P, (QE(n) = k) >, e‘E(z)I(E—IEE_)—%
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THEOREME DE G. HALASZ ET A. SARKOZY 391

pour tout E, tout x > 1 et tout entier k tels que 1 < k < (2 — §)E(x),
E(x) > ¢(6), ot c(d) est une constante positive ne dépendant que de 6.

Nous ferons quatre remarques concernant ce théoréme.

1) L’énoncé (4) n’est pas exactement celui donné par A. SARKOzZY
dans [18] (il suppose k¥ > 6E(z)) mais il est facile de voir que sa
démonstration donne bien (4).

2) Le décalage d’exposant qu’on observe entre (3) et (4) est inévitable
comme le montrent (1) et, par exemple, [3]. Il est dii au fait qu’on ne peut
pas prévoir l'ordre de grandeur de P,(2g(n) = 0) en ne connaissant que
E(z), indépendamment de la distribution des nombres premiers p € E,
p <z : c’est le probléeme du petit crible (cf. [5] et [9]).

3) Un aspect important du THEOREME A est son effectivité. Les
constantes impliquées par les notations de Vinogradov <<s et >>; ne
dépendent que de é : en particulier ’entier naturel k¥ et ’ensemble E
peuvent dépendre de x. C’est pourquoi ce théoréme et ses variantes sont
des outils précieux de la théorie analytique des nombres, notamment dans
I’étude fine des diviseurs (cf. 'ouvrage récent (8]).

4) Deux formules asymptotiques précisant (3) et (4) ont été établies
par G. HaLAsz. La premiere, effective quand k ~ E(x), est objet de
larticle [6]. La seconde est citée & la fin du chapitre 21 de [4] et fournit un
équivalent de P,(Qg(n) = k) si 6E(z) < k < (2-6)E(z) et E(z) — +00
(cf. également [1]).

En ce qui concerne la fréquence d’apparition des grandes valeurs
de Qg(n) (quand 1 < n < z, Qg(n) prend toute valeur entiére entre
0 et logz/logp1) on dispose du résultat suivant, di & K. K. NorTON
(cf. [14, T1T)).

THEOREME B. — Pour tout E, tout x > 1 et tout entier naturel k,
ona:

(5) Py (Qg(n) > k) <y, pr V1 + E(z) exp((p1 - 1)E(2));

pour tout E, tout x > 1 et tout entier naturel k tels que 0 < k <
logx/logpi, on a :

(6) Po(Q5(n) > ) > i

K. K. NoRrTON a, d’autre part, annoncé (cf. [14, IV]).
THEOREME C. — Soit x > 3, (logz)~! < e < 1, et supposons que

E(z) > —-2(p1 +2)loge + ¢1(p2),
pE@) - {mE@)}"? <k < (1-¢)(logz)(logpr) .
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392 M. BALAZARD
Alors

(7) ca(p2)py ' exp{(p1 — 1)E(z)}e” <
P (QE(n) > k) < c3(p2)p; * exp{(p1 — 1)E(z)}

ot chaque c;(p2) est positive et ne dépend que de ps.

Le TutorEME C précise dans une certaine mesure le THEOREME B en
montrant que pour les valeurs de k > p; E(x), la loi P,(Qg(n) > k) est
essentiellement géométrique de raison 1/p;. On retrouve ainsi dans le cas
général la dichotomie observée dans le cas ou E est ’ensemble de tous les
nombres premiers.

On voit donc que notre connaissance du comportement local de Qg
est imparfaite et c’est dans ce contexte que Jean-Louis NicoLAs nous
en a proposé 1’étude. Afin d’énoncer le résultat de nos recherches, nous
définissons une certaine classe de lois de probabilité :

Définition. — On appelle loi Poisson—-géométrique de parameétre A > 0
et de raison r € ]0,1[, le produit de convolution p * g de la loi de Poisson
de parameétre A (p, = e *A*/k!, k € N) et de la loi géométrique de
raison 7 (g = (1 —7)r*, k €N). On a:

(p+ 0)e = (1 = r)e s, (2)

olt Sg(X) =14 X +---+ X*/k! désigne la k-ieme somme partielle de la
série de exp X.

L’ordre de grandeur des quantités Si(X) est bien connu (cf. [15]). On
a en particulier

k
Si(X) < % sik <aX, a fixédans [0,1]
Sp(X)=<eX sik>pX, B fixédans]l,+oo[.

On a donc :

k

(pxg)r < (1— r)e“)‘)l;—' sik < a%, « fixé dans [0,1]

< (1-7r)/rUpk gig > ﬂ%, B fixé dans |1, +oo].

La loi Poisson-géométrique a donc un double comportement : pour
k < aM/r, elle ressemble & une loi de Poisson et pour k¥ > BA/r

N

elle ressemble & une loi géométrique, la transition ayant lieu dans la
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THEOREME DE G. HALASZ ET A. SARKOZY 393

zone k ~ A/r. Notre résultat principal est que la loi locale de Qg est
approximativement Poisson-géométrique.

Soit £ > 1, E un ensemble de nombres premiers et k un entier naturel.
Nous noterons

B=E\{n), Bw= Y o

p<u, pEE;
x k
= — t = min{p;, —— ).

Y (p1 Ey (?/))

Nous avons le :
THEOREME. — Il eziste des constantes absolues positives ¢; (avec

4 < <9) telles que
(8) P, (Qp(n) = k) < cap;* exp(cst — Ei(y)) Sk (1 E1(v))

pour tout x > 1, tout E et tout entier naturel k ;

(9) P:(QE(n) = k) > cop; * exp(—crtlog(l+t) — E1(y)) Sk—1 (11 E1 ()
pour tout x > 1, tout E et tout entier k > 1 tels que

(10) Ei(y) > cstlog(l +t) + c.

En majorant dans (8) le polynoéme Sy par la série exponentielle et ¢
par p1, on obtient le

COROLLAIRE 1. — Il existe des constantes absolues positives cyp et 11
telles que

(11) P, (Qe(n) = k) < ciopy ¥ exp(cupr + (o1 — DE(¥))

pour tout x > 1, tout E et tout entier naturel k.

A partir de (11), on déduit par sommation une amélioration notable
de (5) :

(12) P,(Qg(n) > k) < c1o(l —p; ") pr* exp(cupr + (o1 — 1)E1(y)).

On peut aussi améliorer le THEOREME C :

COROLLAIRE 2. — Soit z > 3, (logz)~! < e <1, et supposons que

E(z) > —loge + ci2p1 log p1,
pE@@) - {pE@)}"* <k <(1-c)logz/logp:.
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(13)  c13p; " exp{—ciap1 log p1 + (p1 — 1)E(z)}eP*
< P, (QE(n) > k) < cisp; Fexp(eupr + (1 — 1)E()),

ol chaque c; est une constante positive absolue.

Nous ferons sept remarques concernant notre théoréme.

1) Nos raisonnements s’appuient sur la compléte additivité de la fonc-
tion Qg(n) et ne peuvent pas étre utilisés pour l’étude de wg(n) =
2 pin, per 1. On sait en fait que dans le cas ol E est I'ensemble de
tous les nombres premiers, les comportements asymptotiques des quan-
tités Py(Q(n) = k) et P;(w(n) = k) sont notablement différents pour
k > 2loglogz; le lecteur intéressé pourra consulter [10] et [16].

2) Le fait que la loi de répartition de Qg(n) pour 1 < n < z
est approximativement Poisson-géométrique admet une interprétation
probabiliste simple. Si nous écrivons Qg = v,, + g, ol v, désigne
la valuation p;-adique, il est facile de voir que la loi de v,, est presque
géométrique de raison 1/p; et 'ordre de grandeur de P;(Q2g, (n) = k) est,
d’aprés le THEOREME A, celui d’une loi de Poisson de parameétre F;(zx),
pour les valeurs “normales” de k. Obtenir comme approximation de la
loi de Qf la convolution de ces lois géométrique et de Poisson traduit
l'indépendance approchée des variables aléatoires vy, (n) et g, (n) pour
1 < n < z. Bien entendu, la méme analyse permet d’isoler dans la loi
de Qg, une composante géométrique prépondérante de raison 1/p,, mais
celle-ci s’avere négligeable par rapport a la loi de v,,.

3) Notre théoréme a lintérét de décrire le comportement de la
quantité P,(Qg(n) = k) pour toute valeur de k. Néanmoins, dans la
zone couverte par le THEOREME A, ce dernier est d’énoncé plus simple et
donne dans certains cas un meilleur encadrement que le notre.

4) 1l serait intéressant de savoir si les quantités cst et —cztlog(1l +t)
qui apparaissent dans (8) et (9) sont ou non optimales. Concernant ces
questions nous démontrerons seulement :

(14) on ne peut pas remplacer la quantité cst de (8) par une
quantité << 7, ou 7 = 9/40 + 1/812 — ¢, € > 0 quelconque.

5) Toutes les constantes absolues apparaissant dans nos énoncés sont
effectivement calculables. Ainsi, en “suivant les constantes” dans le para-
graphe 4 a I'aide des majorations explicites de ROSSER et SCHOENFELD
(cf. [20]) on peut obtenir c;q = 200 et ¢;; = 6.
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THEOREME DE G. HALASZ ET A. SARKOZY 395

6) Dans le cas oll E est ’ensemble de tous les nombres premiers,
I’auteur, H. DELANGE et J.-L. NicoLAS ont précisé notre théoréme de la
facon suivante (cf. [2] et [1]) : on a uniformément pour y = r27% — +o0;

(15) P, (Qn) = k) ~ f(t)27*(log y) ' Sk-1(2loglog y)

ou ¢t = min(2, k/loglogy) et

0= e 05 05

le produit portant sur les nombres premiers impairs.
Historiquement, le premier résultat dans cette direction est di &8 HARDY
et RAMANUJAN (cf. [17, p. 271]) : on a uniformément pour z > 3,

(16) P,(n)=k) < Cg(l—;))_k(logx)_lSk_l (%(loglogx + cl)),

ou Cy et C; sont des constantes positives absolues.

7) On peut se demander si une formule asymptotique valable pour
tout k existe pour P,(2g(n) = k). Les méthodes développées par G.
HavAsz (cf. [6]) permettent peut-étre d’aborder ce probléme.

Le paragraphe 2 expose la structure de la démonstration du théoréme.
La paragraphe 3 donne quelques lemmes utiles dans la suite, le théoréme
étant démontré aux paragraphes 4, 5 et 6. Enfin, le COROLLAIRE 2 et
Passertion (14) sont ’objet des paragraphes 7 et 8.

Nous tenons & remercier J.-L. NicoLAs et G. TENENBAUM pour leurs
conseils et encouragements, sans lesquels les résultats qui précedent eus-
sent été moins précis et les démonstrations qui suivent plus compliquées.
G. HavLAsz et K.K. NoRTON nous ont également fait d’utiles remarques
sur une premiere version de cet article.

2. Structure de la démonstration

L’idée de départ, comme dans [12], est die & G. HaLAsz. Ecrivons
n = pfn', ou (n',p;) = 1. On a alors :

(nSz et QE(n)zk) = (ask, Qe(n)=k-a et p‘{‘n'Sx)

= (w(n) <k et n'p =) <y),

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



396 M. BALAZARD

ouy= xpl_k. Ainsi,

DRI S}

n<z, Qp(n)=k  ¥(n)<y, Qp(n)<k

ou ’étoile indique une sommation ne portant que sur les entiers premiers
a p1, et ol ¢Y(n) = npl_QE ("); 9 est une fonction complétement multipli-
cative, tendant vers 'infini avec n, (n,p;) = 1.

Nous commencerons par démontrer le COROLLAIRE 1, en supprimant

la condition Qg(n) < k de la derniére somme :

(17) Cly)= > "1<cipe P yexp((pr — 1)Ei(y)), y>1.
Y(n)<y

Pour démontrer la majoration (8) du théoréme, il nous suffira donc,
d’apres le LEMME 6, d’obtenir :

1
* E

1 = ¥ 1<entno, BEO)
¥(n)<y '

uniformément pour y > 1,0 < £ < p1 Ei(y), ou t = £/ E; (y).
Pour démontrer la minoration (9) du théoreéme, le LEMME 6 nous
montre encore qu’il suffit d’avoir :

-1
(19) C(y,0) +C(y,£—1) > e‘°7t‘°g(1+”‘E‘(y)y————(plgl_(yl))), ,

uniformément pour y > 1, 1 < £ < p1 E1(y), E1(y) > cstlog(l + t) + cg,
out=1~/E(y).

Pour (19), nous utilisons une autre idée de G. HaLAsz (cf. [7]), qui a
remarqué qu’on peut beaucoup plus facilement minorer

P, (Qp(n) =k) + P,(Qe(n) =k —1)

que P.(Qg(n) = k). Nous évitons ainsi le recours & I’argument élémentaire
tres astucieux de [18].

Pour démontrer (17), (18) et (19) nous utiliserons la méthode élémen-
taire, essentiellement diie & Tchebycheff, qui consiste & estimer successive-
ment les sommes 3" 1/9(n), Y. logw(n) et 3" 1 correspondantes (pour
une application de cette méthode & un autre probléme, cf. [13]). Pour les

ToME 117 — 1989 — ~° 4



THEOREME DE G. HALASZ ET A. SARKOZY 397

majorations, nous adopterons la forme trés simple contenue dans ’exercice
00 de [8].

Dans les trois cas, 1’étape cruciale est l’estimation de la somme
3" 1/9(n). Pour (17), elle se fait par comparaison avec un produit eulé-
rien fini et, pour (18) et (19), par comparaison avec un développement
multinomial et par la méthode de Rankin. Observons qu’a 1’étape corres-
pondante de [7], G. HaLAsz utilisait une méthode analytique, alors que
les démonstrations qui suivent sont entiérement élémentaires. Notons en-
fin que (18) est obtenue en deux temps, une inégalité moins bonne étant
démontrée d’abord, puis réutilisée pour donner (18). La quantité cst de
(8) et (18) remplace avantageusement la quantité cp; loglog(1l + p;) qui
apparait dans une premiére version de notre article (cf. [1]). G. TENEN-
BAUM nous a indiqué la méthode élémentaire du paragraphe 5, qui permet
de supprimer le facteur loglog(1l + p;) et d’obtenir finalement cst.

3. Résultats auxiliaires

LEMME 1. — On a uniformément :

H (1 - %)_1 < exp{O(p) + mE1(y)}.

p<y,p€E)

Démonstration. — On peut supposer y > p2, et il s’agit de démontrer
que
1 tk
Z 90(&) <p, ou Lp(t):logi‘—t—t: "
p<y, pEEL k>2
Orona:
h n
> 90(;) <> ‘P('p—)
p<y, p€EE, pP2p2

[ oo

2

1 oo
< / &cp' (&) dt
logpa Jp, t

P1/p2
=1 2 / o) 2
og P2 Jo U

_ y4i lo( D2
log p2 P2 — D1
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398 M. BALAZARD

On a utilisé ici l'intégration par parties, l'inégalité w(t) << t/logt et
Pégalité ¢'(u) = u/1 — u.

LEMME 2. — On a uniformément poury >1 et >0 :
(20) Ei(ply) — Ex(y) < log(1+8) + O(1)
(21) Ey(y'*P) — E1(y) <log(1+ B) + O(1).

Démonstration. — Si l’on pose y* = max(y,p2), on a :

E@piy) -E@< Y, %
y*<p<piy*
log(p{y*)
fo log(y*)
B -Ew< Y =

y*<p<(y*)H” P

+0(1) <log(1+B)+ O(1);

log((y*)'**)
<log ————= + 0(1) = log(1 + B) + O(1).
% " log(y") ) = log(1 + 8) + O(1)
LEMME 3. — On a uniformément poury > 1 :
v P\”
(22) z log(p”) + Z log((}—)—) ) < ply.
p’<y, p¢E (p/p1)" <y, PEEL !
De plus, on a :
p 1 8
(23) Z logp + z log}—); > 3y pour y > py.
p<y, p¢E p<p1y, PEE;
Démonstration. — Pour (22), nous majorons chaque terme des deux

sommes par logy et nous démontrons que :

Y 14> Dy < Py

p"<y, p¢ E  v21 logy

ot Dy(y) = 3" p<piyi/v, pek, 1 Les sommes 3° . o p1 et Di(y) étant
respectivement de l’ordre de y/logy et de piy/logy, il nous suffit de

montrer que :
2 Y
> X 1 <A
v22 py<p<piy'/v 8y

TOME 117 — 1989 — n~° 4



THEOREME DE G. HALASZ ET A. SARKOZY 399

En effet, la somme sur p est nulle dés que v > (logy)/(log(p2/p1)) et elle
est de toutes fagons < p; \/37 La somme double considérée est donc :

y logy
log Pz/P )‘f o8
<< pl—i— car po > p; + 1.
log(y)

Pour (23), nous avons :

Z logp + Z 1og1—7—>210g<p)

p<y, p¢E p<p1y, PEEL
=) logp—logp Y 1

p<y p<y
3 Yy
> —y—21 —_
23 ngllogy
1 8
> 5y pour y > pf.

LEMME 4. — Poury>1leto=1+1/logy, on a

> e y) +O(1).

pEE,

Démonstration. — Ce résultat est classique. On a :

\ZP—U_EI(:U)IS(O'—]. Zlogp+z —o

pEE, p<y P>y

o +o00
<<1+—/ t77dt < 1
logy J,

si y > 2, ce que ’on peut supposer.

LEMME 5. — On a uniformément pour 0 <v <p; +0,9 :
II (- v?p2) 7 <« 00,
PEE,

Démonstration. — 11 suffit de vérifier que :

+o00
1
/p_ lOg(l—:W)dﬂ'(t) <.
2

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



400 M. BALAZARD

En intégrant par parties, le premier membre est :

< v? /+00 —dt._
v (12 —0%)logt

—v
< log pa log iz -
<.
LEMME 6. — Pour z réel > 0 et k entier >0, on a :
(24) Si(x)>e* sik>z—+r-1,
(25) Sp(z) < \/Ez—’: si k< z.
Démonstration. — (24) est trés classique. Pour (25) on remarque que

Si(z) < & < Vkz*F/k!'siz—/T < k < x, d’aprés la formule de Stirling;;
et Sp(x) = zF /K421 /(k = 1)+ < (2* /KN (1/(1=k/z)) < VEz*/K!
si k < £—+/T. Pour des estimations beaucoup plus précises, le lecteur peut
consulter [15].

4. Démonstration de (17)

Pour y > 1, posons :
« 1 *
Ay)= > "—= et B(y)= Y log¢(n).
P(n)
¥(n)<y Y(n)<y
En utilisant la formule de Mertens, le LEMME 1 et le LEMME 2, nous avons :

A< I (1—1—)_1 11 (1'—%)_1

p<y,p¢E p p<p1y,pEEL
< log(2y) exp{O(p1) + prE1(p1y) — E1(v)}
< log(2y) exp{O(p1) + (p1 — 1)Ei(y)}.

On écrit maintenant :

Bly)= > “logp(n)= D " log¢(p")

Y(n)<y ¢((mp’;)51y
m,p)=
<Y { ¥ wmen+ ¥ ow((2))})
Y(m)<y p*<y/¥(m) (p/p1)" <y/w¥(m)
p¢E pEE,
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D’apres le LEMME 3, cette derniére quantité est :

< piyA(y)
<« ylog(2y) exp{O(p1) + (1 — DE:(v) }-
Enfin,
log(2y)C(y) Z log —— ( )
(n)<y
<B(y) + 2yA( )

< ylog(2y)exp{O(p1) + (1 - DEx(y)} o (17).

5. Démontration de (18)

Nous posons naturellement :

T | *
Ay, )= ) o) et B(y,0)= Y = logi(n).
PY(n)<y Y(n)<y

Désignons par a (resp. b) un entier générique qui vérifie la condition

Qg(a) =0 (resp. p | b = p € E;). Pour majorer A(y, £) nous allons utiliser
la décomposition n = ab et la méthode de Rankin :

Ay, ) =pi Y -al—bSPf > (ply)alz—

ab<ply, Q(b)=¢ Q(b)=¢

ot ¢ > 0, en utilisant le fait que b > p{. Dans la suite, nous choisissons
oc=1/logy (onay > ps car E1(y) >0).On a:

Z%S H (1—11—))_1 < logye F1(¥),

a<y p<y,p¢E
De plus,
¢ Ei(y)logp
(o 1 1
= <
D exp{ B logy } < exp(0(2))
car

1 logy logy

E < E - <1 1 .
1) S e Og(logpl) +0() <

1<PXY
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On peut donc écrire :

B 1
(26) Ay, ) < logy  p{e®D=F) 7
Q(b)=¢

Le lemme suivant sera également utilisé au paragraphe 6.

LEMME 7. — Pour ¢ > 0, on pose f(0) = 3 g4, b=1=7, ou b désigne
un entier générique qui vérifie la condition p | b = p € E;. Si l'on a
0<{¢<(pr+0,4)E (y) et 0 =1/logy, alors

E (y)‘Z . . l

o(t) &1 _
r)KLe — out= .
f(o) 2 Ei(y)

Démonstration. — On décompose chaque b sous la forme b = rs?

avec
p(r)? =1 dou

1 2 1
Z plto }: Z l;s:)a Z 220

Q(b)=¢ J+2h=L w(r)=j Q(s)=h

D’une part

ce qui par le LEMME 4 est

D’autre part, pour tout v > 1,

1 vSU(s)
— <yh
Q&)} = =
=o" 1- 2 -
pgl( p2)
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Si on choisit v = (¢t + 1)2, le produit ci-dessus est << e°(*) d’aprés le
LEMME 5. Par consequent

1 E J 1\ —2h
S < ¥ %(wﬁ)

Q(b)=¢ j+2h=¢

El(y)l = ¢ 2h
< £ 7 Z(El(y)(t + %))

h=0

o) E1(y)*
Q7
ce qui démontre le LEMME 7. On a donc bien :

t)—E1(y) (PlEl(?/))Z_
2

Ke

A(y,?) < logy - €2t
Nous majorons maintenant B(y,£) :

(27) B(y,0) = Y, log %(p")

¥(mp*)<y, (m,p)=1
Qr(m)+vQe(p)=~

Z 14

> XX w((2))

v=l p(m)<y  p<pi(y/p(m))”
Qe(m)=L—v pEE;

+ Y7 D log(p").

P(m)<y p”<y/¢(m)
Qp(m)=£ pEE

En observant que

> log(;l) <l°g(¢( )) (p(lri))

p<p1(y/w(m))*/”
pEEL

Py
P(m)

<

)

nous obtenons :
¢
B(y,0) < yA(y,0) + 3 p1yAly, £ - v)
v=1
¢
< ylogy - OW-Er(v) (g%(ﬂ
¢

L—v
o(t)~E1(y) (PLE1(Y))
+§ y(logy)pre AT

v=1

< ylogye® MBS, (p, B, (y))
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car,pour v =1,...,4,
o BB B @)
N I = 7 )
On en déduit, d’aprés le LEMME 6 :
¢
o(t)-E: () /g PLELY))
B(y,£) < y(logy)e® =M VE =y
puis, comme au paragraphe 4,
_ E ¢
Ol 0) << ye@D-Es) /7 W'

Pour supprimer le facteur superflu v/Z, on réutilise (27) sous la forme :

/v
B(y, ) < y(A(y, ) + p1A(y, £ - 1)) + mZ Z( )1 '
v=2 Q;p((m) <[y_u

D’apres I'inégalité de Holder, la somme intérieure est
1/v v—1)/v
< (yA(y,t-v))" (€t v)) )

o(t)—mr(y) P1E1(y)"~ log )1/ g(v=1)/(20))
T (Ogy) .

< ye

La somme en v est donc :

O(t)—E d (PLEa(y)
(t)- 1(y)§ : ((v—1)/(2v)) Vv \FLZING))
< ye 74 (logy) =)

v=2

-2
« yePO-Ei /2 fiogy (Pl(l*zl_(y;))'

(-E1(y) (P E1() 2

.0
< ylogy-e -2

car
02 = t5/2E1(y)5/2 < t%/? logy.

Finalement, on a bien :

B(y,?) < ylogy - eO(t)—El(y){ (plEél(y))‘f +py (pl(il—(—yl))):—l}

—Ei(y) (PlEl(y))Z’

< ylogy-e®® 7

_ E ¢
Cly, ) < yeP®—Br() w _
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6. Démonstration de (19)

Afin de démontrer (19), nous allons énoncer cing nouveaux lemmes.
Dans ce paragraphe, nous reprenons la notation f(o) = EQ (b)= b
pour o > 0, ou b désigne un entier générique tel que p | b = p € E;. Les
a; sont des constantes positives absolues.

LEMME 8. — Si Ei(y) > ap eto =1/logy, on a :

¢
————El(y) ot t= d

f(o) 2 em =, Ei(y)

Démonstration. — On a :

¢
f(o) > (Z p‘l"’) ce qui, d’aprés le LEMME 4, est :

pEE,

=

(El(y) + 0(1))

a1 B1()*
alt 1
¢ 7

NIH

\Y

si E1(y) > ag, d’apres le LEMME 4.

LEMME 9. — Il existe une constante absolue K > 0 telle que, si
0<¢<(p1+0,3)Ei(y) et E1(y) > aqstlog(l +t) + a3, alors

—o’ —a Ei(y ¢
(28) £(o) ~ ™ f(o — o") 5> mestiosn B,
ouo=2K(t+1)/logy, o' = K(t+1)/logy et t ={/E:i(y).
Démonstration. — Posons y; = y'/2KEHD gy = HU/KEH) = 42

t1 = £/E1(y1) et t2 = £/E1(y2). En supposant que K et y > 1, nous
avons :

y1 <ye <y dou Ei(y1) < Ei(y2) <Ei(y) et ty 2t 2>t
D’autre part, le LEMME 2 nous donne :

Ei(y1) 2 Ev(y) — log(t + 1) — log(2K) — as,
E1(y2) < E1(y1) + as.

Par conséquent, si
(29) Ei(y) > log(t + 1) + log(2K) + as + ay,
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le LEMME & nous donne

(30) flo) 2 e ——El(ﬁl)e'

Si maintenant

(31) Ey(y) > 2(log(t + 1) + log(2K) + as)

nous aurons, en utilisant I'inégalité 1 —u > exp(—ulog4) pour 0 < u < % :
(32)  Ei(y)" > exp(—tlogd(log(t + 1) + log(2K) + a5)) E1(y)",

et si, en outre,

(33) Ei(y) > 20t(log(t + 1) + log(2K) + as)
alors
<t = —
- E1(y1)
l
<
~ (Ei(y) —log(t + 1) — log(2K) — as)
14 log(t + 1) + log(2K) + as
<Em(*? Ei(y) )

<t+0,1.

Supposons maintenant (29), (31) et (33) simultanément vérifiées. Nous
pouvons réécrire (30) sous la forme

Ei(y:1)*
2!

De plus,si 0 < £< (p1 +0,3)E1(y), on a0 < £ < (p; +0,4)E;(y2). Donc,
d’apres le LEMME 7,

(34) f(o) > a7 exp(—at)

(35)  y " fo— ") < anexp(~K(t+ 1) +agts) (23!/#

Ei(y)*
I3

Choisissons K tel que K > a; + a1; et ajpe % < a7/2; (34) et (35)
prouvent que

< aio exp(—K(t + ].) + aut)

Ei(y)*
14

f(0) =y f(o = ') 2 garexp(-ant)
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Compte tenu de (32), nous obtenons :

E, (y)e

fo) =y flo—d') > exp(—aiztlog(l + t) — ai3t) 7

> e—a4tlog(1+t)M'
2

Pour terminer, on observe que si as et ag sont assez grands, la condition
Ei(y) > astlog(l+t) +as

entraine (29), (31) et (33).

LEMME 10. — Ona :
1 E ¢
Z 7> exp(—aiatlog(l +t)) 12@/)
b<VTPT® ’
Q(b)=+¢

pourvy que Ey(y) > aystlog(l +t) + aje et 0 < £ < p1Ei(y), ot
t ={/E\(y).

Démonstration. — D’apres (20) et (21), on a :
Ei (y**p®) > Ei(y) — a1r.

Si, en supposant E;(y'/?p;®) > 0, nous posons y3 = y/2p;® ainsi que
ts = £/E;(y3), nous aurons

/ 14 arr
ts < < 142 <t+0,3
P EW) -ar - El(y)< El(y)> -
si
20
(36) Ei(y) > —ai7t + 2a17.

3

Par conséquent, en choisissant a5 et a1g assez grands, les inégalités
Ei(y) > aistlog(l1+t)+ a6 et 0<Z<p Ei(y)
entrainent (36) et les inégalités
Ei(ys3) > axtzlog(l +t3) + a3 et 0<£<(p1+0,3)E;(ys3).
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Nous aurons alors, d’apres le LEMME 9,

, 14
1(0) =35 o = ') 3> exp(~astslog(1 +£5)) 220

Ey(y)*
Vi

>> exp(—aistlog(l + t))

ol 0 = 20" = 2K (t3 + 1)/ log ys, quitte & augmenter a5 et a;g.
Pour conclure, il suffit de voir que

2

b<ys, Q(b)=¢

> f(o) —y; 7 flo — o)

S

En effet, si b < ys on a :
1 Z b—o'_ yB_UIbO'I—O'

et sib> ys, ona
0 Z b—o‘_ya—a o .

LEMME 11. — En désignant par a un entier générique tel que
Qg(a) =0, on a uniformément pour y > 1 :

1 .
Z = > log(2y)e B ),
asly @

Démonstration. — Ce résultat est classique. Désignons par u un entier
générique tel que :
plu = peE.

Tout entier n < y s’écrit de maniere unique n = au. Donc :
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LEMME 12. — On a uniformément pour 0 < £ < p Ei(y) et
Ei(y) > arstlog(l +t) + ae, ot t = £/E1(y) :

(37) Z i(—lnT) >> exp(—a14tlog(1 +t)—-E; (y)) M(—y)—)f logy.

2
Y(m)<yp;®
QE(m)=K

Démonstration. — Employons de nouveau la décomposition m = ab :

1 1
Z“;) PfZg

Pp(m)<ypy® ab<pi~8y
Qp(m)=£ Qb)=¢

1
{4
DY a )
SV
Q(b)=¢

v

Ei(y)*
14l

)

> pf(logy)e "1 exp(—aratlog(l + 1))

d’apres les LEMMES 11, 2 et 10.
Nous pouvons maintenant démontrer (19). Pour y > 1, nous avons :

(38)  (logy)Cy,0)> S.° {Zlogp+21og_}

Y(n)<y  pln
Qg(n)=¢ p¢E pGEl
* p
= logp + log —
Z > lgp+ >, log
m)<y pSy/¥(m) PY(m)<y pSply/w(m)
QE(m) ¢ PEE Qg(m)=t—1 pEE;

De méme :

(39) (logy)C(y,£—-1) > Y ° Y logp

Y(m) <y p<y/%(m)
Qe(m)=¢ p¢E

* p
+ log —.
> > g
Y(m)<y  p<py/¥(m)
Qp(m)=£—2 pEE

En ajoutant (38) et (39) et en ne gardant que les termes correspondant
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aux m tels que Qg(m) = £ — 1, on obtient :

logy{C(y,€) + C(y,£ - 1)}

> 3 { > logp+ Y 10g_}

wim<y \p<y/o(m) p<prgfb(m) P!
Qg(m)=£(-1 p¢E pEE)
1 * Yy
23 T 5
-2 m
Y(m)<yp;® ¥(m)
Qp(m)=(—1
-1
a1t log(1+4) = B1(4) 1 |y PLEL(H))
>e Y ogy—————(e“ 1)!

d’apres les LEMMES 3 et 12, d’ou le résultat.

7. Démonstration du COROLLAIRE 2
La majoration de P (Qg(n) > k) contenue dans (13) étant une
conséquence évidente de (12), il nous suffit de démontrer la minoration

(40) P, (Qg(n) = k) > p; " exp(—ciap1 log p1 + (p1 — 1)E(z))eP* !
sous les hypotheses

r>3, (logr)t<e<l,

E(z) > —loge + ci2p1 log p1,

piE(z) — {mE@)} < k < (1-¢) %2

log py
En posant y = a:pl_k, on a donc y > z°. Par conséquent, d’apres (21), on a

Ey(y) 2 Ey(zf)
> Ei(z) +loge + O(1)
> c12p1 logpy + O(1)
> cgtlog(l +t) + cg

si 12 est assez grand, ou ¢ = min(py, k/E;(y)).

D’autre part, la fonction u — u — \/u est croissante pour u > %. Donc,
quitte & augmenter c;2,

nE {PE } >pEi(y) - {plEl }1/2-
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D’apres (9) et (24) on a donc :

> p; ¥ exp(—crpr log(1 +p1) + (p1 — 1)E(y))
>> p; ¥ exp(—ciap1 logp1 + (p1 — 1)E(z))e" 1,

ce qui démontre (40).

8. Démonstration de (14)

Pour démontrer (14) nous allons minorer zP,(Qg(n) = k) dans un
cas particulier. Soient y et z deux nombres premiers consécutifs et assez
grands, E ’ensemble des nombres premiers > y (donc py =y, p2 = z) et
z = zy* — 1, k étant déterminé plus tard. On a E;(z/p¥) = 0. Soient v
et ¢ des constantes absolues vérifiant :

cv

0<y<1l, ¢>0 et 7r(u+v)—7r(u)210gv

pour tout v > u”, u assez grand.
Tout entier n = ¢ - - - g est compté dans zP,(Qg(n) =k) siq,...,q
sont des nombres premiers vérifiant :

y<q <ry, ry<gq <ry,..., "y <q <rhy,

r étant un réel > 1 tel que :
rhkt1)/2 — 5
On a r = 2%/kk+1) "donc r — 1 > 2log z/k(k + 1). Définissons k comme le

plus grand entier tel que 2logz/k(k +1) > y~!*7. On a donc pour tout
£=0,...,k—1

(ry) " "(r—1)>1, puis Ty —rly > (rly).
On en déduit :

2P, (Qp(n) = k) > (7(ry) —n(y) = 1) -~ (r(r*y) =7 (r*1y) - 1)
k (y(r = D)(ry(r —1))--- (r*y(r - 1))
log(y(r — 1)) log(ry(r — 1)) - - -log(r*~1y(r — 1))
c(r — 1)yrk—1)/2 k
= (log(y(r 1)+ (k- l)logr) '

v

(¢
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Quand y tend vers linfini, on a z ~ y, 2(logz)/k* ~ y*~! donc
r—1~logr ~y”!et (k—1)logr = o(1). Il en résulte que

c(r — 1)yrk—1)/2 cy”
log(y(r — 1))+ (k—1)logr ~vlogy

Comme d’autre part,  ~ y*

assez grand

Hsi0<c <c/yet0<A<1,ona poury

T sy Nk
2Py (Qp(n) = K) 2 Ay (lozy) .
Si 0 <4 < v, pour y assez grand cela est > /y*y?'* = zp;Fy'F,
Comme E;(y) = 0 et comme v'klogy ~ 7'v/2y'~"/%(logy)?/?, cela
démontre (14) avec 7 = 1 — /2. La valeur de 7 donnée dans (14) provient
d’un résultat de C. J. MozzocHr (cf. [11]) affirmant qu’on peut prendre
~v=11/20 — 1/406 + ¢, ou € est > 0 quelconque.
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