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CONSTRUCTION ANALYTIQUE RIGIDE DE
VARIETES ABELIENNES

PAR

Marius VAN DER PUT et MARC REVERSAT (*)

RESUME. — Soient R un anneau de valuation (non nécessairement discréte), K son
corps des fractions, 0 - T — G — A — 0 une extension d’un R-schéma abélien A par
une tore T sur R déployé et A C G ®g K un sous-groupe libre de rang le rang de T'.
Si A est un réseau de G ®g K (cf. (1.6)), alors (G ®r K)/A est canoniquement muni
d’une structure de groupe analytique propre sur K. La partie principale de ce travail
consiste & donner des conditions nécessaires et suffisantes pour que (G ®g K)/A soit
une variété abélienne.

ABSTRACT. — Let R be a complete valuation ring (may be not discrete) and K its
field of fraction. Let 0 - T — G — A — 0 be an extension of an abelian R-scheme A
by a split R-torus and let A C G®r K be a free subgroup of rand = r&(T). If A
satisfies some other natural conditions (we say that A is a lattice in G ® g K), then
(G ®r K)/A is canonically a proper rigid analytic group over K. The main part of
this work is to give necessary and sufficient condition for (G®pg K)/A to be an abelian
variety.

Introduction

Soit A un réseau de CY, alors le tore analytique C9/A est une variété
abélienne si et seulement si il existe une forme hermitienne H : C9 xC9 —
C définie positive telle que (im H)(A x A) soit inclus dans Z (cf. [M1,
p- 35)).

Cette construction de variétés abéliennes se généralise a la situation olt
le corps de base K est complet pour une valeur absolue non archimédienne.
Plusieurs résultats ont été obtenus, selon au moins deux points de vue :

(1) Soit A un réseau multiplicatif du tore algébrique T = (K™)9. Le
tore analytique rigide T'/A est une variété abélienne si et seulement si il

(*) Texte regu le 19 septembre 1988, révisé le 12 mai 1989.
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416 M. VAN DER PUT ET M. REVERSAT

existe un homomorphisme ¢ : A — X(T), ot X(T') désigne le groupe des
caracteres de T, tel que la forme H : Ax A — K*, H(A\;, )2) = p(A1)(D2),
soit symétrique et que la forme (A1,A2) € A x A - —log|H(A,A2)| € R
soit définie positive (cf. [G1] et [F—vdP1, p. 198]).

(2) Soit R un anneau ncethérien, intégre, complet pour la topologie
I-adique, ot I # (0) est un idéal de R. Soient K le corps des fractions
de R, T un tore algébrique déployé sur R de rang g et A C T(K) un
sous-groupe libre de rang g. On suppose qu’il existe un homomorphisme
¢: A — X(T) (X(T) désigne le groupe des caractéres de T') tel que la
forme H : A x A - K*, H(A1,A2) = ¢(A1)(X2), soit symétrique et que
H(A )A) € I pour tout A € A. Dans [M2], D. MuMFORD a construit un
schéma en groupes surR, qu’on notera (abusivement) “T'/A”, tel que sa
fibre générique (“T'/A”) @ g K soit une variété abélienne.

La construction (2) peut se résumer (en simplifiant) de la maniere
suivante. On construit & partir du tore algébrique T sur R un schéma
formel C sur R muni d’une action discréte de A. Le schéma formel C/A
est algébrisable et donne le schéma en groupe “T'/A”. Lorsque R est un
anneau de valuation discréte complet, le lien entre (1) et (2) est le suivant :
P’espace analytique rigide C ® g K sur K, associé au schéma formel C est
en fait ’espace analytique rigide 7@ obtenu par analytification du tore
algébrique T ®g K sur K et espace analytique (C/A) ® g K s’identifie &
T2" /A, le quotient dans la catégorie des espaces analytiques de 7" par le
sous-groupe discret A. On voit que le point de vue (1) est plus restrictif
que (2), puisqu’on se limite au cas ou R est un anneau de valuation et que
l’on ne construit que la fibre générique (“T'/A”) ® g K. Cependant (1) a
Pavantage d’étre élémentaire, & condition d’admettre quelques propriétés
des espaces analytiques, et sa démonstration est proche du cas complexe;
en particulier la construction de I’espace analytique 7" /A est évidente
et il n’y a pas a faire le choix d’un schéma formel C.

La construction suivante généralise (2).

(3) Soient.R et K vérifiant les hypotheses de (2). Soit A un schéma
abélien sur R et G une extension de A par un tore déployé T sur R. On
a donc une suite exacte de schémas en groupes sur R

0—T —G—A—0.

Soit A C G(K) un sous-groupe libre de rang le rang de T. C.-L. CHAI
([C, chapitre 2]) et G. FALTINGS ([F]) ont donné un ensemble de conditions
portant sur A et G permettant de construire un schéma en groupes “G/A”
sur R, tel que sa fibre générique “(G/A”) ®g K soit une variété abélienne
sur K.
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VARIETES ABELIENNES 417

Le but de notre article est de donner la construction (3), lorsque le
corps K est valué complet non-archimédien, en termes d’espaces analy-
tiques rigides, c’est-a-dire & la maniére de (1). Nous avons voulu simpli-
fier les conditions sur A et G, donner des démonstrations élémentaires,
proches de celles de [M1, p. 35], [G1], et [F-vdP1, p. 198]. Signalons que
des énoncés et des idées allant dans le sens de ce travail se trouvent depuis
longtemps dans [R].

On peut décrire nos résultats principaux de la maniére suivante. Soient
R un anneau de valuation (non nécessairement discrete) complet, K son
corps des fractions, A un schéma abélien sur R, G une extension de A
par un tore algébrique T sur R (on a donc une suite exacte 0 — T —
G 5 A - 0), X(T) le groupe de caracteres de T, 7 : X(T) — Pic’(4)(R)
Phomomorphisme de groupes associé & G et A un sous-groupe de G(K).
On a A(K) = A(R), d’ou (la derniere fleche provient de —log| - |).

G(K) ~ T(K)
G@R) TR
— Hom(X(T),K*/R*) — Hom(X(T),R).

£:G(K) —

On dit que le sous-groupe A de G(K) est un réseau si £ est injectif sur A
et si £(A) est un réseau de Hom(X(T),R). Si A est un réseau de G(K),
(G®RrK)/A est canoniquement muni d’une structure de groupe analytique
propre sur K (cf. (1.6.3)). Le THEOREME (2.1) affirme que (G ®r K)/A
est une variété abélienne si et seulement si il existe ¢ et D possédant les
propriétés suivantes :

(i) ¢ : A > X(T) est un homomorphisme de groupe tel que la forme
sur A X A, (A1, A2) = (A1) (p(A2)), soit symétrique définie et positive;
(ii) D est un diviseur ample sur A tel que pour tout A € A on ait
7((N) = [r(A)*D - D] € Pic’(4);
(iii) pour tout A € A soit h()) la fonction rationnelle sur G qui est

déterminée a une constante multiplicative prés par les deux conditions
suivantes :

o le diviseur de h(A) est A*n*D — 7*D;
o h(XN)(tg) = @(A)(t) - h(A)(g) pour tout t € T et g € G
alors, pour tout A\;, A2 € A et tout g € G

h(A1)(Azg) - [h(A)(@)] " = h(A2)(Mag) - [A(A2)(9)] -

Il apparait clairement & la suite de notre énoncé que la variété abélienne
(G ®g K)/A ne dépend pas des choix de ¢ et D ainsi que du choix des
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418 M. VAN DER PUT ET M. REVERSAT

nombreux isomorphismes de faisceaux inversibles figurant dans [C] et [F]
puisque nous les avons supprimés.

On peut formuler d’autres versions des assertions (i), (ii) et (iii), par
exemple : (G®g K)/A est une variété abélienne si et seulement si il existe
un diviseur D sur A tel que :

(iv) D est ample et 7(A) N Support(D) = @;

(v) pour tout A € A il existe une fonction h()) rationnelle sur G, de
diviseur A~17*D — 7* D, telle que h(A)(1) = 1;

(vi) laforme H : A x A = K*, H(A1,A2) = h(A1)(A2) est bilinéaire et
symétrique. Composée avec — log |-|, elle donne une forme définie positive.

Les outils analytiques utilisés dans la démonstration de notre théoreme
principal (THEOREME (2.1)) figurent essentiellement dans les paragra-
phes (1.4) — quelques résultats sur le groupe de Picard d’un espace
analytique — et (1.7) — une décomposition de 1’espace H°(G,Or+p)
suivant le groupe des caracteres X (7') de T. Notre méthode nous permet
également d’obtenir diverses autres propriétés de G/A ou de A (para-
graphe 3), ou encore de donner une démonstration d’un résultat, inverse
du probléme précédent, énoncé par M. RaynauDp ([R, théoréme 2]) se-
lon lequel si (G ®g K)A est une variété abélienne et si A @g K est un
groupe analytique propre (une variété abéloide) avec bonne réduction,
alors A ®g K est une variété abélienne (THEOREME (3.5)).

Dans la suite de cet article, les lettres A, G, T changent de sens,
elles désignent les objets précédents définis sur K. Pour les notions
fondamentales de géométrie analytique rigide, nous renvoyons a [B-G-R],
[G—vdP] et [F-vdP1].

1. Analyse rigide sur une extension
d’une variété abélienne par un tore

(1.1) Notations. — Soient K un corps quelconque, A/K une variété
abélienne, Pic®(A4) = Pic’(A)(K) le groupe des classes d’isomorphismes
de faisceaux inversibles £ sur A tels que :

(i) £ est défini sur K;

(ii) a*L = L pour tout point a de A.

Soient T'/ K un tore algébrique déployé, X (T') son groupe de caracteres
et 7: X(T) — Pic’(A) un homomorphisme de groupes.

A homomorphisme 7 on associe une extension de A par T. C’est une
suite exacte de groupes algébriques commutatifs :

0—T —>G—A—0.

ToME 117 — 1989 — ~n° 4



VARIETES ABELIENNES 419

On sait que ’ensemble des classes d’isomorphismes des extensions G de
A par T définies sur K, est isomorphe & Hom (X (T),Pic’(A)). Dans le
numéro suivant on rappelle la construction de G & partir de ’homomor-
phisme 7.

(1.2) Construction de l’extension G (Rappels). — Pour tout
z € X(T), on choisit un faisceau inversible O, sur A tel que :

(i) 7(z) est la classe d’isomorphisme de O, ;

(ii) Op = Oa;

(iii) Oz ®0, Oy = Ogyy pour tout z,y € X(T).

Alors @, X(T) O, est une algébre quasi-cohérente et commutative
sur A. On définit la variété G par G = Spec(@ O.) (¢f. [H, p. 128,
ex. 5-17]). Soit m : G — A le morphisme canonique. La fibre 7=1({14})
de ’élément neutre 14 de A est égale & Spec(€ O,(14)), ol l'on a écrit
0:(14) = Og,1,/mOz1,, m étant 'idéal maximal de O4,1,. Dans la
fibre 7=1({14}) on choisit un point, noté 1. Ce point correspond & un
homomorphisme de K-algebres 1%, : @ O,(14) — K.

On écrit e, € Oz(1l4) pour 'élément unique tel que 15(e;) = 1.
Alors @ O,(14) = @ x Ke, s’identifie & 1'algebre affine O(T) de T et
en particulier e, s’identifie au caractére z € X (T').

Soit m4 la multiplication de A. Il faut maintenant construire une
multiplication m : G x G — G telle que :

(i) le diagramme suivant soit commutatif

GxG — @

(ii) 1g est I’élément neutre de G;

(iii) la restriction de m a la fibre 771({14}) est la loi de groupe de T

De plus, il faut montrer que m est complétement déterminé par (i), (ii)
et (iii).

On observe que le produit fibré G x 4 (A x A) est égal & Spec(@ m}O,)

et que Gx G est égal a Spec((6P, pi0:)®(D, p30,)) o p1,ps AXA — A
sont les deux projections.

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



420 M. VAN DER PUT ET M. REVERSAT

Le morphisme m est alors donné par un morphisme d’algebres quasi-
cohérentes sur A x A,

m*: @qu@x — @(p’{@x ® p;0y).

I’y

Comme la classe de O, appartient & Pic’(A) on sait ([M1, p. 74]) qu’il
existe un isomorphisme

uy : mH0, — pi0,; @ p50,.

L’isomorphisme u, est unique & une constante (de K*) prés. On
normalise u, par

ug(1a x14): O0z(14) — O(14) ® O(14)

envoie e, sur e; ® e,.

On définit maintenant m* = @ u,. Une vérification simple montre que
m est une loi de groupe et que (i), (ii), (iii) sont vrais. De plus on voit
aisément que m est déterminé par (i), (ii), (iii).

(1.3) Les variétés analytiques A et G. — Désormais on suppose que
le corps K est complet pour une valuation non-archimédienne. On suppose
de plus que la valuation de K est discrete ou que K est algébriquement
clos (une condition plus faible, & savoir que la valuation de K soit discrete
ou que K soit stable (cf. [G—vdP, p. 98]) serait suffisante).

On écrit K° et K pour I’anneau de valuation de K et le corps des restes
de K. On désigne maintenant par A,G,T les espaces analytiques sur K
et on écrit Oy, Og, etc pour les faisceaux structuraux analytiques. Les
faisceaux algébriques seront notés par O'Zlg, (’)Z}g , etc.

Remarquons que le théoreme GAGA affirme que des objets analyti-
ques de A (diviseurs, faisceaux cohérents, morphismes,...) correspondent
biunivoquement avec des objets algébriques de A ([K9]).

Pour toute la suite on fait ’hypothése suivante sur A :

(1.3.1) Hypothese. — 1l existe une réduction analytique r : A — A telle
que A soit non-singuliére.

(1.3.2) Remarque. — Par définition ([G-vdP, p. 116]) cela veut dire
qu’il existe un recouvrement pur affinoide admissible {U;} de A, tel que
A, le recollement des réductions canoniques U; des Uj, soit non-singulier.

Supposons que la valuation de K soit discrete et que le modéle minimal
de Néron A/K° de A soit projectif. Soit As le schéma formel sur K°
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VARIETES ABELIENNES 421

obtenu en complétant A le long de sa fibre spéciale A ® K. Alors la fibre
spéciale Ay ® K de Ay est égale 3 A® K et la fibre générique As ® K
s’identifie & ’espace analytique A. Dans ce cas Ay ® K est une réduction
analytique de A et ’hypothese (1.3.1) est satisfaite.

On peut montrer (la démonstration est assez technique) que I’hypotheése
sur A implique l’existence d’un schéma abélien A/K° avec A ® K = A.
Par conséquent, dans le cas d’une valuation discréte, notre hypothése est
équivalente a : le modele minimal de Néron de A est projectif.

(1.3.3) Notations. — Un ouvert formel de A est un sous-ensemble
affinoide de A de la forme r=(V) ot V C A est un ouvert affine. Un
recouvrement formel de A est un recouvrement admissible de A par des
ouverts formels.

Pour une algébre affinoide réduite B sur K on écrit B® = {f € B;
Ifll <1} et B= B°® K ot || - || désigne la norme spectrale de B; B*,
B°* et B* désignent des éléments inversibles de B, B et B. On utilisera
les mémes notations pour les faisceaux, par exemple 09, 0%, O%,...

(1.4) Quelques résultats sur le groupe de Picard. — On écrit
Pic(X) pour le groupe des classes d’isomorphismes des faisceaux inversi-
bles (analytiques si X est un espace analytique ou bien algébriques si X
est une variété algébrique). Pour un anneau B, Pic(B) est le groupe des
classes d’isomorphismes des B-modules projectifs de rang 1. Remarquons
que si X est un espace affinoide, on a Pic(X) = Pic(O(X)) ot O(X) est
lalgébre des fonctions holomorphes sur X ([F—vdP1], p. 124).

PROPOSITION. — Soit Z/K un espace affinoide, conneze, réduit, tel
que sa réduction canonique v : Z — Z soit non-singuliére. Soit T/K un
tore algébrique analytifié. Alors

(1.4.1) Pic(Z) = Pic(Z);
(1.4.2) Pic(Z x T) = Pic(Z).

Démonstration de (1.4.1). — Soit B = O(Z) et alors B=0(Z). On a
deux fleches naturelles,

Pic(B°) ———— Pic(B) =Pic(2)

|

Pic(B) = Pic(Z)
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422 M. VAN DER PUT ET M. REVERSAT

définies par M - M ® B e¢ M — M ® B. Dans [H-vdP], on montre
que les deux fleches sont des isomorphismes. Des démonstrations moins
élémentaires se trouvent dans [B-L, F-vdP2].

Démonstration de (1.4.2). — Soit X(T) le groupe des caracteéres de T'.
Alors chaque fonction f € O(Z x T) s’écrit de facon unique comme

f=) foz

ol f, € O(Z) pour z € X(T) et tel que, pour tout t € T,
lim; || fz|||z(¢)| = 0. Les éléments inversibles sont de la forme g - z avec
geO(Z) etz e X(T).

Pour l'espace affinoide Z x {t € K; 0 < R; < |t| < Ry} on a
des résultats comparables : les fonctions holomorphes sont de la forme
Y nez [nt" avec f, € O(Z) pour tout n € Z et lim||f,||[R" = 0 pour
tout R, R < R < R;. Les fonctions holomorphes inversibles ont la forme
gt"(l+h)ouge O(Z)*,ne€Zethe O(Zx{t€ K; 0< R, <|t| < Ry})
satisfaisant ||h|| < 1. Pour l'espace affinoide Z x {t € K ; |t| < R}, les
fonctions inversibles sont de la forme g(1 +th) ot g € O(Z)* et ||th|| < 1.
La démonstration de ces propriétés se ramene aisément au cas connu ol Z
est un seul point.

Remarquons que, lorsque Z est un polydisque, (1.4.2) peut se déduire
de [Gr] (en particulier proposition 2, paragraphe v-3), voir aussi [G2] et
[vdP1]. Nous montrons (1.4.2) par récurrence sur h, le rang de T'.

Soit £ un faisceau inversible sur Z x T ou T = K*, donc h = 1. On
pose T = {t € K*; |t| = 1}. Alors

Pic(Z x T°) 2 Pic(Z x T°) = Pic(Z x Gy ) = Pic(Z) = Pic(Z2).

On peut donc supposer que £|Z x T est trivial, il faut en déduire que
L est trivial.
Sur Z x K on définit un faisceau inversible £’ par :

LNZx{teK;|t| <1} =0;
L'NZ x{te K;|t| > 1} =L|Z x {t € K;|t| > 1}.

Pour tout R € |K*| et R > 1, on peut appliquer (1.4.1) & £'|Z x {t € K
|t| < R}. Cela montre que £L'|Z x {t € K;|t| < R} est libre pour tout R.
Afin de montrer que £’ est libre on prend une suite 1 < Ry < Ry < -+ -
d’éléments de |K*| avec une limite infinie. Posons D,, = {t € K; || <
R,}. La restriction de £’ & Z x D,, est engendrée par un élément e,.
Alors e,41 = upe, pour certains éléments u, € O(Z x D,)*. Si on
trouve une suite d’éléments v, € O(Z x D,)* telle que u, = v;ilvn
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VARIETES ABELIENNES 423

pour tout n, les éléments v, e, se recolleront en une section globale de £’
engendrant £'.

Chaque u,, € O(Z x D,,)* se décompose sous la forme u,, = a,(1+tby,)
ol a, € O(Z)* et b, € O(Z x D,,) avec ||th,]| < 1.

On pose maintenant

o= (") (10t )

k=n

et on constate facilement que le produit infini converge sur Z x D,,. Alors
Uy = v;ilvn pour tout » > 1 montre que £’ est trivial.

Cela implique que £|Z x {t € K*;|t| > 1} est trivial. De la méme
facon on voit que £|Z x {t € K*;|t| < 1} est trivial. La surjectivité de
Papplication « de

O (Zx{teK*; [t| <1}) x O*(Z x {t € K*; [t| > 1})

dans O*(Z x {t € K*; |t| = 1}), donnée par (a, b) — ab, montrera que £
est trivial. '

Pour montrer que o est surjective on décompose tout élément f de
O(Zx{te K*; |t| =1}) : f = at™(1+ h) ot a € O*(Z), n € Z,
h = Xa,t" est un élément de O(Z x {t € K*; |t| = 1} vérifiant
Al = max(llan||) = || < 1.

La partie at™ se trouve dans 'image de . On écrit

(1+h)= (1 +> amtm) (1 +3 amtm)(l + hy).
m2>0 m<0

Les deux premiers termes se trouvent dans
O*(Zx{teK*; |[t|<1}) et O (Zx{teK"; |t|>1}).

Le dernier terme satisfait ;| < |r|2. On applique le méme procédé &
(14 hy), donc

(1+hy) = (1 +3 amtm) (1 +3 a’mtm)(l + hy)

m>0 m<0

avec ||hz|| < |7]®. On continue avec (1 + hg), etc. Par passage & la limite
on trouve que (1+ h) est dans 'image de a. Cela achéve la démonstration
pour h = 1.

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



424 M. VAN DER PUT ET M. REVERSAT

Supposons maintenant que h > 1. On pose T = Tj_; x K*. Comme
Z x {t € K*; |t| = 1} est un affinoide connexe avec une réduction
non-singuliére, on peut supposer d’aprés ’hypothése de récurrence que
la restriction de £ & Z x Tp,—1 X {t € K*; |t| = 1} est triviale.

Il faut de nouveau montrer que cela implique que £ est trivial. On
définit L' sur Z x Th_1 x K par le recollement de £ sur Z x T,—1 x {t €
K; |t|] >1} et Osur Z xTp—y x {t € K; |t| < 1}. L’hypothese de
récurrence montre que £’ est trivial sur chaque Z x Ty x {t € K ; [t| <
R} avec R € |K*|.

Comme dans le cas h = 1 on montre que £’ est trivial. Il s’ensuit que
L est trivial sur Z x T,y x {t € K*; |t| < 1} et sur Z x Tp1 x {t €
K*; |t] 2 1}.

En remarquant que

O (Z xTh1 x{t€e K*; |t| =1})
=0*"(Zx{te K*; |t|=1}) - X(T)
on en conclut, comme dans le cas h = 1, que £ est trivial sur Z x T. Ceci
acheve la démonstration de (1.4.2).

(1.5) Faisceaux inversibles sur A et G. — Pour formuler des
conséquences de (1.4) nous avons besoin de quelques notations.

D’abord T° = {t € T; |z(t)] = 1 pour tout = € X(T)} est
un sous-groupe affinoide de T'. Pour un groupe analytique H on écrit
Pic’(H) = {[£] € Pic(H) ; [h*L] = [£] pour tout h € H}.

DES COROLLAIRES DE (1.4).
(1.5.1) Chaque faisceau inversible L sur A se trivialise sur un recou-
vrement formel {r='V;} de A. De plus le 1-cocycle correspondant d L
peut étre choisi d coefficients dans O%. En d’autres termes Pic(A) =
HY(A,r.0%) = H'(A4,1.0%).
(1.5.2) Le morphisme analytique w : G — A se trivialise sur un recouvre-
ment formel {r=1V;} de A. Plus précisément, il existe des isomorphismes
6; : v r"V; 5 (r71V;) x T tels que :

(i) les diagrammes suivants sont commutatifs

o W, —— (W) xT
Iv ) /rl

rVi;
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(ii) 8; commute avec laction de T ;

(il) ;00" : (r V) x T — (r='V;;) x T est de la forme (z,t) —
(z,fij(z)t) ou fij : v71Vi; = T est un morphisme analytique ;

(iv) 6;(1g) = (14,17) si i est tel que 14 € vV,
(1.5.3) Chaque faisceau inversible sur G se trivialise sur un recouvrement
{77 1r71V;} ou {r='V;} est un recouvrement formel de A. En d’autres
termes :

Pic(G) = H' (4, r.7.0F).

(1.5.4) Il existe une suite ezacte

0 — K* — O(G)* — X(T) = Pic(4) = Pic(G) — 0.

(1.5.4)" Remarque : Si z € ker 7, on notera encore z ’élément de O(G)*
antécédant de = qui restreint & T redonne x. On a alors z(g1g2) =
x(g1)z(g2) pour tout g1, g2 dans G.

(1.5.5) Il existe une suite exacte
0 — K* — O(G)* — X(T) -5 Pic®(4) =5 Pic®(G) — 0.

Démonstrations.

(1.5.1). — Soit {r~'W;} un recouvrement formel de A. On applique
(1.4.1) & chaque L|r~'W; et on obtient ainsi un recouvrement formel
{r=1V;} plus fin, tel que chaque L|r~'V; soit trivial. Le 1-cocycle {&;;}
de £ par rapport & {r~'V;} peut s’écrire &; = A;mi; ol {5} est un
1-cocycle & coefficients dans K* et ol 7;; € O% (r~'V;;) pour tout i, j.

Comme le 1-cocycle {A;;} est trivial on trouve un 1-cocycle {7;;} pour
L & coefficients dans r,0%".

(1.5.2). — Il existe un recouvrement de A par des ouverts de Zariski
trivialisant le morphisme de groupes algébriques m : G — A et ayant
les propriétés (i) et (ii) de I’énoncé. Soit {U;} un recouvrement affinoide
admissible de A, plus fin que ce recouvrement de Zariski. Alors on
a des isomorphismes analytiques H; : 7 }(U;) = U; x T tels que
H;(2) = (m(2), hi(2)) et hi(tz) =t - hi(z) pour tout t € T et z € 7 Uj.
En plus H;0H; ! sécrit explicitement comme (u,t) — (u, fij(u) - t) ou
fij : Uyj — T sont des fonctions holomorphes et ol { f;;} est un 1-cocycle.
Pour z € X(T'), le 1-cocycle {z o f;;} décrit le faisceau O,.
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Soit ™!V un ouvert formel de A tel que chaque O,|r~1V soit trivial.
La restriction de {f;;} 477!V est donc triviale et peut s’écrire f;; = a; 'a;
ol les fonctions a; : U; N v~V — T sont holomorphes.

Soit K; : Y (U; Nr7V) 5 (U; N r~ V) x T donné par K;(z) =
(m(2),ai(rz) - hi(z)). Les isomorphismes K; se recollent en un isomor-
phisme K : 7= !(r7'V) 5 (r~'V) x T ayant la propriété K(z) =
(m(2),k(2)) et k(zt) =t - k(z) pour t € T. On applique (1.5.1) & O,
ou z parcourt une base de X(T'). Cela donne un recouvrement formel
de A avec les propriétés (i), (ii) et (iii). On peut normaliser tel que (iv)
soit vrai.

(1.5.3). — Soit £ un faisceau inversible sur G. On prend d’abord un
recouvrement formel {r~!W;} de A satisfaisant & (1.5.2). On applique
(1.4.2) et (1.4.1) & chaque L7~ 'r~'W; et on obtient un recouvrement
formel plus fin {r~1V;} tel que chaque £|r~1r~1V; soit trivial.

(1.5.4). — Sur A on a une suite exacte de faisceaux 0 — r,0% —
r 0 — X(T) — 0 od X(T) est le faisceau constant sur A de fibre
X(T). D’apres (1.5.1) et (1.5.3) on trouve une suite exacte

0— K" — G (G) — X(T) —
Pic(4) ™5 Pic(G) — 0 = H* (4, X(T)).
On vérifie sans difficultés que ’application X(T') — Pic(A) n’est autre
que X(T) 5 Pic®(A) C Pic(A).

(1.5.5). — 1l suffit de remarquer que 7* : Pic’(4) — Pic’(G) est

également surjectif.

(1.5.6) Remarque. — La suite (1.5.4) est I’analogue analytique de la
suite algébrique

0 — K* — 0*(G)™ — X(T) — Pic(4)™* — Pic(G)"* — 0

(¢f. [C, p. 76]). Comme A est une variété projective Pic(A) = Pic(A%#)
et (1.5.4) s’identifie terme par terme avec la suite du cas algébrique.

(1.6) G° et les réseaux de G.

(1.6.1) Définition de G°. — On reprend la notation T° = {t €
T; |z(t)| = 1 pour tout z € X(T)}. Soit {r~'V;} un recouvrement formel
de A avec les propriétés de (1.5.2). Alors GO := |J, 0; 1 (r71V;) x T°) est
un ouvert analytique quasi-compact de G. Une vérification triviale montre
que G° est un sous-groupe de G et que G° ne dépend pas des choix de

{r=1V;} et {6;}.
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(1.6.2). — Soient G(K), G°(K), T(K), T°(K) les points de G, G°, T,
TP & valeurs dans K. D’apreés la définition de G° on a un isomorphisme
de groupes

T(K)/T°(K) — G(K)/G°(K).

Considérons ’homomorphisme de groupes

(:G(K) — G(K)/G(K)" = T(K)/T"(K) =
Hom(X(T), K*/K®) = Hom (X (T),|K*|) — Hom (X(T),R)

ot la derniére fleche provient de “—log| |”.

Un sous-groupe A de G(K) est appellé un réseau si £ : A —
Hom (X (T),R) est injectif et si £(A) est un réseau de I’espace vectoriel
réel Hom (X, (T),R).

(1.6.3) PROPOSITION. — Pour tout réseau A de G(K), le quotient G/A
a une structure de groupe analytique propre sur K, telle que ¢ : G — G/A
soit un isomorphisme local.

Démonstration. — Elle est trés voisine de celles de [F—vdP1, p. 19] et
[G, paragraphe 1-3].

Soit Xi,..., X} une base de X(T') et € > 0 avec e® € |K*|, tel que le
réseau £(A) rencontre {a € Hom(X(T),R); |a(z;)| <epouri=1,...,h}
en {0}. Soit {r~'V;}; un recouvrement formel de A ayant les propriétés
de (1.5.2). Avec les notations de (1.5.2) on définit

G = UO;l((r‘lVi) x {t €T ; e <|z;(t)| < e pour tout ]})

Alors G° est un ouvert quasi-compact de G. Soit § vérifiant e € |K*|
et 0 < 8 < ¢, alors G® est intérieur & G*. La restriction de l’application
ensembliste ¢ : G — G/A a G° est injective. En plus il existe un nombre
fini d’éléments t;,...,t, € T tel que G/A = |, q(t;G%). La structure
analytique de G/A est donnée par un recollement évident des {¢;G°}.
G/A est propre parce que G/A = |J; q(t;G%) et q(t;G®) est intérieur &
q(t;G%). Ce qui reste de ’énoncé est facile a vérifier.

(1.6.4) CorOLLAIRE (Comparer avec [O-vdP]). — L’anneau des endo-
morphismes analytiques de G/A est égal d

{a € End(G); a(A) CA}.

Démonstration. — G est simplement connexe, au sens analytique rigide
([vdP2]). Le morphisme ¢ : G — G/A est alors le revétement analytique
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universel. En particulier chaque endomorphisme 3 de G/A se releve
(de facon unique) en o € End(G) avec a(A) C A. L’autre inclusion est
une conséquence directe de la propriété universelle habituelle de G/A.

(1.6.5) COROLLAIRE. — Il existe une suite ezacte

0 — ker7 — Hom(A, K*) — Pic®(G/A) <, Pic’(G) — 0

ot lapplication kert — Hom(A, K*) est ainsi définie : si x € kerr,
on a Op = fO4 o f est une fonction méromorphe sur A; pour A € A
soit Cx € K* tel que f(A) = Cif, alors A — C) est I'image de x dans
Hom(A, K*).

Démonstration. — La surjectivité de q*; soit [£] € Pic’(G). 1 faut
construire une A-linéarisation de L, c’est-a-dire une famille d’isomor-
phismes a()) : A*L = £ avec a(MA2) = a(A1) o Aj(a()2)) pour tout
A1, A2 € A. Comme £ = 7*M pour un M € Pic®(4) (¢f. (1.5.5)), il suffit
de construire une A-linéarisation de M. On remarque que M?8 définit
une extension B de A*® par le groupe multiplicatif G, :

- 0— G, — B2 A%

correspondant & o : X(Gy) = Z — Pic’(4*8) avec (1) = [M?8].
Soit h : A — B(K) un homomorphisme de groupes avec p o h =
m : A — A8 Alors h donne une A-linéarisation de M?&. En effet
la multiplication par h()) sur B = Spec(@,z(M?*8)") donne des
isomorphismes @, (M8)" — @, m(A)*(M?&)" et en particulier un
isomorphisme B()) : T(A)* M8 5 M38. De h(AA2) = h(A1)R()\2) on
conclut B(A1X2) = B(A1) om(A1)*(B(A2)) pour tout A1, Ay € A. D’oll, avec
GAGA, une A-linéarisation de M.

Le noyau de g* : soit [L] € kerg*. Alors ¢*L est engendré par une
section globale e. L’action naturelle de A sur ¢* £ s’écrit A(e) = Z»(g) - e
ot A — Z,(g) est un 1-cocycle pour le groupe A & valeurs dans O(G)*.
On voit que £ est trivial si et seulement si le 1-cocycle A — Z,(g) est
trivial. Donc il existe f € Og(G)* tel que, pour tout A € Aet g € G
Zx(9) = f(A\"1g)/f(g); il résulte de (1.5.5) que Z, est invariant sous T,
donc constant.

Ezactitude en Hom(A, ¢*) : soit o € Hom(A, ¢*) tel que son image dans
Pic’(G/A) soit [Og/a], alors il existe f € Og(G)* tel que f(X.) = a(A)f
pour tout A € A. Soit € ker 1 tel que f(tg) = z(¢)f(g) pour tout t € T
et g € G. Clairement o est I'image de = par ker 7 — Hom (A, K*).
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(1.6.6) Remargue (sur (1.6.5)). — La démonstration de la surjectivité
de ¢* peut se faire sans utiliser la structure algébrique de A, en définissant
de maniére analytique I’extension de A par K* associée & M (cf. PRoPO-
SITION (3.1)).

(1.7) Décomposition de H°(G, O+ p).

Notations. — Soit D un diviseur de A et soit 7*D I’image inverse
de D. Le faisceau inversible analytique sur G correspondant & 7*D sera
noté Oy« p. Pour tout £ € X(T') on pose :

H(G,Ox-p)s = {f € H'(G,05-0); f(tg) =2(t)1(9)
pour tout ¢t € T et tout g € G}.

PRrRoOPOSITION.
(1.7.1) On a Ulisomorphisme H°(G,Or-p), = H°(A,0p ® O,) et
dlmK HO(G7 Oﬂ'*D)l? <00y
(1.7.2) H*(G, Ox+p)s posséde une norme canonique ;

(1.7.3) HY(G,0x+p) = @, H*(G,Orp); ou @ désigne l’ensemble des
sommes infinies Y a; tel que, pour tout t € T lim, ||a.||, |z(t)| = 0.
Démonstration. — Un recouvrement formel {r~1V;} de A trivialise
7 : G — A et le diviseur D. En particulier il existe une fonction méromor-
phe e; sur 7~!V; de diviseur —D|r~!V;. La norme de l’algebre affinoide
O(r~'V;) est multiplicative parce que O(r=-1V;) = Oz(Vi) n’a pas de
diviseurs de zéro. La norme de O(r~'V;) induit alors une valuation sur le
corps des fractions de O(r~1V;). On normalise e; par ||e;|| = 1. Alors on a

H (717 'V;, 0 p) = O(77 1171V,

L’isomorphisme T-équivariant ; : 7~'r~1V; = (r~1V;) x T implique une
décomposition canonique :

O(r~tr™1V;) = @0(w’lr‘1%)z
T
ou
(i) O(x~'r7'V;), = {f € O 'r~'Vi)/; f(tg) = x(t)f(g) pour
tout t € T et tout g € G};
(i) la norme sur O(x~1r~1V;), est la norme spectrale sur G° N
LY = 671 ( V) X T9);
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o~

(iii) €D ale sens de (1.7.3).
Comme e; est T-invariant on obtient une décomposition

H(r ™ 'r™'V;,05-0) =@ = H(x " 'r7'V;, Or-p)o

ot H(n 1r=1V;,0s+p)e = O~ 1r=1V;)e; = HO(r~V;,0p @ O,) est
muni de la norme || fze;|| = || fzl-

Remarquons que dimg H°(A,0p ® O,) < oo parce que A/K est
propre. On déduit la proposition du fait que H°(G, O,«p) est le noyau de

d: @Ho(ﬂ'_lr_lvi,(?,,*p) — @HO(W_IT_lVi,Ow*D)
1

i<j

et que d respecte l'action de T'.

La norme sur H°(G, Or«p), ne dépend pas des choix de {r~1V;} et
de {e;}. En effet, soit 7=V un ouvert formel de A tel que 7= 1r~1V =
(r7V)xT. Alors 71771V NG® =2 (r=1V) x T? est un affinoide tel que la
norme spectrale soit multiplicative. Alors ||f||, pour f € H°(G,Or+p)z,
est égal a la norme. de la restriction f; 711V N GO.

(1.7.4) Remarque. — La proposition reste valable si on remplace Op
par un faisceau cohérent analytique M sur A. Dans ce cas, plus général,
il faut faire un choix convenable des normes sur H°(G,7*M),.

(1.8) Diviseurs T-invariants sur G. — Pour I’énoncé du théoréme
principal nous avons besoin du

LEMME. — Soit F un diviseur de G, invariant par l'action de T, et
soit h une fonction méromorphe avec (h) = F. Alors :

(1) Il existe un caractére x € X(T) tel que h(tg) = z(t)h(g) pour
teT.

(2) Soit hy une autre fonction méromorphe avec (hy) = F. Alors
hi=c-y-hotce K* ye€kerr C X(T) vu comme fonction inversible
sur G. En plus hi(tg) = y(t)z(t)h1(g) pourt € T.

Démonstration. — La fonction méromorphe (¢,g) — h(tg)h(g)~! est
inversible sur T' x G. D’apreés (1.5.4), appliqué & T x G, h(tg)h(g)~! =
cz(t)y(g) avec ¢ € K*, z € X(T), y € kert (cf. (1.5.4)"). En faisant
t =1, il vient ¢ = 1 et y = 0. Cela montre (1). Finalement (2) est une
conséquence immédiate de (1.5.4).

(1.9) Remarque. — Tous les résultats de ce paragraphe 1, (sauf 1.5.2)
sont vrais si A n’a plus de structure algébrique, mais est un groupe
analytique propre possédant une réduction analytique non singuliere
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(cf. (1.6.6)). L’assertion (1.5.2) est vrai sans que A ait une structure
algébrique, mais sous ’hypothése que ’extension de groupes analytiques
0—-T — G — A — 0 soit localement triviale (cf. (3.1)).

2. La variété analytique G/A

On utilise les notations du paragraphe 1 et I’hypotheése (1.3.1). Le
résultat principal de notre travail est le suivant.

(2.1) THEOREME. — On suppose que A posséde une réduction analy-
tique v : A — A non singuliére. Soit A un réseau de G(K). Alors G/A est
une variété abélienne si et seulement si il existe un diviseur ample D sur
A et un homomorphisme ¢ : A — X(T) tel que :

(1) le diagramme suivant est commutatif

™

ACG(K) ———  A(K)

X(T) ——— Pic°(4)

oti ®p est la polarisation associée a D ;
(ii) la forme bilinéaire

AxA—R, (A,A2) — (A, A2) = £(A1)(p(X2))

est symétrique et définie positive ;

(iii) pour tout A € A, soit h(A\) la fonction méromorphe sur G,
déterminée & une constante prés (cf. (1.8)) par :

() =A"'1*D~7"D et h(A)(tg) = w(A)(R(N)(9),
alors, pour tout Ay, Ay appartenant a A

h(A)(A2g) - [AA)(9)] T = h(A2)(Aig) - [R(A2)(9)] -

(2.2) Démonstration de “=". — On suppose que G/A est une variété
abélienne. Soit E un diviseur ample sur G/A. D’aprés (1.5.4), il existe un
diviseur D sur A avec ¢*E ~ 7*D. Soit © une fonction méromorphe sur
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G avec (©) = ¢*E —n*D. Posons, pour A € A, h(A)(g) = O(g) - O(Ag) 1.
Alors (h(X)) = A7'n*D — 7*D. Comme A~'7*D — 7* D est invariant par
T, il existe d’apres (1.8) un caractere () € X(T) tel que h(N)(tg) =
P(A)(B)h(A)(g)-

L’égalité triviale h(A1A2)(g) = h(A1)(A29)-h(A2)(g) montre que appli-
cation ¢ : A — X(T) est un homomorphisme et en méme temps ’égalité
(iii). En plus on a ®p(r(A)) = [r(A~1)D — D] et n*(r(A"1)D — D) =
(h(A)). Donc @p(n(A)) = 7(e(X)) et on a vérifié (i). Pour t € T le divi-
seur de g — O(tg)O(g)~! est t*¢*E — ¢*E = ¢*(q(t)*E — E). On a donc
un diagramme commutatif

TcG —21 & G/A

Hom(A,K*) ——— Pic’(G/A)

olt S est donné par S(t)(A) = @(A)(t7!). Le noyau de ®g o ¢ est un
groupe de type fini. Si ¢ n’est pas injectif le noyau de S est un sous
groupe algébrique de T de dimension positive. Donc ¢ est injectif.

Montrons maintenant la propriété (ii). Pour cela il faut trouver le lien
entre les fonctions {h(A)} et la forme bilinéaire ( , ). Soit ¢ : A — G°(K)
un homomorphisme de groupes tel que X - ¢(A\)~! € T(K) pour tout
A € A. Posons Q(A) = —log||h(N)]|, on || || est la norme de (1.7.2). Une
combinaison des formules :

h(A1A2)(g) = h(A1)(A29) - h(A2)(9),
h(A1)(A2g) = (A1) (A2c(A2) 1) - (A
(A2, A1) = —log lp(Ar) (Aze(A2) )
IR = R(A) (c(A2)9) I,

(parce que c(Az) € G°(K)) donne

(A2, A1) = Q(M1A2) — Q(A1) — Q(Az).

Donc { , ) est symétrique. De plus Q(A) = (1/2)(A\, A\)+L(A),ou L: A - R
est linéaire. Considérons la décomposition @ = )" O, de (1.7). La formule
B(A)(g)-O(Ag) = O(g) implique alors h(A)(g)- Oz (Ag) = Oy (9) poUT
tout z € X(T') et A € A.

)(c(A2)9);
|

K
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Fixons zo € X(T') avec ©,, # 0. Alors on a :

O3 (9) = h(A)(g) - To (Ac(A) ™) - Oz, (c(N)g),
~ Log |00+l = Q(A) = log |zo (Ac(X) )| — log |4, |-

1l s’ensuit que —10g |00+l = 5(AA) +a(X) +b, 0t a: A — R est
linéaire et ol b € R. La propriété (1.7.3) implique (A, A) > 0 pour A # 0,
donc ¢ est injectif et cela montre (ii).
Il nous reste & montrer que D est ample. On peut faire une démons-
tration rapide en utilisant que A et Pic’(A) sont des variétés abéliennes.
Considérons le diagramme commutatif

G/A —2F ., PiG/A)

*

q q
q)q“E:q)w*D

¢ —= 7, PicdG)

™ ™

®p
A ——————  Pic®(4).

7*®p est surjectif parce que g et ¢* sont surjectifs (¢f. (1.6.5)). Le noyau
de 7* est un groupe de type fini d’aprés (1.5.5). Alors le conoyau de ®p
est un groupe de type fini. Comme ®p est un morphisme de variétés
abéliennes il s’ensuit que ® p est surjectif. Cela implique que D est ample.

(2.3) Le plongement projectif associé a 3D. — Dans ce para-
graphe, nous montrons ’existence d’un plongement analytique ¢ : A —
P(H°(A,O3p)) utilisant seulement la structure analytique de A. Il y a
deux raisons pour cela. D’abord la démonstration servira de modele pour
la réciproque du théoréme (2.1) (¢f. paragraphe (2.4)), ensuite elle conduit
3 un résultat plus fort (cf. (3.5)). Rappelons que les idées utilisées ici sont
essentiellement dues & A. WEIL (voir par exemple [W]).

Rappelons (cf. (1.9)) que les résultats du paragraphe 1 sont valables
sans que A soit algébrisable en faisant I’hypothése que [l’extention de
groupes analytiques 0 - T — G — A — 0 est localement triviale
(¢f. (3.1)), hypothese que nous faisons dans ce paragraphe.
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Pour commencer on suppose que E est trés ample et que E et D sont
symétriques (i.e. si i : A — A est défini par i(a) =a',on ai*E~ FE et
i*D ~ D). D’abord un lemme :

(2.3.1) LEMME. — Il existe une fonction méromorphe f(a,b,z) sur
A x A x A telle que pour tout a,b € A fizés le diviseur de f(a,b,z) soit
aD+bD +a™ 157D - 3D.

Démonstration. — Soit M un diviseur sur un groupe analytique com-
mutatif H. On écrit V(M) pour le diviseur

miggM —miyM — misM —misM +miM + m3M + mj

sur Hx H x H ou pour I C {1,2,3}, m; : Hx Hx H — H est le
morphisme my (21, 22, 23) = [[;¢; 2

Soit f une fonction méromorphe sur H, alors Vs(f) désigne la fonction
méromorphe sur H x H x H,

(f o maa3)(f omi2) " (f omaz) T (f o mas) T (f o ma)(f o ma).

G/ A est une variété abélienne, d’apres GAGA le diviseur E est algébrique
et le corollaire 2 p. 58 de [M1] affirme que V3(E) est le diviseur d’une
fonction rationnelle (et donc méromorphe) f; sur (G/A)3.

La fonction méromorphe fo = V3(©)~!f, sur G® a pour diviseur
Vs(7*D). Pour ty, ty, t3 € T, la fonction fy(t191,t292,t393)f2(91,92,93)
est inversible sur G2, invariante par A3, donc égale & une constante
C(tl,tz,tg) € K*.

Parce que f2(1,1,g3) € O(G)* il existe un caractére z € ker C X(T')
avec ¢(1,1,t3) = x(t3). La symétrie implique c(t1,t2,t3) = x(t1t2ts).

Alors f3(g1,92,93) = (g7 '95 ' 95 ) f2(91, 92, g3) est invariante par T3.
On écrit f4 pour la fonction méromorphe sur A3 déduite de f3. Le diviseur

de fy est V3(D) et f(a,b,2) = fi(a,b,2)fs(a,a™t,2)" 1 fy(b71,b,2)7 !
possede les propriétés du lemme.
(2.3.2) COROLLAIRE. — O3p est engendré par H°(A, O3p).

Démonstration. — Pour P € A on prend a,b € A tels que P ¢
aD UbD Ua~'b7'D. Alors f(a,b,z) € H°(A,O3p) ne s’annule pas en
P comme section de Os3p.

(2.3.3) COROLLAIRE. — Osp induit un morphisme analytique
¢:A—P? ou PY=P(H(4,0sp)).

Démonstration. — Soit ug,...,us une base de H°(A,Osp), alors
#(P) = (uo(P) : uy(P) : - - : ug(P)) € P2 Sur un recouvrement affinoide
admissible de A on vérifie que ¢ est un morphisme d’espaces analytiques.
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(2.3.4) LEMME. — ¢ est injectif.

Démonstration. — Soient z; et z; dans A tels que ¢(z;) = ¢(22), alors
u(z1) = u(z2) pour tout u € H°(A, O3p) puisque 1 € H°(4, O3p).

Soient X;, Xo, X3 € X(T) avec X; + X + X3 = 0 et soient
a; € H(G,0+p)a;, @i # 0. Alors, si f est donné par (2.3.1),

u(g) = a1(g7 ' 9)e2(g5 ' 9)as(91929) f(n(g1), m(g2), 7(g))

appartient & H°(A, O3p) pour tout g1, g> dans G. Nous avons supposé que
D est symétrique, donc H*(G,n*Op), # 0implique H°(G,7n*Op)_y # 0.
Pour o # 0, a; € H°(G,7*Op),, on peut trouver X2, X3 et ay # 0,
as #0avec X1 + Xo+ X3 =0et o; € H(G,Or+D)z,.

Prenons Z;,Z, € G avec w(Zy) = z1, 7(Zs) = 2z9. Alors a(Z;) = a(Z5)
implique que le diviseur de la fonction ¢ — a;(97'1Z;)ai(g71Z)7 1,
méromorphe sur A, est égal & 20i*D — 21i* D, ou 4 est application inverse
de A. Pour ay = 1 on a 29i*D = zi*D. Posons 6§ = Z1Z2"1. Alors
g — ai(6g) - a(g)~! est une fonction inversible sur A, donc égale & une
constante c(a;) € K*. Si o, 3 sont dans H(G,O+p),, on constate que
c(a+ B) = c(a) = ¢(B), alors c(a) ne dépend que de X; et nous écrivons
alors ¢(X;) au lieu de ¢(a). Revenons & la fonction u précédente, on voit
que ¢(X1)e(X2)e(X3) = 1si X1 + Xy + X3 = 0. Donc X — ¢(X) est
un homomorphisme de groupes X(T) — K*. Un changement de ¢ en
6t avec t € T convenablement choisi nous donne a(ég) = a(g) pour
tout @« € H°(G,Or+p), et tout x. L’égalité reste valable pour tout
a € H°(G,Ox+p) et est donc valable pour © et tout h()), A € A. Comme
H°(G/A,OE) est un sous-espace de @ 1 H(G, O+ p), il vient § € A parce
que E est trés ample. Finalement, h(A)(g) = h(X)(6g) pour tout g € G
implique (X, §) = 0 pour tout A € A, donc § = 1 et ¢ est injectif.

(2.3.5) LEMME. — Pour tout point P de A Uapplication des espaces
tangents Ta,p — Tpa 4(p), induite par @, est injective.

Démonstration. — Soit P € A et soit e : O4, p — K une dérivation.
Aprés une translation de D, on peut supposer que P ¢ support de D.
Alors 04 p s'identifie & O3p p et il faut montrer que e(u) = 0 pour tout
u € H°(A, O3p) implique e = 0.

Soit @ un point de G avec 7(Q) = P et soit € : Og,g — K une
dérivation telle que

€= OA,P —ﬂi? OG’Q i) K.
Comme dans la démonstration de (2.3.4) on prend
u(g) = o1 (g7 ' 9)a2(95 ' 9)s(91929) f (m(91), 7(g2), 7(g)) -
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Remarquons que g — €'(k(ag)) est une fonction méromorphe en a, si k
est une fonction méromorphe.

Posons k;(a) = €'(a;(atg))a;(a™tQ)~! pour i = 1,2,3. Puisque u et
9 — f(n(g1),7(g2),7(g)) sont dans H°(4,O3p),

ki(g1) + k2(g2) + k3(g7 '95 ") =0 pour tout gy, g.

Cela implique que chaque k; est nul.

Donc €'(v) = 0 pour tout v € H°(G,On«p), et aussi pour tout
v € H9(G,Or+p). Comme dans (2.3.4) on en conclut que €’ est nul sur
les éléments de H°(G/A,Og). On a Og,q = Og/a,q(q) donc €’ = 0 parce
que F est tres ample. Cela montre e = 0 et le lemme est montré.

(2.3.6) Fin de la démonstration de (2.3). — On peut recopier [F—vdP1,
p. 201] pour montrer que ¢ : A — P¢ donne un isomorphisme analytique
entre A et la variété projective ¢(A4) C P<.

L’image X de ¢ est un sous espace analytique de P4([K]). Le théoréme
GAGA affirme que X est algébrique. D’apreés (2.3.4) et (2.3.5),¢: 4 —» X
est bijective et localement un isomorphisme dans le sens faible. D’apres
un résultat de GRAUERT-GERRITZEN [G—G], cela implique que ¢ est un
isomorphisme d’espaces analytiques.

Encore par GAGA, ¢ est aussi un isomorphisme de variétés algébriques.

(2.4) Démonstration de “ <”. — Maintenant ¢, D et les propriétés
(i), (ii), (iii) sont données. On définit a(A1,A2) € K* par la formule
(M A2)(g) = a(A1, A2)h(A1)(A29)h(A2)(g) et on constate

a()\l,)\g) = a()\g,/\l),
a(/\l)\2, /\3)(1()\1, )\2) = a()\l, /\2)\3)0,()\2, Ag)

Donc a(---) est un 2-cocycle symétrique, & valeurs dans K*. Le groupe A
étant libre, il existe une fonction b: A — K* avec b(AA2)b(A1) ~1b(A2) !
= a(A1, A2) pour tout A;, A2 € A. On remplace h(A) par b(A)"1h(A) et
alors

h(A122)(g) = h(A1)(A2g) - h(A2)(g) pour Ay, Az € A.

D’apreés (2.2), —log||h(A)|| = (A, A) +L(A), ou L : A — R est linéaire. La
condition (i) et (1.7.3) impliquent © := Y, ., h(A) € H(G, Or+p). Le
diviseur 7*D + (O) est invariant par A, parce que h(A)(g)O(Ag) = O(g)
pour tout A € A. Désignons par E le diviseur de G/A tel que ¢*E =
(©) + 7*D.

On peut supposer que D = 2D, avec D; trés ample et [-1]*Dy = D ;
on va montrer que 3E donne un plongement analytique ¢ : G/A — P4 =
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P(H°(G/A,O3Eg)). Le raisonnement (2.3.6) montrera alors que G/A est
une variété projective. Le théoreme GAGA affirmera que les morphismes
analytiques m : G/A x G/A — G/A (multiplication) et i : G/A — G/A
(inverse) sont des morphismes algébriques. Donc G/A sera une variété
abélienne.

Pour montrer que O3 donne un plongement analytique ¢ : G/A — P?
on proceéde comme dans (2.3) :

(2.4.1) LEMME. — Il existe une fonction méromorphe f(a,b,z) sur
(G/A)? telle que, pour tout a,b € G/A fizés, le diviseur de f(a,b,z) est
égal 6 aE +bE +a b~ E - 3E.

Démonstration. — Les notations sont celles de la démonstration de
(2.3.1). Il suffit de montrer que V3(E) est trivial. Le lemme du cube pour
D, et A montre qu'’il existe une fonction méromorphe k sur A3 telle que
V3(D1) = (k). Soient 6; et E; définis & partir de D; comme le sont
juste avant 6 et E & partir de D. On a donc ¢*E; = n*D; + (6;), d’ol
“(@)WV3(E1) = (f) ot f = (ko) x V3(61) (cf (2.3.1)). 1 suffit de
prouver que f2 est invariant sous A3. Soit H le groupe d’automorphismes
de G® engendré par le groupe symétrique S3, [—1] et A3. Pour h € H,
on constate que la restriction de (f o h) x f~1, qui appartient & O(G®)*,
est constante sur 7. D’aprés (1.5.4) on a donc : (foh) x f~1 € K*.
La structure du groupe H implique que 'image de I’homomorphisme
h— (foh)x f~! € K* est {1} (en effet, 'image des commutateurs est
triviale et H rendu abélien est isomorphe & Z/2Z). Donc f? est invariant
sous A% et, si E = 2E;, V3(E) est trivial.

On en déduit, comme en (2.3.1)

(2.4.2) COROLLAIRE. — O3 est engendré par H'(G/A, O3E).

(2.4.3) COROLLAIRE. — O3 induit un morphisme analytique
¢:G/A —P? ou P!=P(H°(G/A, Os5)).

(2.4.4) LEMME. — ¢ est injectif.
Demonstmtwn — Solent 21,22 € G/A avec ¢(z1) = ¢(22), alors
u(z1)u(z2)~! = 1 pour tout u € H*(G/A, O3g). Pour @ € H°(G/A, Og),
a # 0, et a,b € G/A la fonction a(a'2)a(b~'z)a(abz)f(a,b,z)
appartient & H°(G/A, O3g).

Comme dans (2.3.4), on obtient §; = z2," € G/A satisfaisant
61E = E et a(b,2) = a(z) pour tout o € H(G/A,OF). Soit § € G
avec ¢(8) = 6;. Le diviseur de ©(g)O(gé)~! est —r*D + § 'n*D. Alors
O(g)O(g6)~! appartient & H°(G,Ox+p), pour un certain y € X(T),
puisque son diviseur est invariant sous 7.
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Légalité L h(A)(g) = £,0(9)0(98) " h(u)(g6) implique h(Xo)(g) =
O(9)©(gé)~! pour certain Ay € A.
On remplace & par ;" et on trouve :

O(g6) = O(g) et h(M)(gb) = h(X)(g) pour tout X € A.

Pour tout y € X(T') et f, € H*(G, Or+p), I'élément

a=(1/6(g)) > h(A)(9)fy(Ag)

AEA

appartient & H°(G/A, Og). Les égalités a(6g) = a(g) et O(6g) = O(g)
impliquent f,(8g) = fy(9)-

Cette égalité avec y = 0 implique § € T parce que D est trés ample.
Pour y € X(T) I'égalité implique y(6) = 1. Donc § =1, z; = 23 et ¢ est
injectif.

(2.4.5) LEMME. — Pour tout point P de G/A lapplication des espaces
tangents Tg/a,p — Tpa g(p), induite par @, est injective.

Démonstration. — On peut supposer que P ¢ support de E et alors
Og/a,p s'identifie O3p p. Soit ¢ : Og ‘{A .p — K une dérivation. Il faut
montrer que e(u) = 0 pour tout u € H*(G/A, O3g) implique e = 0.

Soit @ un point de G avec ¢(Q) = P et désignons par €’ la dérivation
Og,q = Ogap = K.

On choisit u de la forme u = a(a™'2)a(b~'z)a(abz)f(a,b,z) ou f
est défini en (2.4.1) et ot a € H°(G/A,Of) est de la forme a =
S h(A)(9),(Ag) avec f, € HO(Oep),.

Comme dans (2.3.5) on en conclut €'(f,) = 0 pour tout f,
HO(Ow*D)y~

L’application @, x(r) H(Or+p)y = Og,g/m? g est surjective parce
que D est trés ample. Cela entraine e’ = 0. Donc e = 0 et le lemme est
montré.

3. Variations sur le méme théme

(3.1) Variétés abéloides. — Nous reprenons la notion de variété
abéloide de M. RaynauD [R).

Une variété abéloide A/K est un groupe analytique commutatif,
connexe, propre sur K.

Le groupe Pic’(A) est défini comme dans (1.5). Les auteurs ne savent
pas donner & Pic’(A) une structure de variété abéloide lorsque A n’est
pas une variété abélienne et possede une bonne réduction.
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Soit T/K un tore algébrique déployé. Une extension d’une variété
abéloide. A par le tore T est un groupe analytique G/K muni d’un
morphisme de groupes analytiques 7 : G — A tel que

(i) kerr = T;
(ii) localement, pour la topologie de Grothendieck sur A, 7 est un
produit de A par T
La condition (ii) veut dire qu’il existe un recouvrement affinoide
admissible {4;} de A et des isomorphismes analytiques 8; : 7~1(4;) &
A; x T tels que

(a) est commutatif

(b) 6; est T-équivariant.

(3.2) PROPOSITION. Soit A/K une variété abéloide et soient T /K
un tore algébrique déployé, X (T') son groupe des caractéres. Alors ’ensem-
ble des classes d’isomorphismes des extensions de A par T est isomorphe
a Hom(X(T),Pic’(A)).

Démonstration. — Soit une extension 7 : G — A, donnée. L’isomor-
phisme 8; : 771(A;) = A; x T est de la forme 6;(2) = (7(2), fi(z)) ol
fi(tz) = tfi(z) pour tout t € T. Sii # j, 6, 0 6 s’écrit

OjOO;I:Ai]-xT—>Aij><T
(Z,t)’—> (Z’tfij(z))

ol {f;j} est un l-cocycle. Pour tout z € X(T'), {z o f;;} est un 1-cocycle
4 valeurs dans G,, et définit un faisceau inversible sur A. On trouve ainsi
un homomorphisme 7 : X (T') — Pic(A).

Soit z € X(T), z # 0, et soit T' = ker(z : T — K*). Le groupe
analytique G’ = G/T" est une extension de A par K* = G,,,. Soient a € A
et b € G' avec image a. Alors la multiplication par b sur G’ induit un
isomorphisme a*0, = O, ou O, est le faisceau inversible sur A avec
[0.] = 7(x). Donc T est un homomorphisme de X(7') dans Pic®(A).
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D’autre part, soit 7 : X(T) — Pic’(A) un homomorphisme donné.
On se donne un recouvrement admissible {A;} de A trivialisant tous
les 7(z) = [O;] pour £ € X(T). 1l existe des fonctions holomorphes
fij : Aij = T telles que {z o f;;};; décrit 7(z) pour tout z € X(T).

On recolle maintenant les espaces analytiques A; x T suivant les
isomorphismes A;; x T — Ay x T, (2,t) — (2,tfi;(2)). Cela définit
7 : G — A. La structure de groupe analytique sur G (compatible avec les
autres données) se déduit de :

m* O, 2 pi0; @p;O0; ol m,p1,pa: AxA— A

sont la multiplication et les deux projections, (cf. (1.2)). Le lemme suivant
achéve donc la démonstration de (3.2).

(3.3) LEMME. — Soit £ € Pic’(A), alors le faisceau inversible m*L ®
PILY @ psL7Y sur A x A est trivial.

Démonstration. — Le théoreme des morphismes propres de R. KiEHL
([K, théoréme 3.3]) appliqué & M = m*L @ piL~! @ p5sL~! et p; :
Ax A — A montre que N := (p; )M est un faisceau analytique cohérent ;
le théoréme des fonctions formelles ([K, théoreme 3.7]) et le fait que
M|{a} x A soit trivial pour tout a € A, montre que N est en fait un
faisceau inversible. De plus p N = M. On a les mémes propriétés avec ps.
On peut montrer facilement qu’étant donné un ouvert admissible affinoide
UdeAonapiN(AxU) = N(A) @k O4(U), dott 'on déduit, puisque
(p2)+M est inversible :

(p2)«M = (p2).pIN = Oa.

Par conséquent M ~ p3(p2). M est trivial.

(3.4) Remarque. — Soit A une variété abéloide possédant une réduction
analytique r : A — A avec A non singuliére. Soit G une extension de A par
un tore déployé (analytifié) T/K. Tous les résultats du paragraphe 1 sont
encore valables pour G, on peut définir en particulier G° et la notion de
réseau A, donner & G/A une structure canonique de variété abéloide. La
démonstration de (2.3) s’applique alors & G/A, on en déduit le théoréme
suivant, d’abord énoncé par M. RAYNAUD ([R, p. 176]).

(3.5) THEOREME. — Soit A une variété abéloide sur K possédant une
réduction analytique T : A — A avec A non singuliére. Soit A un réseau
dans une extension G de A par un tore déployé T'/K . Supposons que G/A
soit une variété abélienne, alors A est également une variété abélienne.
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(3.6) Le dual de G/A.

PROPOSITION. — Soient G*& une extension d’une variété abélienne
A8 /K avec bonne réduction par une tore T*8/K et A un réseau
de G. Alors Pic®(G/A) est une variété abéloide. Si G/A est une variété
abélienne, Pic®(G/A) est Uanalytifié de Pic’((G/A)>8).

Rappelons que G, A,... désignent les analytifiés des variétés algébri-
ques G?'8, A%€  Le Pic%(-) d’un espace analytique est défini en (1.5).

Démonstration. — Soit £ un faisceau inversible sur A avec [£] €
Pic’(A28). On sait (cf. (1.6.5)) que £ posséde une A-linéarisation a, c’est-
a-dire une famille d’isomorphismes a(}) : T(A)*L = £ avec a(A);) =
a(A) o m(A)*a(X2) pour tout A, Ag € A.

On définit une relation d’équivalence sur des couples (£,a) par :
(L1,a1) ~ (La,0a2) ¢l existe un isomorphisme f : £; — Lo tel que
les diagrammes suivants sont commutatifs (A € A) :

Soit H ’ensemble des classes d’isomorphisme des couples (£,a). On
voit aisément que H est un groupe commutatif et qu’on a une suite exacte
de groupes

0 — Ty — H - Pic®(4¥8) — 0

ol Ty est le tore algébrique ayant A pour groupe de caractéres. On montre
que, en tant que groupe, H s’identifie & I’extension de la variété abélienne
Pic®(A) par Ty, donnée par ’homomorphisme A 5 A = Pic’((A4¥8)?).
On a écrit (A2'8)t = Pic’(A42!8) pour la variété duale de A.

Soit [(£,a)] € H. Alors 7*L£ sur G possede la A-linéarisation 7"« et
induit ainsi un élément de Pic’(G/A) noté (7*L,a)/A. Cela définit un
homomorphisme o : H — Pic’(G/A), qui est surjectif, car il résulte de
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(1.5.4) et (1.6.5) le diagramme commutatif

Ty, ——— Hom(A,K*)

v

H ——— Pic%(G/A) —— Pi’(G)

Le sous-groupe A de G induit une action de A sur les O, notée a;. On
vérifie que pour tout z 7*O, ~ Og et que cet isomorphisme est compatible
avec les actions de A, donc (7*Oz,az)/A =~ Og/p. On a donc une suite
nulle X(T) — H 5 Pic’(G/A). L’homomorphisme X (T) — H est injectif
parce que A est un sous-groupe de G, son image (toujours notée X (T')) est
un réseau de H puisque A est un réseau de G. Montrons que ker o C X (7).
Soit [(L, )] € kero, alors (£,a) ~ (O, ca;) pour un certain z € X(T)
et un certain homomorphisme ¢ : A — K*. Le faisceau 7*L est engendré
par une section A-invariante, dont il existe y € ker C X(T') (¢f. (1.6.5))
avec ¢(A) = y(A) pour tout A € A. Donc (£,a) ~ (Oziy,0z4y). On a
donc prouvé I’exactitude de la suite

0 — X(T) — H — Pic°(G/A) — 0

X(T) étant un réseau de H, il en résulte une structure de variété abéloide
sur Pic’(G/A).

Supposons maintenant que G/A soit une variété abélienne. 11 faut
comparer les structures analytiques de H/X(T) et de lanalytifié de
Pic’((G/A)*8). Pour cela il est nécessaire de construire un faisceau
inversible U sur (G/A) x H tel que pour tout h = [(£,a)] x H, la
fibre Uy sur G/A soit isomorphe & (7*L,a)/A. Cette construction est
pénible et trop longue pour étre donnée ici. La propriété universelle du
faisceau de Poincaré s’étend 4 la catégorie des espaces analytiques ([B-L,
proposition 1.1]). Il en résulte que H — Pic®((G/A)*8) est un morphisme
d’espaces analytique, localement un isomorphisme. La division par X(T)
donne Iisomorphisme d’espaces analytiques H/X (T) = Pic®((G/A)*#).

(3.7) Une formule pour la dimension de H°(G/A,O,g). — On
se met dans la situation du THEOREME (2.1) avec D,y et les propriétés
(i), (ii) et (iii). Soit F le diviseur de G/A défini par ¢*E ~ ©*D (cf. (2.4)).
Alors, pour tout entier n > 0 :

dim H°(G/A, Opg) = n(dmE/M) (X (T)/p(A)) - dim H*(A4, Op).
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En effet, ©"H°(G/A,Oyg) est le sous espace des f € HO(G,OM p)
ayant la propriété

h(X)(9)"f(Ag) = f(9g).
Soit Y un ensemble de représentants de X(T')/ny(A), alors un tel f
s’écrit
DD RA(9)" fy(Ng)
yEY A€A

ou f, € H°G,0m.p), pour tout y € Y. Ensuite H(G,0% ), =
H°(A,0, ® O%) = H°(A,0Op) parce que Op est ample. Cela montre
la formule.

(3.8) Remarque. — Le THEOREME (2.1) et presque tout le paragraphe 1
ne sont plus valables si la variété abélienne A n’a pas bonne réduction.
La définition méme d’un réseau de G pose un probléme dans ce cas la.
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