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Sur la fonction (x —1)*; par M. Humserr.

(Séance du 4 février 1881.)

Dans le Bulletin de la Société mathématique, M. Laguerre a
démontré queles polynémes P, Q, R, dedegrés p, ¢, r, qui rendent
la fonction Pe4* + Qeb* - R du degré le plus élevé possible en «,
sont tels que les trois fonctions Pe2*, Qeb%, R sont solutions d’une
équation différentielle du troisi¢éme ordre, de la forme

zy" + (ax +B) Y + (yx +8)y + ey =o.

On peut donner un théoréme analogue en remplacant e2*, b= par
(x —1)?, (z —1)?; la méthode qu'on va employer est différente
de celle de M. Laguerre.

Cherchons donc a déterminer les polyndémes P, Q, R, de degrés
P, q. r, de facon que P(z —1)*+ Q (& — 1)® 4 R soit du degré le
plus élevé possible en x, c’est-a-dire du degré p +- ¢ -+~ =4 2. On
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a donc
P(x—1)*+ Q(x — 1)? + R = (&pra+rr+2y,
Lemme. — On ne peut avoir

P(z— 1)+ Q (& —1)b + R = (apre+r+3),

P, Q, R étant de degrés p, ¢, r, sans que P—=0, Q =0, R=o.
Prenons en effet les dérivées d’ordre r + 1 des deux membres
de I'équation précédente; il vient

(z—1)*Py(2)+ (2 — 1) Q) (x) = (xP+1+?),
P, et Q, étant de degrés p et ¢, ou
(2 —1)¥=0 P+ Q= (ar+1+2).
Prenons les dérivées d’ordre ¢ +1 :
(2 — 1) =0"Py= (xr+l).

P, étant au plus de degré p, cette égalité est impossible, & moins
que P, = o. Le second membre est nul aussi; on en conclat atsé-
ment que 'on a

(. — 1)@V Py+ Qy=o,
et aussi
Plx—1)“+ Q(x —1)’+R=o.

La premiére de ces équations exige que @’ — 0" ou a — & soit
entier, ou que P, =0, Q,=o.
Excluons le cas de @ — b entier; on voit que

P(z—1)*+Q(xz—1)+R

doit étre nul, en méme temps queP(z —1)*=R,, Q(z —1)’=R.,,
R, et R, étant des polyndémes de degré r. Cela exige que « et b
soient entiers.

En excluant les casde a, b, a — b entiers, le lemme est donc dé-
montreé.

Cela pos¢, je reprends I'équation

(1) P(z —1)¢+ Q& — 1)+ R = (gprarr+),
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Prenons les dérivées successives
(2) (z —1)e1P' (z —1) +aP] + ...+ R = (axrro+r+1),

3 ( (z—1)*2[P"(x —1)*+ 2aP (2 —1)
() t +a(a—1)P]l+... + R = (axr+a+r),

(& —1)=3[P" (2 — 1)?
(4 ‘ +3aP"(z—1)*+3a(a—1) P (z—1)
? +a(a—1y(a—2P] + ... +R"= (xP+ra+r-1),

Multiplions (4) par z(z —1)2, (3) par (z —1)(az + B), (2)
par (yx + 6), (1) par ; «,8, v, 6, ¢ sont des constantes; ajoutons
membre & membre, il vient

(z—1)e{zP" (2 —1)3+...]
+(x— 1)1 [zQ"(x —1)3+...]+x(x—1)2R"
+ (z—1)R"(az + B) + (y& + 8) R + e R = (axP+7+").

On peut disposer dea, 3,7, 8, ¢ de maniére que z(x —1)2R"+-...
soit au plus de degré r —5.
On a aussi

(.’l? - !)u—lq’(x) + (x - [)b_lx(l') -+ (P(.Z') — (xP+fI+r);

¢ est au plas de degré p +1, 4 est au plus de degré g +1, % est
au plus de degré r — 3.

La somme de ces degrés est donc au plus p+ ¢ +r — 3.

On ne peut donc avoir, d’aprés le lemme,

(z —1)* () + (2 —1)" "y (@) + ¢ (@) = (2P+7+")
que si ¢ = o, 7. = 0, ® =o. Donc I'équation
z(z—10)y"+(z—1)(ax +B) )y + (Y2 +38)y +ey =0
a pour solutions
R(z), (z—1)*P(z), (2—1)°Q(x).
La généralisation est évidente.



