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QUAND DEUX SOUS-VARIETES SONT FORCEES
PAR LEUR GEOMETRIE A SE RENCONTRER
PAR

REm1 LANGEVIN ET HAROLD ROSENBERG (*)

RESUME. — Le but de cet article est de montrer que deux sous-variétés complétes
d’une variété M de courbure sectionnelle supérieure ou égale & une constante ¢ > 0 peu-
vent étre forcées par leur géométrie a se rencontrer. En particulier nous montrons que
dans ce cas une géodésique et une hypersurface totalement géodésique se rencontrent.

ABSTRACT. — The goal of this article is to show that two complete submanifolds
of a manifold M of sectional curvature greater or equal than a constant ¢ > 0 may be
forced to meet by their geometry. In particular we show that in this case a geodesic
and a totally geodesic hypersurface meet.

Le but de cet article est de montrer que deux sous-variétés compleétes
d’une variété M de courbure sectionnelle strictement positive peuvent étre
forcées par leur géométrie & se rencontrer.

Dans la suite NV et No seront deux sous-variétés completes de géométrie
bornée de dimensions respectives n; et no satisfaisant

n1 + ng > dimM.

Notre but initial était de répondre & la question suivantes : soient L
et Lo deux courbes holomorphes completes de CPo, de géométrie bornée
(c’est-a-dire de courbure bornée). Leur intersection est-elle non vide?
Nous n’avons pu, malheureusement répondre & cette question. Signalons
cependant une question analogue qui admet une réponse positive due
R. ScHOEN.
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228 LANGEVIN (R.) ET ROSENBERG (H.)

Soient Ly et Lo deux sous-variétés minimales completes plongées, de
géométrie bornée d’une variété M3 de courbure sectionnelle strictement
positive. Leur intersection est alors non vide. En effet la réunion L, U Lo
est une lamination par des sous-variétés minimales et si I’intersection de L1
et Lo était vide, une feuille L de L; U Lo serait, d’un coté au moins, limite
des sous-variétés minimales de Ly U Lo, et donc serait stable. Le théoréme
de R. Schoen [Sc] montre que L est dans ce cas totalement géodésique.
La courbure intrinseque de L est donc strictement positive. Le théoreme
de Myers implique donc que L est compacte. Les feuilles de L; U Lo
qui spiralent vers L sont aussi compactes, puisqu’elles sont de courbures
intrinseque strictement plus grande qu’une constante strictement positive
sur des domaines de diameétre suffisament grands (la ou elles spiralent
vers L). Mais nous obtiendrons ainsi deux feuilles minimales compactes
disjointes, ce qui est impossible (voir en PROPOSITION 1.3 ce résultat de
FRANKEL [FY]).

Le deuxieme auteur conjecture que deux courbes holomorphes comple-
tes de géométrie bornée de CPy se rencontrent, et donc qu’une courbe
holomorphe complete de géométrie bornée plongée dans CPg est com-
pacte.

Par ailleurs C. CAMACHO pense avoir observé les moustaches, les yeux
de chat et la queue d’un minimal exceptionnel de CP, qui, s’il existait,
contredirait la conjecture précédente.

Ici nous étudierons en particulier les géodésiques non compactes,
généralisant le théoréme suivant du & HADAMARD [Ha] :

THEOREME 0.1. — Soit M? une sphére de courbure strictement positive
et C une géodésique fermée de M?. Toute autre géodésique C' doit
couper C.

Notre énoncé est :

THEOREME 0.2. — Deur géodésiques complétes d’une sphére M? de
courbure strictement positive se coupent toujours.

Nous écartons l’existence de deux géodésiques non compactes asymp-
totes qui n’avait pas été étudié par Hadamard. En particulier les géodési-
ques plongées doivent étre compactes, puisque ’adhérence d’une géodési-
que plongée est une lamination géodésique.
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QUAND DEUX SOUS-VARIETES SONT FORCEES A SE RENCONTRER 229

1. Minima locaux de la distance

Deux sous-variétés N; et No sont & une distance positive si I'une des
deux conditions suivantes est satisfaite :
a) il existe p € N et ¢ € N3 tels que d(p, q) = d(N1, N2) > 0;
b) la borne inférieure d(N7, N3) > 0 n’est pas atteinte.

Nous allons dans ce premier paragraphe donner, en adaptant une
démonstration de FRANKEL [Fr] des conditions géométriques interdisant
le cas a).

Dans la suite M sera une variété riemannienne de dimension m et de
courbure (sectionnelle) supérieure ou égale & une constante C' > 0.

LeEMME 1.1.— 5% N; et Ny sont des sous-variétés totalement géodésiques
dont les dimensions ny et ng satisfont ny +ng > m, les points critiques de
la fonction distance de valeur critigue non nulle sont d’indice supérieur
ou égal d ny +mny —m + 1.

CorOLLAIRE (FRANKEL [Fr]) 1.2. — La fonction distance définie plus
haut ne peut avoir de minimum local différent de zéro.

Dans le méme esprit, FRANKEL démontre aussi :

ProposiTION [Fr] 1.3. — Lorsque Ny et Ny sont deuz hypersurfaces
minimales complétes de M, la fonction distance ne peut avoir de minimum
local non nul.

Démonstration du Lemme. — Soient p € N; et ¢ € Ny deux points
distincts réalisant un point critique de la distance. Soit v un arc géodésique
de M dont la longueur est la distance d(p, q).

Transportons parallelement le long de vy I'espace T, N; tangent en N;
a p. L'image 7,(T,N1) coupe T;N, en un sous-espace de dimension
p+q—m+1 > 1 que nous noterons V;. Il existe donc un vecteur unitaire
V € T,N; tel que 7.,V soit contenu dans T, No.

Notons V; le vecteur tangent en y(s) obtenu & partir de V' par transport
parallele le long de ’arc de géodésique [(0),y(s)].

Soit (¢, s) une variation de la courbe v telle que :

* 7(0,5) =7(s);

o 0/0t(7(s,0)) = Vs;

o 7¥(s,t) est, pour chaque s, une géodésique paramétrée par sa longueur
d’arc t.

Par hypotheése, 1’énergie est :

E@t) = /Od”%q(t,s)lr ds.
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230 LANGEVIN (R.) ET ROSENBERG (H.)

La variation seconde en 0 de I’énergie satisfait :

d?E d (9’)/
R = — —V < —
2 (0) 2/0 K( 35 (S)) ds 20d,

ou K désigne la courbure sectionnelle.

Comme le résultat est vrai pout tout secteur V(0,0) non nul appar-
tenant & un sous-espace de dimension n; + ny — m + 1, ceci démontre le
résultat du lemme.

Nous pouvons de méme étudier des hypersurfaces complexes de CP,,.

ProrosiTioN 1.4. — Soient Ny et No deuz hypersurfaces, holomorphes
complétes de CP,, . La fonction distance N1 x Ny — RY ne peut avoir de
minimum local non nul. Le méme résultat reste vrai si la variété ambiente
est Kalherienne compacte de courbure positive.

Démonstration. — Supposons qu’il existe un tel minimum p € Ny,
q € N,. Nous pouvons répéter le calcul fait par FRANKEL dans le cas de
deux hypersurfaces minimales (PROPOSITION 1.3) car le transport paralléle
le long de la géodésique v joignant p & g améne ’espace tangent Ty N a
coincider avec ’espace tangent T, N; en effet le transport paralléle préserve
les sous-espaces complexes. Il suffit maintenant de répéter le calcul en
utilisant le fait qu’une sous-variété complexe de CP,, est minimale et la
positivité de la courbure sectionnelle de CP,,. Ceci permet de déduire un
résultat de CAMACHO, LiNs et SAp [CLS].

CoROLLAIRE 1.5. — Un feuilletage F holomorphe de CP,, admet au
plus un ensemble saturé minimal ne contenant pas de point singulier.

Démonstration. — Supposons qu’il existe deux tels minimaux M;
et My. Comme M; et My sont compacts, il existe p € My, q € Mo tels
que d(M1, Ms3) = d(p,q) > 0. Il suffit d’appliquer la ProrosiTIiON 1.5
aux feuilles de F passant par p et q.

En supposant que les singularités du feuilletage F soient isolées et
admettent chacune au moins une séparatrice c’est-a-dire une feuille qui
est une hypersurface d’équation F' = 0 au voisinage de la singularité,
F holomorphe admettant le point singulier comme singularité isolée, on
pourrait démontrer que si chaque fois qu’elle admet une singularité dans
son adhérence, la feuille L admet aussi une de ses séparatrices dans son
adhérence, cette feuille admet le minimal M dans son adhérence.
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QUAND DEUX SOUS-VARIETES SONT FORCEES A SE RENCONTRER 231

2. Elles se coupent

Le but de ce paragraphe est de démontrer le théoreme suivant :

THEOREME 2.1. — Soient N1 et Ny deux sous-variétés totalement
géodésiques complétes d’une variété M compacte a courbure strictement
positive. Si on a dim N1 + dim Ny > dim M, alors Ny et N3 se coupent.

Dans ce chapitre N7 et N5 seront supposées totalement géodésiques.

Remarquons d’abord que le théoréeme de Myers implique que N7 et No
sont compactes, comme ’est M, si leurs dimensions sont supérieures ou
égale a 2.

Donc, si n1 +ny > m et ny > 2, ng > 2, N1 et Ny se coupent car la
distance ne peut par le LEMME 1.1 atteindre un minimum local strictement
positif.

Il nous reste & montrer qu'une géodésique et une hypersurface totale-
ment géodésique se rencontrent.

Soient p un point de la géodésique N; et ¢ un point de I’hypersur-
face Ny. Soit B(q) la boule géodésique dans Ny de rayon 1. Supposons
que NN Ny =¢ .

11 existe € > 0 tel que si dps(p, q) < € il existe un unique point g € B(q)
minimisant la distance de p aux points de B.

Au voisinage d’un tel point p la projection locale de N; sur N est bien
définie.

Montrons d’abord que la géodésique N; ne peut étre asymptote a
I’hypersurface Na.

Il existe donc une paire de points pg € N1, qo € N> tels que :

* d(po,q0) < €;

e (po,qo) n’est pas une paire critique.

Paramétrons N; par la longueur de ’arc ¢. Soit p(t) cette paramétrisa-
tion de N;. Nous pouvons la choisir de sorte que la distance £(t) de p(t) &
sa projection locale ¢(t) sur Na soit une fonction décroissante. Cela est en
effet possible au voisinage de pg. La seule obstruction serait la rencontre
d’un point p(t) tel que le couple p(t), q(t) soit critique pour la fonction
distance. Par construction ce couple ne peut étre un maximum local ce
qui nous permettrait d’appliquer le LEMME 1.1.

Montrons que la distance £(t) doit satisfaire une inégalité différentielle
qui impliquera que #(t) doit s’annuler en un temps fini.

Notons <y et paramétrons proportionnellement a la longueur de l’arc
la géodésique minimisante joignant q(t) a p(t).

Nous pouvons imposer :

1) domaine 7y, = {s € {0,lp}} pour tout ¢;
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232 LANGEVIN (R.) ET ROSENBERG (H.)

2) || dvy:/ds(s)| indépendant de s;
3) 7(0) = q(t) et v:(lo) = p(t).
Notons v(t, s) = v:(s), imposons encore

197/8% (0,0)]| = 1 = [|8v/85(0,0)].

Nous avons :

¢ (%D 1/2
d_=/ (2% @>< 87> ds,
dt o VOt Os | 0s/ \0s | Os
ol D désigne la dérivée covariante dans la variété riemannienne M.

Comme D /0t 8v/0s = D/0 8v/0t, nous obtenons aprés une intégra-
tion par parties :

1272 2y - [

Ceci montre que, puisque 9v/9t(0, 0) est tangent & N» et donc orthogonal
a 0v/0s, on a lorsque t =0 :

0= (Z0.0)| Dito,0)).

Afin d’estimer la dérivée seconde d2¢/dt? nous allons utiliser une autre
variation (s, t) satisfaisant :

al (&l ma)

7(0,5) =(s),
(*) » '7(507 t) = 7(507 t) = p(t)v
7(t,0) € No.

Notons £(t) la longueur de I’arc 7, :

0
iw=["|2q s)“ds.
0 s
La variation 4, satisfait :
de ds
HZ(O) =% )

Comme ¢(t) est la projection locale de p(t), pour toute variationy
satisfaisant (*) nous aurons £(t) < £(t) et donc en particulier :

d2¢ d2e
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QUAND DEUX SOUS-VARIETES SONT FORCEES A SE RENCONTRER 233

Soit V' (£p) le vecteur d/dtp(0). Notons V(d) la projection orthogonale
de V(d) sur 'hyperplan 7.,(T;N2). Posons

X(4y) = V(4) +sinf 672(:0) (on a sinf = %(0))

Notons ‘7(3) le champ obtenu par transport parallele de V(d) le long
de 79. Nous en déduisons un champ (non parallele) le long de 7 défini
par :

La définition de V(s) est cohérente avec la définition antérieure
de V(4p); en outre V(0) est tangent en g & Na.
Considérons une variation ¥(t, s) satisfaisant

%7(0, s) =V(s).
Puisque la variation ¥ satisfait (*), nous avons :
27 b, eV 1 8 _
(jtfz :‘/00< - 7> Hasu g
Lo —
+ [ Gaals >HasH ds

At

ama - naat e a)(3)

3l Il

En utilisant la formule

Os Ot

et une intégration par parties, nous obtenons :

2y
(jt)gz( /O ” <8V ay> ds
2o _ _
- [k e+ (5o 5D,

Comme N est totalement géodésique, le vecteur D/0t 07/0t (0) est
contenu dans T ;) N2 et donc (D /0t 87/0t(0) | dv/ds) = 0.
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234 LANGEVIN (R.) ET ROSENBERG (H.)

Par ailleurs N; étant une géodésique paramétrée par la longueur de
Parc nous avons (D /0t 07/0t(¢y) | 0y/Ds(€y)) = 0.
Nous en déduisons :

d2¢(0) _ _/eo K(V, 3j> "

Os

puisque la composante suivant 7,(T,Nz) de V(s) est par construction
parallele.

Nous en déduisons que la fonction £(t) est concave puisque
d?¢ dz

@z = @z <°

et donc qu'il existe € > 0 tel que si dps(p, q) < €, avec ¢q projection locale
de p sur Ny, le transporté parallele le long de ’arc géodésique de longueur
inférieure & € joignant p & g de la droite T, V; fait un angle inférieur a Wlo
avec TgqNo.
On en déduit maintenant, en partant de points (po,qo) tels que
d(po, qo) < € et |d¢/(dt)(0)] = |dé/(dt)(0)] < tg(155) - £ que
d¢ d2? 1

et ou C est la borne inférieure sur M de la courbure sectionnelle, puisque
la norme de V' est supérieure ou égale & cos(1ag)-

Cette inégalité permet par comparaison avec les solutions de 1’équation
d?z/dt? = —%C’m de conclure que ¢ doit s’annuler en un temps fini.

Pour terminer la démonstration du THEOREME 1.3 il faut montrer que
la fonction distance N; x No — R ne peut avoir une borne inférieure non
nulle sans contredire les résultats du paragraphe 1.

Nous savons déja (§ 1) que cette borne ne peut étre atteinte.

Remarque 3.2. — Une suite de sous-variétés totalement géodésiques V/,
contenant chacune un disque de rayon R centré en un point x,, telles que
les 1-jets J*(V,,, z,;) convergent, converge vers une sous-variété totalement
géodésique V passant par x = lim z,,.

Démonstration. — Les applications exp, = convergent uniformément sur
les boules B(0, R). L’existence de deux suites z, € N,y € N; telles que
d(zn,yn) — d = d(N1, N2) permettrait donc d’extraire deux sous-suites
Zp, Jp convergentes telles que les 1-jets J; Ny et Jj,Np convergent. La
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QUAND DEUX SOUS-VARIETES SONT FORCEES A SE RENCONTRER 235

géodésique N passant par Z = lim Zp limite de N; et I’hypersurface N,
passant par y = lim y,,, limite de N, satisfont encore

(N1, N2) > d = d(z,y)

ce qui contredit le LEMME 1.1. Ceci termine la démonstration du
THEOREME 1.3.

Remarque 3.3. — Si V,, est une suite de géodésiques contenant cha-
cune un segment de rayon R centré en x,, z, suite convergente, les 1-jet
JY(V,,, ) convergent. L’adhérence d’une sous-variété totalement géodési-
que complete plongée dans une variété riemannienne complete est donc
une lamination géodésique.

En courbure positive le seul cas non couvert par le théoréeme de Myers
est celui des géodésiques d’une surface.

De la Remarque 3.3 et du THEOREME 1.3 on en déduit donc le :

CoOROLLAIRE 3.4. — Une géodésique plongée d’une surface compacte de
courbure sectionnelle strictement positive est compacte.
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