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INTEGRALES INVARIANTES ET FORMULES DE
CARACTERES POUR UN GROUPE DE LIE
CONNEXE A RADICAL CO-COMPACT
PAR

MicHaLis ANOUSSIS (¥*)

RESUME. — On considére un groupe de Lie G' connexe unimodulaire et a radical co-
compact. On note g l’algebre de Lie du groupe G. Soit £ un élément du dual de ’espace
vectoriel g. Sous I'hypothése que ’algebre de Lie g(£) est réductive et abélienne dans g,
on construit une application ¢ +— Fg , de D(G) dans I’espace des fonctions C*° sur
une partie ouverte et dense de G(£). Si le groupe G est compact, Fy , est — & un
scalaire prés — l'intégrale invariante de ¢ relativement au sous-groupe de Cartan G(¢)
de G. En utilisant cette application, on donne une formule pour la trace de ’opérateur
T(¢,G)(p), ot T(¢,G) est la représentation unitaire du groupe G associée a £.

ABSTRACT. — We consider a connected Lie group with co-compact radical G. Let g
be the Lie algebra of G. Let £ be in the dual of g. Under the assumption that g(£) is
commutative and reductive in g, we construct an application ¢ — Fp , from D(G) to
the space of C'™° functions on an open dense subset of G(£). If G is compact, Fy , is —
up to a scalar — the invariant integral of ¢ relative to the Cartan subgroup G(¢) of G.
Using this, we give a formula for the trace of the operator T'(¢, G)(y), where T'(¢,G) is
the unitary representation of G associated to £.

Introduction

Soit G un groupe de Lie connexe, simplement connexe, & radical co-
compact unimodulaire. On note g lalgebre de Lie du groupe G. On
suppose qu’il existe une forme linéaire £ sur g, admissible bien polarisable
et telle que g(¢) soit réductive dans g. Le groupe G(¢) est alors abélien et
connexe. D’apres [14], on peut associer & ¢ I'une classe d’équivalence des
représentations unitaires irréductibles du groupe G qu’on notera T'(¢, G).

(*) Texte regu le 16 mai 1991.
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348 ANOUSSIS (M.)

Nous allons démontrer une formule pour le caractere de T'(¢,G). On
construit en 4 une application ¢ — Fp, de D(G) dans C*(G(¢)),
ot G(£)’ est une partie ouverte et dense de G(¢). Cette application posséde
les propriétés suivantes :

(i) Si g1 est dans G et si o1 est la fonction sur G définie par
1(9) = (91991 ), on a Fip = Fr,.

(i) Pour tout ¢ dans D(G) il existe une partie compacte C, de G(¢)
telle que Fy,, soit nulle en dehors de C,,Z(G).

(iii) Si G est compact, G(¢) est un tore maximal de G, G({)" est
Pensemble des éléments réguliers de G(€) et Fj , est, a un scalaire pres,
lintégrale invariante de ¢ relativement & G({£), comme elle est définie
en [14].

On dira que Fp, est l'intégrale invariante de ¢ relativement a /.
Contrairement & ce qui se passe dans le cas des groupes de Lie semi-
simples, il existe en général des fonctions ¢ dans D(G) telles que la
fonction Fy ., ne soit pas sommable pour la mesure de Haar sur G(£). Soit T’
une représentation du groupe G dont la classe d’équivalence est T'(¢, G).
Soit dg une mesure de Haar sur le groupe G. On note dz la mesure de
Haar sur le groupe G({) telle que la mesure quotient dg/dz corresponde
a la mesure dbp, sur l'orbite O;. On note dz une mesure de Haar sur le
groupe Z(G) et di la mesure quotient dz/dz. On note X, le caractere
unitaire du groupe G(¢) de différentielle X +— i4(X).

THEOREME. — Pour tout ¢ dans D(G) lopérateur

T(p) = /G ©(9)T(9)dg

est a trace et on a
TrT'(p) =/ / Fy o(x2)Xp(22)dzdd,
G(0)/2(G) Jz(G)

les intégrales successives étant convergentes.

Un cas particulier de ce théoréme est obtenu par DurLo dans [5, chap.
IX, prop. 2.4.1].

Nous avons démontré ce théoréme dans [4] pour G résoluble. Si G est
compact, le théoreme résulte facilement de la formule de caractere de H.
Weyl.

La formule du caractére démontrée dans [15] est valable pour tout ¢
dans D(U), ou U est un voisinage de ’élément neutre du groupe G. Notre
résultat est valable pour tout fonction ¢ dans D(G).
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INTEGRALES INVARIANTES ET FORMULES DE CARACTERES 349

D’apres [1], [2], [7], toute représentation de G de carré intégrable
modulo Z(G) est associée & une forme linéaire vérifiant les hypotheses
de l'introduction. Le théoréeme s’applique donc en particulier & de telles
représentations.

Plan

e

Principales notations.

Construction de représentations unitaires irréductibles d’un groupe de
Lie connexe a radical co-compact.

La structure de ’algebre de Lie g.

Lemmes de réduction.

Une intégrale invariante sur le groupe G.

La formule du caractere.

p—

AR

0. Principales notations.

0.1. — Si G est un groupe topologique, on note Gy la composante
neutre de G.

0.2. — Soit G un groupe de Lie d’ algebre de Lie g. Soit V un sous-
espace vectoriel de g. Si H est un sous-groupe de G, on notera Zg (V)
le centralisateur de V dans H. Si b est une sous-algebre de Lie de g, on
notera Zy (V') le centralisateur de V dans h. Le centre de g sera noté Z(g).
Soit X une partie de G. On notera Zg (X) le centralisateur de X dans H.
Le centre de G sera noté Z(G).

0.3.— Soient G, g comme en 0.2. Supposons donnée une représentation
du groupe G dans un espace vectoriel de dimension finie V. On en déduit
une représentation de ’algebre de Lie g dans V. Si v est dans V, on
notera G(v) (resp. g(v)) le stabilisateur (resp. annulateur) de v dans G
(resp. dans g).

0.4.— Soit G un groupe localement compact. On notera Ag la fonction
module sur G. Soient H un sous-groupe fermé de G, dg et dh des mesures
de Haar & gauche sur G et H. On notera Ay ¢ la fonction sur H définie
par Ap g(h) = Ag(h)Ag(h)~!. Si Ay ¢ = 1, on notera dg/dh la mesure
quotient de dg par dh sur 'espace G/H.

0.5. — Soit g une algebre de Lie. Si V et W sont des sous-espaces
vectoriels de g, on notera [V, W] le sous-espace vectoriel de g engendré
par les vecteurs [v, w] avec v dans V' et w dans W.
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350 ANOUSSIS (M.)

0.6. — Soit V un espace vectoriel de dimension finie. On notera V'
son dual. Si W est un sous-espace vectoriel de V et si £ est dans V’,
on notera fy la restriction de £ a W. Soit B une forme bilinéaire
antisymmétrique sur V. On notera BYW la restriction de B & W et W5
Porthogonal de W pour B.

0.7. — Si V est un espace vectoriel de dimension finie sur R, on
notera V¢ son complexifié et x +— Z linvolution de V¢ définie par la
forme réelle V.

Si X est dans (V°)’ on notera X la forme linéaire sur (V) définie par

A(X) = A(X). On dira que A est réelle ( resp. imaginaire pure) si A =
(resp. A = —A). Si A n’est ni réelle ni imaginaire pure on dira que A
est compleze. Si B est une forme bilinéaire sur V', on notera par la méme
lettre I’extension complexe de B & V°.

0.8. — Soit G un groupe de Lie connexe d’algebre de Lie g. L’algébre
de Lie g et ses idéaux sont considérés comme G-modules pour la représen-
tation adjointe. Le dual de ’espace vectoriel g ou de 'un de ses idéaux est
considéré comme G-module pour la représentation contragrédiente. Si £
est dans g’, on notera O, 'orbite de £ sous ’action de G. L’orbite O, porte
une mesure G-invariante. On notera dbp, cette mesure normalisée comme
en [4, chap. 2, 2.6]. On notera By la forme bilinéaire alternée sur g définie
par B,(X,Y) = £([X,Y]).

0.9.—Si X est un espace localement compact, on notera C.(X) ’espace
des fonctions continues et & support compact définies sur X et a valeurs
dans C. Si X est une variété C'°, on notera C*°(X) I’espace des fonctions
indéfiniment différentiables, définies sur X et & valeurs dans C. On notera
D(X) Pespace C.(X) N C*®(X).

1. Construction de représentations unitaires irréductibles
d’un groupe de Lie connexe a radical co-compact

Soit G un groupe de Lie connexe & radical co-compact. On note g son
algebre de Lie.

1.1. — Soit £ une forme linéaire sur g. Soit W une polarisation positive
en ¢ dans g°. (Il en existe d’aprés [8].) D’aprés [5, chap. 5, lemme 4.3.8],
si X est dans g(¢) le nombre 6(X) = —% Im Trad g ywy X ne dépend pas
du choix de W. On dira que la forme linéaire ¢ est admissible s’il existe
un caractére du groupe G(€)¢ de différentielle X — i4(X) + 6(X). On
notera Xg ce caractére. D’apres [11, rem. 2, p. 154], cette définition est
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INTEGRALES INVARIANTES ET FORMULES DE CARACTERES 351

équivalente & celle de [11]. On dira que £ est bien polarisable si elle admet
une polarisation résoluble qui vérifie la condition de Pukanszky.

1.2. — Soient £ une forme linéaire admissible sur g et 7 une représenta-
tion unitaire irréductible du groupe G(¢) dont la restriction & G(€)o est un
multiple de X,. D’apres [15], on peut associer au couple (¢, 7) une classe
d’équivalence des représentations unitaires irréductibles du groupe G.

Notons n le plus grand idéal nilpotent de ’algebre de Lie g et f la
restriction de ¢ & n. D’aprés [8], il existe une polarisation positive W en £
dans g¢, stable par G(¢), admissible pour n et telle que W N n€ soit stable
par G(f).

Posons @ = WNg et notons Dy le sous-groupe analytique de G d’algebre
de Lie d. Le groupe D = G(£)Dgy est fermé dans G. Le caractere X,
du groupe G(¢)o se prolonge en un caractére unitaire du groupe Dy de
différentielle X — i6(X)+60(X) (out 6(X) = — 1 Im Trad g /w) X pour X
dans ), qu’on note aussi X@. La représentation 7 du groupe G(¢) se
prolonge en une représentation du groupe D, notée aussi 7 , dont la res-
triction a Dy est un multiple de X,. Sur I’espace des fonctions numériques
sur G qui vérifient ¢(zd) = Ap c(d)p(z) pour tout  dans G et pour
tout d dans D, on fixe une mesure G-invariante notée [, /D o(z)dz. On
note C*°(¢, 7, W, G) lespace des fonctions C* sur G & valeurs dans I’es-
pace de 7 qui vérifient :

(i) ¢(zd) = Ap g(d)'/?7(d)~¢(x) pour tout x dans G et pour tout d
dans D.

(il) MX)p = (—i4(X) + %Trad(gc/w) X)e, pour tout X dans W et

ot A(X) est le champ des vecteurs invariant & gauche determiné par X.

(iii) fg,p le?dz < +oo.
On note H (¢, 7, W, G) le complété de C*° (¢, 7, W, G) pour la norme

o ([ te0)

et T(¢,7,W,G) la représentation de G par translations & gauche dans
H(¢,7,W,G). La représentation T'(¢, 7, W,G) est une représentation uni-
taire irréductible du groupe G et sa classe d’équivalence ne dépend pas du
choix de W (15, th. 3.3]. Si le groupe G(¥) est connexe on a 7 = X,. Dans
ce cas, on notera T'(¢, W, G) la représentation T'(¢, )Z'g, W,G) et T(¢,G) sa
classe d’équivalence.

1.3. — On suppose ici que G est un groupe de Lie compact, connexe,
simplement connexe. Soit £ une forme linéaire sur g admissible et bien
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polarisable. D’apreés [11, I1.3, Lemme], I’algebre de Lie g(¢) est une sous-
algebre de Cartan de g. Soit A le systéme des racines associé a (g(¢)¢, g°).
Pour « dans A, on note g le sous-espace radiciel correspondant. Posons

At ={a€ A; (i4,a) >0}, A~ ={acA; —ac At}

Il est facile de voir que AT est un systéme des racines positives et que
g(£)° + > 4ca- 8 est une polarisation positive en £. Posons

S

a€At

D’apres [9, 21.14.8 (i) et 21.16.3], il existe un caractére unitaire du groupe
G(£) de différentielle py(s). On notera &, ce caractére. Pour o dans 4,
on note &, le caractere unitaire du groupe G(¢) de différentielle o).
D’aprés ce qui précéde, il existe un caractére unitaire X, du groupe G(¢)
de différentielle i¢y(,). La proposition suivante est bien connue [15, §5]
et [17, 4.9.6] :

ProposITION 1.3. — Le poids il — p est dominant pour A'. La
représentation
T(&s(l)“r >, QQ,G)
a€A~

est la représentation unitaire irréductible de G de plus haut poids i — p.
Si x est dans G(€) et si Eo(z) # 1 pour tout o dans A, on a )

T, G)(2) = (Y detw Xe (w™'2)) (&) [] (1-€-al@) ™,
wew acAt

ou W est le groupe de Weyl associé d A.

2. La structure de ’algébre de Lie g

Soit g une algebre de Lie unimodulaire. On suppose qu’il existe une
forme linéaire ¢ sur g telle que P’algebre de Lie g(f) soit abélienne et
réductive dans g. On note ¢ le radical de l’algebre de Lie g. D’apres [16,
cor. 5.2], il existe un facteur de Levi s de g qui est stable par g(¢). Pour A
dans (g(¢)€)’, avec A # 0, on note :

(8°)r ={X €9 [A,X] =A(A)X; pour tout A dans g(¢£)°}

et P(g(£)) 'ensemble des A dans (g(¢)°)’ qui sont différents de 0 et pour
lesquels (g€)x est non trivial. Si A est dans P(g(¢)), A est dans P(g(¢))

ToME 120 — 1992 — ~° 3



INTEGRALES INVARIANTES ET FORMULES DE CARACTERES 353

et (g%)5 = (g°)a Il existe donc un sous-espace vectoriel m de g tel que

lon ait :
m¢ = Z GB(gC)A.
AEP(g(¢))
Notons b le centralisateur de g(¢) dans g. On a g = h ® m. Si X est
dans P(g(¢)), on dira que A est un poids pour g(¢). La proposition suivante
se démontre comme la Proposition 2.1 de [4] :

ProprosiTIiON 2.1.

(a) Onab=HhNs+hNt, m=mNs+mNr.

(b) La forme linéaire £ est nulle sur m. Si X est dans P(g(£)), —\ est
dans P(g(f)) et la restriction de By a (g°)x + (g°)—x est non dégénérée.
On a dim(g®) = dim(g°)_»x.

(c) On aKer Bf* = {0}, KerB) =g(l) = Z().

On note Z(h)* espace vectoriel des formes linéaires sur § qui sont
nulles sur Z(h).

PROPOSITION 2.2.

(a) L’algébre de Lie b est unimodulaire.

(b) Soit H un groupe de Lie connexe d’algébre de Lie ty. Alors,

H. by =14y +Z(b)‘L.

Démonstration.

(a) Soit G un groupe de Lie connexe d’algebre de Lie g. Posons
Hy = Zg(g(€))o. L algebre de Lie du groupe H; est 'algebre de Lie §. On
va, définir trois fonctions polynomiales sur b’ :

o Soit E une base de l’espace vectoriel h/g(£). Pour tout f dans p’, la
forme bilinéaire By définit par passage au quotient une forme bilinéaire
alternée sur h/g(¢). On notera Qy(f) le pfaffien de cette forme calculé
dans la base E.

o Soit E’ une base de 1’espace vectoriel m. La décomposition g = h +m
permet de définir un plongement i de b’ dans g’. Soit f dans h’. On
note @Qm(f) le pfaffien de la forme bilinéaire alternée Bi“(‘f) calculé dans la
base E'.

o Pour tout f dans p’, la forme bilinéaire B, sy définit par passage au
quotient une forme bilinéaire alternée sur g/g(¢) = h/g(¢) + m. On notera
Q(f) le pfaffien de cette forme calculé dans la base F U E'.

Le polynoéme @ est Hi-invariant et le polynéme Qy est semi-invariant
pour H; de poids A;,}. D’apres assertion (c) de la ProposiTiON 2.1.,
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H, - £y est un ouvert de 2y + Z(h)+. Par conséquent @ est constant sur
&y +Z(h)*. Comme i(€y) = ¢, Q est non nul sur £ + Z(h)~. Comme pour

tout f dans b’ on a: Q(f) = Qy(f)Qm(f), le polyndme Qy est constant
et non nul sur £y + Z(h)*. On en déduit que Ay, = 1, d’ou I'assertion.

(b) L’assertion résulte de (a) et de [2, th. 2.9]. []

Le Lemme suivant se démontre facilement :

LEMME 2.3. — Soit p une sous-algébre de Lie de g contenant s et telle
que [p,s] Cs. Alorsp =s @ Zy(s). Si de plus [p,p] C s, lalgébre de Lie p
est réductive et Z(p) = Zy(s).

ProposiTION 2.4.

(a) L’algébre de Lie h Ns est réductive dans g.

(b) Onabhns=g¥)Ns.

(c) Onag(l)=9(f)Nsdg(?)Nr.

(d) L’algébre de Lie h N's est une sous-algébre de Cartan de s.

Démonstration.

(a) Posons p = g(¢) + s. D’apres le LEMME 2.3, l'algebre de Lie p
est réductive et p = Z(p) ® s. Posons b = g(¢) + Z(p). L’algebre de
Lie b est réductive dans p et b = bNs @ Z(p). Il est clair que Palgebre
de Lie b N's est réductive dans s. Soit ¢ le centralisateur de b Ns dans s.
D’aprés [10, prop. 1.7.7 (iii)], 'algébre de Lie t est réductive dans s et
d’aprés [6, § 6, n° 6, cor. 1], I’algebre de Lie & est réductive dans g.

D’autre part € = Z,(b Ns) = Z,(b) = Zs(g(£)) = h Ns.

(b) L’algebre de Lie h Ns est réductive dans h. Soit V' un sous-espace
vectoriel de b, stable par h Ns et supplémentaire de Z(h) dans h. On a :

[hNs,b] =[bns, Z(h) +V] CV.

Soit H un groupe de Lie connexe d’algebre de Lie §. D’apres I’assertion (b)
de la ProPosITION 2.2, il existe  dans H tel que la forme linéaire z- ¢} soit
nulle sur V. Il en résulte que hNs C h(z-€y) = x-h(¢y). Vulassertion (c) de
la ProposITION 2.1, lalgebre de Lie h N's est contenue dans g(¢). Comme
lalgebre de Lie g(£) N's est contenue dans h N s, l'assertion s’ensuit.

(c) Résulte de (b) et de I'assertion (a) de la PropPosiTION 2.1.

(d) Onabns =Z(g(¢)Ns) = Zs(h Ns). Pour tout X dans g(¢) N's
Popérateur ads X est semi-simple. L’assertion s’ensuit. D
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ProposiTION 2.5.
(a ) Il existe un facteur de Levi s de l’algébre de Lie g stable par g(¢)
et tel que l'on ait g(£:) = s + g(£).
(b) On a alors s(45) = g(£) N's.

Démonstration.

(a) Posons p = s + g(¢) N r. D’apres [6, §6, n° 5, th. 4], 'algébre de
Lie p est réductive dans g. Il existe donc un sous-espace vectoriel V' de ¢,
stable par p et supplémentaire de g({)Nr danst.OnaV =VNph+mnNe.
Soient G, H; comme dans la démonstration de (a) de la PRoPOsITION 2.2.
Il existe  dans H; tel que la restriction de la forme linéaire z- ¢y & VN H
soit nulle. On en déduit que (z - £)y = 0. L’algébre de Lie p est contenue
dans g(x-£,). Posons s; = 27 !-s. Comme z est dans Hj, I’algebre de Lie s,
est stable par g(¢). L’algebre de Lie s; + g(£) est contenue dans g(¥;) et

dim g(¢,) = dim g — dim t + dim(g(¢) Nt)
=dimp = dim(z~! - p).

L’assertion résulte de ce que 27! - p = 51 + g(£).
(b) Résulte de (a). []

ProposiTION 2.6.

(a) L’algébre de Lie t(¢.) est égale ¢ g(€) N.

(b) La forme bilinéaire B*™* est non dégénérée.

(c) Soit s un facteur de Levi de g stable par g(£) et tel que l'on ait
g(€:) = s + g(£). La forme bilinéaire B;"™ est non dégénérée.

Démonstration.

(a) résulte de I’assertion (c) de la PROPOSITION 2.4 et de ’assertion (a)
de la PropPosITION 2.5. Soit s comme en (c). Les assertions (b) et (c)
résultent de l’assertion (c) de la PrRoPosiTION 2.1 et de ce que les espaces
vectoriels s et t sont orthogonaux pour la forme bilinéaire B,. (]

Remarque. — Soit G un groupe de Lie d’algebre de Lie g. Des résultats
proches aux résultats de ce paragraphe sont obtenus par N. H.ANH [1, 2]
lorsque G(¢)/Z(G) est compact et par M. DurrLo [12, chap. III, §15]
lorsque G est un groupe de Lie algébrique.
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3. Lemmes de réduction

Soit G un groupe de Lie connexe, simplement connexe, a radical
co-compact, unimodulaire. On note g son algebre de Lie. On suppose
qu’il existe une forme linéaire admissible et bien polarisable ¢ sur g
telle que l'algebre de Lie g(¢) soit réductive dans g. Comme ¢ est bien
polarisable, l’algebre de Lie g(¢) est abélienne. On note t le radical de g.
On fixe un facteur de Levi s de g, stable par g(¢) et tel que g(¢4;) = s+g(¥).
(11 en existe d’apres la PRoPOSITION 2.5.) Soit R (resp. S) le sous-groupe
analytique de G d’algébre de Lie t (resp. s). Les groupes R et S sont
fermés et simplement connexes et le groupe G est le produit semi-direct
de S par R. Le groupe S est compact semi-simple.

3.1.

LemuME 3.1.1. — Les groupes S(¢s) et R({.) sont connezes. En outre,
on a G(€) = S(ts)R(¢:).

Démonstration. — Il résulte des PROPOSITIONS 2.4 et 2.5 que ’algebre
de Lie s(¢s) est une sous-algebre de Cartan de 1’algébre de Lie s. Identi-
fions s et s’ par la forme de Killing. D’apres [11, I1.3, Lemme], ¢, est semi-
simple et régulier. Comme S(¢;) = Zs(¢s), il résulte de [9, 21.7.14] que le
groupe S(¢s) est connexe. L’algebre de Lie v est unimodulaire et d’aprés
lassertion (a) de la PrRoPosITION 2.6, I’algebre de Lie t(4;) est réductive
dans t. Il résulte de [4, prop. 2.3] que le groupe R(¢:) est connexe. D’apres
les PROPOSITIONS 2.5 et 2.6 et d’apres ce qui précede, le groupe S(€s)R(¢:)
est contenu dans G(¢). Soit g dans G(¢). On a g = zy avec x dans S et y
dans R. Comme S est contenu dans G(¢;), y est dans G(¢;) N R = R(¢;).
Par conséquent z est dans SN G(¢) C S(4s) et G(£) = S(4s)R(¢,). []

LeEMME 3.1.2. — Soit n le plus grand idéal nilpotent de l’algébre de Lie g.
11 existe une polarisation positive W en £ dans g¢ qui vérifie les conditions
suivantes :
(i) W est admissible pour n et n® W est stable par G(£y).
(ii) W est admissible pour v et t*NW est stable par G(£;).
(ili) W Ns® est une polarisation en £y dans s°.
(iv) W (resp. W Nt¢, W Ns) vérifie la condition de Pukanszky.

Démonstration.—Soit W1 une polarisation positive en £, dans n¢ stable
par G(¢y,). (Il en existe d’aprés [8, prop. II].) Notons ¢ la restriction de £
a t(€y). Soit W une polarisation positive en ¢ dans v(£,)¢. Soit W3 une
polarisation positive en ¢, dans s¢. (Il en existe d’apres [8].)

Posons W = W7 + Wa + Ws. 1l est clair que W vérifie les conditions (i),
(ii), (iii) du lemme. D’apres [15, prop. 2.2], W vérifie la condition (iv). []
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LeMmME 3.1.3.

(a) Soit W la polarisation en £ construite dans le Lemme 3.1.2. Pour
tout X dans s on a Trad(cc/(cenwy) X = 0.

(b) La forme linéaire €. est admissible. La forme linéaire £, est
admissible.

(c¢) Il existe un caractére unitaire du groupe G(£) de différentielle
X — i(X).

Démonstration.

(a) L’application X + Trad(:c/enw)) X est un homomorphisme de
I’algebre de Lie s dans C. Comme s est une algebre de Lie semi-simple,
Trad (cc jreqwy) X = 0 pour tout X dans s.

(b) Comme le groupe R est simplement connexe, la forme linéaire ¢,
est admissible. La forme linéaire ¢ étant admissible, il existe un caractere
unitaire du groupe G(¢) de différentielle X — i4(X)— % Im Trad4e /) X.
La restriction de ce caractére & S(¢s) est un caractere unitaire de S(¢)
de différentielle

X — zés(X) ad % Im Trad(sc/(scmw) X — % Im Trad(tc/(,cnw)) X.

L’assertion résulte alors de (a).

(¢) Comme le groupe G(¥) est le produit direct des groupes S(4s)
et R(¢:) et comme R(¢.) est simplement connexe, il suffit de montrer qu’il
existe un caractére unitaire du groupe S(¢s) de différentielle X — i4(X).
D’apres la démonstration de I’assertion (b) ci-dessus, il existe un caractere
du groupe S(¢;) de différentielle X — ifs(X) — %ImTrad(sc/(san)) X.
Reprenons les notations de 1.3. On a % Im Trad(se /(senwy) X = p(X) pour
tout X dans s(¢s). D’apres [9, 21.14.8 (i) et 21.16.3], il existe un caractére
du groupe S(¢s) de différentielle X — p(X). L’assertion s’ensuit. []

3.2. — Dans ce qui suit, on utilise en plus les notations de 1.2. La
polarisation W en £ est celle construite dans le LEMME 3.1.2. Soit s
dans S. On définit un opérateur V(s) dans C°°(¢;,W N t° R) par
V(s)p(z) = p(s~txs). 1l est facile de vérifier que V(s) définit bien un
opérateur dans C*(¢4,, W Nt°, R) et que cet opérateur conserve la norme
sur C® (£, W N ¢, R). L'opérateur V(s) se prolonge par continuité en
un opérateur dans H(¢;,W N t¢,R) qu'on note aussi V(s). On défi-
nit une représentation unitaire T¢(¢, W N t¢,R) du groupe G dans
H(¢,,W Nt R) par : ' '

T4, W Nt R)(sr) = V(s)T (€, W N <%, R)(r),
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pour s dans S et r dans R. Soit ¢ une forme linéaire admissible et bien
polarisable sur s. Identifions s et s’ par la forme de Killing. D’apres
[11, 11.3, Lemme], ¢ est semi-simple et régulier et d’apres [9, 21.7.14],
le groupe S(q) = Zs(q) est connexe. Soit U une polarisation positive en ¢
dans s°. On note f la forme linéaire sur g définie par f, = 4, fs = q.
11 résulte de I’assertion (a) du LEMME 3.1.3. que f est une forme linéaire
admissible. Soit n le plus grand idéal nilpotent de ’algebre de Lie g. Il est
facile de vérifier que U + W Nt€ est une polarisation positive en f dans g¢,
stable par G(f), admissible pour n et que n°N(U+ W Nt®) =n°NW est
stable par G(f.) = G(¢y). D’apres [15, prop. 2.2], U + W N ¢ vérifie la
condition de Pukanszky.

LeEMME 3.2.1. — La représentation du groupe G dans
H(q,U,S)® H(4:,W Nt R)

définie par sr — T(q,U, S)(s) @ T(4:, W Nt R)(sT), pour s dans S et r
dans R, est équivalente a la représentation T(f,U + W Nt G).

Démonstration. — Soient 1 € C*®(q,U, S) et pa € C®° (€, W Nt R).
La fonction B(p; ® @2) sur G définie par

B(p1 ® @2)(sr) = p1(s)pa(srs™1),

pour s dans S et r dans R, est dans C°(f,U + W N ¢, @). En multi-
pliant l'opérateur B par un scalaire positif non nul, on peut suppo-
ser que ¢’ est une isométrie de C*®(q,U,S) ® C®(L,, W N t°, R) dans
C*(f,U + W N t¢,G). L'opérateur B se prolonge en une isométrie
de H(q,U,S) ® H(¢;,W Nt°, R)dans H(f,U+WnNt°, G) et il est facile de
voir qu’il entrelace les deux représentations du Lemme. Comme celles-ci
sont irréductibles, elles sont équivalentes. []

COROLLAIRE 3.2.2. — La représentation du groupe G dansH (¢s, W N
s¢,8)® H(4:,WNt° R) définie par sr — T(€s, WNs, S)(s)@T(lr, WN
¢, R)(sr), pour s dans S et r dans R, est équivalente & la représentation
T, W,G). ‘

Soit p la forme linéaire sur s qui est égale a —%iTrad(gc J(Wnse)) X
sur s(¢s) et qui est nulle sur 'orthogonal de s(¢;) dans s pour la forme
de Killing sur s. La forme linéaire p est admissible et bien polarisable.
L’algebre de Lie WNs® est une polarisation positive en p dans s€. D’apres
la ProPosITION 1.3, la représentation T'(p, WNs¢, S) est la représentation
triviale du groupe S. Soit e la forme sur g définie par e, = ¢;, e; = p. La
forme linéaire e est admissible et bien polarisable et le groupe G(e) = G(¥)
est connexe. Le corollaire suivant résulte du LEMME 3.2.1 :
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COROLLAIRE 3.2.3. — La représentation T¢(¢;, W Nt¢, R) du groupe G
est dans la classe d’équivalence T'(e, G).

Soit T' un tore maximal dans S. On note t son algebre de Lie. Posons
G1 =TRet g; = t+r. Soit ¢; la forme linéaire sur g; définie par (¢1), = £k,
(1)t = 0. Le groupe G1(¢1) = TR(¢.) est connexe. L’algebre de Lie
t°4+ W Nt est une polarisation positive en ¢;, stable par G1(¢;), admissible
pour n et telle que n® N (t¢ + W N t€) soit stable par G1((¢1)n) = G1(4n).
D’apres [5, chap. IV.3.1.7], la polarisation t° 4+ W N t¢ vérifie la condition
de Pukanszky. Il résulte de l’assertion (a) du LEmMME 3.1.3 que ¢; est
admissible.

LEMME 3.2.4. — La restriction de T®(4,, WNt° R) a4 G est équivalente
a la représentation T(£1,t°+ W Nt¢ Gy).

Démonstration. — Soit ¢ dans C™(£1,t¢ + W N t¢,G;). Soit By la
fonction sur R définie par Bp(r) = ¢(r). 'opérateur B envoie

C*®(l1,t°+ W Nt Gy) dans C® (4, W Nt R).

En multipliant B par un scalaire positif non nul on peut supposer
que ¢ est une isométrie. L’opérateur B se prolonge en une isométrie
de H(£1,t° + W Nt° Gy) dans H(¢;, W Nt R) et il est facile de voir
qu’il entrelace les deux représentations du Lemme. Comme celles-ci sont
irréductibles, elles sont équivalentes. []

4. Une intégrale invariante sur le groupe G

On conserve les hypotheses de 3. Les objets G, S, R, g, s, t, £ sont comme
en 3. On utilise les objets b, m, (g°)x, P(g(¢)) définis en 2. Le plus grand
idéal nilpotent de ’algebre de Lie g est noté n.

4.1. — Soit F une partie de P(g(¢)). On notera —F l’ensemble des
poids A de P(g(£)) tels que —A soit dans F' et F,. (resp. F;, F..) '’ensemble
des poids reéls (resp. imaginaires purs, complexes) contenus dans F. On
dira que F' est un systéme de poids positifs si :

(i) FN(=F)=0, FU(-F)=P(g(¢));
(ii) F. est stable par I'involution X — X de (g(£)°)".

LEMME 4.1.1. — Soit F un systéme de poids positifs. Posons

pr=75 2 dr:X  od dy=dim(g)s.
AEF

Il existe un caractére du groupe G(£) de différentielle X — pp(X).
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Démonstration. Il suffit de montrer qu’il existe un caractere du
groupe S(¢;) de différentielle X — pp(X). Soit W la polarisation cons-
truite dans la démonstration du LEMME 3.1.2. Il résulte de I’assertion (c)
du LEMME 3.1.3 qu'il existe un caractére du groupe S(¢s) de différentielle
X — % Tradge /wy X (ceci puisque Tradge/y) X est imaginaire pur pour
tout X dans s(4s)). On a

%— T‘I‘ad(gc/w) X = % Z (d)\ - w,\))\(X),
AeP(g(8)

ou wy = dim((g®)» N W) pour A dans P(g(¥)). Il résulte de la PrROPOSI-
TION 2.1 que wy + w—_) = dy. On en déduit que :

% Tl‘ad(gc/w) X = % Z(w—k —wx)A(X).
AEF

Il est clair qu’il existe un caractére du groupe S(¢s) de différentielle
X = Y 5er Wa - A(X). Le Lemme résulte alors de ce que

50 (woa—wa) A+ Y waA=5 Y da A ]

AEF AEF AEF

On définit une forme hermitienne Hy sur g€ par Hy(X,Y) = iBy(X,Y).
Soit A dans P(g(¢));. Il résulte de l’assertion (b) de la ProposiTion 2.1
que la restriction He)‘ de H; & (g°)» est non dégénérée. On notera (px,ny)
la signature de H,'. Pour A\ dans P(g({)), on note £, le caractere du
groupe G({) de différentielle X — A(X). Fixons un systéme de poids
positifs F. On note &,, le caractere dy groupe G(¢) de différentielle
X — pp(X), ou pr est comme dans le LEMME 4.1.1. Posons pour z
dans G(¥) :

cr,F(z) = sgn H (1- §—A($))dk-

AEF,

LeEMME 4.1.2. — Soit r¢,r la fonction sur G(£) définie par :

re.p(@) = (=1 e p(2)6p, () [ (1 - €-a(@))™

AEF

ot i(F) = Xxepna. Alors, la fonction ro g ne dépend pas du choiz de
systéme de poids positifs F'.
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Démonstration. — Elle résulte de ce que

’r‘e,F(l') = H (f)\/Z(x) - €—>\/2(l‘))p>\

XEP(g(£))i
X H |€>\/2($)—§—,\/2($)ldx/2

AeP(3(£))e dr/2
(e X H |Ex/2(2) — E_x/2(2)] >
AEP(g(€))r

pour tout z dans G(¢). []

On notera ry la fonction du LEMME 4.1.2 et G(¢)’ l'ensemble des z
appartenant & G(¢) et tels que r¢(z) # 0. L’ensemble G(¢)’ est un ouvert
dense de G(¢) et son complémentaire dans G(£) est de mesure nulle pour
la mesure de Haar sur G(¥).

4.2. — L’algebre de Lie t est unimodulaire et ’algebre de Lie (£, ) est
réductive dans t. D’aprés la Proposition 2.4 de [4], il existe un sous-groupe
fermé, connexe, simplement connexe A de R d’algebre de Lie a et un sous-
groupe fermé, connexe, simplement connexe, invariant K de R d’algebre
de Lie ¢ tels que les conditions suivantes soient satisfaites :

(i) Le groupe R est le produit semi-direct de A par K.

(ii) Le groupe R(4:) est le produit direct des groupes A et Z(K) et
Z(K) = Z(R)o. (En particulier Z(K) est connexe.) Comme [g(¢) Nt,s] =
[t(¢:),5] = {0}, on a Z(K) = Z(G)o.

(iii) L’algebre de Lie ¢ contient le plus grand idéal nilpotent n de g. Il
est clair que t = hNr+mNr. Comme mNt = [g(£), t], m Nt est contenu dans
n et d’apres la condition (iii) ci-dessus, m Nt est contenu dans €. Posons
u = £ Nh. On note U le sous-groupe analytique de R d’algebre de Lie u.
Posons B = AS(4;) N G(¢)'. 1l est clair que B est une partie ouverte et
dense de AS(4;). D’apres la condition (ii) ci-dessus, on a G(¢)’ = BZ(G)j.

LEeMME 4.2. — L’application (z,X,u) — exp Xzexp(—X)u est un
difféomorphisme de B x m Nt x U sur BK.

Démonstration. — On raisonne par récurrence sur la dimension de u.
On note 3 le centre de n et 6 'application du lemme.

(a) On suppose que 3Nb # {0}. On pose j = 3Nk et on note J le sous-
groupe analytique de G d’algebre de Lie j et 7w ’application canonique
G — G/J. 1l est facile de voir en utilisant I’hypothese de récurrence que
est bijective. Montrons qu’elle est réguliere en tout point (zo, Xo,uo) de
BxmNtxU. On note b l’algebre de Lie du groupe AS(¢;) et 7’ (resp. €')
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la différentielle de I’application 7 (resp. #). Pour g dans G, on note L4 la
différentielle de 1'application  — gz de G dans G.

L’espace tangent & (zg, Xo,uo) de la variété B x m Nt x U s’identifie
a Ly (e)b x m Nt x Ly, (e)u et I'espace tangent au 6(zg, Xo, uo) de la
variété BK s’idenfie & Lg(zy x,,u0)(b + £). Il résulte de I'hypothese de
récurrence que I'application 7' (8(zo, Xo,u0))# (zo, Xo, uo) est surjective.
Par conséquent, I'image par 6'(zo, Xo,uo) de Lz (e)b x m Nt X L, (e)u
contient un sous-espace vectoriel W de Lg(zo, xo,u0) (b +£), supplémentaire
de LO(mo,Xo,uo)(3) dans L0(a:o,Xo,uo)(b + &).

D’autre part, l'image par 6'(zo, Xo,uo) de {0} x {0} X Ly,(e)s est
Lg(z0,%0,u0)3- On en déduit que I'application 6'(xo, Xo,uo) est surjective.
Comme dim(B x m Nt x U) = dim(BK), ¢'(zq, Xo,up) est un isomor-
phisme.

(b) On suppose que 3Nh = {0}. L’idéal 3 est alors contenu dans m Nt
et la démonstration du lemme dans ce cas est analogue a la démonstration
ci-dessus. []

4.3. — On conserve les notations de 4.2. On note H le sous-groupe
analytique de G d’algebre de Lie h et H; le sous-groupe analytique de G
d’ algebre de Lie h N t.

LEMME 4.3.1. — Le groupe H est le centralisateur de G(£) dans G.

Démonstration. — L’image de Zg(G(¥)) par ’homomorphisme canoni-
que p: G — G/R = S est contenu dans Zs(S(¥4s)) = S(¢s). On en déduit
que Zg(G(?)) est contenu dans S(¢s)R. Posons G; = S(¢s)R. Notons g1
P’algebre de Lie du groupe G; et ¢; la restriction de £ 4 g;. Le groupe G;
est résoluble, connexe, unimodulaire et gq(¢1) = g(¢). L’assertion résulte
alors de [4, Proposition 2.1 (d)]. []

LEMME 4.3.2. — Soient ¢ dans C.(G) et z dans G(¢)'. La fonction
g+ @(gxrg™1) est a support compact modulo H sur G.

Démonstration. — Comme G(£)) = BZ(G)y, il existe y dans B
et z dans Z(G)p tels que z = yz. Notons C le support de . Soient s
dans S, X dans m Nt, h; dans H; tels que 'on ait ¢ = sexp Xh;.
Comme gzg~* est dans C, exp Xyexp(—X) est dans SCSz~!. D’apres le
LEMME 4.2, X est dans une partie compacte C(z, ¢) de mNr, indépendante
de g. Soit C(z,¢)" I'image de C(z,¢) par Papplication exponentielle.
On a g € SC(x,9)'H, d’'ot le Lemme. (]

L’application canonique G — G/H définit un isomorphisme de m sur
lespace tangent Ty (G/H) au point H de la varieté G/H. On identifie m
et Ty (G/H) par cet isomorphisme. Comme G et H sont unimodulaires,

ToME 120 — 1992 — ~° 3



INTEGRALES INVARIANTES ET FORMULES DE CARACTERES 363

il existe une unique forme différentielle G-invariante sur G/H dont la
valeur au point H est la forme extérieure

—1 .
2m)mm! B A NBY (m = %— dim m facteurs).

On notera dmy la mesure sur G/H définie par cette forme. Soit ¢ une
fonction dans D(G). Soit z dans G(¢)’. La fonction g — ¢(gxg~—!) définit,
par passage au quotient, une fonction sur G/H et, d’apres le LEMME 4.3.2,
cette fonction est dans C.(G/H). On notera Fy, la fonction sur G(¢)’
definie par

Fyp(z) = r(2) /G . ©(gzg™")dmye(g),

ou ¢ est la fonction sur G(¢) définie en 4.1. Soit dt la mesure de Haar
sur S(¢s) de masse totale 1. Notons ds la mesure de Haar sur S telle que
la mesure quotient ds/dt corresponde & la mesure dbo,, sur I'orbite O, .
Posons, pour ¢ dans D(G), @(g) = [ ©(sgs~!)ds. Notons dX la mesure
sur m N ¢ définie par la forme extérieure

1 3.
(27r)nn!B?m/\“‘/\Bénm, (n= 5 dimm Nt facteurs).

Il est facile de voir que pour tout x dans G(¢)’ on a :

Fpo(z) = Tg(l‘)/ P (exp Xzexp(—X))dX.

mNr

Il résulte alors du LEMME 4.2 que pour toute fonction ¢ dans D(G) la
fonction Fy , est dans C*°(C(¢)).

Remarques

(i) Soit g; dans G. Posons ¢;(9) = ¢(g1ggy*). Il est clair que
Fpo=Fpp,.

(ii) Supposons G compact. Le groupe G(¢) est alors un sous-groupe de
Cartan de G. La fonction Fy , est & un scalaire pres l'intégrale invariante
de ¢ relativement au sous-groupe de Cartan G(£), comme elle est définie
en [14].

(iii) Contrairement & ce qui se passe dans le cas des groupes de Lie
semi-simples (cf. [14]), il existe en général des fonctions ¢ dans D(G)
telles que la fonction Fy , ne soit pas sommable pour la mesure de Haar
sur G(¢). On peut voir cela dans I'exemple donné en [3, 3.4]. Si ¢ est
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dans D(G), on dira que Fy, est I'intégrale invariante de ¢ relativement
al.

4.4.—Soit D un sous-groupe discret du centre de G. Posons G=G /D.
On suppose que la fonction ry est constante sur les classes de G(¢)
modulo D. La fonction r, définie par passage au quotient une fonction
sur G(I) = G(¢)/D, qu’on notera aussi r¢. On peut alors définir comme
en 4.3, pour toute fonction ¢ dans D(é), I'intégrale invariante Fy , de ¢
relativement & .

4.5. — Posons G; = S(¢s)R. lalgebre de Lie g; du groupe G
est égale & s(¢s) + r. On note ¢; la forme linéaire sur g; définie par
(€1)r = £, (£1)s(e,) = 0. L’algebre de Lie g1 est résoluble unimodulaire
et lalgébre de Lie g1(¢1) = g¢(¢) est réductive dans g;. Soit P(g1(¢1))
I'ensemble des poids de la représentation X +— ad(ye)X de l'algebre de
Lie g1(¢1)¢. Soit P; le systéme des racines associé & (g(¢)¢, (s + g(¢))°).
11 est clair que P(g(¢)) = P(g1(¢1)) U P;. Soit F; un systéme de poids
positifs dans P(g1(¢1)). D’apres le LEMME 4.1.1 et d’apres [9, 21.14.8 (i)
et 21.16.3], il existe un caractére du groupe G1(41) = G(¢) de différentielle
X = PFy (X)7 ou

PR = % Z dx- A et dy=dim(g])x.
AEF

On en déduit que la fonction 7y, est définie sur G1(¢1) = G(£). Soit dt
la mesure de Haar sur S(¢;) de masse totale 1. Notons ds la mesure de
Haar sur S telle que la mesure quotient ds/dt corresponde & la mesure
dbo,, sur l'orbite Op,. Soit ¢ dans D(G). On notera ¢ la fonction sur G
définie par o(g) = [ ©(sgs™1)ds et ¢ la fonction sur G, définie par
@(tr) = re, (t)@(tr), pour t dans S(¢s) et r dans R.

LEMME 4.5. — Pour tout ¢ dans D(G) et pour tout z dans G({), on a
Végalité Fy ,(x) = Fy, 5(x).

Démonstration. — Remarquons d’abord que le deuxiéme membre de
Pégalité du Lemme a un sens puisque G(£)’ est contenu dans G;(¢1)’. 11
résulte du LEMME 4.3.1. que Zg, (G1(¢1)) = Zg(G(£)) = H.On a :

Fyy () = 0, () / S(rzgy?) dma, (91).
G./H

Soient t dans S(¢s), r dans R tels que z = tr. On a gltrgl‘1 = tt‘lgltrgi'l.
Pour tout g; dans Gy, t~1gitrgy ! est dans R et d’apres la définition de @,
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on a g(gitrg; ) = e, (t)@(gatrgy ). Comme P(g(¢)) = P(g1(f1)) U Py,
on a 1y, (tr)re, (t) = re(tr). Par conséquent :

Fpp(z) = W(ﬂf)/G o B(grzgy ') dmy, (g1).

D’apres le choix de la mesure ds, ceci est égal & Fy ,(z). []

5. La formule du caractére

Les hypotheéses sont celles de 3. Les objets G, S, R, g, s, t, ¢ sont
comme en 3. Pour ¢ dans D(G) la fonction Fj , est définie en 4.3. On
note X, le caractére unitaire du groupe G(¥) de différentielle X — i¢(X).
(Un tel caractére existe d’apres l'assertion (c) du LEmME 3.1.3.). Soit dg
une mesure de Haar sur le groupe G. On note dx la mesure de Haar
sur le groupe G(¢) telle que la mesure quotient dg/dz corresponde & la
mesure dbp, sur l'orbite O;. Soit dz une mesure de Haar sur Z(G). On
note di la mesure quotient dz/dz sur G(¢)/Z(G).

THEOREME 5.1. — Soient T une représentation du groupe G dont la
classe d’équivalence est T(£,G) et ¢ une fonction dans D(G). L’opérateur
T(p) = [oe(9)T(g)dg est a trace et sa trace est donnée par la formule

TrT(p) =/ / Fpp(x2)Xo(x2)dzda,
G(0)/2(G) /Z(G)

les intégrales successives €tant convergentes.

Démonstration

a) Supposons d’abord G compact. On va montrer que le théoréme
est vrai pour toute fonction continue sur G.

Posons T' = G(¥). Soient dk et dt les mesures de Haar sur les groupes
G et T de masse totale 1. On utilise les notations de la ProposiTiON 1.3.
Posons pour ¢t dans T :

D(t)=&(t) J] (1-&a®).

a€At

Si ¢ est dans T et tel que D(t) # 0, on note :

er(t) = (Z det ng(w‘ltw))D(t)_l.

weW
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D’apres la ProposiTION 1.3 et d’apres la formule d’intégration de H. Weyl
[17, 4.8.2], pour toute fonction ¢ continue sur G on a :

1 .
Tr( / ()T (k)dk) = —— / \D(t)[2er(t) / o(ktk~ 1) dk dt,
el W Jr G/T
ot dk est la mesure quotient dk/d¢. Pour tout w dans W, on a :

/ D(t) det ng(w“ltw)/ o(ktk~1)dkdt
T G/T

=detw/ D(wtw‘l)Xg(t)/ e (kwtw™ k1) dkdt
T G/T
:detw/ D(wtw“l)Xg(t)/ o(ktk~1)dkdt.
T G/T
D’apres [17, 4.9.2], D(wtw™!) = det wD(t). Il en résulte que
Tr( / o(k)T(k) dk) = / D(t)X4(t) / o(ktk=1)dkdt.
G T G/T

Soient c1, c2 les nombres strictement positifs tels que I'on ait dk = c;dg,
dt = codz. On a dk = clcgldmg. On en déduit que :

([ etor@ds) = [ DEXE) [ olorgdmilo) s

Pour terminer la démonstration du théoréme pour G compact, il suffit
de montrer que r¢(z) = D(z) pour tout z dans G(¢) = T. 1l est clair
que A~ est un systéme de poids positifs dans P(g(¢)) = A. D’apres le
LEMME 4.1.2, 74(z) = (—1)"“ ) D(z). Comme g(£)¢ + 3", 4 (8%)a est
une polarisation positive en £, on a i(A~) = 0.

b) Reprenons les notations du COROLLAIRE 3.2.2. Posons :
T1 =T(€5,W05C,S), T2 =Te(€r,Wﬂtc,R).

D’aprés le CorOLLAIRE 3.2.2, la représentation du groupe G définie par
st +— T1(s) ® Ta(sr), pour s dans S et r dans R, est équivalente a la
représentation T. On note H(Ty) (resp.H(T3)) lespace de la représen-
tation 77 (resp. T2). Soit dt la mesure de Haar sur le groupe S(¢s) de
masse totale 1. Soit ds la mesure de Haar sur le groupe S telle que la
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mesure quotient ds/dt corresponde & la mesure dbo,, sur I'orbite Op,. On
notera dr la mesure de Haar sur le groupe R telle que 'on ait dg = dsdr.

Posons n = dimTj. Soit ey,...,e, (resp. {f;}jen) une base ortho-
normée de H(T}) (resp.de H(T3)). On a :

TrT(p Z Z// sr)(T1(s)es, €) (Ta(sr) f, f;) drds.
i=1jeN
On va montrer que la somme
=% [| [ clon@tsieed @atoris, ) ar s
=1 jeEN
est finie. Posons, pour s dans S,
A(s) :/ @(sr)Ta(sr)dr, B ZI (8)fi, £)|-
R jEN

D’apres [4, th. 5.1], la représentation r — Ty(r) du groupe R est
tragable. Par conséquent, pour tout s dans S, l'opérateur A(s) est &
trace. On note | |; la norme de I’espace des opérateurs & trace sur H(712).
[12, chap. XI, §9]. Il résulte de la démonstration de [12, chap. XI, §9,
Lemme 13, (b)] que B(s) < |A(s)|1. On a:

1= Z/ZHHQ@ A(s)fy £7)| s
JEN n
< z / Bo)is =3 [ 4], s

L’application s — |A(s)|; est continue. On en déduit que la somme [ est
finie. Comme

ZZ// sr)(Ty(s ez,el)(Tg(sr)f],f] drdsl<]
i=1 j€EN

Popérateur T'(p) est & trace. D’aprés ce qui précede, on a :

n

TrT(p) = /Sch(s)TrA(s)ds, ot cr,(s) = Z(Tl(s)e,-,ei).

i=1
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Posons a(s) = Tr A(s). La fonction a est continue. Il résulte alors de (a)
que :

TrT(p) = Xo(t)re, (t)/ a(sts~1)dsdt,
S(t) S/5(£s)

ol ds est la mesure quotient ds/dt sur S/S(¢s).
c) On va calculer [g, g, a((sts™')ds. On a:

/ a(sts_l)déz/a(sts”l)ds
S/S(£s) s
=/Tr(/ @(sts“lr)Tg(sts"lr)dr) ds.
s R

Comme pour tout s dans S det(Ad,s) =1, on a :

/Sa(sts"l)ds=/STT(/Rgo(strs“l)Tg(strs_l)dr) ds
=/Tr(T2(s)/ go(strs_l)TQ(tr)d’rTg(s)‘l)ds
s R

:/S’I‘r(/Rap(strs_l)Tg(tr)dr> ds.

L’application s — [p, @(strs™!)Ty(tr)dr est une application continue de S
dans ’espace des opérateurs & trace sur H(73). Par conséquent, on a

/S a(sts™)ds = Tx( /R Bltr)Ty(tr)dr),

ol & est la fonction sur G définie par $(g) = [ p(sgs™!)ds.
d) Soit @ la fonction sur S(¢s)R définie par

P(tr) = Xo(t)re, (tr)o(r)

ol t est dans S(4s) et r est dans R. La fonction ¢ est dans D(S(¢s)R).
L’application ¢ +— [ @(tr)Ta(tr)dr est une application continue de S(¢s)
dans ’espace des opérateurs & trace sur H(Ty). D’apres ce qui précede,
ona:
TrT(p) =Tr @(tr)To(tr)drdt.
S(¢)R

Soit £, la forme linéaire sur s(¢s) + v définie par (£1)s¢,) = 0, (1) = 4.
Il résulte du LEMME 3.2.4 et de [4, prop. 4.1] que

T T () = / / Foy o (22) X, (22) dzdé,
G(£)/Z(R)o Y Z(R)o
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ol Xy, est le caractére unitaire du groupe G(¢) de différentielle X — i¢1(X)
et les mesures dz et dz sont déterminées de la maniere suivante : dz est
une mesure de Haar sur le groupe Z(R)g, d# est la mesure quotient dz/dz
ou di est la mesure de Haar sur le groupe G(£) telle que la mesure quo-
tient (dtdr)/dx corresponde a la mesure dbo,_ sur I'orbite Oy, . On montre
comme dans le LEMME 4.5 que, pour tout z dans G(¢)’, on a :

FZ:‘P("E)XZ(Q:) = Fel,@(x)X& (.'17)

Comme [g(¢) Nt,s] = {0}, on a Z(R)o = Z(G)p. On montre, comme dans
la démonstration de [4, th. 5.1], que pour tout z dans G(¢)’ la fonction
z — Fy ,(xz) est absolument intégrable pour la mesure de Haar sur Z(G).

On a
TrT(p) :/ / Fpp(x2)Xo(x2)dzde,
G()/z(G) /2(G)

oll dz est une mesure de Haar sur Z(G), dz la mesure de Haar sur le
groupe G(¢) telle que la mesure quotient (dtdr)/dz corresponde & la
mesure dbp, sur l'orbite Op, et di la mesure quotient dz/dz. D’autre
part la mesure quotient ds/dt correspond & la mesure dbp,, sur I'orbite
Oy, et dg = dsdr. On en déduit que la mesure quotient dg/dz correspond
a la mesure dbg, sur l'orbite Oy. Le théoréme est demontré. (]

COROLLAIRE 5.2. — Le support de la distribution ¢ — TrT(£,G)(p)

est contenu dans l’adhérence de l’ensemble des conjugués des éléments
de G(¥).
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