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LIEU DES POLES D’UN SYSTEME HOLONOME
D’EQUATIONS AUX DIFFERENCES FINIES
PAR

CLAUDE SABBAH (¥*)

RESUME. — Nous montrons que tout systéeme holonome algébrique d’équations aux
différences finies admet une base dans laquelle les poles des matrices des opérateurs
de translation sont contenus dans une réunion d’hyperplans affines dont la direction
linéaire est a coefficients dans Z.

ABSTRACT. — We show that every holonomic system of algebraic finite difference
equations admits a basis for which the poles of the translation matrices are contained
in a finite union of affine hyperplanes having a linear direction with coefficients in Z.

0. Introduction

N

0.1. — Soit C(s) le corps des fractions rationnelles & p varia-
bles s = (s1,...,5p). Un systéme rationnel holonome d’équations auz
différences finies (noté EDF) 9 (s) est par définition un C(s)-espace vec-
toriel de dimension finie » muni d’opérateurs de translation inversibles
T1,...,Tp qui commutent, qui sont C-linéaires et qui satisfont les relations
de commutation :

Ty 85 =8;T; si 4 # 7,

Ti'8¢:(8i+1)'7'i Vi=1,...,p.
Soit m une C(s)-base de M (s) et A;(s) € GL(r,C(s)) la matrice de 7;
dans cette base. La commutation des 7; s’exprime par la relation
(0.2) Ai(s+1;) - Aj(s) = Aj(s +1;) - Ai(s)

(*) Texte regu le 16 mai 1991, révisé le 10 octobre 1991.
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372 SABBAH (C.)

pour tous¢,j = 1,...,p, ou 1; désigne le i-iéme vecteur de la base naturelle
de CP. Le fait que 7; soit inversible signifie que A; est inversible et la
matrice de 7, ' dans la base m est égale & :

A,-(s - li)_l.
Si m’ = B(s) - m est une autre base, avec B(s) € GL(r,C(s)) la matrice
Al(s) de 7; dans la base m’ est donnée par :

(0.3) Al(s) = B(s +1;) - Ai(s) - B(s)™ ™.
L’ensemble des classes d’isomorphisme de systémes holonomes d’EDF de
dimension 7 est donc le quotient de lensemble des (A;,...,A,) dans

GL(r,C(s))P satisfaisant la relation de commutation (0.2) modulo la
relation de cobord (0.3).

0.4. — Une solution méromorphe de M (s) est un homomorphisme
C(s){r,7~1)-linéaire de 9 (s) dans I'espace Mer(CP) des fonctions méro-
morphes sur CP (ce dernier est naturellement muni d’une structure de mo-
dule & gauche sur Panneau des opérateurs aux différences C(s)(r,771)).
Si on choisit une base m de M (s), 'image de cette base par une solution

est un r-vecteur (p1,...,¢,) de fonctions méromorphes qui satisfait le
systeme :
e1(s+1;) e1(s)
=
er(s+1;) or(s)
Si B(s) € GL(r,C(s)), le r-vecteur
e1(s)
B(s) - :
or(s)

est alors solution d’un systeme équivalent au précédent.

0.5. — Les systemes holonomes d’EDF généralisent les relations de
contiguité satisfaites par les fonctions hypergéométriques classiques. Pour
celles-ci, le systéeme d’EDF est de dimension 1 sur C(s). La structure d’un
tel systéme est alors simple : on montre facilement (voir [16], ce résultat
a été aussi retrouvé par M. SATO vers 1970 [21], voir aussi [11]) que tout
tel systeme est isomorphe au systeéme satisfait par la fonction

e HHF(L(S) — )T
L «

avec L et o comme ci-dessous, ci,...,¢, € C* et v1 o € Z. Nous allons
montrer une généralisation de ce résultat pour tout systéme holonome
d’EDF :
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EQUATIONS AUX DIFFERENCES FINIES 373

THEOREME 0.6. — Soit M (s) un systéme rationnel holonome d’EDF.
Il existe une base m de M(s) dans laquelle pour tout ¢ = 1,...,p la
matrice de 7; et celle de 7'1-_1 ont pour péles une réunion d’hyperplans
d’équation L(s)—a = 0 ot L parcourt un ensemble fini de formes linéaires
a coefficients dans Z premiers entre eux et o un ensemble fini de nombres
complezes.

0.7. — La démonstration de ce théoreme se fait en plusieurs temps.
Nous considérons un systeme algébrique holonome d’EDF (défini sur
I'anneau C[s](r,771)) tel que :

9)?(3) - C(S) ®C[s] m.

Nous montrons qu’apres localisation hors d’une réunion d’hyperplans du
type voulu le module

Mioc déf C[S]loc ®C[S] m

est de type fini (§1) et projectif (§2) sur C[s],,. (qui désigne I’anneau
localisé considéré). Nous utilisons ici les techniques développées dans [19]
a propos des polynémes de Bernstein & plusieurs variables. Si ’on appelle
lieu singulier de M ’ensemble des points de CP au voisinage desquels 9
n’est pas localement libre, ce résultat signifie que le lieu singulier de 90t est
une réunion d’hyperplans comme ci-dessus.

Au § 3 nous montrons que, quitte & localiser encore, ce module est libre
en utilisant de plus le théoréme de Quillen-Souslin [18]. Le point délicat
est la construction d’un réseau particulier (C[s]-sous-module de type fini)
de M. Nous montrons un peu plus : 'ouvert sur lequel le module est
localement libre peut étre recouvert par un nombre fini d’ouverts qui
sont des complémentaires d’hyperplans, sur chacun desquels le module
est libre. Autrement dit, ce module localement libre peut étre représenté
par un cocycle pour lequel les matrices de changement de cartes (ainsi que
leurs inverses) ont des poles le long d’hyperplans du type décrit ci-dessus.

0.8. — Tres peu de travaux ont été consacrés jusqu’a présent aux
systemes holonomes d’EDF & plusieurs variables. Signalons toutefois les
articles [1] et [17] sur ce sujet, ainsi que des travaux plus anciens sur les
systemes hypergéométriques. Voici une série de questions qui semblent
intéressantes :

(Q1). — On peut montrer, en adaptant la preuve de [11, §4] faite
pour les systemes de Gauss-Manin, que si M est un D-module holonome
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374 SABBAH (C.)

régulier (y compris & l’infini) sur le tore TP et si 9M(s) désigne son
transformé de Mellin rationnel (voir § 1), Pespace des solutions de 9 (s) &
valeurs dans les fonctions méromorphes sur CP a croissance exponentielle
d’ordre 1 a linfini est un espace vectoriel sur le corps des fonctions
rationnelles en T; = exp(—2iws;) (j = 1,...,p) de dimension égale &
dimg sy M (s). Par ailleurs, d’apres J.-P. Ramis (voir [2]), ce résultat est
aussi vrai lorsque le nombre de variables p est 1, sans hypothese de
régularité. Etendre ce résultat pour p quelconque nécessite sans doute
une meilleure connaissance de la structure des D-modules holonomes
irréguliers. Plus généralement, on aimerait avoir des théorémes d’indice
pour les systémes holonomes d’EDF.

(Q2). — Il doit étre possible de définir le complexe des solutions
analytiques d’un systéeme d’EDF comme étant un complexe de faisceaux
sur le tore quotient de CP par les translations, et de coordonnées T
introduites ci-dessus. Lorsque 9t est holonome, ce complexe doit étre a
cohomologie de type fini sur C[T, T~!] (autrement dit doit étre un faisceau
algébrique cohérent sur ce tore), et lorsque M est transformé de Mellin
d’un D-module holonome régulier (y compris & ’infini) sur le tore, ce
complexe doit s’identifier, par un théoréme de comparaison, au complexe
des sections globales RI'(F® £), ou F est le complexe des solutions de M
et £ le systeéme local naturel de rang 1 (sur I'anneau C[T,T~]) sur le tore
(voir [11, § 3, rem. 3]).

(Qs). — Montrer une correspondance de Riemann-Hilbert pour les
systémes holonomes d’EDF. Lorsque p = 1, il existe des énoncés (voir
(4], [14]). Le résultat doit sans doute s’appuyer sur une étude locale
en s = oo, donnée par [10] dans le cas “régulier & l'infini” et par [9]
dans le cas général. Le calcul des matrices de connexion soulevé dans [1]
semble se rattacher & ce type de question.

(Q4). — Les bases que nous construisons dans le THEOREME 0.6 ne
sont pas de nature géométrique. Pour obtenir des bases correspondant
par exemple & celles construites par A. VARCHENKO [23] dans le cas
d’un arrangement d’hyperplans, il faut probablement faire intervenir une
filtration de Hodge de 901.

Je remercie Francois LOESER pour les nombreuses discussions que nous
avons eues a ce sujet. Notamment lui est due I'idée d’utiliser ici le théoreme
de Quillen-Souslin.

1. Finitude

1.1. — Nous rappelons d’abord quelques notations utilisées dans [11].
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Soit TP ~ (C*)P le tore complexe de dimension p et soit C[t,t~1](td;)
'algebre des opérateurs différentiels algébriques sur T?, ot t = (t1,...,tp)
et t0; = (t10y,,...,tp04,). La correspondance 7; = t; et s; = —t;0;, iden-
tifie cette algebre & I'algébre C[s](,7~1) des opérateurs aux différences
finies, c’est-a-dire lalgébre quotient de l’algebre libre engendrée par Cls]
et C[r, 77 !] par les relations introduites au §0.1.

Soit M un Drs-module cohérent (& gauche), M(TP) le C[t,t~1](td;)-
module des sections globales de M (ici, Dr» désigne le faisceau des
opérateurs différentiels algébriques sur TP). Nous appellerons trans-
formé de Mellin algébrique de M, noté M (M), le module M(T?) vu
comme C[s](r,771)-module. Nous dirons que 9 (M) est un systéme
algébrique holonome d’équations aux différences finies si M est Drp-
holonome.

Nous avons montré (voir [11, th. 1.2.1]) que tout systéme rationnel
holonome d’EDF 91(s) peut s’écrire

M(s) = C(s) ®cs) M,

ou M est le transformé de Mellin d’un Dr»-module holonome M.

Oublions la correspondance introduite ci-dessus et considérons le mo-
dule M(s]t* sur I'anneau C[s](T,7"1) ® Dr». En tant que C[s] ®¢ Ors»-
module on a

M|s]t® = C[s] ®c M
et 'action de t0; est donnée par
t:0 - (1®@m) =1® (t;0;,m) + s, @m
et celle de 7 par |
7i- (P(s) @ m) = P(s + 1;) ® t;m.

Alors M(s]t® est un C[s](r,7!) ® c Drr»-module & gauche cohérent. Si B
est une partie multiplicative de C[s], nous notons C[s]g 'anneau obtenu
en inversant les éléments de B. Nous définissons ainsi M(s]|pt®. Soit
j: TP — (P!)? = X linclusion.

THEOREME 1.2. — Soit M un Dr»-module holonome. Il existe une
partie multiplicative B engendrée par les translatées par des entiers d’un
nombre fini de formes affines L(s) — a, ot L et o sont comme dans 0.6,
telle que jy M([s|gt® soit Dx|[s]|p-cohérent.

1.3. — Nous prenons ici les notations de [6] pour les foncteurs sur
les D-modules algébriques. Il est immédiat de vérifier que j, M[s]t® est
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cohérent sur Dx|[s](r,7~1). Plus précisément, considérons une carte C?
de X, par exemple la carte de coordonnées ti,...,¢, et notons encore
j : TP — CP Pinclusion. Alors j4 M est encore Dgr-holonome, d’aprés [3].
La donnée de ji M est équivalente a la donnée des sections globales
Jj+M(CP). Ce dernier module n’est autre que M(T?) vu comme C|t](d;)-
module (via linclusion C[t](8;) C C[t,t~1](td;)). Ainsi M(TP) est de
type fini sur C[t](8;). Nous allons vérifier que j M|s]t® est cohérent sur
Cls]{(t7!) ® Dcw. Soit m € M(TP) un générateur de M(TP) sur C[t](0;)
(qui existe d’aprés le théoréme de Stafford, voir par exemple [5]). Tout
élément de M(T?)[s]t® s’écrit (P(t, 0, s) - m)t° et 'on a

T - [(Otim)ts] = (t;0p,m)t*

= (t:0r; — 5:)(mt®)
donc
(B, m)t® = 7,71 (£, — 5:)(mt*)

ce qui prouve que (P(t,0;,s) - m)t® € C[t, s|(0;) (7)) - mts. []

COROLLAIRE 1.4. — Soit M un Dr»-module holonqme. Si B est comme
dans 1.2, le transformé de Mellin localisé MM (M)g & Cls|s ®c[s) (M)
est de type fini sur C[s]g.

Démonstration. — Soient T = SpecCls]g[t,t™!] et p la projection
T§ — SpecC[s]z. On a [11, Lemme 1.2.2] :

M (M) = pr M|s]st".

On utilise alors la propriété de composition des images directes et la
conservation de la cohérence par image directe propre (voir [6], dont
la démonstration s’étend au cas “avec parametres” considéré ici) : on
ap=moj, avec 7 : (P5)? — SpecCl[s]g propre. Du THEOREME 1.2 on

déduit que p; M|s]pt® = 74 [j+ M]s]gt?] est de type fini sur C[s]z. []
La suite de ce paragraphe sera consacrée a la preuve du THEOREME 1.2.

1.5. — Soit ¥ un éventail de (QP)* (espace des formes linéaires sur QP)
subdivisant I’éventail correspondant & X = (P1)? et Xy la variété torique
associée, que nous supposerons toujours lisse dans la suite (nous dirons
alors que 1’éventail est régulier; voir par exemple [7], [8], [15], [22] pour
toutes les notions concernant les variétés toriques). On dispose donc d’une
modification propre ps, : Xs5; — X et d’une inclusion jy : 7P — Xy avec
px o jy = j. Il suffit donc de montrer qu’il existe un tel éventail ¥ et
une famille B du type voulu tels que jx, M[s|pt® soit Dxy,[s]z-cohérent.
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Par ailleurs la question est locale sur X et il suffit de se placer au
voisinage de chaque orbite de I’action torique. Nous ne considérerons que
lorbite de dimension O définie par t; = --- = t, = 0, les autres cas se
traitant de manieére analogue. Nous nous plagons donc dans la carte CP
de coordonnées ti,...,t, et nous cherchons un éventail qui subdivise le
premier octant de (QP)*.

1.6.— Nous allons indiquer les propriétés des multi-filtrations qui nous
seront utiles. Nous renvoyons & [19] pour les propriétés élémentaires. Soit
VC[t](0;) la p-filtration indexée par ZP pour laquelle ¢; est de degré —1;
et Oy, de degré 1; (si 1, désigne le i-ieme vecteur de la base canonique
de ZP). Cette p-filtration s’étend de maniére naturelle a C[t,t=1](td;) :
on donne le degré 1; & t;7'. Notons qu’on dispose sur C[t,t=1](td;) de
plusieurs filtrations de ce type (t; de degré e; avec ¢; = +1), chacune
correspondant & une carte naturelle CP C (P!)?. Nous avons utilisé ici
la carte de coordonnées t1,...,%,, mais nous utiliserons aussi les autres
cartes plus loin. Remarquons que pour tout o € Z? tel que o; < 0 pour
touti=1,...,p,ona:

VaC[t] (0r) = Vac[tv t_1]<tat>'

Soit I' un céne (convexe, polyédral, rationnel, fermé) dans le pre-
mier octant de (QP)*. On définit comme dans loc. cit. la p-filtration
TvC[t,t~'](td;) indexée par ZP.

Soit N un Cl[t,t~1](td;)-module de type fini. Une p-filtration UN est
bonne (pour VC[t,t~1|(td;)) si le module de Rees

Ru(N) € P UoN 07 € Nv,v7Y]

oeZpP

est de type fini sur I'anneau de Rees Ry Clt,t~!](td;) défini de maniere
analogue, ol v = (vy,...,v,) sont de nouvelles variables. On définit aussi
TUN pour tout cone I' comme ci-dessus et si UN est V-bonne, alors TUN
est T'V-bonne. Soit ZP C QP le réseau standard. On considére ’anneau
torique C[I" N ZP] associé au cone T'. Alors

Reg(N) € @ TUN - v°

o€lr

est un C[I' N ZP]-module.
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Le résultat suivant est une adaptation du théoreme d’aplatissement de
Hironaka, analogue & celle donnée dans [19]. Nous indiquerons comment
8’y ramener en appendice (§1.12).

THEOREME 1.7. — Soit N un C[t,t!](t8;)-module de type fini et UN
une p-filtration V-bonne. Il existe un éventail ¥ (qu’on peut supposer
régulier) subdivisant le premier octant de (QP)* tel que pour tout cone I’
de t, Rry(N) soit plat sur C[T' N ZP).

Si I' est un cone régulier de platitude pour UN (i.e comme dans le
théoréme) et si L1, ..., L, sont les formes linéaires primitives sur les arétes
de I', on a en particulier pour tout o € ZP

P
(1.8) "UN = (5 ULio) = () VLo
=1 L

ou la derniére intersection est prise pour toutes les formes linéaires
primitives dans I'. Par ailleurs, la p-filtration UN définie par

UGN = ﬂ LUL(U),
L

ou I'intersection est prise pour toutes les formes linéaires primitives dans
le premier octant de (QP)*, est aussi une p-filtration V-bonne, appelée
p-filtration saturée de UN.

1.9.— On note Xt = Spec C[['NZ?] la variété torique affine associée au
cbne I'. Nous supposerons (comme nous l’avons déja indiqué) que Xr est
lisse (en particuler I' est simplicial). Si I" est de dimension k, la variété X
est isomorphe & C* x (C*)P~*, Soit pr : Xp — CP la modification naturelle
et jr : (C*)? — Xr linclusion. Si T" est de dimension p, on a un systéme
de coordonnées uy,...,u, sur Xr tel que pr soit monomiale. Si I est
une face de I'; X est un ouvert de Zariski dense de Xr défini par des
équations (u; # 0);es avec J C {1,...,p}, de sorte que X hérite des
coordonnées de Xr. )

ProposITION 1.10. — 1 eziste un éventail (régulier) L+ subdivi-
sant le premier octant de (QP)* et pour chaque céne T' de dimension p
de Xt des polynémes br; € C[\| — {0} (¢ = 1,...,p) tels que pour
toute p-filtration WM(TP) de M(T?) (identifié & (jr+M)(Xr)) bonne
pour VClu,u™)(ud,) il existe des entiers n; pour lesquels on a pour
tout o € ZP :

( H bri(ui0y, +k+ 0'1’)) - We (M(TP)) C Wo_q, (M(TP)).

k=—n,~
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Démonstration. — Commengons par remarquer comme dans [20, § 1.3]
que si la propriété est vraie pour une bonne p-filtration W elle est
vraie pour toute bonne p-filtration. Soit alors UM(TP) une p-filtration
de M(TP) bonne pour VC[t,t~](td;). A tout cone T' de dimension p
dans le premier octant de (QP)* on associe une p-filtration UM (TP)
bonne pour 'V C[t,t71](td;) comme indiqué plus haut. Par ailleurs on a
un isomorphisme

Clt,t~'(tds) ~ Clu,u™')(ud,)

induit par pr, ol t; est un monéme en les u; et, si Ly,...,L, sont les
formes linéaires primitives sur les arétes de I', on a u;0,, = L;(t0;).
Cet isomorphisme identifie "V C[t,t~1](t8;) & VC[u,u '](ud,) avec un
changement d’indice induit par un isomorphisme de ZP, que nous sous-
entendrons dans la suite

TV.C[t, t71)(tds) = Vi Clu, u™ ] (ud,)

avec s, = L;(s). Par suite "UM(TP) est bonne pour VC[u,u |(ud,).
Nous allons montrer la proposition pour une bonne p-filtration obtenue
de cette maniere.

Soient alors m un générateur de M(TP) sur C[t,t~1|(td;) et
UM(TP) = VC[t, t~ ] (td;) - m

et soit £+ un éventail de platitude pour UM(TP). Pour tout céne I' de
dimension p de ©*, on a

TUM(TP) = VCu,u™)(ud,) - m
et on déduit la proposition dans ce cas en utilisant la relation de Bernstein

pour chaque fonction u; et la relation (1.8) (voir [19, §3]). []

Terminons maintenant la preuve du THEOREME 1.2. Soit I" un cone de
dimension p de £t (donné par la proposition précédente) ; posons comme
plus haut

s = Li(s) i=1,...,p,

et soit 7] I'opérateur de translation associé. On a :
Ms]t* = M[s'u®".
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Soit m € M(TP). De maniére analogue & [20, § 1], on déduit des identités

de Bernstein pour m les identités suivantes pour mu?®
Bri(—s;) - (mu®) = P(u, 8y, ) - 7/(mu®)
=7'Q(u,dy,s') - (mu®),

ou Br;(—s;) est égal au produit HZ’:_M bri(—s} + k) pour la p-filtration
VClu,u=(udy,) -m

Nous avons déja indiqué au §1.3 que le module jry M[s'|u® est
cohérent sur Dx,['](r' ") et est engendré par mu® si m est un généra-
teur de (jr+M)(Xr). Soit Br la partie multiplicative engendrée par les
polynémes Br ;(—s; + o;) avec o; € N*. Si on inverse Br, la relation
ci-dessus implique que pour tout £ > 1 on a :

—k ’
Ti/ ’ (mus ) € DXI‘ [SI]BF

Donc jpy M([s'|g.u® est cohérent sur Dx.[s']g.. []

1.11. — Résumons la construction de la famille B. Fixons un généra-
teur m de M(TP). Considérons les points fixes de ’action torique de (C*)?
sur X = (P1)P, c’est-a-dire les points dont les coordonnées sont 0 ou oo.
Chaque point fixe correspond & un octant de (QP)*. Nous choisissons alors
un éventail ¥ de (QP)* qui induit (ou raffine) I’éventail fourni dans chaque
octant par la PrRorosITiON 1.10 pour la p-filtration de M(T?) engendrée
par m sur la p-filtration de C[t,t~1](t8;) associée & cet octant. Pour cha-
que cone I' de dimension p de ¥, soit Br C C[s] la partie multiplicative
engendrée par les Br;(—L;(s1,...,Sp) + k) avec k € Z. Enfin soit B la
partie multiplicative engendrée par les Br. Cette famille convient pour le
THEOREME 1.2.

1.12. Appendice : démonstration du théoréme 1.7

Reprenons les notations du § 1.6. Posons
Ry (C[t)(8:)) @V C[t](8,) - v°,
Ry (C[t,t71](tdy)) @V Clt, t™1)(tdy) - v
= C[t]<t3t> ®¢ Clw,w™],
avec w; = t;v; ' € Ry (C[t)(0;)). On a
Ry (Clt,t71](t0,)) = R (C[t](84)) [w™]
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et on en déduit que Ry (C[t,t1](td;)) est plat sur Ry (C[t](8:)). De la
méme maniere, on voit que pour tout cone I' on a

Rey (Clt,t71)(t0r)) = Rry (C[t)(0y)) ® Ry (Clt,t7')(tdy)).

Ry (clil(e:))

On en déduit qu’il suffit de montrer le théoreme pour un C[t](0:)-
module A. Par un argument de fidele platitude et du fait de la compacité
de (P1)P, on est ramené & montrer le résultat pour un module N3 sur
anneau Dg.y,, qui est I'énoncé local montré dans [19]. U

2. Projectivité

2.1. Dualité et image directe. — Nous utiliserons ci-dessous les
résultats sur la dualité et 'image directe démontrés par exemple dans [6],
étendus au cas des Dx|[s]g-modules cohérents, ou B est une partie
multiplicative dans C[s]. Les démonstrations sont identiques, du fait que
lanneau de parametres C[s]p est un anneau noethérien régulier. Nous
noterons D le foncteur de dualité de D%, (Dx/[s|s) et de la méme maniére
celui de D% (C[s]g) (complexes bornés de C[s]g-modules & cohomologie
de type fini). On a un théoréme de bidualité D o D ~ Id et un théoréme
de dualité relative pour un morphisme propre 7 : X — Y : 7. D = D7,
Enfin, si M est un Drr-module holonome, nous noterons M* le Dr»p-
module holonome dual, a savoir le Drr-module a gauche correspondant
au Dre-module & droite Exth, (M, D) (voir par exemple [5]).

Soit M un Dre-module holonome et soit B une partie multiplicative
de C[s] construite comme au § 1.11. Nous allons montrer :

THEOREME 2.2. — Soit M le transformé de Mellin de M. Alors
Cls]s ®c[s) M est projectif de type fini sur C[s|p.

Le point-clé pour la démonstration du THEOREME 2.2 est la :

ProposiTION 2.3. — Dans les conditions de 2.2 on a un isomorphisme
dans la catégorie dérivée D®(Dx|[s]g)

Djs M(s]pt® ~ j D (M]s]st*).

Admettons ce résultat pour le moment. Le terme de droite dans la
proposition s’exprime & ’aide du lemme suivant :

LEMME 2.4. — On a D(M(s]t?) = M*[s]t™*.
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Preuve. — Fixons une résolution libre de M(TP) sur C[t,t~1](td;) :

e o Cl Y0 =R Clt, Y (0, — s

A Ot Y (8 — M — 0

oti -A; désigne la multiplication & droite par une matrice a ;41 lignes et r;
colonnes. Une résolution libre de M(s]t® est obtenue en considérant

oo —> C[t7 t-_17 5] <tat>T1 'Ai—l(tat—s) 5

AU | et L, s)(tBs)™ — M]s]t* — 0.

On en déduit, pour les faisceaux de cohomologie H7, que

HI (DM[s]t*) = { 0} Pt "7 70
M* st ~ M*[s]t™® pour j =0. []
Démonstration du théoréme 2.2. — Soit 7 la projection
X x SpecC[s]g — SpecC|s]s.
Ona Mg ¥ Cls)s ®cls) M = 7154+ M]s]st®. Donc :

DM = Dy j M]s|pt*
= m4+Dj; M[s]pt® (dualité relative pour un morphisme propre)
=m4j+DM]s]pt® (PROPOSITION 2.3)
=7m4jy M*[s]pt™® (LEMME 2.4 et platitude de C[s]g sur Cls]).

Si ¢ désigne linvolution s; — —s; (pour tout ¢ = 1,...,p) sur Cls] et
si M est un C[s]z-module, on note tM le C[s],z-module muni de Paction
composée avec t. Alors si M* est le transformé de Mellin de M*, on a :
DM g = w4 M [s]t™° = 190 *]p = o[M]5].
En particulier DM 3 est concentré en degré 0, c’est-a-dire
EthC[s]B (Mp,Cls]g) =0 pour j#0

et donc Mg est projectif sur Cls]z. []
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Remarque. — La démonstration ci-dessus montre aussi que (9*),z
est de type fini et projectif sur C[s],s (la projectivité utilise la bidualité
DDM(s|5t® ~ M(s]st® dans Dt , (Dx|s]s))-

2.5. D[s|g-modules spécialisables. — Avant de passer & la démons-
tration de 2.3, nous allons étendre & ’anneau D[s]g (ol B est ici une
partie multiplicative de C[s] et s = (s1,...,5p)) les notions et résultats
sur la spécialisation de D-modules (voir par exemple [13]). Soit donc Z
une variété algébrique hsse sur C et Y; une hypersurface lisse de Z.

Considérons sur Dz|s] s ¥ C[s] B ®c Dz la filtration

WV (Dzlsls) € Clsls ®c 'V(Dz),

ol 'VDy est la filtration de Dy associée & I'’hypersurface Y; : sur un
ouvert affine U de Z on a

WiDz(U) ={P € Dz(U) | P-Iy,(UY C Iy,(UY™* VjeZ}

si Ty, désigne I'idéal de Y;. Nous dirons qu'un Dz[s]z-module cohérent N
est spécialisable le long de (Y1,s1) si les deux propriétés suivantes sont
satisfaites :

(S1) Dans toute carte affine U de Z, si t; est une équation de Y7, il
existe une filtration !UN indexée par Z et bonne pour V;Dz[s|p qui
admet un polynéme de Bernstein, c’est-a-dire qu’il existe b; € C[A] — {0}
avec, pour tout k € Z,

b1(t10, + 51+ k) - YN C U N

(S2) Pour tout k € Z on a by(s; + k) € B.

De la méme maniére que dans [13], on vérifie les résultats suivants :
1) Si les propriétés (S;) et (Sz) sont satisfaites pour un bonne
filtration locale, elles le sont pour toute bonne filtration locale.
2) La catégorie des Dz[s|p-modules spécialisables le long de (Y3, s1)
est abélienne et stable par extensions.

3) Cette catégorie est aussi stable par dualité, de méme que la sous-
catégorie de D%, (Dz[s]g) formée des complexes & cohomologie spéciali-
sable. 11 suffit en effet de le montrer pour la premiere catégorie, et de plus
la question est locale. On procede dans ce cas comme dans loc. cit. en
considérant une résolution par des modules spécialisables élémentaires.
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Soient i3 : Yy — Z linclusion et j;3 : Z — Yy — Z linclusion
complémentaire. Si N est un Dz[s|g-module cohérent ou un objet de
Db, (Dzl[s]g), on note j11j; N le localisé de A/ hors de Y; et :

i144iN = RT[y, V.

On a un triangle distingué de D®(Dz[s]g) (voir [6, VI 8.3]) :

zl+le

\/

31+31
LeEMME 2.6. — Pour N dans D2, (Dz[s]g) & cohomologie spécialisable
le long de (Y1, s1), le morphisme
N — i i N
est un quasi-isomorphisme.

Démonstration. — D’une part le probleme est local sur Z et d’autre
part on peut se ramener au cas d'un Dz [s]g-module cohérent spécialisable.
Soit t; une équation de Y; dans une carte affine U de Z. Alors z{./\f est
représenté par le complexe

Nous allons montrer que i{N' =~ 0, autrement dit que la multiplication
par t; est bijective. Soit 1UA une filtration bonne pour 'V Dy[s]z. Pour
tout k € Z, le morphisme induit par la multiplication & gauche par t;

gl N 5 gl N
est bijectif : il suffit de voir que les composés 0;,t; et ¢10;, le sont; cela
résulte de ce que chacun a un polyndéme minimal dont le terme constant

est bi(s1 + k — 1) donc inversible dans C[s]g, d’aprés (Ss). Par ailleurs,
pour k < 0 'application

TN 251U N
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est bijective, puisque c’est vrai pour 1V Dz[s]g. On en déduit le lemme. []

On déduit de ce lemme et de la stabilité par dualité de la catégorie des
objets a cohomologie spécialisable les deux quasi-isomorphismes :

D(ji+ji N) < DN = 145 DN.

2.7.— Donnons-nous maintenant p hypersurfaces lisses Y7,...,Y, de Z
et considérons la catégorie des Dz[s]p-modules spécialisables séparément
le long de (Y1,81),...,(Yp,8p). Soit j : Z — | J/_,Y; — Z Dinclusion.
Pour tout N dans D?., (Dz[s]s) & cohomologie dans cette catégorie, le
morphisme naturel

N — i "N
est un quasi-isomorphisme. On le montre par récurrence sur p. On a
N 55 5N
et donc ji4+ ji" N reste dans la catégorie. Par suite, on a :
N 55 jay i (jirdi N).

Mais on a trivialement j j14+ = j1475 dans D®(Dz][s|g), de sorte qu’on
peut continuer le procédé. On en déduit, pour A dans cette catégorie, un
quasi-isomorphisme :

(2.8) D(j+"N) = j+j"DN.

Démonstration de la proposition 2.3. — Soient ¥ un éventail régulier
subdivisant (QP)*, px : Xs — X la modification propre associée et js :
TP — Xy l'inclusion. Il suffit de montrer que I’on a

Dsz. (M[S]Bts) ~ j2+D(M[S]BtS)
puisqu’en composant avec 'image directe par ps; on en déduit :
Djy (M[s]st°) ~ Dpsyjsy (M]s]st")

=~ p54Djsi (M]s]st®)
~ j,D(M]s]st?).

Par ailleurs, le probléeme est local sur Xy et il suffit de montrer que
I’'on a
Djr+ (M[S]gts) o~ jF+D(M[S]BtS)
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pour tout cone I' de ¥ et que le quasi-isomorphisme est compatible aux
restrictions lorsque I' est une face de T'.

Choisissons alors pour X D’éventail utilisé pour construire B (voir
§1.11) et soit I un cone de X. Supposons, pour simplifier les notations,
que T est de dimension p et contenu dans le premier octant de (QP)*.
Soient u;,. .., u, les coordonnées sur Xt considérées au § 1.9. Notons Yt ;
les hypersurfaces u; =0 (i = 1,...,p). Reprenons les notations introduites
dans la démonstration de la ProposIiTiON 1.10.

LEMME 2.9. — Dans ces conditions, jry M[s'|g.u® est spécialisable le

long de (Yr1,81),---, (Yr,p, 8p)-

Démonstration. — Soit m € (jr4M)(Xr) =~ M(T?). De la ProPOSI-
TION 1.10 appliquée & la p-filtration VC[u,u™!](ud,) - m on déduit, pour
tout ¢ = 1,...,p, des identités

BF,i(Uiaui) -m = u; Py(u, uly) - m

avec P; € Vo, 0C[u](0y) = Clu](udy) et Br;(—s;) € Br. On déduit que
pour tout 7 on a

Br.i(uiy, — 8)) - (mu®') = u; Py(u, udy — ') - (mu?),
ce qui implique que jry M[s']g.u® (= jryM]s|s.t*) est spécialisable le
long de chaque hypersurface Yt ;.

La compatibilité aux restrictions résulte de la construction de 2.7.
La ProposITION 2.3 est maintenant conséquence immédiate de ce lemme
et de (2.8). []

3. Liberté
Dans la suite, nous ne considererons que des parties multiplicatives B
de C[s] engendrées par une famille d’éléments de la forme

L(s)—a+k,

ou L parcourt un ensemble fini de formes linéaires & coefficients dans Z
premiers entre eux, o un ensemble fini A de nombres complexes et k
parcourt un sous-ensemble de Z. Nous allons montrer :

THEOREME 3.1. — Soit M un systéeme algébrique holonome d’EDEF.
1l existe une partie multiplicative B telle que Mp soit libre de type fini
sur C[s]g.
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Démonstration du théoréme 0.6.— Soit 90 (s) un systéme rationnel ho-
lonome d’EDF de dimension 7. D’apres [11, th. 1.2.1], il existe un systéme
algébrique holonome 9 avec M(s) = C(s) ®¢[s) M et le THEOREME 3.1
nous fournit B tel que Mg soit C[s|p-libre (de rang r). Soit m une base
de Mp. Alors pour tout i = 1,...,p la matrice de 7; et celle de Ti_l sont
& éléments dans C[s]s (puisque 9 5 est stable par 7; et 7, 1), ce qui est le
résultat voulu. []

Démonstration du théoréme 3.1.

LeMmME 3.2. — I suffit de montrer le théoréme pour les modules sans
Cls]-torsion.

Démonstration. — En effet, soit M’ la C[s]-torsion de M. On vérifie
facilement que M’ est un C[s](r, 7~!)-sous-module de type fini de 9. Par
suite, d’apres le théoreme de finitude 1.2, il existe B’ avec My, = {0} et
on en déduit le lemme. []

DerFINITION 3.3. — Un réseau M de M(s) est un sous-C[s]-module de
type fini de 9 tel que C(s) ®c[q) M = M(s).

Dans la suite, nous supposerons que 9 n’a pas de C[s]-torsion. Le cas
ol p = 1 se démontre comme suit : soit M un réseau de M (s) contenu
dans 9 (Dexistence d’un tel réseau est immédiate). Si M est sans C|s]-
torsion, il en est de méme de M et donc N est libre sur C[s]. Soit B
une partie multiplicative (donnée par le THEOREME 1.2 par exemple) telle
que M soit de type fini sur C[s]z. Puisque

C(S) ®C[s]5 mB = C(S) ®C[s]5 WIB,

il existe B’ engendrée par un nombre fini d’éléments telle que Npup =
M pup. Mais BU B’ a la forme voulue, car p = 1, d’ou le résultat.

Pour p quelconque, le choix d’un réseau n’est pas aussi simple. Nous
allons d’abord considérer le comportement par restriction & un hyperplan.
Soit L une forme linéaire comme plus haut, « € C et notons Hy ,
Ihyperplan d’équation L(s) — a = 0 dans CP. Choisissons des formes
linéaires Ly,...,Lp_1,L, = L qui forment une base de Z? C (QP)*. Le
tore T se décompose alors en produit 78" x T ot T est de dimension 1.
La projection TP — T'X est donnée par

(t1, - tp) — t1h - thp = tF

si £1,...,4p sont les coefficients de L. Soit enfin N o le Dyr-module
engendré par u®, si u =t~ est la coordonnée choisie sur 7.
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LEMME 3.4. — Soient M un Dre-module holonome et M (M) son
transformé de Mellin. Soit iy, o : Hp o — CP Uinclusion. Alors les groupes
de cohomologie de Lij 9 (M) sont des systémes holonomes d’EDF sur
Hp,o. Si M(M) n'a pas de C|s]-torsion, on a Li} 9 (M) =i} ,M(M).

Démonstration. — On voit d’abord que
Li} ,M(M) = Li} oM (M ®04, Nio) -

On est ainsi ramené au cas o a = 0. Alors Lij (9 (M) = M (pr+ M)

sipr : TP — Tf_l est la projection. Ceci donne ’holonomie. Enfin la
derniére assertion est claire. []

Remarque. — Puisque N, o = N o4k pour tout k& € Z, on voit que,

par une identification évidente on a :

Li} (M (M) = L} o (M),

Le choix d’un réseau est donné par la proposition ci-dessous, qui
généralise [11, cor. 2.5.2].

ProprosITION 3.5. — Soit B une partie multiplicative comme au §1.11.
Il existe alors un réseau M C M tel que :

1) N =Mpg.
2) Pour tout hyperplan H = Hy, o de CP d’équation L(s) —a ¢ B
(avec L et o comme plus haut) on a :

(mlH)B|H = (m|H)B|H :

3) Pour tous L,a tels que L(s) — a € B, il existe deux systémes
holonomes M, , et M7 , sur H = Hp, o tels qu’on ait une suite ezacte :

0— ( ,L,a)B|H - (mlH)Bm - (imlH)mH - (Sm/L/ya)mH — 0.
Nous avons noté
Mg = C[s]/(L(s) — @) ®cs) N = C[s]/(L(s) — ) ®gs N
et de méme pour M (la deuxieme égalité est due au fait que M est supposé
sans C[s]-torsion). De méme, B|H est I'image de B — (L(s) — «)C[s] dans
C[s]/(L(s) — a). La proposition sera montrée plus loin.
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COROLLAIRE 3.6.— Si M est un réseau satisfaisant les propriétés de 3.5,
il existe une partie multiplicative B’ telle que Mp: soit localement libre
sur C[s]g: et que pour tout hyperplan H d’équation L(s) —a =0 (comme
plus haut) (M| g)pr | soit localement libre sur (C[s]/(L(s) — @) g -

Démonstration du corollaire. — Pour M et B comme en 3.5, on
a Mg = Mp, donc Mg est localement libre sur Cls|g d’apres le
THEOREME 2.2. Il existe par suite, puisque M est de type fini sur Cl[s],
une partie B” contenue dans B et engendrée par un nombre fini de fonc-
tions affines telle que M~ soit localement libre sur C[s|g.

Soit H un hyperplan. Si ’équation de H n’est pas dans B”, ’assertion
du corollaire est claire. Supposons donc que H = Hp , est dans B”.
1l existe une partie multiplicative B(H) C C[s] telle que les modules

(szl,a)zs(]{)m ’ [Ker (mlH - imll':,a)]B(H)[H

soient localement libres sur ’anneau des polynémes sur H localisé hors
de B(H)|H.

Nous prenons alors pour B’ la partie multiplicative engendrée par B” et
les B(H) pour H dans B”, qui convient, d’aprés la ProposiTioN 3.5. []

Nous allons maintenant appliquer le théoreme de Quillen-Souslin sous
la forme du théoréme 3 de [18]. Pour cela, soit P € Cls] tel que le
localisé 9 (p) soit libre sur C[s]( P), ou I est un réseau donné par la
ProrosiTion 3.5. Quitte a faire un changement linéaire rationnel de
coordonnées sy, ..., s, (ce qui ne change pas la forme des éléments de B),
nous pouvons supposer que P est sous forme de Weierstrass relativement
a sp. Considérons alors la projection sur les (p—1) premieres coordonnées.

LEMME 3.7. — Il existe une partie multiplicative B,_1 C Clsy, ..., Sp—1]
telle que Np,_, soit projectif sur Cls1,...,sp_1]B,_,[Sp)-

Démonstration. — Commencons par définir la partie B,_1. Reprenons
pour cela les notations du COROLLAIRE 3.6. Pour tout hyperplan H défini
par un élément de B, B(H)|H est engendrée par une famille de fonctions
affines sur H. Projetons les hyperplans correspondants dans CP~! (pour
tout H de B”) : on obtient une famille d’hyperplans de CP~!. Par défi-
nition, B,_; est engendré par les (images inverses des) fonctions affines
s’annulant sur un hyperplan de cette famille. Pour montrer que MNp,_,
est projectif, il suffit de montrer que MNp,_, est localement libre en tout
point d’un hyperplan H défini par un élément de B”. Cela résulte de la
définition de B(H) | H. []
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Nous voyons alors que si I’on pose A = C[sy,...,sp-1]5,_; et si A(sp)
désigne l'anneau obtenu & partir de A[sp] en inversant la famille des
polynomes de Weierstrass relativement & s, le C[s]-module 2N vérifie :

1) Mp,_, est A[sp]-projectif;
2) A(sp) ®as,) NB,_, est A(sp)-libre (puisque 9N (p) est libre sur
Clsl(p))-

Le théoréme 3 de loc. cit. montre que My, , est A[sp]-libre et donc,
si B désigne la partie multiplicative engendrée dans C[s] par Bp_; et
la partie donnée par 3.5, Mp (= MNpg) est C[s]g-libre, ce qui montre le
TakoriME 3.1. []

Remarque. — Nous avons en fait montré le résultat suivant : pour toute
projection linéaire assez générale 7 : CP — CP~! et dont les composantes
sont des formes linéaires & coefficients dans Q, le module N est libre en
restriction & 'ouvert U, complémentaire dans CP de la famille formée
des hyperplans de B” et des hyperplans de la forme 7~ 'w(H'), ou H' est
un élément de B(H)|H, avec H € B’. La famille d’ouverts U, pour 7
variant dans un ensemble dense de projections, forme un recouvrement de
Pouvert U = CP — (Jy < H. On obtient ainsi tous les résultats énoncés
au §0.7.

Démonstration de la proposition 3.5. — Nous allons reprendre les
constructions faites au § 1.6. Plagons-nous dans la carte C? de X = (P!)?
de coordonnées ti,...,t, et soient VC[t](d;) et VC[t,t~1](td;) les p-
filtrations introduites au § 1.6. Soit UM (TP) une p-filtration bonne pour
VClt,t71](td;) d’un C[t, t~!](t0;)-module holonome M(TP). Par exemple,
si m € M(TP) est un générateur, on peut prendre :

UM(T?) = VC[t,t~!](td;) - m.

Soit ©F un éventail de platitude pour UM(TP) et notons sk'(E+)
I'ensemble des formes linéaires primitives sur le 1-squelette de ¥+, Alors
la p-filtration UM (TP) définie pour o € Z? par

TMTP) = () FUpoyM(T?)

Lesk!(2+)

est bonne pour VC[t,t~1](t;). De plus, le terme de gauche ne dépend pas
de Véventail de platitude choisi. Pour construire un réseau 9 nous allons
prendre lintersection de tels U, M(TP) pour les différentes cartes de X.

Soit ¢ = (e1,...,€p) avec g; = =1. Chaque ¢ correspond & une
carte X, de X, & savoir la carte centrée en t;° = 0 pour tout i.
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Notons ¢V C[t,t~](t0;) la p-filtration correspondante, pour laquelle ¢; est
de degré —e;. Si m € M(TP) est un générateur, posons

SUM(TP) =V C[t, t " |(td;) - m,

TMITP) = [ ULy M(T?)

Lesk!(z)

ol It est un éventail de platitude pour SUM(T?).

Soit (67,07) € ZP x ZP et posons, pour chaque ¢,
ol®) = (0_551), ... ,al(fp)).
Soit enfin :

N =Ni+o-)= ﬂ ﬂ [L’SUL(U(E))M(T”)].

€ Leskl(zt)

LEMME 3.8. — N est un C[td;]-module de type fini.

Admettons ce lemme. Nous allons voir que si 9 désigne le C[s]-sous-
module correspondant & A par transformation de Mellin de M, alors N
est un réseau satisfaisant les propriétés de 3.5. Fixons ¢ et L € sk!(X7).
Notons M(TP) = 9. La relation de Bernstein dans la direction L
implique, apres localisation hors de la partie B donnée par (1.11), que
Iinclusion YUy < LUy, 19 est un isomorphisme pour tout A € Z (nous
identifions ici s et —td;). On en déduit que Ng = Mg, d’ott la premiere
partie.

Soit H = Hy, o 'hyperplan d’équation L(s)—a = 0. Si L(s)—a ¢ B, on
peut restreindre a H 1’égalité précédente pour obtenir le deuxiéme point.
Supposons donc que L(s) —a € B et notons By = B — (L(s) — a)C[s].
Pour simplifier les notations, nous supposerons que les coefficients de L
sont > 0. Alors le méme argument que ci-dessus montre que Mg, est
isomorphe a
Fuyom n~tu,mig,

avec A = L(cCV), u= ~L(eM®)et 1= (1,...,1), =1 = (=1,...,-1).
Nous avons aussi noté ~LU = ~LMy,
Puisqu’on suppose 9t sans torsion, on a

[LU,\SITZ N _LUMZUI] |H

L(s)—a

= Coker | “Uxa N ~LU, Lm0 ~tu,m|
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et on en déduit une application :
L ~L
Pour montrer que Kera (= M7 ) et Cokera (= MY ,) sont deux
systemes holonomes sur H, il suffit de le montrer pour les deux appli-

cations b et ¢ :

b
[LUXEU(]H'I mlH?

Considérons d’abord le diagramme de suites exactes :

L(s)-
0 - fuym — 2, Iym —— UMy — 0

Alors Kerb et Cokerbd sont respectivement égaux au noyau et co-
noyau de :

L(s)—«
—_—

(3.9) m /LU \m m/LUsom.

On filtre ce quotient par ZUM et on remarque que si ¢ est assez grand,
P’application
L —_
gr,?”zm ——Lﬂ—a—> grEUSJ?
est bijective en considérant le polynéme minimal de L(s) sur ce gradué.
On peut donc remplacer (3.9) par

L(s)—a
_—

LU@WI/LU,\ZUI LU[QJT/LU)\WT

pour £ > ) assez grand. De plus, on voit que ~“U9 induit sur ce quotient
une filtration finie, toujours en considérant le polynéme minimal de L(s)
sur ce quotient (voir [11, lemme 2.5.6]).
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Le méme argument montre que Ker ¢ et Coker ¢ sont égaux au noyau
et conoyau de

Lugm n~fu,m /Um0 ~tu,m

L(S)_Ot LU[QJT N _LU#QJ?/LUADJT N _LU/_Lm-

On vérifie maintenant que pour tout £, grjUiUl est un systeme holonome
d’EDF & (p — 1) variables : supposons d’abord que L soit la forme linéaire
associée & la coordonnée s,. Si on considére la compactification X = P! x
- xPY de TP et si Y est 'hypersurface t, = 0, alors gr?U (j+ M) est un
Dy-module cohérent pour tout £ car il est grg VDx =Dy [tpatp]-cohérent
et t,0;, y admet un polynéme minimal. On montre aussi qu’il est Dy-
holonome (voir par exemple [13]). Ceci donne le résultat lorsque L(s) = sp.
Dans le cas général, on considere la décomposition déja introduite TP =
Tf_l x TL et on applique le méme argument & une compactification

respectant cette décomposition. Ceci termine la preuve de la PRoPoSITION
3.5. []

Démonstration du lemme 3.8. — Avant de montrer le lemme, nous
allons montrer un énoncé analogue mais plus simple. Soit D le diviseur
X —TP? et Ip son idéal dans Ox. Soit Vo Dx le sous-faisceau de Dx formé
localement des opérateurs qui préservent toute puissance de Zp. Fixons
des coordonnées dans la carte CP déja considérée (¢ = 1). Considérons le
recouvrement de X par les ouverts (2 intersections de cartes X, introduites
plus haut. Pour tout tel ouvert €2 on a une identification

VoDx () =~ O(Q)(t0;)

compatible avec les morphismes de restriction. Soit & un VoD x-module a
gauche cohérent. Alors les groupes de cohomologie H*(X,U) sont munis
d’une structure de C[td;]-module, ce qu’on voit en considérant le complexe
de Cech de U relatif & ce recouvrement et I’identification ci-dessus.

AsserTION 3.10. — Ce sont des C[td;]-modules de type fini.

En effet, on se rameéne par des arguments standards au cas ou U =
VoDx Qo F ou F est Ox-cohérent. On a alors U(Q) ~ C[td] ®c F(Q)
et par suite :

H*(X,U) ~ C[td) ®c H* (X, F). [J
Soit maintenant Q2 un ouvert du recouvrement considéré. On peut écrire

Q=C% x Cl= x (C*)!
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avec Jo || Joo | |1 = {1,...,p}, Porigine de C”° est donnée par t; = 0 pour
j € Jo et celle de C’= par t; = 0o pour j € Ju. On définit une filtration
de C[t,t1)(td;) indexée par Z¢4(JoUJ<) en posant

MW ClEt (A0 = > Voy oy o Clt t711(t0),

or€z!

ou ¢ correspond & une carte quelconque X, contenant  (c’est-a-dire
gj=1sije Jyete; = —1sij € Jy). Le résultat ne dépend pas de
la carte X, choisie. La multi-filtration ?VC|t,t~1](t0;) induit une multi-
filtration ®V O(Q)(td;) et on voit comme dans le cas des cartes Q. que

Uy M(TP) ¥ Vet t7(t,) - m € M(TP)

est une multi-filtration bonne pour VCIt,t!](t0;) et en particulier

chaque terme
UM(TP) 65405,

est de type fini sur YV O(Q)(t0;).
Fixons (¢,07) € ZP x ZP et posons

U+ o) (D) = Uy o7 yMT?)

pour tout ouvert 2. Par construction et du fait de la remarque ci-dessus,
U(o+,0-) est un faisceau VoD x-cohérent. On déduit en particulier de 3.10
que T'(X,Us+ ,-)) est de type fini sur C[td;]. En utilisant I'inclusion
Uo+,5-1(2) C M(T?) pour tout §2, on en déduit que

D(X, Uit o)) = ﬂ“%;;o o5 yM(T?)
Q

I'intersection étant prise sur tous les ouverts du recouvrement.

Esquissons maintenant la preuve du LEmMME 3.8. On choisit pour
tout ¢ un éventail de platitude Xt pour la p-filtration SUM(TP) =
cVClt, t~1|(td;) - m. Soit ¥ un éventail (régulier) définissant une modi-
fication propre

pPx : Xz; — X.

Tout € définit une carte X, de X et aussi un octant de (Q?)*, image du
premier octant par ’application linéaire diagonale de matrice :

€1
A =

€p
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Soit &} la trace sur le premier octant de A.(X). Nous supposerons que X}
raffine 3’7 pour tout e, autrement dit que X} est aussi un éventail
de platitude pour SUM(TP). Soit Ds le diviseur & croisements nor-
maux Xx — TP. On définit de maniére analogue a ce qu’on a fait plus haut
un faisceau Vo Dxy, et on a un énoncé de finitude pour les sections globales
d’un VpDx.-module cohérent. On définit alors un faisceau ZU(0+,U—) qui
est VoDxy-cohérent : par exemple, si I' est un cone de X dans le premier
octant, I" correspond & un ouvert affine Xr de Xy et on pose

Uio+,o-y(Xr) = TUp+ M(TP)
avec les notations déja utilisées de [19]. Du fait de la platitude, on a

TUM@TP) = () “UpenyM(T?)
Lesk!(T)

d’apres loc. cit. Alors le LEMME 3.8 résulte du fait que :

N+ ,o-) = T( Xz, U+ oy M(TP)). [
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