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Probléme concernant les courbes planes du troisicme degré;
par M. Harenen.

(Séance du 5 novembre 1880.)

1. Le probléme que je me propose de traiter est le suivant :

Etant donnée une courbe plane du troisiéme degré, trouver
une courbe de la troisiéme classe qui soit tangente d la proposée
en neuf points.

D’aprés une élégante proposition due 8 M. Cremona ('), la /Zes-
stenne et la cayleyenne d’'un méme réseau de coniques sont tan-
gentes entre elles en neuf points. Ces courbes sont respectivement
du troisiéme degré et de la troisiéme classe. De plus, toute courbe
du troisiéme degré est, de trois maniéres différentes, la hessienne
d’un réseau de coniques. Il lui correspond donc trois cayleyennes,
qui, toutes trois, donnent des solutions du probléme que je viens
d’énoncer. Ainsi trois solutions sont déja connues. Il s’agit de
reconnaitre s’il en existe d’autres, si méme le probléme est déter-
miné : dans un cas particulier, en effet, comme je vais le montrer
pour commencer, il existe une infinité de solutions.

Le résultat auquel je parviens est celui-ci:

1° 8¢ la cubique donnée est équianharmonique, le probléme
admet une infinité de solutions. Les courbes de troisiéme classe
touchant la cubique en neuf points forment un systéme dont
ne font pas partie les trois cayleyennes. Ces derniéres donnent,
en outre, trots solutions tsolées.

2° Si la cubique n’est pas équianharmonique, il n’v a pas
d’autre solution que les trois cayleyennes.

J’entre maintenant en matiére, et j’avertis le lecteur que j’emploie
les caractéres italiques pour les coordonnées des points, les carac-
téres grecs pour les coordonnées des droites. Ainsi z,, x,, 3 sont
les coordonnées homogénes du point z, et§,, &, &; les coordonnées
homogeénes de la droite .

(*) Introdusione ad una teoria geometrica delle curve piane, p. 116. Voir
C¢galement Piceuer, Systémes ponctuels et tangenticls de sections coniques, p. 106.
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2. Soient les deux courbes
(1) zi+xy +xi=o0,
3 3 3
(2) M2t + ot + M =o.

Je me propose de déterminer les constantes A de telle sorte que
ces courbes se touchent. Je fais, pour un instant, 3 = y2. Le pro-
bléme est alors le méme que celui d’établir le contact entre une
conique et une droite; les deux équations se changent effectivement
en celles-ci :

Yi+ryi+tri=o,
MY1+ Xy + Ays=o.

La condition de contact est

(3) A A4+ AE=o.

Soit supposée remplie cette condition. La conique et la droite se
touchent en un point y. Mais les équations

riyiiiaily;iially;

font correspondre au point y reuf points z. Donc, sous la con-
dition (3), les courbes (1) et (2) se touchent en neuf points. Or
la courbe (1) est une cubique équianharmonique, la courbe (2) est
une courbe de troisi¢éme classe, également équianharmonique;
ainsi' toute cubique équianharmonique est l’enveloppe d’un
systéme de courbes de troisiéme classe, dont chacune la touche
en neuf points.

Cette propriété n’appartient pas aux autres cubiques; pour le
faire voir, je vais d’abord démontrer un lemme.

3. Lemme. — 1° Par les neuf points de rebroussement d’une
courbe de troisiéme classe (a) passe une et une seule courbe du
troisieme degré (a).

2° Si Pon donne (a), la courbe (a) de troisiéme classe assu-
Jjettie a avoir ses neuf points de rebroussement sur (a) est déter-
minée de trois maniéres. Il y a exception dans le seul cas ot (a)
se compose de trois droites : s’il en est ainsi, il y a une infinité
de courbes (a) et elles sont équianharmoniques.

IX. 7



— 98 —

Soit la courbe (2.) représentée par I'équation tangentielle
(1) B+ &+ E+6af L =o.

Désignons par w une racine cubique de I'unité. Les coordonnées
ponctuelles des neuf points de rebroussement s’obtiennent de la
sorte : pour I'un d’eux on a

Tilwllz, it iy — 24,

et 'on obtient tous les autres en permutant les indices 1, 2, 3 et
en changeant la racine cubique w. Par ces neuf points nous devons
mener une courbe du troisiéme degré. Je, partage les termes de
I'équation de cette courbe en trois groupes Py, P,, P,, comme il
sutt ©

Py=a,2} + a,x} + ayx} + 6ax,z,2,,

Py=czy2t + cyx32t + c3y 2l

Py=d 32} + dyz 2k + dycyx?,
en sorte que

Py+Pi+Py=o0

est une équation générale du troisiéme degré. La propriété qui dis-
tingue les trois groupes Py, P, P, consiste en ce que, si I'on rem-
place z,, z, par 0z, et w?x,, chacun de ces groupes se reproduit
multiplié par une puissance de v dont I'exposant coincide avec
I'indice de ce groupe. Considérons donc successivement les trois
points (1,1,— 2a), (v, w?, —2a), (w?, w,— 2a), 0l w est mainte-
nant imaginaire. Etant mises dans Py, P,, P, les coordonnées du
premier point, nous avons les trois équations

P+ P+ Py=o,
Po+w P+ w?P, =0,
Py+ 0P+ 0w Py =—o,
c'est-a-dire
Py=o0, P,=o0, P,—o.

Les équations relatives aux autres points s’obtiennent par la per-
mutation des indices dans ces derniéres équations. De la résvlte
cette conséquence : Py et P, sont identiquement nuls, et P, a la
forme

Po—=a(xd+ad+ ad)+ (1 — §23) xy 225,
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Le seul cas d’exception ol P, et P; ne sont pas identiquement nuls
a lieu sous la condition 8«3+ 1= o, qui caractérise la réduction
de la courbe (4) a trois points. Ce cas écarté, nous trouvons pour
unique solution la cubique

(5) 2} + 23+ 23+ bax, x5 =0,
dont le paramétre a est donné par la formule

1— 423

(6) a:——-ga—-

Ceci démontre la premiére partie du lemme. La seconde partie s’en
déduit aisément. Effectivement les courbes (4) et (5) étant simul-
tanément réduites aux équations canoniques, on voit que, si I'on
donne I'équation (5) pour la courbe (&), on en conclura I’équation
(4) pourlacourbe (a), et le paramétre a, susceptible de trois déter-
minations, sera fourni par la relation (6).

11 y a toutefois exception pour le cas ou I'équation (5) se réduit
a son dernier terme, x,z,x3= 0. Ce cas provient de I'hypothése
a=o0. S'il en est ainsi, la courbe («) a une infinité de déterri-
nations, dont la forme est

w63+ el + meti=o,

et dans laquelle les coefficients (. sont entiérement arbitraires. On
sait en effet que, pour une courbe de troisi¢éme classe équianhar-
monique, les points de rebroussement sont distribués sur trois
droites.

C’est aussi le méme cas d’exception qui s’offre si I'on suppose
que I'équation (3), bien que compléte, représente trois droites,
c’est-a-dire sil’on suppose 8 a3+ 1 = o. Il ¢st bien vrai que I'équa-
tion simultanée des trois droites, mise sous la forme (5), conduit
de trois maniéres seulement a 'équation (4). Mais I’équation des
trois droites peut étre mise d’une infinité de maniéres sous la
forme (5). Les conclusions sont donc ici les mémes que dans le cas
précédent ; la seconde partie du lemme est pleinement justifiée.

4. Au moyen de ce lemme, je peux maintenant prouver que /la
cubique équianharmonique est la seule cubique qui soit tan-
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gente en neuf points « chacune des courbes de troisiéme classe
Sfaisant partie d’un systéme. ‘

Soit (b) une cubique donnée, que je suppose étre 'enveloppe de
courbes () de troisiéme classe, touchant chacune (&) en neuf
points. Envisageons une de ces courbes () et les neuf tangentes
qu’elle a en commun avec (). Ces tangentes lui sont aussi com-
munes avec la courbe du systéme qui différe infiniment peu de ().
Elles sont donc les pivots d’un faisceau tangentiel de courbes de
troisiéme classe a -+ pa’= o. La cubique (/) est tangente aux neuf
pivots de ce faisceau. Son équation tangenticlle est du sixiéme degré.
Cette équation tangentielle a donc pour premier membre une forme
quadratique homogéne de o et o'. En désignant par 3, B/, B’ trois
combinaisons linéaires convenables de 2, ', je peux écrire I'équa-
tion tangentielle de () sous la forme

31— pp'=o.

Jen conclus que la cubique (&) est 'enveloppe des courbes du
systéme défini par I'équation

() A2B 422+ §'=o.

Ces courbes, dont 'une est (), sont de troisiéme classe, et
touchent chacune (&) en neuf points. Le systéme (7) constitue soit
la totalité, soit une partie du systéme supposé. C'est sur ce systéme
(7) que je vais maintenant raisonner. I)’aprés la forme de son équa-
tion, ce systéme a une caractéristique égale a 2 : c’est la caracté-
ristique v, nombre des courbes qui sont tangentes & une droite
donnée arbitrairement. Mais par un point de (b), qui est 'enve-
loppe, passc une seule courbe du systéme, comptant deux fois.
L’autre caractéristique ., nombre des courbes qui passent par un
point arbitraire, est donc aussi égale a4 2. En conséquence, le
systtme (7) constitue la coincidence principale d'un connexe
d’ovdre 2 et de classe 2, connexe qui sera représenté par une équa-
tion doublement quadratique entre les coordonnées d'un point x
et celle d'une droite §, f(z,§) = o.

Linvisageant les § comme des constantes, je forme I'équation
tangentielle de la conique f= o, et j'emploie les mémes lettres §
pour les coordonnées de la tangente. Je définis ainsi ’enveloppe
des droites & qui jouissent de cette propriété : les deux points z
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situés sur § et correspondant a £ dans le connexe coincident entre
eux. D’aprés les hypothéses, la cubique () fait partie de cette
enveloppe; mais cette enveloppe est de sixieme classe comme (b).
Donc (b) est toute cette enveloppe.

De méme, les points.x par chacun desquels passent deux droites
lui correspondant dans le connexe et coincidant entre elles ont un
lieu dua sixiéme degré, dont I'équation s’obtient d’une maniére
analogue. Or (0) fait partie de ce lieu. L’autre partie est donc une
autre cubique (a), qui est nécessairement le lieu des points de
rebroussement des courbes du systéme.

Ainsi, dans un systéme tel que (7), toutes les courbes de troi-
siéme, classe qui le composent ont leurs points de rebroussement
sur une cubique (). Cela est en opposition avec le lemme, sauf
le seul cas ol ces courbes sont équianharmoniques, et ou leurs
équations sont toutes simultanément réduites a la forme

(8) : e €2 4 ekl + mafli=o.

Il en résulte immédiatement que la cubique (0) a nécessairement
une équation de la forme

9) had+ had+ hal—=o,

et I'on retrouve ainsi le seul cas possible, qui est celui dont U'exis-
tence a été prouvée au n° 2.

5. L’analyse précédente permet de tirer encore une autre con-
clusion, comme on va voir. Cette analyse découle de I'hypothése
que les neuf tangentes communes 4 (b) et a («) sont les pivots d’un
faisceau tangentiel & 4 pa’= 0. On voit ainsi que cette hypothése
est impossible, sauf le cas ot () et («) sont représentées simulta-
nément par des équations telles que (9) et (8).

Ecartant dorénavant le cas tout spécial traité dans le n° 2, je
peux donc dire que, si une courbe du troisi¢éme degré et une
courbe de troisiéme classe ont neuf contacts, les neuf tangentes
commaunes n’appartiennent & aucune autre courbe de troisiéme
classe.

A quoi j'ajoute le fait corrélatif : les neuf points de contact n’ap-
partiennent & aucune autre courbe du troisieme degré.
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C’est celte derniére conséquence qui va me permettre d’achever
la solution du probléme ; je ferai maintenant intervenir la représen-
tation des courbes cubiques par les fonctions elliptiques.

6. J'envisage un argument u; les coordonnées d'un point de la
cubique proposée (a) sont des fonctions uniformes de u, aux
périodes ®, w’, ayant les mémes infinis, au nombre de trois, dans
le parallélogramme des périodes. J'ajoute encorela supposition habi-
tuelle que I'argument u ‘est choisi de telle sorte qu’il soit nul pour
un des points'd’inflexion de (a).

Je cherche une courbe de troisi¢me classe («), tangente a (a) en
aeuf points. Soient u,, u,, ... les arguments de ces neuf points.
D’aprés un théoréme bien connu, on aura entre ces arguments la
relation

2(Up+uy+...)=mw + m'e,

ol m et m' seront deux nombres entiers. De 13 quatre cas a distin-
guer, savoir :

Uy—+ Uy ~+...=0,
Uy + Uy~ .. = —)
2
m/
g4 Uy .. = —>
2
o+
g+ u,+...z——2———-

Le premier de ces cas est celui ol les neuf points appartiennent a
une infinité de courbes du troisiéme degré. Il ne peut y corres-
pondre aucune solution, comme je viens de le prouver au n° 5. I
reste donc a envisager les trois autres cas. Je vais montrer d’abord
qu’a chacun de ces trois derniers correspond une solution et que
ces trois solutions fournissent les trois cayleyennes. Je ferai voir
ensuite qu’il n’existe aucune autre solution.

w4+
2
Prenons les arguments 0, ¢4, . . .,vy des neuf points d'inflexion et

ajoutons k a chacun d’eux. Nous formons ainsi neuf arguments

. . .. u
7. Soit A I'une quelconque des trois demi-périodes —> —»
2’ a2
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Wy, Wy, W, ..., dont la forme générale est

mw m's’

W:—3—+ —3—+/l,

m et m' étant des nombres entiers. J'ai, d’aprés cette forme,
Wy W+ Wy ..=h,

Ainsi ces neuf arguments & donnent pour somme une demi-
période, comme il doit arriver pour les arguments des neuf points
de contact de (@) et de la courbe cherchée (a). Je vais prouver
qu’effectivement les arguments o déterminent neuf pareils points.
Je prends les tangentes en ces neuf points, et je détermine la
courbe de troisiéme classe («) tangente a ces neuf droites. Il faudra
montrer que () est tangente & (a) aux neuf points dont les argu-
ments sont wy, Wy, Way o ..

Jobserve d’abord que le groupe w,, w,, w,, ... n’est pas altéré si

mo m'w' , .
I'on change w en = w + - +—goomet m' étant deux entiers

quelconques. Les dix-huit substitutions correspondantes ont une
expression trés simple quand la cubique est représentée en coor-
données ponctuelles par I'équation canonique. Elles ont pour effet
d’échanger les indices 1, 2, 3 des coordonnées x et aussi de changer
Zyy gy Ty €N WLy, 02Ty, Ty, w étant une racine cubique de I'unité.
Les mémes échanges ont simultanément lieu pour les coordonnées
tangentielles. De 1la résulte, par une analyse toute semblable a
celle du n° 3, que I’équation tangentielle de la courbe («), déter-
minée par les neuf tangentes que j’ai choisies, est réduite a la
forme canonique en méme temps que I’équation ponctuelle de la
courbe (a).

Les courbes (@) et («) ont en commun neuf autres tangentes,
qui touchent () en des points dont je désigne les arguments par
Wy, #,,.... La somme des dix-huit arguments devant faire une
période, j’ai aussi

(10) Wy w, +wy+...=h.

En outre, 'équation de (a) est réduite a la forme canonique en
y 1€q q
méme temps que celle de (@). Donc la courbe («) reste inaltérée
par les dix-huit substitutions homographiques qui n’altérent pas
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(a). Ces substitutions conservent donc le groupe des dix-huit
points Wy, Wy, ..., Wy, #,, .... Elles conservent déja le premier
groupe de neuf points; elles conservent donc aussi le second. En

employant seulement les neuf substitutions qui changent o'
! '

mw m'e' .

en o —1—-—3— -+ 37 Je peux représenter les neuf arguments
, . , mo m'sw'

w,, W,,... par l'expression générale v, 4 =+ g En em-

ployant une des neuf autres substitutions, je trouve que — v, doit

coincider avéc un des arguments précédents, ce qui me donne
mw m'e
6 6

LR—
9V0=

Je peux écrire encore sous une autre forme

—

(o)

I

mw
3 -+ + I,

=)

I’ étant, comme h, une des demi-périodes. 1l s’ensuit
Wy o, o, . =N

Donc, a cause de (10), 2’ coincide avec A et le groupe w', ', ...
avec le groupe wy, w,,.... Donc la courbe (a) est tangente a la
cubique (a) en neuf points, comme il fallait le démontrer.

-8. La courbe () ainsi trouvée est rédaite & la forme canonique
en méme temps que (a). Elle est choisie de trois maniéres diffé-
rentes, suivant la demi-période & que l'on a employée. On voit
aussi que les trois courbes (a) obtenues de la sorte sontles seules
qui soient réduites a la forme canonique en méme temps que (a).
Cette propriété de réduction simultanée a lieu aussi pour les trois
cayleyennes. Par suite, étant connu le théoréme de M. Cremona,
on peut conclure que les trois courbes (&) sont les cayleyennes
des trois réseaux dont (a) est la hessienne. Je vais revenir sur
la démonstration directe de ce fait; mais, pour le moment, j’ajoute
cette conséquence immédiate de I'analyse précédente : Les points
de contact d’une cubique (a) avec les cayleyennes (), («'), (o)
des trois réseaux dont (a) est la hessienne sont des points sex-

tactiques de (a), de (), (o) et («").
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Les vingt-sept points sextactiques de (a) se partagent en trots
groupes de neuf points, chaque groupe se transformant en lui-
méme par lessubstitutions homographiques qui conservent cette
cubique. Les points d’un méme groupe sont les points de con-
tact avec une méme cayleyenne.

La seule partie de cet énoncé dont la démonstration immédiate
ne soit pas contenue dans I'analyse précédente consiste dans cette
propriété : les points de contact sont sextactiques sur (o), (o), (a).
Mais cela résulte par dualité de la propriété qui précéde, puisque (a)
et (a) jouent un rdle symétrique 'une par rapport a I'autre. On
retrouve ainsi cette propriété si connue que la liaison entre la
hessienne et la cayleyenne d’un méme réseau de coniques se
conserve dans les transformations corrélatives.

9. Pour la commodité du lecteur, je place ici une démonstration
directe du théoréme de M. Cremona.
En prenant pour point de départ une cubique

23} + x§ + 2} + 6Axy2ry23—=0,
on a pour sa hessienne et sa cayleyenne les équations

( 3+ x5 + 2} +6ax,xyxs=o0,

(11) 2 E? +Eg +£§ '—{—61&1 22 Es =0,

dans lesquelles les paramétres @, « sont ainsi déterminés :

20341 6“_1—4)\3

ba=——5—> x

La symétrie apparait d’ailleurs si I'on pose
(12) 2pl =—T1I.
On peut effectivement écrire, au lieu des précédentes, les équa-

tions

3
(13) 6a—— 2)\)\_:_1, 60—

2ud 41
e

Ce sont ainsi les équations (12) et (13) qui caractérisent entre les
courbes (11) la liaison dont il s’agit ici.
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Prenons le point dont les coordonnées sont
= Zg=—= )\, Z3=1I.

D’aprés (13), ce point est sur la cubique (a). De plus, la tan-
gente de (a) en ce point a pour coordonnées

512222}’-, Eazl-

A cause de la symétrie des équations (13 ), il est manifeste que
cette tangente touche aussi la courbe (a) et que le point de con-
tact avec (a) est le méme qu’avec (a). Les courbes (a) et («) ont
donc entre elles un contact ; leurs équations étant toutes deux sous
la forme canonique, je conclus que ces courbes ont entre elles neuf
contacts : c’est ce qu’il fallait prouver.

10. Jarrive maintenant i la derniére partie du probléme, celle
qui m’a présenté le plus de difficultés. Il s’agit de reconnaitre s'il
existe d’autres solutions que les précédentes. Soit () une courbe
de troisiéme classe, différente des trois cayleyennes, tangente a(a)
en neuf points. Les arguments u,, ©;,... des points de contact
donnent (n° 6) pour somme l'une des trois demi-périodes /. Parmi
les cayleyennes, il en est une qui touche aussi (@) en neuf points
dont la somme des arguments est h. Soit (a) cette cayleyenne.

Par les mémes lettres a, 3, je désigne les premiers membres des
équations tangentielles de ces courbes. Ce sont.deux fonctions des
coordonnées &, toutes deux du troisiéme degré. J’envisage la fonc-

B

- tout le long de la cubique (). En d’autres termes, je con-

g
o
Au moyen de la représentation de (&) par les fonctions elliptiques,

tion

sidére la suite des valeurs de = pour les diverses tangentes de (a).

gdevient une fonction doublement périodique de u; je désigne

cette fonction par f(u).

La fonction f(u) a ses zéros et ses infinis doubles; les premiers
correspondent aux conlacts de (a) avec (), les seconds aux con-
tacts de (@) avec («). Donc f(u)est le carré d'une fonction uni-
forme. De plus, les zéros et les infinis, pris chacun une seule fois,
ont la méme somme 4. Donc la racine carrée de f(u) a aussi les
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périodes w, w comme f(u), ce qui n’arriverait pas si les deux
sommes n’étaient pas égales entre elles. C’est sur cette racine
carrée de f(u) que je vais maintenant raisonner. Je la désigne
par ¢(u).

La fonction ¢() a neuf infinis qui nous sont connus : ce sont
les arguments w. Ses zéros ne nous sont pas connus. Mais l’origine
de cette fonction nous conduit i reconnaitre qu’elle doit jouir
d’une propriété caractéristique : La dérivée ¢/ (u) a pour zéros
les arguments v des neuf points d’inflexion.

Soient, pour le prouver, «f, f les symboles de « et B. Pour con-

sidérer la fonction g le long de la cubique (@), il nous faut poser,

en désignant par x,, Z,, 3 les coordonnées d’un point de (a), qui
sont des fonctions de u, et par z, z,, 2, les dérivées de ces fonc-
tions,

Q=& oy — 23Xy, =&, — 2y, §H=x a2, — 232,
Comme on le sait, on tire de la
Az, = Ezel; — ESE’;’ Azy=— saE', - 515'3, Azy—= Elg’g — & ’1)
A désignant le déterminant

Ty Xy XT3
_ ' ' J
A—=| x Ty, Xy
” n 4
xy 2,
J’al maintenant

! ! !

(g) — BB 3 b (o).

Le numérateur de cette dérivée contient donc le facteur A. Or,
on le sait, A s’évanouit en chacun des points d’inflexion. Il en est
donc ainside la dérivée de f(u«), et par suite aussi de ¢'(u).

Si donc la courbe (B) existe, il existe aussi une fonction uni-
forme ¢ (u), aux périodes w, ', ayant pour infinis simples les neuf
arguments w et dont la dérivée a les neuf zéros ¢. L'existence
d’une telle fonction peut déja étre considérée comme peu pro-
bable, eu égard aux nombres comparés des arbitraires et des con-
ditions. Toutefois il est nécessaire de prouver effectivement la non-



— 108 —

existence de cette fonction : c’est ce que je vais faire. La solution
géométrique du probléme est ici achevée, cette derniére recherche
appartenant exclusivement a la théorie des fonctions elliptiques.

11. Je ferai usage des notations employées par M. Weierstrass,
en introduisant la fonction € (). On pose

® (g):—:e,, ‘B(B_:m’):e,, @(%I):ea.

La somme de ces trois constantes esL nulle :

€+ €3+ €e3=—=o0.
On pose en outre

&r=—h(eje;+ ese3+ ezey),

83— heyesey,
et I'on a de la sorte
(14) @ (u) = 483 (1) — g2 B () — gs.

L’équation dont dépend la division des périodes par 3 se trouve
aisément de diverses maniéres. 11 est tout naturel ici de la chercher
par la propriété des points d’inflexion, en observant qu'une cubique
est ainsi représentée :

z Ty _ g
Z_%(u), xa_‘l’(u).

De 13 résulte pour le déterminant A I’expression
A=@"(u) — & («)E" (w).
De (14) on tire successivement
; I
=64 -~ g,
@' —=128%".

Substituant dans A et égalant & zéro le résultat, on a pour
- déterminer €(¢) I'équation du quatriéme degré

(15) F(x):—_lzx‘—ngxﬁ——lzgax—-Zg;:o.
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Les quatre racines fournissent huit valeurs de ¢, égales et de
signes opposés deux a deux, a quoi il faut joindre la neuviéme va-
leur ¢ = o.

On remarquera que la dérivée du polynéme F(z) est

F(z)=12(42°— gyx — &3)

=48(x —e))(x — &) (x—e;) =128,

(16)

relation dont la raison est facile a trouver et qui va tout a I'heure
étre utile.
Je distinguerai les arguments ¢ par de doubles indices, en po-
sant
mo nw'

(¢ ==
m,n 3 3

Jai précédemment désigné par h une des trois demi-périodes;
je conserve cctte notation et je désigne par e celle des trois quan-
tités ey, ez, ey qui correspond a la méme demi-période, par ¢, ¢’
les deux aulres.

Les arguments ¢ sont définis comme la somme de /2 et d’un
quelconque des arguments ¢. Je les distingue par les indices cor-
respondants en posant

(]7) Your,n = Ym,n+ h,
et, comme h est une demi-période, on a simultanément, pour

m4+m'=3, n4+n'=3,

Cmn="—9Ym"\n'y Wm,n=-—Ww' n q)(“"m,n) - (B(“Vm.’,n’)~
Pour former €(w) j’emploie, suivant la définition (17), la formule
d’addition
2@ ()@ ()[R (9) + ()] — %g,[‘f‘(v) + @ )] — gs— P (9) @' ()

2[®(u) — L (9)]? “

®(v+u)y=

Ici ¢ sera 'un des arguments ¢, 5, et ®(¢) I'une des racines
de (15); u sera h, ¥(u) sera e, et, suivant (14), ®'(u«) sera nul.
J’ai ainsi

1
2e(x +e)— Ega(x'i-e) — &3
(J?(ﬂ’) =

2(x —e)? ’
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expression qui se simplifie par suppression d’un facteur commun
(# — e) dans les deux termes de la fraction. J’écris donc
1
2ex + - g+ &2
2 e
@(w)= ’

2(x—e)

puis, multipliant les deux termes par (z — €/)(z — €”) et tenant
compte de (16), j’obtiens

(x—e')(z—e") (gem - ’;g:—i— %)
¥ (z) '

®(w) =124

J'envisage cette méme expression pour les quatre racines z de F(z)
et je fais la somme

2@ (w)=e.

Pour abréger, j’écris pm,, pour €(wpm,»), en sorte que cette der-
niére relation devient

(18) P10+ Pot + P11 =+ Pi2= 4 Poo-

Cette égalité (18) vame permettre de prouver la non-existence de
la fonction ¢(u), a laquelle je reviens maintenant.

12. Désignons par {(u) la fonction qui sert d’élément simple et
dont la' dérivée est — € (u). D’aprés sa définition, la fonction ¢ ()
a la forme

p(u)= C+ 2Bm,nz(u — Wm.n)

ou la.somme des coefficients B doit &tre nulle. J’en déduis
- ‘?l(u) =2z Bm,n@(u - Wm,n)-

Faisant ici u= vz, je dois, suivant les conditions imposées
4 ¢(u). avoir zéro pour résultat. J’obtiens ainsi neuf équations qui
comprennent celle-ci, ZB=o. C’est donc en tout neuf équations
homogénes entre neuf inconnues, et il me faut prouver qu’effecti-
vement ces équations ne peuvent étre satisfaites autrement qu’en
faisant nulles les neuf inconnues.

Je désigne par (k, !) 'équation obtenue en égalant a zéro </ (v; ;).
L’argument v, , — ¢4, coincide avec wp,_x ,_;. L'équation (4, )
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est donc
(k1) o= 2Bm,an—It,n—I-
Posons pour un instant

34== Poo—+ Por+ Pozs Y1= Boo+ Boy + By,
33=Piro+ Pru~+P1a; Ya=Byo+ By + By,
53 = P20+ Pa1 + Pas, }’3:Bzo+ B,, + B,,.

Ajoutons membre 8 membre les équations (00), (o1), (02); ajou-
tons de méme (20), (21), (22), et aussi (10), (11), (12). Nous avons
ainsi le systéme

51 Y1+ B yat 333 =0,
S Y1+ S3)a+ 5,)3=—=0,
531+ 51)a—+ 23— O,

a4 quoi nous pouvons joindre

Y1+ Ys+)Ys=o.

Comme on le voit sans peine, ce systéme n’admet quela solution
V1= Y2=ys= o0, sauf si 'on a, en prenant pour v une racine cu-
bique imaginaire de I'unité :

(19) 3+ w3y, + wizzg—o.
D’ailleurs ici 33 = 33, et cette relation (19) devient

Poo+ 2Poy— Pro— P1y— P12=—0,

qui ne peut avoir lieu. Effectivement, & cause de (18), elle se ré-
duit & poo= poi, ce qui est certainement inexact. J'ai donc zéro
pour chacun des y. Ainsi

‘ B+ Byy + Ba=o,
(20) ¢ Byo+ By +Ba=o,
B0+ By + Baa=o.

1l y a d’autres conséquences analogues; on les obtiendra par des
combinaisons qu'il n’est pas nécessaire de rechercher. Il suffit d’é- .
changer les périodes m, @', puis de changer le syst¢tme de pé-
riodes @, w' en ces deux équivalents (w, w + @), (®, 26+ o).
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Tous les autres changements conduisent aux mémes équations :
Boo+ Byo+ Byy=0o,

(21) Boy+ By + Bay=o,
B2+ Bys+ By =o,

s Bgo+ Byy+ Bsy=o,
(22) Byy+ By + Bpe=o0,
( Byo+ Boy+ Bis=o,
‘ B+ Bay+ Bia=o,
(23) Byo+ B+ Baa=o,
? By + By + Bpy=o.

Ces douze équations se réduisent a neuf en tout, entiérement
équivalentes aux neuf équations (4, /).
Des deux derniéres (20) et de la premiére (22) je déduis

Byo+ Bao=+ Bja+ Byy— Byy=o,
et, a cause de la premiére (21),
By + By —2By=o.
Eu égard a la premiére équation (23), j’ai ainsi

B()O: o, Big+ le:O.
Semblablement,

B+ Byy=0, B+ Bsyy=0, By+ Bp=o.

L’élimnation, devenue trés facile, conduit ainsi & trouver nulles
toutes les inconnues B.

Donc la fonction ¢(u) n’existe pas : c’est ce qu'il fallait défini-
tivement prouver.



