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SURFACES MINIMALES NON ORIENTABLES
DE GENRE QUELCONQUE
PAR

E. TOUBIANA (¥)

RESUME. — Nous construisons une nouvelle famille de surfaces minimales non
orientables, complétes dans R3 (s.n.o) paramétrées par P2 — {0, 1}. Nous montrons que
la moyenne non orientable de chacune de ces surfaces est la surface de Henneberg.
Nous montrons ’existence de s.n.o de genre quelconques puis que toutes les structures
conformes de la bouteille de Klein peuvent étre complétement et minimalement
immergées dans R3 avec deux bouts.

ABSTRACT. — We build a new family of complete minimal non-orientable surface
in R3 (s.n.0) parametrised by P2 — {0,1}. We show that every surface in this family
has the Henneberg surface as non-orientable mean. We show existence of s.n.o of every
genus and that every conformal structure of the Klein bottle can be completly and
minimaly immersed in R® with two ends.

Introduction

Les surfaces minimales completes non orientables (s.n.o par abrévia-
tion) constituent actuellement un grand sujet d’étude.

MEEKS [6] a montré qu’il n’existe pas de s.n.o de courbure totale —2m
ou —4m, puis qu’il n’existe qu'une s.n.o de courbure totale —6m; elle est pa-
ramétrée par le plan projectif P2 moins un point. Ensuite, M.E. OLIVEIRA
[7] donna I’exemple d’une famille de s.n.o paramétrées par P2 — {0} et de
courbure totale —2nw avec n > 3; lorsque n = 3, on obtient la surface de
Meeks. Elle découvrit également deux s.n.o paramétrées par P2 — {0,1}
de courbure totale —107.

ZuANG [9] montra que ces deux surfaces sont les seules & posséder
certaines propriétés, puis il donna d’autres exemples de s.n.o de courbure
totale —107 paramétrées par P2 moins deux points.

(*) Texte regu le 16 mai 1991, révisé le 27 mai 1992.
E. ToUBIANA, Université de Bourgogne, Laboratoire de Topologie, DO 755, BP 138,
21004 Dijon cedex.

Classification AMS : 53A10.

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 0037-9484/1993/183/$% 5.00
© Société mathématique de France



184 E. TOUBIANA

Dans ce papier, nous donnons une nouvelle famille de s.n.o paramétrées
par P? — {0, 1}, de courbure totale —107; cette famille contient les deux
exemples de M.E. OLIVEIRA. Nous montrons également qu’il existe des
s.n.o de genre quelconque obtenues par revétement ramifié des exemples
précédents, de plus ces surfaces ont une moyenne non orientable égale 3
la surface de Henneberg (voir le paragraphe 2 pour la définition de la
moyenne). Nous montrons enfin que toutes les structures conformes de la
bouteille de Klein peuvent étre immergées minimalement avec deux bouts
et de courbure totale —207.

REMARQUE. — Nous avons appris en cours de rédaction de ce papier
que ISHIHARA [3] a construit un exemple de s.n.o paramétrée par une une
bouteille de Klein moins un point et de courbure totale —16m.

1. Rappels sur les surfaces non orientables

Soit M une surface de Riemann possédant une involution anti-
conforme I sans point fixe, le quotient de M par I donne donc une
surface non orientable N dont le revétement conforme des orientations
est M. Nous dirons abusivement que N est une surface de Riemann non
orientable (car, & un revétement a deux feuillets prés, N est muni d’une
structure conforme : celle de M).

LEMME 1. — Soient N une surface de Riemann non orientable, M son
revétement des orientations et I [involution anti-conforme de M, sans
point fize définissant N (i.e. N ~ M/I). Soit X une immersion minimale
de M dans R3 donnée par la représentation de Weierstrass (g, w) i.e.

Ve M, X(z)= Re/ [%w(l — g%, %iw(l +g2),wg],
z0

ot g est une fonction méromorphe sur M et ot w une forme holomorphe
sur M vérifiant : un point p de M est un péle d’ordre n de g si et seulement
si p est un zéro d’ordre 2n de w, et également :

Yy € H(M) Re/ [%w(l — g%, —%—iw(l +g2),wg] = 0.
1 8!

Alors X définit une immersion minimale de N dans R® (c’est-a-dire
X(2) = X(I(2)) pour tout z € M) si et seulement si nous avons :

(a) g(I(2)) = —1/g(z) pour tout z € M ;
(b) I*(w) = —g%w.

On peut trouver une démonstration de ce lemme dans [6] ou [7].

ToME 121 — 1993 — ~° 2



SURFACES MINIMALES NON ORIENTABLES DE GENRE QUELCONQUE 185
2. Surfaces minimales complétes non orientables
de genre quelconque
Nous commengons par définir une nouvelle famille de s.n.o paramétrées
par P2 — {0,1}.

ProposITION 1. — Soient gg et wy, avec 6 € [0,27], la fonction et la
forme définies sur S? par :

(2) = ( 4+ (34/5/3e¥? —5)22 + \/5/3¢% )
gorz) =% V/5/3e712% + (3,/5/3e= —5)22 + 1 ,
(VB/3e72" + (3y/5/3e7% — 52 +1)°

24z —1)2(2 4+ 1)2

wp =

Alors, pour tout  dans [0,27], (gs,we) définit une s.n.o Xg, de courbure
totale —10w, paramétrée par P? — {0,1}, ou
P? ~§%/1
et ou I est involution de S* définie par :
I(z) = —1/z pour tout z €S>

Démonstration. — Un simple calcul montre que

pour tout z € S? et pour tout 6 € [0, 27] et

I"(wg) = —  gjwe
pour tout 6 € [0, 27] .

Ainsi, en utilisant le LEMME 1, il suffit de montrer que (gg,wy) définis-
sent une immersion minimale de S? — {0,00,1, —1}, et pour cela, il faut
montrer que les fonctions coordonnées sont bien définies, c’est-a-dire

Im[Res(ws(1 — g3); 20)] =0,
Im [Res(iwg(1 + g7); 20)] =0,
Im[Res(wogo, 20)] = 0,

ol zo € {0,00,1,—1}. Or un calcul montre que les résidus des formes wy,
wege et wpge sont tous nuls; les fonctions coordonnées sont donc bien
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186 E. TOUBIANA

définies. Pour montrer la complétude de la surface, il suffit de vérifier que
tout chemin divergent vers le bout 2 = 1 ou z = 0 a une longueur infinie,
ceci pour la métrique ds induite par 'immersion dans R®. La métrique ds
est donnée par :

ds = (14 |g?])|w]-

Ainsi, prés du bout z = 1, ds est de la forme 1/(z — 1)? et prés du bout
z = 0, la métrique est de la forme ds = 1/2*; ceci montre la complétude
de la surface.

REMARQUE 1.
a) Un calcul montre que pour tout 8 dans [0, 27], nous avons

g96(1) =0 et gp(0) #0;

de plus '
gl(1) =0 <= e =+1;

enfin, si e = £1, nous avons gg/(l) # 0. Ainsi gg est de degré trois pres
de 1 si et seulement si e = +1, autrement gg est de degré deux pres
de 1. Dans tous les cas gy est de degré un pres de 0.

Pour e = +1 on montre facilement qu’aprés une rotation dans R3
et un changement de parametre nous obtenons les deux surfaces de
M.E. OLIVEIRA [7].

b) Les résidus des formes ®; étant nuls pour j = 1,2, 3, les surfaces
associées existent, i.e. les surfaces définies par

(9o, eiawg)aeR sur §%— {0,00,1,—1}

sont des surfaces orientables de courbure totale —207 dans R® mais ces
surfaces passent au quotient, i.e. sont des s.n.o, si et seulement si e!* = +1
car sinon (gp, €®wy) ne vérifient pas la condition (b) du LEMME 1.

¢) L’existence de la famille présentée & la PROPOSITION 1 est apparue
de la maniére suivante. Si I’on cherche une s.n.o paramétrée par P2 —{0,1}
de courbure totale —107 avec l'un des bouts plongé, nous avons la
représentation de Weierstrass suivante (& une rotation pres, nous pouvons
supposer g(0) = 0 et donc g(o0) = o0) :

24 az +b22 +cz+d
9(2) =z — 3 2 ’
ozt + B2 + 22 + 6z +¢€
~ Mazt + 823 + @2® + 6z +¢€)?
B 24z —1)2(z + 1)2

dz,

TOME 121 — 1993 — N° 2



SURFACES MINIMALES NON ORIENTABLES DE GENRE QUELCONQUE 187

avec a, b,c,d,a, 3, p,6,e, A € C. Les conditions

-1y 1 __[f(=1/2)
(T 1O~y
donnent, avec 72 = —\/X :
. e=—7, 6=7a, @=—7b,
) {ﬂ=7"5, o= —7d.

De plus, les conditions sur les résidus sont

{ Im[Res(gw,0)] =0, Im[Res(gw,1)] =0,

Res(w,0) = —Res(wg?,0), Res(w,1) = —Res(wg?,1),
ce qui donne, en tenant compte de (*) :

(a+c)(=3a+c)=(1+b+d)(5+b—3d),
c+ab+2a+dc=0,

Re(bd + b — ac + 2d) = 0,

Re[(a+c)(1+ 30) — (1+b+d)(3a+ 30)] =0.

Si on cherche une solution & ce systéme avec a = ¢ = 0 et A = 1,
nous trouvons nécessairement 5 + b — 3d = 0, puis d = \/5/_3 e avec
0 € R, et finalement b = 3\/5/—3ei9 — 5, c’est-a-dire la famille annoncée
dans la PropPosIiTION 1.

REMARQUE 2.

Par convention nous dirons qu’une surface compacte sans bord non
orientable est de genre k si elle est homéomorphe & la somme connexe de
(k + 1) plans projectifs. Par exemple P? a un genre nul et le genre de la
bouteille de Klein est un. L’avantage de cette convention est que le genre
d’une surface non orientable est le méme que celui de son revétement des
orientations.

Nous allons maintenant définir pour tout entier k£ une surface de
Riemann Nj non orientable de genre k, i.e. une surface compacte
non orientable obtenue comme quotient d’une surface de Riemann My
compacte de genre k, par une involution anti-conforme et sans point
fixe de M.

Pour cela, considérons les surfaces de Riemann M définies par les
équations :

Yt =2k (22 - 1), z,y € CU{oo}, ke N"

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



188 E. TOUBIANA

Il est connu que Mj, est une surface de Riemann compacte de genre k.
Soient I et I les fonctions sur S? et M} définies respectivement par :

1(z) -1 Vz € S,

Iy = (~2-%) Ve e (CUfo))

z z2
1 est facile de vérifier que I est une application de My, dans lui-méme,

c’est-a-dire :

V(.’,E,y) € Mk» I(x’y) € Mk'

De plus I est une involution anti-conforme de My sans point fixe, le
quotient de My par I donne donc une surface compacte non orientable Ny,
de genre k.

Nous pouvons maintenant montrer le résultat principal :

THEOREME 1. — Pour tout entier k, il existe une s.n.o de genre k avec
deux bouts et de courbure totale —10(k + 1).

Démonstration. — Appelons II la premiere projection de My sur S? :
o: M, ———§?
(z,y) —
o1 S? est identifié & C U {oo}.

Pour k = 0 les exemples donnés a la ProposiTION 1 vérifient 1’énoncé
du théoréme, nous pouvons donc supposer k > 1.
Par construction nous avons :

Y(z,y) € My, Ioll(zx,y)=TIlol(x,y).

Ainsi la projection II de M, sur S? définit une projection II de Ny sur P2
(avec P? ~ S?/I) rendant commutatif le diagramme suivant :

P ~ ~
Mk —— Nk — Mk/I

@ . op " S2/I,

ouPetP désignent les projections canoniques de S? et M sur respecti-
vement P? et Ny.

ToME 121 — 1993 — n° 2



SURFACES MINIMALES NON ORIENTABLES DE GENRE QUELCONQUE 189

Nous en déduisons que IT est un revétement ramifié de degré (k+ 1)
de Ny, sur P?; les points de ramifications de II sont

P(1,0) et P(0,0),
les images de ces points dans P? sont donc 1 et 0.

Considérons maintenant un exemple quelconque d’immersion mini-
male Xy donné par la ProprosiTioN 1. L’application Xy définie par :

Xo(z) = XgoTl(2)  Vze Ny — {P(1,0),P(0,0)}

est donc une immersion minimale compléte de N; moins deux points
dans R3 car les images des points de branchement de II coincident avec
les bouts de Xjy.

La courbure totale C(Xj) de I'immersion X est donc :
C(Xp) = deg(IT) x (=10m) = —10(k + 1)7.
REMARQUE 3.

a) Les exemples donnés par le THEOREME 1 sont les analogues des
exemples de surfaces minimales orientables de genre quelconque donnés
par KLOTZ et SARRIO [5].

b) En employant d’autres techniques, entre autre une partie de celles
utilisées par ISHIHARA [3], 'auteur et M.E OLIVEIRA montrerons dans
un travail a venir existence de s.n.o. de genre 2 qui, contrairement
au THEOREME 1, ne peuvent pas étre obtenues par des revétements
d’autres surfaces.

Dans [8, §3], auteur et H. ROSENBERG définissent la somme non
orientable de deux s.n.o. Simplement, si N; et N2 sont deux s.n.o, la
somme non orientable de Ny et Na, notée N1+ Ny, est obtenue en faisant
la somme dans R3 de tous les points de N; et Ny possédant la méme
direction normale (orientée ou non). Si N1 = Ny, la surface N; FN, est
appelé la moyenne non orientable de N1. On obtient ainsi un hérisson
minimal non orientable, c’est-a-dire une s.n.o possédant un nombre fini
de points de branchements de courbure totale —2m, paramétrée par le plan
projectif P2 moins un nombre fini de points, voir [8, § 3.

Par exemple :

o Si N est la caténoide (i.e. N = S? — {0,000}, g(2) = 2, w = dz/2?) la
moyenne non orientable de N est réduite & un point car N est symétrique
par rapport a ’origine.

e Si N est la surface de Enneper (i.e. N = §? — {0}, g(2) = z,
w = dz), la moyenne non orientable de N est la surface de Henneberg
(ie. N =82 —{0,00}, g9(2) = 2z, w = (1 — 1/2%) dz), voir [8, §3].

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



190 E. TOUBIANA

THEOREME 2. — Pour toute s.n.o N donnée par le théoréme 1, la
moyenne non orientable de N est la surface de Henneberyg.

Démonstration. — La surface de Henneberg est paramétrée par
S? — {0,000}

et sa représentation de Weierstrass est g(z) = z, w = (1 — 1/2%)dz.
Clairement, il suffit de montrer le résultat pour les immersions non
orientables Xy de P2 —{0, 1} données par la proposition. Appelons My les
s.n.o ainsi obtenues.

La remarque 1 a) montre que l'application de Gauss g de Xy est
de degré 2 pres du point 1; comme wy a un pole double au point 1,
nous concluons que le bout E de Xy paramétré par 1 est plat, i.e.
que E est asymptote & un plan orthogonal & gg. Nous concluons de la
démonstration du théoréme 2.2 de [8] que E T E est borné; ainsi seul
subsiste dans My + My le bout paramétré par 0. La surface obtenue
My F My ne posséde donc qu'un bout; elle est paramétrée par P? — {0}
et sa représentation de Weierstrass est de la forme

g(z) =z, W= P(Z)/Q(Z) dz,

ou P et @ sont deux polynémes a coefficients complexes. Comme d’une
part chaque pdle de w est un bout de My + M, et d’autre part le
bout E de My a une projection de degré 3 sur les plans horizontaux,
nous déduisons que le seul zéro de @ est 0 et de plus O est un zéro de
degré 4 de Q, ainsi w = P(z)/z%.

Maintenant la condition I* (w) = —wg? impose que P est un polynoéme
de degré 4, puis la méme condition donne P de la forme suivante :

P(z) = az + b2° + c2* + bz — a, a,beC, ceiR.

Les conditions de périodes donnent Re fv gw = 0 pour v € II; (P? — {0});
en particulier si 7y est un lacet autour de 0, nous devons avoir

Im Res(gw) =0

et donc ¢ est réel. Comme nous avions vu précédemment que c est un
imaginaire pur, nous concluons que ¢ est nul. Ainsi :

w=(a+g+%+;>dz.
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SURFACES MINIMALES NON ORIENTABLES DE GENRE QUELCONQUE 191

Finalement, comme les formes wy n’ont pas de termes en 1/z (voir la
ProposiTION 1), il doit en étre de méme pour la forme w et ainsi b est nul
(se reporter & [8, th. 2.1] pour voir comment w est obtenu & partir de wyp).
Nous en déduisons :

w= (a— %) dz, g(z) ==z

A une homothétie de R? prés on peut supposer que a est de norme 1;
nous avons donc a = e'® avec o € R. Tournons la surface & I’aide de la
rotation d’angle —;-a laissant fixe ’axe 3. En continuant d’appeler (g,w)
la représentation de Weierstrass de la surface ainsi obtenue nous avons

) ) —ia
g(z) = %z, w= e"“‘/z(e“l— ez4 )dz,

1
w= (1 CEDE

iof2

)d(ei"‘ﬂz).

En posant u = e Z, IouS avons

glu)=u, w= (1 - %) du,

ce qui représente bien la surface de Henneberg.

3. Immersion minimale de toutes les
structures conformes de K?

Commencons par déterminer toutes les structures conformes de K2.

Il est connu que les structures conformes du tore sont obtenues par
le quotient de C par un réseau I' de C. De plus, si un tore admet une
involution anti-conforme sans point fixe, on peut montrer que le réseau I'
définissant la structure conforme du tore est rectangulaire, c’est-a-dire
que I' est engendré par deux vecteurs orthogonaux. Dans [2], on montre
qu’un tel tore (i.e. engendré par un réseau rectangulaire) est conformément
équivalent & la surface de Riemann de (C U {oo})? définie par

M ={(@,y) € (C~ {0})*, ¥* = (2 — e1)(@ — e2)(z — e3) }
ou :

(**) e1,e2,e3 €ER, e +ex+e3=0, e3<es<e;.
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192 E. TOUBIANA

Considérons maintenant ’homographie de C U {co} définie par :

ez +b
zZ— e

T(Z) y b= e% + eg + 3eyes3.
Un calcul montre que :

¢ T est une involution (i.e. T o T'(2) = 2),

e T n’a pas de point fixe.

Comme de plus T' est anti-conforme, le quotient de S? par T donne un
plan projectif. Définissons de plus Papplication I de (C U {o0})? par :

¥(z,y) € (CU{co})? I(z,y) = (T(x), /(b +e2)(e2 — e1)(e2 ~ €3) 7).

De méme, un calcul montre que :
o I est une application de M dans M,
o I est une involution anti-conforme de M ,
« I n’a pas de point fixe.
Comme M est un tore le quotient de M par I donne une bouteille de

Klein K2. Lorsque ej,e2,e3 varient dans R tout en vérifiant (**), on
obtient ainsi toutes les structures conformes de K2.

Nous pouvons montrer le résultat suivant :

THEOREME 3. — Pour toute structure conforme de K2, il existe une
immersion minimale compléte dans R® avec deuz bouts de courbure to-
tale —207.

Démonstration. — Elle est analogue a celle du THEOREME 1.
Soient II la premitre projection de M sur S?, F la projection de S?
sur S*/T et F la projection de M sur M/I. Par construction nous avons :

V(z,y) € M, Tlol(z,y)=T(z)=Toll(z,y).

IT va donc définir une projection I de M /I sur S¥T. Nous avons donc le
diagramme commutatif :

F ~
M ——— M/I

n| E

F
$? —— SsYT.

TOME 121 — 1993 — ~n° 2



SURFACES MINIMALES NON ORIENTABLES DE GENRE QUELCONQUE 193

IT est un revétement ramifié & deux feuillets avec deux points de branche-
ment : _ _
F(el,O), F(CQ,O).

Ainsi, comme au THEOREME 1, il suffit de trouver une immersion minimale
complete X de S%/T — {e1, ez} dans R? de courbure totale —107; la com-
posée X de I avec X donnera I'immersion de M/I — {F(e1,0), F(ez,0)}
cherchée.

Une telle immersion X se reléve par T en une immersion de
2
S - {ela €2, €3, OO}

dans R3. On remarque que ’homographie f de S? définie par

f(2) =V/(e1—e2)(e2 —e3) z+ €2

€1 — €2 €2 — €3

—_— O - » OO

€2 — €3 €1 — €2
sur (er,eq,e3,00) respectivement; enfin si I désigne l'involution de S?
définie par

envoie

I(z) = —éy
nous avons par construction
folI=Tof
et le diagramme suivant est donc commutatif :
S2 S2

| l

s¥T P2 = SYI

ou la fleche verticale désigne la projection canonique de S? sur P2.

Nous avons donc une équivalence conforme entre

SYT — {e1,e2} et P?— {,/2;6270}.
€2 — €3

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



194 E. TOUBIANA

Dans [9], ZHANG construit une immersion minimale compléte de courbure
totale —107 de P? — {a,0} dans R3 pour a € R et a > 1. Ainsi :

e si \/ (e1 —e2)/(e2 —e3) > 1, 'immersion de Zhang nous fournit
I'immersion cherchée de ST — {e;, e2};

o si \/(e1 —e2)/(e2 —e3) = 1, nous avons les immersions X, de la
ProposITION 1;

o si y/(e1 —e2)/(e2 — e3) < 1 on se raméne au premier cas & l’aide de
I’homographie z — 1/z qui est une équivalence conforme entre P2 — {a,0}
et P2 — {a1,0}.

REMARQUE.

Nous ne savons pas si toutes les structures conformes des surfaces
compactes non orientables de genre k, avec k > 2, admettent une im-
mersion minimale dans R3 avec un nombre fini de bouts. Dans le cas
orientable, le probleme a été résolu par GACKSTATTER et KUNERT [1].
Ils ont montré que toute surface de Riemann compacte admet une im-
mersion minimale compléte dans R avec un nombre fini de bouts. Plus
tard, Kichoon YANG [4] a généralisé le dernier résultat en montrant que
pour toute surface de Riemann compacte M et pour toute fonction méro-
morphe f sur M, il existe une fonction méromorphe g sur M telle que
(g, df) définit une immersion minimale compléte de courbure totale finie
de M — {p1,...,pn} dans R3 o py,...,p, sont les poles de g et f.
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