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INTERVALLES D'INSTABILITE POUR

UNE ÉQUATION DE HILL A

POTENTIEL MÉROMORPHE

PAR

THIERRY RAMOND (*)

RÉSUMÉ. — Le spectre d'un opérateur de Schrôdinger périodique —A + V en
dimension 1 est constitué de bandes qui ne peuvent se recouvrir qu'en leurs extrémités.
On appelle gaps ou intervalles d'instabilité les intervalles qui séparent ces bandes.
Nous supposons ici que le potentiel V est réel-analytique et s'étend dans une bande
du plan complexe en une fonction méromorphe à pôles simples. En utilisant la
méthode WKB complexe exacte puis des techniques d'analyse microlocale semi-
classique, nous obtenons le développement asymptotique pour n grand de la largeur
du n-ième gap. Notre résultat montre en particulier qu'il y a une infinité de gaps
ouverts pour ce type de potentiels.

ABSTRACT. — Thé spectrum of a 1-dimensional periodic Schrôdinger opera-
tor —A + V ïs made ofbands which cannot overlap but at their endpoints. Thé intervais
separating thèse bands are called gaps or instability intervais. We make hère thé as-
sumption that thé potential V ïs real-analytic and extends into a strip of thé complex
plane as a meromorphic function with simple pôles. Using thé exact complex WKB
method and semiclassical microlocal analysis techniques, we obtain thé asymptotic ex-
pansion of thé width of thé nth gap for large n. In particular our resuit shows that
there are infinitely many gaps for this kind of potentials.

0. Introduction
Cet article est consacré à l'étude de l'équation de Hill

(0.1) -u^x) + (V{x) - E)u(x) == 0,

où E est un paramètre réel et où la fonction V(x) est réelle analytique,
périodique pour la période TT. On appelle valeur propre de l'équation de

(*) Texte reçu le 13 février 1992, révisé le 17 septembre 1992.
T. RAMOND, Département de Mathématiques, Université de Paris-Nord, 93430 Ville-
taneuse.
Classification AMS : primaire 34E20, 81Q20; secondaire 34 A 20, 35J10, 35C20,
34L20.
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404 RAMOND (T.)

Hill les valeurs du paramètre E pour lesquelles il existe une solution non-
nulle qui soit 27r-périodique (elle est alors périodique ou antipériodique
pour la période 7r). Si l'on s'intéresse aux grandes valeurs de E^ on voit
qu'il y a deux valeurs propres proches de n2, distinctes ou non, que
l'on notera £^, et qui correspondent à des fonctions propres proches
de sin(na;) et cos(n;r). Pour E € ]£^,£^[, on peut voir que les solutions
de (0.1) ne sont pas bornées, et cet intervalle est appelé n-ième intervalle
d'instabilité ou n-ième gap pour l'équation de Hill. Nous renvoyons le
lecteur à [MA-WI] par exemple pour ces considérations maintenant très
classiques, et à [RE-SI], [BR],.. .pour des interprétations physiques.

Le but de ce travail est d'établir un équivalent quand n —>• oo de la
largeur 7^ du n-ième gap. De très nombreux travaux ont été consacrés à
ce genre de problèmes, en particulier dans le cas de l'équation de Mathieu
pour laquelle V(x) = 2î9cos(2a;), mais ce n'est qu'assez récemment que
quelques résultats précis ont été obtenus. On peut citer pour l'équation de
Mathieu les travaux de J. AVRON et B. SIMON (voir [AV], [SI]), puis pour
des potentiels polynômes trigonométriques ceux de A. GRIGIS (voir [GR]).
Il est par contre bien connu que la largeur des gaps est très liée à la
régularité du potentiel V{x) (cf. [HO], [TR],...). Si V est C°° alors
7^ = 0(n~°°)^ et pour V réel-analytique on a le résultat suivant (voir
par exemple [GR]) :

THÉORÈME. — Pour tout e > 0, il existe no(e) > 0 tel que si n > no(e),

(0.2) 7n <exp(-2(A-£)n)

où 7^ désigne la largeur du n-ième intervalle d'instabilité et A la demi
largeur de la plus grande bande dans laquelle V s'étend holomorphique-
ment.

Nous faisons ici l'hypothèse supplémentaire

( V s'étend dans la bande B = R+î[-(A+r7); (A+77)], (rj > 0)
(H) en une fonction méromorphe dont les seules singularités sont

des pôles simples en x = ±z'A + kir où k G Z).

et nous montrons le :

THÉORÈME. — Soit y le résidu du potentiel V{x) en chacun de ses
pôles de la demi-bande supérieure. Pour v non-nul^ il existe deux symboles
analytiques classiques ai, 02 de symbole principal 1 (voir la définition 5.2),
un réel e > 0 et un entier N tel que^ pour tout n > N on a :

(0.3) 7,=4|^|al(^)exp{-2An-Im^ logr la2(^)}+0(e-^A+£)n).
\ 72' / '- Hi v H L ' •)
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ÉQUATION DE HILL À POTENTIEL MÉROMORPHE 405

On obtient donc un nouvel exemple après celui de l'équation de Mathieu
pour lequel le nombre de gaps ouverts n'est pas fini. D'ailleurs dans le cas
du potentiel

(0.4) V(x) = ———b——— a, b e R, a > 1,a - cos(2.r) '

qui vérifie les hypothèses de notre théorème avec

(0.5) A = ^ Argch(a) et v = ————iz 2 sin A

on peut même reprendre la démonstration de Ince pour l'équation de
Mathieu (voir par exemple [RE-SI], p. 298) et montrer que tous les gaps
sont ouverts.

Nous nous appuyons dans cet article sur deux types de techniques
dont la conjugaison se révèle intéressante. Nous commençons (comme
dans [GR]) en construisant des solutions de l'équation grâce à la métho-
de WKB complexe exacte due à A. VOROS (cf. [V01], [V02]) et J. ÉCALLE
(cf. [EC]). Cependant, le fait que les points tournants (les zéros de
V(x) - E) tombent sur les pôles de V(x) quand E devient grand, interdit
l'étude directe du raccordement des solutions au voisinage de ces points.
Nous menons cette étude en utilisant des méthodes d'analyse microlocale
semiclassique développées par J. SJÔSTRAND et B. HELFFER dans [SJ]
et [HE-SJ] ; c'est la raison pour laquelle nous préférons poser E = 1/h2 et
écrire (0.1) sous la forme :

f P{x, hD, h) u(x, h) =0, où
(0.6) { 1 g

[P{x^hD,h)=(h2D2-l)+h2V(x) et D==-——
i ox

Dans la première partie, nous rappelons rapidement la théorie de
Floquet pour l'équation de Hill. Nous préférons à l'exposé classique
(voir [MA-WI]) le point de vue qui consiste à regarder (0.1) comme
un problème spectral pour l'opérateur de Schrôdinger périodique en
dimension 1, P == —A+V{x) sur L^R). Nous montrons que le spectre de
cet opérateur est une réunion d'intervalles ou bandes qui ne se recouvrent
pas, sauf peut-être en leurs extrémités. Les intervalles séparant ces bandes
correspondent bien entendu aux intervalles d'instabilité. Nous montrons
ensuite que la largeur des gaps est entièrement déterminée par la matrice
de l'opérateur de translation r^ dans une base convenable de l'espace des
solutions.

Dans la deuxième partie, nous construisons des solutions par la
méthode WKB complexe exacte tout comme dans [GR] ou [GE-GR]. Le
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406 RAMOND (T.)

fait essentiel est que cette construction fournit également les développe-
ments asymptotiques des solutions dans des domaines convenables de la
bande B. Nous obtenons alors les termes diagonaux de la matrice de r^ à
une erreur exponentiellement petite près. Nous montrons dans la troisième
partie l'avantage que l'on peut tirer d'une étude près de XQ = iA de l'équa-
tion suivante (obtenue à partir de (0.6) par le changement de variable
x \-^ x + zA) :

-{h^D2 - l)^)-^2^) =0, où
^(x)(0.7)

nr>

^Çx) = -V(x + iA) = 1 + y\x + • •
La quatrième partie est consacrée à l'étude du caractère analytique des
solutions de cette équation (théorie de Fuchs). Nous développons en-
suite notre étude microlocale de l'équation (0.7) ; nous signalons d'ail-
leurs au lecteur l'article de F. PHAM [PH] dans lequel une étude mi-
crolocale d'un opérateur de ce type à également été faite. Nous décri-
vons dans la cinquième partie l'essentiel des notions d'analyse micro-
locale semi-classique que nous utiliserons (transformations de FBI, dis-
tributions définies microlocalement, microsupport,...). Dans la sixième
partie nous utilisons un théorème de HELFFER et SJÔSTRAND pour nous
ramener à l'étude microlocale d'un double problème de branchement
en (x^) = (0,1) et (x,^) = (0, —1). Nous traitons dans la septième partie
le modèle de branchement, ce qui nous permet dans la huitième partie
de retrouver des solutions microlocales de l'équation dont le microsup-
port est parfaitement connu. Nous considérons dans la neuvième partie
les distributions solutions de l'équation (0.7) obtenues comme valeur au
bord de fonctions analytiques dans certains ouverts du demi-plan inférieur,
construites à partir des solutions de l'équation (0.6) de la deuxième par-
tie. Nous ramenons ensuite ces distributions dans le cadre microlocal,
puis nous les recollons avec les solutions microlocales construites à partir
du modèle de branchement. Pour ce faire, nous nous appuyons sur une
connaissance précise des microsupports respectifs de ces distributions qui
découle en particulier de l'étude faite au quatrième paragraphe. La preuve
de notre théorème est alors une conséquence quasi algébrique des résultats
obtenus pour le modèle de branchement.

REMERCIEMENTS. — L'auteur tient à remercier vivement Alain GRIGIS
de lui avoir proposé cette étude et d'avoir suivi avec tant d'attention
ses progrès. Beaucoup des idées qui sont nées au cours des nombreuses
discussions qu'il nous a accordées se trouvent ici et ont été essentielles à
l'aboutissement de ce travail.
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ÉQUATION DE HILL À POTENTIEL MÉROMORPHE 407

1. Spectre de Inéquation de Hill
Nous rappelons ici brièvement la théorie de Floquet pour notre équation

f P(x,D,E)u(x,E) =0, où
(L01) 1 , 10

[ P ( x ^ D ^ E ) = D 2 - ^ ( V ( x ) - E ) et ^ = - — —z ôx

P est considéré comme agissant dans L^ÇR), et puisque V(x) est réel
quand x est réel, P est essentiellement autoadjoint sur (^(R) et le
domaine de son extension de Friedrichs est ^(R). La périodicité de V(x)
permet de décomposer P en intégrale hilbertienne. Plus précisément, si
on note B l'opérateur de <S(R) dans 7-^, où

u = JlO,!]^^(1.02)
UQ = [u e L^(R) ; u(x -TT)= e2^^^)},

défini par

(1.03) Bfe(x) = ̂  e-^fÇx - n7r),
nez

on voit que B s'étend en un isomorphisme unitaire de L^R) sur 7Y qui
diagonalise P puisque B diagonalise l'opérateur de translation r^ de L^R)
et que P et r^ commutent. Nous avons donc

/«©
(1.04) BPB~1 = \ Ped0,

J[o,i}

où Pe est l'opérateur agissant dans Ho comme P, de domaine :

Hj= {uçTïô; u'.u" e^}.

Chaque PQ est elliptique sur [0,7r], et son spectre est purement ponctuel,
borné inférieurement puisque V est borné, de la forme {E\(0\ E^(0)^...},
avec :

( Ej(0) < Ej^(0) pour tout 0 ç [0,1] et tout j > 1,
(1.05)

lim E.(0) = +00.
J-^OO

On a alors la proposition suivante (voir [MA-WI], [SK], [RE-SI]... ) :

BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE



408 RAMOND (T.)

PROPOSITION 1.1.

(i) Chaque Ej(0) est continue sur [0,1] (et même analytique sur}0, 1[)
et Bj = {Ej(0) ; 0 G [0,1]} est un intervalle fermé non-vide.

0 ^-^ 0

(ii) Bj [ \ Bk = 0 pour tous j, k distincts.

(iii) Si j est pair (resp. impair), Ej(0) est strictement croissante {resp.
strictement décroissante) sur [0,1]. On a donc :

^2,+i - [^+i(0),^+i(l)] et B^ = [^(1)^2, (0)].

iv) Le spectre o'(P) de P est purement absolument continu et on a :

a(P)=\jB,.
j>i

Avec les notations de la proposition, on voit que le j-ième gap est un in-
tervalle (éventuellement vide) de la forme ]£^(1), £j+i(l)[ si j est impair,
ou ]£j(0), Ej^(0)[ si j est pair. Il nous suffira donc d'étudier les valeurs
propres des opérateurs PO e^ PI-, ou de manière équivalente, l'existence de
solutions TT-périodiques ou TT-antipériodiques pour l'équation (1.01). Pour
simplifier les notations, nous noterons désormais E^ et E^ (pour n > 1)
les bornes du n-ième intervalle d'instabilité, et EQ = -E^O) la borne
inférieure du spectre de P.

Nous montrons maintenant comment retrouver la largeur des gaps à
partir de la matrice de l'opérateur de translation r défini par :

(1.06) ru{x) =u(x-7r).

Le potentiel V(x) est réel pour x réel. Si u est solution de (1.01), alors u
l'est aussi, où u(x) = u(x)^ et {u^u) est une base de l'espace S{E} des
solutions lorsque u et u sont indépendantes. S(E) est stable par T et on
voit immédiatement que la matrice T(E) de r dans la base (u, u) est de
la forme :

(1.07) T(E) =
' a ( E ) bÇE)^

^ b(E) a(E) ^

On peut montrer que r est de déterminant 1. On a donc

(1.08) ^(^^-A^À+l,

TOME 121 — 1993 — ?3



ÉQUATION DE HILL À POTENTIEL MÉROMORPHE 409

où \{E^ A) est le polynôme caractéristique de T(E) et A(i?) la trace
de T(E). On appelle souvent A(^) le discriminant de l'équation de
Hill, et la courbe représentative de E \—^ A(£J) est de la forme suivante
(voir [RE-SI], [MA-WI]) :

Figure 1. Discriminant

II existe des solutions 27r-périodiques de (1.01) si et seulement si ±1
est valeur propre de T(E). Autrement dit les bornes du n-ième gap E^
vérifient

(1.09) A(^) = 2(-l)r

et les seules solutions de l'équation A(£J) = ±2 sont EQ et E^. On
remarque alors que :

(1.10) A(E) = 2Re(a(E)), \a(E)\ = ̂ 1+|&(E)|2.

Notant S(E) l'argument de a{E) on obtient aisément le :

LEMME 1.2. — E est une des bornes d'un intervalle d'instabilité si et
seulement si :

\b{E)\
SÇE) = ± arcsin -(1.11)

/1+|^)|2

Nous verrons dans la suite que S(E) est décroissante (voir (2.47)), et
donc que E^ est la solution de (1.09) proche de n2 correspondant au
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410 RAMOND (T.)

signe =F. On note alors 7^ = E^ — E^ la largeur du n-ième gap, et
(avec (2.50)) puisque b(E) = C^e"^), on obtiendra

(112) -v -^^i(L12) 7n - wy
où En est une valeur quelconque de [ E ^ ^ E ^ ] .

2. Construction de solutions. Méthode WKB complexe
Nous allons construire des solutions de l'équation de Hill, que l'on écrit

maintenant (voir (0.6)) :

(2.01) ((^P2 - 1) + h2V(x}} u(x, h) = 0.

Remarquons d'abord que si l'on considère un domaine dans lequel V est
borné, on peut écrire l'équation sous la forme

(2.02) h2uff +u=h2Vu

et considérer le second membre comme une perturbation. En particulier,
on voit que l'on doit s'attendre sur R à des solutions du type

(2.03) u^{x, h) = e^^a^x, h),

où a+ = a- et où a^(x^h) admet un développement asymptotique
quand h —^ 0 :

(2.04) a±(.r, h) = a^{x) + a^(x)h + af{x)h2 + • • • .

Si l'on s'intéresse maintenant aux fonctions ru^{x^ h) définies par

(2.05) TU-^ÇX, h) = u±(x — Ti-, h),

on obtient avec l'expression (2.03) :

(2.06) ru±(x,h) = e^^e^^a^x - TT, h).

En substituant le développement asymptotique (2.04) dans (2.01), on voit
facilement que

(2.07) a±(x - TT, h) = C±(h)a±(x, h)

TOME 121 — 1993 — ?3



ÉQUATION DE HILL À POTENTIEL MÉROMORPHE 411

où C±(h} = 1 + C^h + • • • et 10^(^)1 = 1. Nous obtenons donc :

' ru^(x,h) = e-^7^//lC7+(/l)^+(a;^),

^ru-(x,h)= e^^C-Wu-Çx.h).
(2.08)

Nous allons montrer que toutes ces considérations sont correctes, en
particulier qu'il existe des solutions dont le développement asymptotique
est de la forme (2.03)-(2.04) pour x dans tout compact de M. Nous
obtiendrons de cette manière une matrice approchée pour la translation T
de la forme :

/e-^C+(/i) 0 \
(2.09) T(h)= / (l+0(/i°°)).v / \ 0 e^C-(/i)7 v 7

On voit néanmoins sur l'expression (2.09) que l'on ne pourra se conten-
ter d'une telle construction, qui ne donne qu'une majoration des termes
non-diagonaux de T(E). Nous allons donc — dans un premier temps —
construire des solutions w± de (2.01) pour x dans des domaines aussi
grands que possible de la bande B (et pas seulement sur R) en utilisant
la méthode WKB complexe exacte comme dans [GR] ou [GE-GR].

On choisit d'abord un ouvert Q simplement connexe, indépendant de h,
dont l'adhérence fî ne contient ni pôle ni point tournant, que l'on prendra
symétrique par rapport à l'axe réel et invariant sous l'action de r. On
effectue alors le changement de variable

(2.10) x ^ z { x ^ h ) = h [{VW-l/h^d^
ï J^

où 7 est un chemin dans ^2 d'extrémités 0 et a;. Bien entendu, l'ex-
pression ci-dessus ne dépend pas de 7 puisque l'intégrande est holo-
morphe dans ^î. Notons également que si l'on choisit la détermination
de t ̂  (1 - /^y^))^4 qui est réelle positive pour t e R et h assez petit,
on a

(2.11) z{x,h) = f(l - h^W^àt = x + h2 ̂ a,(x)h23

'7 j>o

avec a, = ̂ +1 j V(t}^àt et /?, = ̂ J2^2^,-

On cherche maintenant des solutions de (2.01) sous la forme

(2.12) u(x, h) = (1 - /^(rc))"174/^, h)),
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ce qui donne l'équation (où / désigne la dérivée par rapport à z) :

(2.13) - f ' f + ( H 2 - H f - - ^ ) f = ^ où

h2 V'ir}
(2.14) H{z(x^h)) = - — — — w _

v / 4 (l-yi2^))372

On pose enfin f±(z) == e^^W^Çz) et (2.13) devient :

(2.15) (H2 - H^W^ = ̂ ^ + w^ •

On définit alors deux suites (W^)n par les équations

' W^ = 1,

(2.16) < (9,±^)W^=-HW^ pour n > 0,

- 9.̂  = -^^n-i PO^ ^ > ^

et l'on montre facilement que les expressions

(2.17) W±=^W^
n>0

vérifient formellement l'équation (2.15). Il reste à construire de vraies
fonctions satisfaisant ces équations. Puisque f2 est simplement connexe,
la fonction W^ est déterminée par (2.15), à une constante près, dès que
l'on se donne W^L^. Nous choisissons donc deux points bases ;r± dans ^l
et l'on fixe les constantes d'intégration en imposant, pour tout n > 1 :

(2.18) W^(x±)=0.

Nous obtenons alors des solutions de (2.16) en prenant

(2.19) TV^^)- / e^2^1-^-^271)
2n(^ ^(Cl)...^(C2n)dCl---dC2n,

(2.20) ̂ +i(z,M±) = f e^21/^1-^-4-^1-^
Jr^+i{z±,z)

^ ( C l ) - - - ^ ( C 2 n + l ) d C l - - - d C 2 n + l ,

TOME 121 — 1993 — N° 3



ÉQUATION DE HILL À POTENTIEL MÉROMORPHE 413

où r^(z^^z) désigne l'ensemble des n-uplets (Çi , . . . , (^ ) , pris dans cet
ordre sur un chemin ^± d'extrémités z-^ = z(x^) et z, image par
x i—>- z(x^ h) d'un chemin 7± de f2 d'extrémités x^ et x. On note alors :

(2.21) Vn^.h) = sup{+Im(^i) - z(t^) + • • • + (-l)^^)) ;

tj e7±^l < • • • <^}-

Si l'on peut prendre 7± de sorte que ^± soit de longueur finie L, et le
long duquel on ait

J A^/i) = sup{|^(0| ; C e ̂ ±} < +00,
\V±{h)=SMp{Vn(-/±,h)^ neN} <+00,

(2.22)

on obtient :

(2.23) W^ (z) | ̂  ev± (^h {A±WL)n •

Sous les hypothèses précédentes les séries (2.17) convergent donc unifor-
mément sur tout compact de Q, et nous obtenons de cette manière des
solutions w± de (2.01) pour h fixé :

(2.24)^ w±(x,h,x±)

= (1 - ̂ V^))"174 e '̂̂  ̂  H^ ̂ (o1), /., ̂ ).
n^O

Nous avons alors la :

PROPOSITION 2.1. — w±(^h,x^) est la solution de (2.01) qui vérifie
les conditions de Cauchy :

( w^x^h^x^ = (i - ̂ y^))"1^^^
(2l25)± l ̂ x^h^ = ̂ (1 - h^x^e^^.

Preuve. — Nous nous contenterons d'écrire les calculs pour w+. Pour
simplifier les écritures on note :

( ^~(x) = ̂  W^(z(x),h,z^,

(2.26) < n^0

l ̂ (x) = ̂  ̂ n+i W^^+).
n^O
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Avec (2.16) on a

RAMOND (T.)

9^+=(l-h2V(x))l/29^+

1/2; +-= (1 - h2V(x)}
(2.27)

-ff(/3
2i

-7^+)'

^+- =(1-^(2;)) l/2c^+-

^i-/^))1^-^),
et donc, en dérivant logarithmiquement

cLw+ (^+ -(^4
- ( l - / , 2 y ) l / 2 .(2.28)

d'où Fon tire

W+ /l C^4'" + y 1

(2.29) ^w+(.r^)=-(l-^2y(.^)) l /4e^^/ / l(^+-(.^^)-^+(^/l))
/t/

et la proposition découle de (2.18). []

Nous cherchons maintenant à préciser les domaines ^± dans lesquels
les conditions précédentes sont satisfaites uniformément en h^ et donc
pour lesquels les expressions (2.24)± définissent des solutions de (2.01)
dont nous pouvons espérer connaître le développement asymptotique
quand h —^ 0. Avec (2.14) on voit que H(z(x^ h)) = 0(h2) uniformément
en x sur tout compact de ^ (et donc A(h) = 0{h2) dans (2.23)).
Maintenant, avec (2.19) et (2.20), on obtient

(2.30) W^{z(x)^h,z^=0(h2n)

à condition que :

(2.31) V±(h) ̂  0.

La condition (2.31) est cruciale et peut être traduite par la :

PROPOSITION 2.2. — S'il existe un chemin ^+ {resp. 7~) dans ^
d'extrémités Xj^. et x (resp. x- et x) le long duquel ïm(z(t)) est stric-
tement décroissante (resp. strictement croissante)^ et dont l'image ^+

(resp. r~) part i— -̂ z(t^h) est de longueur finie, alors l'expression (2.24)_(-
(resp. (2.24)-) est le développement asymptotique au point x de la solution
de (2.01) vérifiant la condition de Cauchy (2.25)+ (resp. (2.25)-).
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Preuve. — Elle est immédiate puisque dans ces conditions V±(h) est
négative. La relation (2.23) devient alors :

(2.32)
(A^L)7

W^{z^z^)\<
n\

—^

Figure 2. Le domaine fî+

Pour décrire les domaines ^2± pour tout x desquels les conditions de
la PROPOSITION 2.2 sont vérifiées, on introduit les notions de lignes et
antilignes de Stokes : ce sont les courbes de niveau de x i—> Re;z(:r, h)
et de x i—» ïmz(x^h) respectivement. Avec (2.10), on voit que si l'on se
restreint à x dans fî et à condition de prendre h assez petit, les lignes de
Stokes sont très proches des droites horizontales Im(.r) == C^, alors que les
antilignes de Stokes sont très proches des droites verticales Re(rz') = C^.
La PROPOSITION 2.2 signifie donc que l'on connaît le développement
asymptotique de W4-(rc, /i, x-^-) uniquement dans une région ̂ + pour tout x
de laquelle il existe un chemin 7(.r+, x) sur lequel on a toujours 11—^ ïm(t)
décroissante, alors que celui de w-(a-, h,x-) n'est lui connu que dans la
région fî~ pour tout x de laquelle il existe un chemin ^ ( x - ^ x ) sur lequel
on a toujours t i—^ Im(t) croissante. On rend donc ces domaines aussi
grands que possible en prenant comme points bases :

/.,,. jx+=-^+i(A+^),
y " - 0 6 ) \ 1 / , i \[x,=-^-i(A+ j??).
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Sur le schéma ci-dessus on a représenté la bande B^ notre choix de
points bases et le domaine de validité f^4" du développement asymptoti-
que (2.24)+ avec ce choix de x^.. Puisque l'on a pris x- = .r+, le domaine
de validité Çl~ du développement asymptotique (2.24)- est le symétrique
de ̂  par rapport à l'axe réel.

Nous terminons cette discussion par la proposition suivante qui nous
permettra de donner une meilleure estimation des erreurs lorsque nous
utiliserons les développements asymptotiques (2.24)±. Pour la démons-
tration, nous renvoyons le lecteur à [GE-GR, prop. 1.2] (voir aussi
[SJ, th. 9.3]).

PROPOSITION 2.3. — Les équations de transport (2.16) admettent une
solution dans la classe des symboles analytiques classiques^ et nos W^
admettent ces SAC comme développement asymptotique. De plus les séries
dans (2.24)± sont aussi des symboles analytiques classiques.

Nous cherchons maintenant la matrice T(h) de l'opérateur de trans-
lation T dans la base (w+,w+). On écrit cette matrice sous la forme
(voir (1.07)) :

(2.34) T(h) =
' a ( h ) 6(/i)'

b(h) d(h)

La solution w+ est définie dans ^+, w+ est définie dans ^ï~ (voir la
remarque après (2.33)), rw+ est définie dans r^ = {z € C ; Z—TT ç ^+}
et enfin rw- dans rÇl~. Avec ces notations nous avons la :

PROPOSITION 2.4.

' w^-(x,h,x^) = w-(x,h,x-) pour x e^U^",

(2 35) < Tw+(^ ̂  lzl+) = e-^'^w+Or, h, x^ + 7r),
v ' ) pour xç ̂ + DT^,

-TW+(aï,/l,a•+) = e^^^w-Çx.h.x- + 7r)
pour x ç f^ n r^î~.

Preuve. — Grâce à la périodicité de V et au principe de symétrie de
Schwarz (V = V), les fonctions des membres de gauches des égalités (2.35)
sont des solutions de (2.01). Pour prouver la proposition il suffit donc
de calculer les valeurs de chacune de ces fonctions et de leur dérivée en
respectivement ^+, x+ +TT et x^. +TT, et de montrer ainsi qu'elles vérifient
les mêmes conditions de Cauchy que les fonctions des membres de droite
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de (2.35). Avec notre choix de détermination pour t ̂  (1 — /^V^))1/4 et
avec (2.33), on voit facilement que :

(2.36) z(x^-^h) = z(x^-,h) = z(x-^h).

On obtient donc :

w+(^+, h, x+) = w+(a;+, h, xj^}

(2.37) = (i - ̂ y^))-17^-^'^

= w-(x-^ h^x-).

Pour la dérivée on utilise les notations de la preuve de la PROPOSITION 2.1 :

<9a;w+(a;+,/^ ;r+) = 9a;w+(a;+, /i, ̂ +)

= —(1 - /^2V^_))l/4e-^2(^+•'l)//l(^-(^)—^(^))
(2.38) "

= -1(1 - ̂ V^.))17^-12^^/'1
rii

= OxW-(x-,h,x-)

On prouve les deux autres égalités de la même façon. Q

Nous pouvons maintenant évaluer les termes diagonaux de la ma-
trice T(H) dans la base (w+, w+) en utilisant les wronskiens de ces quatre
solutions :

PROPOSITION 2.5.
f a(h) = e-^^'^^^^ avec

(2.39) ^-(^-^4-)
{^-(x^x)=Y^W^z{x)^z{x)}.

n>Q

Preuve.—Avec les notations de (2.34) on a, pour x dans f^nQ'riT^"^ :

(2.40) rw^{x^h,x^) = a(h)w-^(x,h,x^) + b(h)w-^-(x, h,x^.).

En utilisant la bilinéarité du wronskien on obtient donc

(2.41) a(h) = ̂ '^v / W(w+;w+)(a;)

puis avec (2.35) :

f2 42^ a(h) - .-^^M/h^(w+(•^'x++7T^W-(^^x-)}(x)
{ ' w~ WK(,ft,^);w-(.,fa,o-_))(a-)
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Puisque le wronskien de deux solutions de (2.01) est constant, on
pe^ut évaluer cette dernière expression en x, (qui appartient bien à
^ FW HT^+). Comme dans la preuve de la PROPOSITION 2.1, nous
introduisons les notations suivantes :

f ̂ "(^M) = ̂  W^z{x)^z{x)\
(2.43) <' ^o

[ ̂  M) = ̂  T^n+1 (̂  ̂  ̂ )) .
n>0

On rappelle aussi (2.30)

(2.44) Q^^h) =^1- h^x^eW^^-^h) - ̂ ^h)}

et l'on a, en utilisant également la PROPOSITION 2.1 :

(2.45) W(w+( . , h, x^ + TT); w_ ( • , h, x,)) (rc_)
= 9^w^(x-,h,x^ +7r)w_(a;-,/i^_)

-w^(x-,h,x^ -\-7r)9xW-(x-,h,x_)
= -^^~(x^,h,x+ +7r).

On prouve de la même manière que :

(2.46) H ;(w+(.,/z^+);w_(•^^_))(a l_)=^+-(.r_,^^)

La proposition en découle facilement. []

En particulier la PROPOSITION 2.5 donne le développement asymptoti-
que de a(h) quand h —> 0

(2.47) a(h) = e-^a(/i),

où a est un symbole analytique classique (voir la PROPOSITION 2.3)
de symbole principal 1, ce qui est tout a fait conforme à ce que nous
attendions (voir 2.09).

On s'intéresse maintenant aux termes non-diagonaux de T(h). On peut
écrire, avec (2.40),

(2.48) b(h) = MT^;^)^)
v / W(^+;^+)(^)
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où x appartient à ^+ H ^î~ n rf^. Ensuite grâce à la PROPOSITION 2.3,
on obtient :

(2 49) b(h} = ç^^ ̂ ^ ' ' ̂ + + ̂ ); w+( ' ' /l'tr+))(^
W(w_(.,/^_);w+(.,/i,rr+))(rc)

Cette fois, la valeur de x pour laquelle ces wronskiens sont parti-
culièrement simples à calculer est x = x-^. Malheureusement x^. n'ap-
partient pas à ̂ + F) f^~ H rf^ et (2.46) ne donnera pas le développement
asymptotique de b(H}. En calculant ces wronskiens pour une valeur bien
choisie de a;, on peut cependant prouver aussi la :

PROPOSITION 2.6. — Pour tout e > 0, on a :

(2.50) b(h)=0(e-2(A~£)/h).

Preuve. — Un calcul simple donne

(2.51) b(h) = -^-^^/h^iz{x^/h
(p^~(x,x^ +7^)^+~(a;,a;+) - ̂ +(a;,.^+ -}-7r)^(x,x^)

^-+(;r, x-)^- (x, x^) - ̂ +(.r, ̂ +)^~ (^ x-)

et l'on obtient (2.50) en choisissant x dans ^+ H f^~ Fl r^ de sorte que :

(2.52) ïm(z(x,h)) =A-£. Q

3. Translation dans le domaine complexe
Nous venons de voir que b(h) = C^e"2^"^/^). Pour retrouver une

information plus précise sur ce terme nous allons étudier le problème du
raccordement des solutions au voisinage des pôles (et donc des points
tournants). Etant donné les symétries du problème, il est d'ailleurs clair
qu'une étude au voisinage de XQ = iA devra suffire.

Sous l'hypothèse (H), le potentiel V(x) admet dans un voisinage de XQ
que l'on peut supposer être D(xo,rj) = {x e C : |.r — XQ < rj} un
développement en série de Laurent qu'on écrit (en notant v le résidu de V
en xo) :

(3.01) V(x) = ———— (l + ̂  v^x - iAf\.
x m k>i
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Il semble bien sûr naturel de se ramener au cas XQ = 0. On considère donc
l'opérateur Pô, défini pour x dans D(0,r]) par :

'Po=(/W-i)+/,2yo(^ où
(3.02) ^^-K^E^y

k>l
Nous notons aussi T_,A l'opérateur de translation défini par

(3.03) T-iAU(x) = U(x + 1A)

et pour tout ouvert ^ de C :

(3-04) T_^ = [x ç C ; x + zA ç ^}.

Nous avons alors immédiatement le :

LEMME 3.1. — La fonction w est une solution de l'équation Pw = 0 (où
P = {h^D2 - 1) + h^V, voir (2.01)) définie dans un ouvert f2 c D(xo, rj)
si et seulement si WQ = T-,AW est une solution de PQW = 0 définie dans
l'ouvert f^o = r-zA^ de D(0,rj).

On peut supposer que l'on a choisi f^ de sorte que ^± H D(xo, T]) ̂  0.
Les solutions w± construites dans la deuxième partie donnent donc
deux solutions w^ = r-iAW± de l'équation PQW = 0 qui sont définies
respectivement dans les ouverts (voir la figure 3) :

(3-05) ^^_^±^(Q^).

^ ^o

Figure 3. Les ouverts ̂ ±
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En utilisant les expressions (2.24)^ on obtient :

(3.06) w^(x, h) = (1 - h^V^x + iA)) -1/4

^WAWk ̂  ̂  (^ ̂  ̂  ̂  ̂  ^x e^^^)^ V ̂  (^ + iA), /,, ;
n^O

Tout l'intérêt de ce décalage apparaît maintenant. Pour x dans f^, en
particulier pour x réel dans f^"n]R ==] -77; -£i[ où 77 > ^i > 0, on a x+iA
dans ^± et l'expression (3.06) est le développement asymptotique de la
solution de (3.02) vérifiant les conditions initiales (2.25)±. Mais, puisque
z(x + iA, h) = z(x, h) + iA + 0(h2) (voir (2.11)), nous connaissons aussi
les développements asymptotiques des solutions :

(3.07) u^ = e^/^.

Or si nous notons To(h) la matrice de l'opérateur de translation r dans la
base (zA^.^o'), nous avons :

/ çA/h g \ / e - A / h 0 \
(3.08) ToW= .. ] T ( h ) = ( .

\ 0 e-A/h ) \ 0 eA/h )

On obtient donc

( a ( H ) c(h)\
(3.09) ro(^) =

\r(h) a(h)j

avec

(3.10) c(h) = e^^bÇh) et r(/i) = e-^/^^/i).

Sur cette dernière expression on comprend tout le parti que l'on pourra
tirer d'une étude locale près de XQ = 0 et de la connaissance de la
matrice To{h) même modulo 0(e-£///l), puisque le terme non-diagonal b{h)
s'y trouve multiplié par un facteur exponentiellement grand. On peut
donc espérer trouver dans cette base une matrice triangulaire permettant
d'obtenir b(h). Cette étude locale est l'objet de la suite de ce travail.
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4. Structure de l'espace des solutions
Nous commençons par l'étude de Panalyticité des solutions de (3.02)

définies dans D(0,rj). Nous utilisons quelques rudiments de théorie fuch-
sienne (voir par exemple [OL]) et nous écrivons pour ce faire l'équation

(4.01) ^D2 - l)u(x) + h^o^uÇx) = 0

sous la forme

(4.02) _„"+9(^=o
x2

où g(x, h) est une fonction analytique de x dans D(0, rf) :
00

' g(x, h) = ̂  gnWx" avec
n=0

(4.03) < 9o(h)=^ 9i(h)=^ g^h)=^-l/h^

, 9kW = YVk-\ pour k > 3.

Nous avons la :

PROPOSITION 4.1.— I I existe une solution non-triviale de (4.01) qui est
analytique dans D(0,rj).

Preuve. — En cherchant une solution du type u(x) = x0' de l'équation

(4.04) -u" + 9-o{x^n = 0,
X

on obtient l'équation indicielle

(4.05) a(a - 1) = 0

qui admet deux solutions a\ = 1 et OQ = 0 qui diffèrent d'un entier. On
pose alors

00

V^(4.06) uo(x) = ̂  anWx"
n==0

et en reportant (4.06) dans (4.04), on trouve :

( aQ = 0, ai quelconque,
(4.07) ^ _

an-^-i(h) = ————^gn+i-kWak(h) pour n > 1.
^n + L)n ̂

On termine la preuve de la proposition en utilisant le :
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LEMME 4.2. — La série (4.06) où les a(h) sont donnés par (4.07) a un
rayon de convergence non-nul, supérieur ou égal à r j .

Preuve. — La fonction g(x,h) est analytique dans D(Q,r]). Soient
pç]0^[et

(4.08) K=sMp{\g(x,h)\; \x\=p}.

Par les inégalités de Cauchy on a :

(4.09) {gnWi^Kp^.

On définit alors la suite (bn) par :

bo =0, 61 = ai

1
n{n — 1)

(4.10) l 1 n _
}<bn=n(n^l}^b3p3~n pour n > 2

v / j=o
On montre alors — en utilisant (4.09) et (4.10) et par une récurrence très
simple — que pour tout n ^ 0 :

(4.11) \an ^bn.

On cherche maintenant le rayon de convergence de la série entière dont
les coefficients sont les bn. Pour cela on écrit (4.10) pour n = p et
pour n =p— 1, puis on retranche la seconde égalité à la première. On
obtient ainsi la relation de récurrence pour (bn) :

(4.12) p p ( p - l)bp = [(p - l)(p - 2) - K]bp.,.

De (4.12), on tire aisément que le rayon de convergence de la série entière
à coefficients bn est p, et par (4.11) que le rayon de convergence de UQ est
supérieur ou égal à p , d'où le résultat puisque p est aussi proche que l'on
veut de rj. []

Nous cherchons maintenant une autre solution u\ de l'équation (4.01).
Cette fois, le fait que les zéros de l'équation indicielle diffèrent d'un entier
va entraîner qu'il n'y aura pas d'autre solution analytique indépendante
de UQ. On fixe un choix de UQ en prenant a\ = 1 dans (4.06) et l'on
cherche u\ sous la forme :

(4.13) u^(x)=uo(x)v(x).
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En reportant (4.13) dans l'équation (4.03), on trouve :

dt
v{x) = j(4.14)

M))2'

Or, utilisant (4.06), on trouve :

(4.15) ^=a^-2a^t-^....

Puisque ao(h) = 0 et ûi(/i) = 1, on trouve a^(h) = ^y et

^ oo
(4.16) v(x) =--+^/log(a:)+^^.^n;

x n=l

donc enfin

(4.17) u-i{x) = u\og(x)uQ{x} + VQ^X)

où VQ est une fonction analytique dans D(0,77). Nous avons donc obtenu la :

PROPOSITION 4.3. — Les solutions de (4.01) sont de deux types :
• ou bien elles sont analytiques dans D(0^rf) ;
• ou bien elles possèdent un point de ramification logarithmique à

l'origine.

COROLLAIRE 4.4. — L'espace des solutions distributions de l'équa-
tion (4.01) est de dimension 3.

Preuve. — Les distributions définies par la solution analytique d'une
part, la valeur au bord de la solution ramifiée considérée comme fonction
analytique du demi-plan supérieur d'autre part, et enfin la valeur au bord
de la solution ramifiée considérée comme fonction analytique du demi-plan
inférieur, sont indépendantes et forment une base de cet espace. []

5. Eléments cT analyse microlocale semiclassique
Ayant en vue une étude microlocale de l'équation (3.02), nous regrou-

pons ici les quelques notions que nous utiliserons par la suite. Pour l'es-
sentiel, ce qui suit est tiré de [SJ] et [HE-SJ] (voir aussi [MZ]). Nous nous
limiterons au cadre de la dimension 1 (le seul dont nous ayons besoin),
renvoyant le lecteur aux articles précités pour un exposé plus général.
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a) Symboles. Espaces de Sjôstrand.

DÉFINITION 5.1. — Soit Z un ouvert de C et <3> une fonction continue
à valeurs réelles, définie sur Z. On désigne par H^ÇZ) l'ensemble des
fonctions f{z,h), définies dans Z x ]0, ho} (où ho est un réel assez petit)
telles que :

(i) u est analytique en z pour tout h de ]0, ho] ;
(ii) \/K CC Z, \/e > 0, 3C > 0, V(^ h) e K x ]0, ho},

(5.01) \f{^h)\ <CeW^+^.

Pour <î> = 0 on parle de symboles analytiques.

On notera aussi H<s>(Z) l'ensemble des fonctions f(z, h) définies
sur Z x }0,ho\ qui sont analytiques en z pour tout h et qui appartien-
nent à L^Z, e-^^/^dz)).

DÉFINITION 5.2. — Soit (aj) une suite de fonctions holomorphes dans
un même ouvert Z de C, et telles que, pour tout compact K C Z , il
existe C > 0 tel que pour tout z dans K et tout j e N on ait :

(5.02) \a,{z)\<C^j3.

On dit alors que l'expression

(5.03) a(z,h)=^ay(z)h3

j>o

est un symbole analytique classique (SAC) formel (d'ordre 0 si ao ^ 0).
On dit que a(z, h) est elliptique lorsque le symbole principal ao ne s'annule
pas sur Z.

LEMME 5.1. — Si a(z,h) est un SAC formel d'ordre 0, alors pour
tout ouvert Z relativement compact de Z on peut définir une réalisation
a G H^ÇZ) de a, définie modulo 0(e-£//^) pour un e > 0.a

Preuve. — II suffit de prendre

(5.04) a(z, h)= Y^ aj{z)h3

0<j<^l/Ceh

où C est défini pour Z comme dans (5.02). Q
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DÉFINITION 5.3. — Soit / e H^ÇZ), et soit Z un ouvert de Z. On dit
que / est nulle dans H^ÇZ) et on note / = 0, si pour tout compact K
de Z, il existe C > 0 et e > 0 tels que, pour tout z dans K :

(5.05) /(^)| < Ce^^-^.

On notera MS(f) le complémentaire du plus grand ouvert Z de Z
pour lequel / = 0 dans H^^Z). On notera également f = g pour deux
éléments de H^ÇZ) lorsque / - g = 0 dans H^ÇZ), i.e. M5V - ̂ ) = 0,
et l'on parlera de la classe de / dans H^ÇZ).

b) Transformations de FBI locales. — Nous introduisons d'abord la
classe adéquate de (familles de) distributions dépendant de h :

DÉFINITION 5.4. — Soit u = (uh) une famille de distributions de T>'(Y)
où Y est un ouvert de R et où h varie dans ]0, ho} avec ho assez petit.
On dira que u est une (famille de) distribution(s) semi-classique(s) et l'on
notera u ç H^V) si, pour tout \ de Co^^), il existe un entier positif N
tel que

(i) xun G TV'^OR) pour tout /^ dans ]0,/^o] ;
(ii) llx^llw-^ = O^"^) quand ^ -^ 0,

où l'on a noté TV'^R) l'espace de Sobolev habituel.
On a alors le :
LEMME 5.2. — Soit {z, y) G C x R et soit ^ : C x R —> C une fonction

holomorphe dans un voisinage Z x Y de (zo,?/o), vérifiant :
(i) 9y(p(zo,yo) = -0o <EM,

(ii) ïm9^(zo,yo) > 0,

(iii) ^(^2/o)^0.
5W aussi t(z,y,h) la réalisation dans Z x Y d'un SAC elliptique

et \ 6 C^(Y) telle que 0 < ^ < l e ^ ^ = l dans un voisinage de yo.
Alors pour tout u ç W(V), on définit un élément Tu de ^^(Z), en
posant

(5.06) Tu{z, h) = ( e^^^tÇz, y, h)x(y)u(y^ h) dy

ou

(5.07) <S>(z) = s\ip{-ïmy(z,y) ; y 6 Y}.

On c?^ çne TZA e5^ la transformée de Fourier-Bros-Iagolnitzer (FBI) de u ;
la classe de Tu dans H^0 (modulo =, cf. la définition 5.3) ne dépend pas
du choix de ^.
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Comme à un opérateur intégral de Fourier (OIF), on associe à T,
transformation de FBI, la transformation canonique KT '• (y, 0) ̂  (^5 C) ?
d'un voisinage complexe de (yo, 0o) dans un voisinage complexe de (zo, Co)?
où Co = -2i9^(zo).

c) Distributions définies microlocalement — La connaissance de Tu
dans un voisinage de ZQ = yo — i0o ne renseigne que sur le comportement
de u microlocalement près de (yo, ̂ o) 5 u ne ^m^ donc pas espérer retrou-
ver u à partir de cette seule information. Cependant, en considérant T
comme un OIF elliptique, on voit que l'on peut définir un «pseudo-
inverse» 6' tel que TS soit l'identité de H]^C(Z) modulo des termes expo-
nentiellement petits dans H^ÇZ) (i.e. TSf = f dans H^ÇZ)). Nous
pouvons donc introduire sans ambiguïté la notion de distribution définie
microlocalement :

DÉFINITION 5.5. — Soit (yo,0o) e T*(M). Une distribution définie
microlocalement près de (yo, 0o) est la donnée pour toute transformation T
de FBI d'un élément ./r(^ h) de H^ÇZ), où Z est la projection de l'image
par KT d'un voisinage de (yo,0o)^ de sorte que si T\ et T^ sont deux
transformations de FBI et 62 l'inverse de Ta, on ait :

(5.08) /T, = (TI^VT, dans H^(Z,).

La condition (5.08) de compatibilité entre les différents représentants
est indispensable. En effet si u G W(V) et si Ti et T^ sont deux
transformations de FBI, données par ((^i,ai) et ((^2^2), définies près
de (yo, 0o), et que l'on note pour i = 1, 2

(5.09) (^,Cz) =/^Q/oA),

alors on a

(5.10) Tm = (T^T^u dans H^(Z^)

où Ti52 est un OIF agissant de H^ÇZ^) dans H^{Z^) (voir [HE-SJ],
appendice Al).

Si u est une distribution définie microlocalement près de (yo,0o)^ on
peut définir l'action sur u d'un OIF associé à une transformation canoni-
que réelle K et à un symbole analytique classique définis dans un voisinage
de (yo, ̂ o), en remarquant que si T est une transformation de FBI comme
ci-dessus et S son pseudo-inverse, TAS est encore un OIF dont la trans-
formation canonique ^ associée est donnée par n' = K.T ° ̂  ° i^r1'

BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE



428 RAMOND (T.)

d) Transformation de FBI globale. Micro supports. — Si dans le
LEMME 5.2 on prend

(5.11) ^)= ^i(z-y)^

on voit que les conditions (i) à (iii) sont remplies pour tout (zo.yo)
de C x R. Pour cette raison on parle alors de transformation de FBI
globale. La transformation canonique associée est alors :

(5.12) K T ( y ^ ) = ( y - i O , 0 ) .

Si de plus on prend comme symbole

(5.13) t{h) = CTi-374

et en choisissant la constante C convenablement, on peut montrer que T
est un opérateur unitaire de L^M) dans H^(C), où la fonction <Ï> est cette
fois :

(5.14) ^(z)= ^(ïmz)2.

Grâce à cette transformation de FBI globale, nous pouvons maintenant
introduire une notion naturelle de microsupport pour les distributions
semi-classiques :

DÉFINITION 5.6. — Soit u C YV(Y). On dira que (y, 0) G Y x M
n'appartient pas au microsupport de u s'il existe un voisinage f^ de (y, 0)
dans Y x M tel que Tu = 0 dans H^ÇZ), où Z = H,(/îr(Q)). On
notera MS(u} le microsupport de u.

On peut éclairer cette notion en remarquant que si u est une distribu-
tion de W^(Y) (i.e. une distribution semi-classique qui ne dépend pas
de h), alors on a immédiatement

(5.15) MS{u) = (supp(n) x {0}) U WFa{u),

où WFa(u) est le front d'onde analytique de u (voir [SJ, chap. 6]).

On dispose aussi de la notion de microsupport pour les distributions
définies microlocalement. En effet si fr^ et fr^ sont deux représentants
d'une même distribution définie microlocalement, alors on a grâce à (5.08)

MS(fT,) = MS'(T^)[MS{fT^^
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où l'on a noté MS'{A) l'ensemble des (^i, z^) tels que (^i, z-z) appartienne
au microsupport de POIF A (voir [HE-SJ], appendice dl).

Pour une distribution définie microlocalement u, on choisit le représen-
tant / de u associé à la transformée de FBI globale T et on donne la :

DÉFINITION 5.7. — On dit que (î/, 0) appartient au microsupport de IA,
qu'on note encore MS(u), si y — 10 = n^T^^)) appartient à MS(f).

Nous avons pour finir la proposition suivante, dont la démonstration
peut être calquée sur celle du théorème 6.4 de [SJ] :

PROPOSITION 5.3. — Si P est un h-opérateur différentiel à coefficients
analytiques et u une distribution semi-classique telle que :

(5.16) Pu=0(e~£/h).

Alors :

(5.17) M ^ ( n ) c { ( ^ 0 ; p(x^)=0}.

6. Réduction microlocale à Qo(x,hD) = xhD
Nous allons maintenant étudier l'équation (3.02) d'un point de vue

microlocal en utilisant les outils décrits dans la section précédente. On
pose d'abord :

(6.01) ^(x)=XVo(xy

La fonction ^f(x) est analytique dans D(0,r]), et l'on peut supposer
que ^(x) ne s'annule pas dans cet ouvert, quitte à prendre r] (et donc e\)
assez petit. Pour x dans D(0,^), nous écrivons l'équation (3.02) sous la
forme équivalente (pour x ^ 0) :

Q{x, hD, h)u(x, h) + h2u(x, h) = 0 où
(6.02) <j

[ Q ^ h D ^ ^ ^ ^ ^ ^ D 2 - ! ) .

Q est un /i-opérateur différentiel, de symbole :

(6.03) g(^) = ̂  (^2 - 1).
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Les caractéristiques de l'opérateur Q sont donc :

{Ç=ï}U{!;=-l}U{x=0}.

Elles sont simples en dehors de (x,^) = (0,1) et (x,^) = (0 -1) On
concentre donc l'étude au voisinage de ces deux points. Pour (x $) près
de (0,1) on a : v '^ ^

(6.04)^ lq(x^)-^e+2)xe=^+^)2) où

1^=^-1.

De même pour (:r,ç) proche de (0, -1) :

(6.Q4)_ i^-^0-^^-^^^)2) "ù

l ^ = Ç + l .

Nous allons donc nous ramener microlocalement à l'opérateur

Qo(x,hD) =xhD

grâce à un théorème dû à HELFFER et SJÔSTRAND (voir [HE-SJ]
appendice b, th. bl), encore valable ici bien que notre opérateur ne soit
pas autoadjoint.

PROPOSITION 6.1. - II existe un OIF U+ (resp : t/_), pas nécessaire-
ment umtazre, et un symbole analytique classique F+(t, h) (resp • F_(t h))
d'ordre 0 tels que ' v ' / /

(6.05)^ U^T^F+(Q,h}T+U+ = Q, ,

(6.05)_ (resp : U^T^F_(Q,h}T_U, = Ço), où

(6.06) Qo(x, hD) = xhD, T+u(x, h) = e"//lu(.r, h), T_ = T+1.

l'égalité (6.05)± s'entendant au sens des opérateurs agissant sur des
distributions définies microlocalement près de (0,0). On a aussi

(6.07)± f^(t)=^t+0(t2), f,-(t)=-^t+0(t2),

(6.08)± K±(x,^=(x,ç)+0((x,!;)2)
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où /o (t) est le symbole principal de F^(t^h) et ^±(^0 es^ ^ transfor-
mation canonique associée à l'OIF U^ qu'on peut écrire :

/ -m
f U±u(x^h) = e^^y^^a^x^y^^h^y^^dy—— où

ZTra
(6.09) { ^{x^y^)=(x-y)0^0((x^y^)3) et

a(x, y, 0^ h) est un SAC de symbole principal 1

Nous avons alors l'équivalence suivante : u est une solution définie
microlocalement près de (0,0) de l'équation

(6.10) Qou-fiu=0

si et seulement si T^U-^-u (resp. T-U-u) est une solution définie micro-
localement près de (0,1) (resp. près de (0, —1)) de l'équation

(6.11) Qu-{-h2u=0 avec

(6.12)_^ ^ = F^{-h2) = - ̂ h2 + 0(^3)

(6.12)_ (resp. ^ = F,{-h2) = \vh^ + 0(/i3)).

7. Le modèle de branchement

Nous étudions ici les solutions distributions de l'équation (6.10) :

( QQU — lin = 0 avec

^=±^h2+0(h3).
(7.01)

Notant H la fonction de Heaviside, on trouve deux solutions qui sont
dans 5'(R) puisque l'on a Re{i^/h) = 0(h) (et donc Re(i^/h) > —1) :

(7.02) u±{x, h, ̂ ) = {x^^H^x).

Pour trouver d'autres solutions, on utilise la symétrie de l'opérateur QQ
en x et D. Plus précisément on a

(7.03) Qo^~1 = -^~\Qo + h / i ) ,

où ^F~1 désigne la /i-transformation de Fourier inverse :

(7.04) ^"^(O = —— 1 e^^u^dx.
27rn J
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Nous disposons donc de deux autres solutions v^Çx, h, ̂ ) dans S ' de (7.01) :

(7.05)^ v±(x,h,^=y-lu±(.,h^')(x) où //=-(/,+ A/î).

^ On doit signaler ici que les distributions homogènes u±(.,h,fJ.') sont
définies par (voir par exemple [HO, chap. III]) :

(7.06)+ ^(-,^-^+h/i))^} = A [+00 x-i^hv'(x)dx,
fl^ Jo

(7.06)_ {u-(^h^-^+h/i))^)=^ f° H-^/V(^.

Nous allons expliciter (7.05)±. Pour ce faire, il suffit de remarquer que î;+
(resp. v ) est valeur au bord d'une fonction analytique du demi-plan
supérieur (respectivement du demi-plan inférieur) :

(7.07) v±(x,h^)= lim [e^çx±^y^/h\^-l-^^/hH(±n-d^-
y-^^J ' v ^TT/I

Nous pouvons alors montrer le :
LEMME 7.1.

J^—l-ip,/h

(7.08)+ v+ (a-, h, fz) = ——^——r(-i^/h) { e^/2/lu+ (x, h, ̂

+e-^2ftu-(x,h,^},

_ /^— 1— ^AA /^
(7.08). v-(x,h,/^) = ^ ^(-i^h){e-^/2hu+(x,h,^

^g^/2^-^^

Preuve. — On effectue le changement de variable :

(7-09) z = (y ̂  ix^/h.

On est alors ramené à

^ '^-^(^r/^-1-^
où 7 est l'image de R+ par t ̂  (y^ix)t/h. Par un changement de contour,
on montre que

(7J1) / e-^-^^dz = r(-i^/h)
J^

et l'on déduit le résultat de (7.02). [|
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Soit maintenant u une solution distribution de (7.01). Puisque (^+, u~)
de même que (v~^,v~) est une base de l'espace des solutions, il existe
(a+.a-) et (/?+,/3_) dans C2 tels que :

(7.12) u = a^u^ + a-u~ = f3^ + (3-v~.

Avec le LEMME 7.1, on obtient alors

(7.13) + =B,(a+} B ((3+U l̂?-.
OU

,_1-^//, / ^/^h ç-^TT/2^

(7-14) B^——^-^^h)[^^ e-/-

8. Solutions Microlocales
On peut voir (avec (7.02) et (7.07)) que nos quatre distributions u±

et v± sont des distributions semi-classiques. Nous les considérerons donc
désormais comme des distributions définies microlocalement dans l'ou-
vert £?((0,0),77), solutions microlocales de l'équation (7.01), obtenues
après action de la transformation de FBI globale. Nous nous intéressons
d'abord à leur microsupport.

PROPOSITION 8.1.

(8.01)± MS(u±)={(y,0)^ (±y>0 et 0 = 0) ou(y=0)},

(8.02)± MS(v±)={(y,0)•, (±0 > 0 et y = 0) ou (0 = 0)}.

Preuve. — On se contente de démontrer le lemme pour ^+. Par
définition, nous avons l'équivalence

(8.03) (^ Oo) G MS(u^) ^=> (yo - i0o) C MS(Tu^\

où

(8.04) Tu^(z,h) = / e-^)2/2^)^,/^.

• Si Re(^) < 0, on montre facilement que z ^ MS(Tu) en prenant \
telle que supp(^) C R*^.
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• Si Re(z) > 0 et ïmz -^ 0, on effectue une déformation du contour
dans (8.04) du type y ^ y = y - ie^(y) où ^ ç C^(Y\ avec Y
voisinage de yo et ^i = 1 près de yo. La décroissance exponentielle en
découle facilement. []

Grâce au théorème de réduction (PROPOSITION 6.1), nous disposons de
huit solutions de (6.11) :

f Q(x, hD, h)u(x, h) + h2u{x, h) = 0 où
(8.05) ^ „

\Q^hD^)=^(h2D2-^

les unes définies microlocalement dans ^((O,!),^), les autres dans
B((0,-l),6-2). On les note :

^ u^(x, h) = T^U^u^x, h, /,+),

u^(x,h)=T^u^(x,h,^),
v^{x,h) =T+^+^(.r,/z^+),

v^(x^h) =T+^_(^/^+),
(8.06)

^_+(a;,^) =T_U-u+(x,h^~),

u__(x,h) =T_U,u-(x,h^-),
v-+{x, h) = T^U^Çx, h, /,-),

(v—(x,h) =T-U-v-(x,h^~),
ou

(8.07) ^+ =F^-h2,h) et ^- =F^(-h2,h).

.r= 0

/ cr++

s+- (0,1)
5++

/ C^-+

(0,-1)
s-- ^=-1

^((0,1)^) ^((0,-!^)

Figure 4' Segments caractéristiques
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Pour décrire le microsupport de ces distributions définies micro-
localement, nous introduisons les notations suivantes pour les segments
caractéristiques (voir la figure 4) :

(8.08)'

(8.08)"

^++ = {^ = 1 ; 0 < x < r]},
5+_ = {Ç = 1 ; -77 < X < 0},

5_+ = { $ = -1; 0 < X < T ] } ,

. s-- = {£, = -1 ; -r] < x < 0},

'a++ = { r r = 0 ; 1 < ^ < 1 + ^},
a + _ = { : r = 0 ; 1 - ^ < ^ < 1 } ,
cr_+ = {.r = 0 ; -1 < ^ < -1 + r]},
a__ = {x=0-, -1-T] < ^ < -1}.

Avec ces notations, nous avons la :

PROPOSITION 8.2.
a) Les microsupports des distributions définies microlocalement dans

B((0, l),r/) sont contenus dans l'adhérence de respectivement :

5++ U (7++ U (7+-

5+_ U CT+4- U (7+_

5++ U (7++ U 5+-

S++ U (7+_ U 5+-

poî/r n++ ,
pour ZA+- ,

po^r ^+4-,

pour 'y+_ .

b) De même^ les microsupports des distributions définies microloca-
lement dans £?(((),—1), 77) sont contenus dans l'adhérence de respective-
ment :

5_+ U (7-- U (7-4- pOUr 'U-4- ,

s—— U <7__ IJ <7-+ pour u—- ,

5 _ _ U a _ + U < s _ + po^r 'y-+,

s_- U (7__ U 5_+ po^r z»__ .

Preuve. — On utilise le fait que K^(x^) = {x,^) + 0((.r,^)2) et que,
si A est un OIF agissant sur des distributions définies microlocalement
en (0, 0), alors

MS(Au) C MS\A)(MS{u))

(voir [HE-SJ], appendice dl). D
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Nous terminons cette partie en remarquant que l'on peut étendre
de manière unique les solutions v+- et 'LL-+, définies microlocalement
respectivement dans ^((O,!),^) et B((0, -1),^), le long du segment
caractéristique simple

(8.09) a= {x=0; -1 < ^ < 1}.

Il suffit en effet de remarquer que ce sont des solutions de type WKB de
l'équation (8.05) (cf. (8.06) et (6.09)). La première équation de transport
étant

(8.10) ^ao(^)=0,

le symbole principal de ces solutions est constant et nous avons choisi la
même normalisation pour ces deux solutions. Notant toujours v^- et v-^
leur extension nous avons donc la :

PROPOSITION 8.3. — II existe un symbole analytique classique d'ordre 0
et de symbole principal 1 tel que^ sur a, on ait :

(8.11) î;+- =M(/i)î;-+.

9. Microsupport des solutions exactes
Revenons maintenant aux quatre solutions exactes u^ et UQ , ru^

et TUQ , définies les unes dans f^ et f^, les autres dans r^ et T^ÏQ

On rappelle que (cf. figure 3) :

f ] -77;-^i [c^nR, ]-^-^[u]^;r7[c^nM,
(9.01) {

[ ]^i; T][ c r^ n R, ] - T]', -é-i[ u ]^i; T][ c T^Q n R.

D'après l'étude précédente, ces quatre solutions se prolongent analyti-
quement dans un ouvert du demi-plan inférieur. Nous considérons donc
désormais u^ et ru^~ comme des distributions de V{\ — rj,rî[), obtenues
comme valeur au bord par le demi-plan inférieur des fonctions précédentes,
solutions de l'équation :

(9.02)
Q(x, hD, h)u(x, h) + h^uÇx, h) = 0 où

^Q(x^D^)=———(h2D2-l).
v^f{x)
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Bien que l'espace des solutions distributions de cette équation soit de
dimension 3 (voir le COROLLAIRE 4.4), trois quelconques parmi u^ et ru^
ne sont pas indépendantes. En effet ces quatres distributions sont par
construction valeur au bord de solutions holomorphes dans un ouvert
du demi-plan inférieur et engendrent donc un espace de dimension 2.
Puisque u^ et UQ sont indépendantes, nous retrouvons les relations de
la troisième partie :

(9.03)
' ru^ = a(h)u^ + C(K)UQ ,

ruQ = r(h)u^ + d(h)uQ.

Le reste de ce travail va consister à retrouver ces coefficients à une
erreur exponentiellement petite près en « microlocalisant » ces quatre
distributions et en utilisant les solutions microlocales de la huitième
partie. Nous donnons dans la proposition suivante les renseignements sur
le microsupport de u^ et ru^ qui découlent des expressions (2.24)± et de
la PROPOSITION 5.3 :

PROPOSITION 9.1. — u^ et ru^ sont des distributions semi-classiques
et avec les notations de (6.03) et (8.08) on a :

( MS(u^) C q-^O) \ 5_- , M^o) C ç-^O) \ 5+- ,
(9 04) <

[ MS(ru^) C q-^O) \ 5++ , MS(ru^) C ç-^O) \ 5-+ .

Nous pouvons être encore plus précis sur le microsupport de ces
solutions, en utilisant le fait qu'elles sont valeurs au bord de fonctions
analytiques dans un ouvert du demi-plan inférieur. Nous avons en effet la
proposition suivante (voir aussi [MR, chap. 5]) :

PROPOSITION 9.2. — Soit {uh) e >V(M). S'il existe une famille de
fonctions (fh) de II^n^z\(.^ ou ̂  es^ un ouver^ ae ̂  ae ^a forme

(9.05) ^ = [z G C ; Rez C Y et -a < ïmz < 0}

telle que pour tout ^ e C^°(K)

(9.06) (uh^) = lim f(x -iy,h)^p(x)dx?/^o+ J

alors :

(9.07) MS(u) H {(^,77) e M2 ; v > Co} = 0.
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Preuve. — Soit ($0^0) ê H^2, tel que 770 > CQ. On doit montrer qu'il
existe e > 0 tel que

(9.08) lim / e-^-^^^fÇx - iy, h) dx = 0( e^ ̂ 2/2^-^/^)
2/-^0+ J

uniformément pour tout z dans un voisinage complexe de ZQ = ^o — ^o-
On note ^(^) l'intégrale du premier membre de (9.08). Puisque / est
analytique dans fî, on peut changer de contour dans cette intégrale et
prendre x \-^ x = x — iaQ\\{x), où ^i € C^°(X) (X est un voisinage de $o
et 0 < ^i ^ 1 avec Xi = 1 P^ de a;o), en prenant y et OQ assez petits. Le
résultat en découle alors facilement. []

On peut montrer que nos distributions vérifient les conditions de la
proposition précédente avec CQ = 1. On obtient donc :

PROPOSITION 9.3 (voir figure 5).

MS(u^) C q-\0) \ (5— U a++), MS(UQ) C q-\0) \ (5+- U a++),

MS(ruÏ) C q-\0) \ (^_+ U a++), MS(ru^) C ç-^O) \ (s^ U a++).

En fait nous verrons que le problème de branchement avec la PROPO-
SITION 9.3 entraine que les microsupports de UQ et ru^ sont contenus
dans s__ U a-_ U 5-+, et donc que ces deux distributions sont propor-
tionnelles. On va donc trouver une matrice de passage triangulaire, ce qui
correspond bien à ce que nous attendions après l'étude de la troisième
partie.

10. La matrice de translation

Puisque nos quatre solutions u^ et ru^ sont des distributions semi-
classiques, on peut les considérer comme des distributions définies micro-
localement dans ] —77, T][ x R, solutions microlocales de (9.02) (voir aussi la
remarque avant (8.05)), et c'est ce point de vue que nous adoptons dans
toute la suite. Nous allons maintenant recoller ces solutions microlocales
avec celles de la huitième partie. Nous avons d'abord la :
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c^

s

°++

5-+

MS(u^}

MS(u^ )

M6'(Tu^ )

M S (ru,)

0"++

5+-

'̂

s++

Figure 5. Microsupports

PROPOSITION 10.1.
(i) II existe deux symboles analytiques classiques d'ordre 0, d±(h) de

symbole principal 1 tels que :

( ru^(x, h) = e-^7^/2/ld+(/l)n++(^ h) près de 5++ ,

1 ruQ(x,h) = e^7^/2/^d-(/^)^_+(.^^) près de 5-+.

(il) J7 existe deux symboles analytiques classiques d'ordre 0, g±(h) de
symbole principal 1 tels que :

( u^(x,h) = e^V^/^+.^/i) près de s+_ ,

[ UQ (x, h) = e-^/^g- {h)u— (x, h) près de 5__ .

Preuve. — La proposition résulte d'une part de la propagation des
singularités pour un opérateur à caractéristiques simples, et d'autre part
du fait que toutes les solutions écrites ci-dessus sont du type WKB avec
pour symbole principal 1, ce qu'on peut voir aisément en reprenant les
définitions (6.09) et (8.06). Q

Nous allons maintenant exprimer les deux solutions distributions ru^
et ruQ près de (0,1) dans la base de solutions microlocales (î;++,î;+_).
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On écrit donc :

(10.01) ru^ = À+î;++ + À+_î;+_ ,

(10.02) TUQ = 7+î;++ + 7+-î;+- .

Au vu des PROPOSITIONS 8.2 et 9.3 on doit avoir A+ = 7+ = 0 ,
puisque ru^ et TUQ n'ont pas de microsupport sur s++. Nous considérons
d'abord (10.01). On a :

(10.03) ru^ = Ov++ + À+_î;+_ ;

donc avec le modèle de branchement près de (0,1) (voir (7.14))

(10.04) ru^ = a++n++ + a^-n^

où a^ et o^- sont donnés par

C:')̂ :-)
avec

(10.06) B^ = R+

et

' E+ 1/E+'
1/E+ E+

l,-ï-ip,+/h
(10.07) A+=——,———r(-^+/h), E+=^/2h.

ZTT

Or sur {{x,Ç) ; ^ == 1, e\ < x < T]}, nous savons que (voir la PROPOSI-
TION 10.1) :

ru^ = e-^7r/2^^+(/l)^^+.

Donc, en comparant avec (10.04), on obtient :

(10.08) a++ = e-^/271^ .

Nous avons finalement le :

LEMME 10.2.

'a+- = e-^^d^^e^^
10.09

A+- = 27^/^l+^^——————e^7^/2he-i"/2hd+(h)r(-^+//i)
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Preuve. — Avec les notations ci-dessus, on obtient l'équivalence :

(J4/I4)À+_ = e-^^), J?+^A+- = a+_

t

À+_ = e-^^2/^(I4/J4)d+(/^ a+_ = ̂ e-^d+W. D

En utilisant à nouveau la PROPOSITION 10.1 et avec les notations
de (9.04)

{ ru^ = a(h)u^ + c(h)uQ ,

ruQ = r(h)u^ + d(h)uQ,
(10.10)

nous obtenons en particulier la :

PROPOSITION 10.3.

(10.11) a(h) = e-^ ̂ 45 ^ + ' / h •
9+W

On étudie maintenant ru^ près de (0,—1). De la même manière
qu'auparavant nous avons :

(10.12) ru^ = A_+'y_+ + \—v_- .

En utilisant cette fois le modèle de branchement près de (0, —1), nous
pouvons écrire

(10.13) ru^ = Q /_+'u_+ + a--u--

où a--^- et a-- sont donnés par

c»-14' C^^-C::)
avec

/ £;_ 1/E_\
(10.15) B.-=R-[„E. E. )

et

(10.16) R- = h——^-p——^(-ifl-/h), E- = ̂ -7T/2h.
27r

Or nous avons le :
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LEMME 10.4.

(i) a - + = 0 ;
(ii) À_+ = M(h)X+, ,

où M (h) est le SAC de symbole principal 1 défini dans la PROPOSITION 8.3.

Preuve.
La partie (i) résulte des PROPOSITIONS 9.3 et 8.2 concernant les

microsupports de ru^ et n_+.
La partie (ii) est une conséquence de la PROPOSITION 8.3. []

En reportant ces renseignements dans (10.14) on obtient la :

PROPOSITION 10.5.

f A — = - ^ 2 A _ + ,
(10.17) {

{a_- = M(h)(R-/R+)E^E^d^(h)(EZ2 - E2.).

Enfin avec la PROPOSITION 10.1 nous obtenons :

PROPOSITION 10.6.

(10.18) c(h) = ̂ ^MÇhW^-^^^
g (h) x e('-<+l•-)"/2'•^^2">l-'- '̂')

Nous pourrions prouver de la même manière la proposition suivante en
étudiant l'expression (10.02) et l'analogue pour ru^ de (10.12) :

PROPOSITION 10.7.
(i) r ( ^ ) = 0 ;

(ii) d(h)=e^^h^h)e^/h.
9-W

Ce qui est tout à fait conforme à ce que nous attendions (voir (3.09)).
La proposition suivante n'est qu'une réécriture des PROPOSITIONS 10.3
et 10.6 avec les notations de (3.10) et après prise en compte des erreurs
exponentiellement petites négligées dans notre raisonnement microlocal.

PROPOSITION 10.8.
(i) a(h) = e-^/3i(/i)(l + 0(e-^)) ;
(ii) b(h) = e-2A//^/l-^^/32^/2^7^/33(/l)(l+0(e-£//l)),

où f3-i(h),/32(h) et /3^(h) sont des symboles analytiques classiques de
symbole principal 1.

On utilise maintenant les notations du LEMME 1.2. et on obtient le :
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THÉORÈME.

(i) II existe trois symboles analytiques classiques 5i, 02 et 03 de
symbole principal 1 tels que :

( S(E)=7^El/2a^E-l/2^
(1(U9) f b{E) = ̂ E-1/^-2^172^-^^-1^^-172))^^-!^),

(il) II existe deux symboles analytiques classiques ai, 02 de sym-
bole principal 1, un réel e > 0, et un entier noÇe) > 0 tel que, pour
tout n > no(e) on a :

(10.20) 7^ = 4|^|ai f-1) e-2^ n-^"/^ ̂ (i/^) 4. C^e-^-^).
\n /

Ce qui est bien le résultat annoncé.

Le problème qui se pose maintenant naturellement est de savoir si une
telle étude est possible dans le cas d'un potentiel à pôles doubles. Nous
devons admettre que celle-ci ne semble pas devoir relever des techniques
employées ici, qui utilisent de manière essentielle le fait que l'opérateur
correspondant est à caractéristiques simples. Quoiqu'il en soit, il ne faut
pas espérer obtenir pour les pôles doubles un résultat du type de (10.20),
puisqu'il est bien connu des spécialistes des problèmes inverses pour
l'équation de Hill que certains potentiels à pôles doubles ne donnent qu'un
nombre fini de gaps ouverts.
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