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L'OSCILLATEUR RELATIVISTE ET

LES FONCTIONS DE MATHIEU

PAR

ANDRÉ UNTERBERGER (*)

RÉSUMÉ. — Un calcul symbolique approprié (celui de Klein-Gordon) permet
d'obtenir immédiatement les symboles d'opérateurs qui commutent à l'oscillateur
relativiste L, version relativiste de l'oscillateur harmonique. On déduit de là une
représentation intégrale à la Feynman, jouissant de propriétés très particulières, du
semi-groupe engendré par L ainsi que, en dimension 1, des propriétés ou formules
exactes relatives aux fonctions de Mathieu.

ABSTRACT. — Thé relativistic oscillator L is a relativistic version of thé harmonie
oscillator : in thé Klein-Gordon symbolic calculus, it is straightforward to obtain thé
symbols of familles of operators that commute with L. A Feynman intégral type
représentation of e"^, with especially nice properties, is derived as a first conséquence ;
aiso, in thé one-dimensional case, one gets new exact properties or formulas relative to
Mathieu functions.
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480 A. UNTERBERGER

0. Introduction
Instrument irremplaçable dans la recherche des propriétés qualitatives

de solutions d'équations aux dérivées partielles, l'analyse pseudo-différen-
tielle n'a guère contribué, jusqu'ici, à la découverte des propriétés exactes
que celles-ci sont parfois susceptibles de posséder. Il y a à cela des contre-
exemples (ainsi les formules exactes relatives à l'oscillateur quartique ob-
tenues, par des méthodes semi-classiques, par VOROS [13] puis HELFFER-
ROBERT [4]) et des raisons, plus ou moins honorables : la première de
celles-ci est que les spécialistes des équations aux dérivées partielles voient
souvent à de pareilles investigations la vocation exclusive de l'analyse har-
monique.

Il est de fait que, en dehors d'exceptions notables (équation de K.d.V et
celles qui s'y rattachent), les opérateurs différentiels qui conduisent à des
faits de structure exacts (nous verrons qu'il ne faut pas toujours entendre
par là des formules exactes pour leurs solutions) sont en général liés aux
groupes et algèbres de Lie et à leurs représentations : en dehors de ce qu'on
trouve dans les ouvrages consacrés à la théorie classique des fonctions
spéciales (toutes plus ou moins liées au groupe SL(2,]R)), mentionnons
les travaux plus récents consacrés aux opérateurs différentiels invariants
sur les espaces symétriques (DEBIARD-GAVEAU [2]) ou au réseau de Toda
généralisé (KOSTANT [7]), renvoyant à HELGASON [5] pour des références
étendues sur le premier de ces sujets.

L'opérateur auquel, dans cet article, nous attachons notre intérêt est
l'oscillateur relativiste L défini par

(0.1) -4^=E^-4^S>,2

^.ÏT—) +(n-l)^x^[(E^) ^-^E.•IQ^J ^v t ^Z^^.

dont la limite Loo, lorsque c -^ oo, est l'oscillateur harmonique habituel.
Ce dernier opérateur a une structure parfaitement connue : du reste, sa
résolution spectrale résulte si l'on veut de la formule

(0.2) f^p)=^(l+e-t))~nexp[-27^{th^t){\x\2+\p\2)^

laquelle, dans les coordonnées ( x , p ) sur l'espace de phase R72 xW1, exprime
le symbole de Weyl ft de l'opérateur exp-t(L^ - jn). Le caractère
remarquable de cette formule est que toute une famille d'opérateurs
commutant avec Loo ont des symboles qui sont des fonctions du seul
symbole 7r(|.r|2 + |p|2) de Z/oo lui-même : il faut en effet, en général,
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OSCILLATEUR RELATIVISTE ET FONCTIONS DE MATHIEU 481

des fonctions de 2n variables pour représenter les symboles d'opérateurs
sur L2^). Si la réduction du nombre de variables résulte ici de la
commutation de l'oscillateur Loo avec la partie au-dessus de U(n) de la
représentation métaplectique de Sp(2?7,,IR) dans L2^271), rien d'analogue
n'explique a priori le fait suivant, origine de ce travail : dans un calcul
symbolique approprié, une formule semblable à (0.2) permet d'obtenir
les symboles de familles d'opérateurs qui commutent avec l'oscillateur
relativiste L.

Le calcul symbolique en question est celui de Klein-Gordon, développé
dans [12], et dont le lien avec la mécanique classique relativiste est
identique à celui du calcul de Weyl à la mécanique classique non relativiste.
Seule sera nécessaire ici la définition du calcul de Klein-Gordon, que nous
rappellerons : il sera conçu comme un calcul symbolique des opérateurs
sur l'espace de Sobolev H^2^) des distributions u sur W1 dont la
transformée de Fourier ù vérifie

f , ,2 / IpPV/2

j ^)1 (^-^r) dP<oo•

De fait, une compréhension véritable du calcul de Klein-Gordon n'est
possible que s'il est systématiqquement fait appel au prolongement de u
en une distribution ù sur l'espace-temps M72"^1, solution à énergie positive
de l'équation de Klein-Gordon libre : mais le fait de se limiter à t = 0
rendra plus facile, au lecteur non informé, la comparaison de ce calcul
aux calculs usuels.

Sur l'espace Hc (1K71), l'oscillateur L est autoadjoint, à spectre discret
de multiplicité finie. Son symbole de Klein-Gordon est la fonction

^'^="-16^'
OÙ

r(x,p) = \x\2 + |p|2 + c"2^,?)2.

Les opérateurs dont les symboles sont des fonctions « arbitraires )> de r
commutent avec L. Ce fait, reconnu dans [12] dans le cas où n = 1,
n'avait pu être décelé en général à la suite d'une erreur de signe qui avait
conduit pour n > 2 à une formule inexacte pour £ et n'avait heureusement
pas eu d'autre conséquence fâcheuse : nous saisissons cette occasion pour
corriger, en appendice, les formules incriminées. L'opérateur L est aussi
donné par

(0.3) ^-E^+E^-^E^
3<k

BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE



482 A. UNTERBERGER

où les opérateurs Bj, Rjk et Dj sont les opérateurs infinitésimaux de la
représentation de Bargmann-Wigner du groupe de Poincaré dans H^2^)
correspondant respectivement aux «boosts relativistes », aux rotations et
aux translations spatiales. Il est élémentaire, via un changement d'échelle,
de faire apparaître un coefficient devant le terme ̂  D2 : outre sa contrac-
tion non-relativiste Loo, l'oscillateur L admet, quand ce coefficient est
remplacé par zéro, une deuxième contraction, unitairement équivalente à
l'opérateur de Laplace-Beltrami d'un feuillet d'hyperboloïde de masse.
Si l'oscillateur harmonique commute avec la transformation de Fou-
rier u i-̂  û, L commute avec la transformation ^c définie par

/ T? 2 . 1/2(^)0z0=(i+^-) û(^),

dont la décomposition spectrale se trouve ainsi liée à celle de L.
Nous examinerons pour commencer le cas où n = 1 : via le changement

de variable x\ = cshu, l'oscillateur L se ramène à l'opérateur

(0.4) M = ——— [ à- - 4^c4 sh2 ç\
-47TC2 L d^2 J

dont les fonctions propres sont des fonctions de Mathieu modifiées.
Rappelons que les fonctions de Mathieu usuelles sont des fonctions pro-

pres, de périodicité convenable, de l'opérateur lié à M par le changement
de sh ^ en sin2 <^. Les fonctions propres de l'opérateur M lui-même sont à
rapprocher des fonctions de Mathieu modifiées de troisième espèce ([15],
article 268), mais seules nous intéressent ici celles qui appartiennent à l'es-
pace L^M) : ce sont celles-ci que nous appellerons fonctions de Mathieu
dans cet article.

Les fonctions de Mathieu d'un type plus usuel, introduites par MATHIEU
dans [10] il y a fort longtemps, ont fait l'objet de nombreux articles
et de plusieurs ouvrages (WHITTAKER-WATSON [14], Mac LACHLAN [9],
MEIXNER-SCHÀFKE [11], CAMPBELL [1]) : un auteur relativement récent
(CAMPBELL) attirait cependant, à plusieurs reprises, l'attention sur la
structure mal comprise de ces fonctions, et la situation n'a pas tellement
changé depuis l'époque où il écrivait ces lignes. Le calcul de Klein-Gordon,
permettant d'écrire (via leurs symboles) toutes les fonctions (au sens de
la théorie spectrale) de l'opérateur M fournit d'emblée un point de vue
nouveau, et un lot de formules, dont certaines sont sans doute nouvelles,
sur les fonctions de Mathieu du type considéré ici. L'aspect le plus
intéressant sera la mise en évidence du fait que les fonctions de Mathieu
(définies comme fonctions propres de M) fournissent également les valeurs
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OSCILLATEUR RELATIVISTE ET FONCTIONS DE MATHIEU 483

propres d'une famille à un paramètre d'opérateurs fonctions de M, dont
les symboles sont des fonctions élémentaires.

Passant au cas où n est quelconque, et disposant de familles à un
paramètre d'opérateurs commutant avec L, on obtient une expression de
l'opérateur e~SL (pour Res ^ 0) comme limite de produits d'un grand
nombre d'opérateurs dont les noyaux (et les symboles) sont connus. Il
s'agit bien entendu d'une sorte d'intégrale de Feynman, jouissant de la
propriété très particulière que l'opérateur L commute avec les opérateurs
obtenus avant tout passage à la limite.

Nous devons solliciter l'indulgence du lecteur pour les calculs, qui sont
quelquefois considérables : mais les formules exactes finales sont toujours
très simples. En outre, les deux contractions de l'oscillateur mentionnées
plus haut, vers l'oscillateur harmonique et vers l'opérateur de Laplace-
Beltrami d'un espace symétrique de rang un, permettent des vérifications
souhaitables.

1. Calcul de Klein-Gordon
On se borne ici au minimum de rappels nécessaires pour la suite,

renvoyant l'éventuel lecteur intéressé à [12] pour des explications plus
abondantes. On considère l'espace de Minkowski R72^1 = ]R x R72, muni de
la forme quadratique relativiste

(1.1) às2=c2^t2-\àx\2,

ainsi que son dual, espace des covecteurs d'énergie-impulsion p = ( p o ^ p ) .
L'énergie-impulsion d'une particule de Klein-Gordon libre, de masse 1,
appartient à 9JÎ, feuillet d'hyperboloïde d'équation po = c^l+Ipp/c2)1/2.
Le groupe de Lorentz orthochrone est le groupe des transformations
linéaires de l'espace de Minkowski qui conservent le ds2, et dont la
contragrédiente (qui conserve bien entendu l'hyperboloïde d'équation
p2 = c2]?!2 + c4) conserve le feuillet 9Jt. Sur 9JI existent une métrique
riemannienne invariante, à savoir

(1.2) ds^=\dp\2-c2p^(^dpy-

et Y opérateur de Laplace-Beltrami associé

(^) ^s|^c-[(i>,^("-i)E<].
La mesure invariante associée est

(1.4) c^dp^^dp,
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484 A. UNTERBERGER

où l'on a posé ( p ) = (1 + c~2\p\2)l/2, convention que l'on généralisera
aux vecteurs de M71 ; la distance hyperbolique d sur 9JÎ est fournie par la
formule

(1.5) c2 ̂  d(^) ^ ̂  ̂  ^ ̂ ^ _ ̂  ̂

dans laquelle la deuxième égalité est une définition de J. L'espace rieman-
nien 9JÎ est un espace symétrique (de rang un) de type non compact, ce
qui permet de définir le milieu géodésique midÇp^p') de deux points de ÎDÎ,
ou bien le symétrique Sqp de p par rapport à q : se rappelant que (po ; ~p)
est le symétrique de { p o ^ p ) par rapport à (c^O) et utilisant l'invariance
de Lorentz, on retrouve que :

(1.6) mid(p,p /)=2- l /2(l+c-2{J^p /)) - l / 2(p+p /) .

i /*?La définition suivante est fondamentale : si u G Hc (K71), espace de
Hilbert constitué des fonctions u = u(x) telles que

(1.7) M2= [{p)\iï(p)\2dp<^

avec

ù(p) = j ex.p{—2i7r(x,p)}u(x)dx,

on pose, pour tout p e W,

(1.8) (Qu)(p) = {p)û{p).

La transformation G est alors une isométrie de H ^ ' i W 1 ) sur L^SJt) =
L2(ÎX)Î, {p}~1 dp). On remarquera que H^'2^) est, lorsque c = 1, l'espace
de Sobolev Jif1/2^) usuel; également, H^2^) = L2^).

L'espace L2^) est l'espace de Hilbert à une particule de la théorie
des champs. Comme le groupe de Lorentz orthochrone conserve 9JÎ et
la mesure (p^dp, il opère unitairement sur L2^) : on peut préférer,
conjuguant cette action au moyen de (?, la voir comme une représentation
unitaire dans ^^(R^); c'est le point de vue que nous adopterons.
Posons :

^w w-[^-w11.
TOME 121 — 1993 — N° 4



OSCILLATEUR RELATIVISTE ET FONCTIONS DE MATHIEU 485

Pour tout vecteur a = (aQ,a) de l'espace de Minkowski, l'opérateur
ao{D) + ̂ oijDj est essentiellement autoadjoint sur H^^ÇW1) : en en
prenant l'exponentielle au sens du théorème de Stone, on vérifie que

(1.9) ^(e2^0^^^^)^) = e^^^^^^QuÇp)
1 1 ' r ) 'pour tout u G Hc (M71). Etendant, au moyen de (1.9), la représenta-

tion considérée ci-dessus en une représentation du groupe engendré par
le groupe de Lorentz orthochrone et par les translations de l'espace de
Minkowski, on obtient la représentation de Bargmann- Wigner du groupe

-i / r\

de Poincaré orthochrone dans Hc (M^). Si les translations purement spa-
tiales (i.e. ao = 0) ont une action évidente sur u (à savoir u ̂  v, avec
v(x) = u(x-\-a))^ pour laquelle il n'est pas nécessaire d'utiliser l'opérateur
d'entrelacement G, les translations temporelles ne s'interprètent correcte-
ment que si l'on utilise le prolongement de u G Hc (R^) en la distribu-
tion ù sur l'espace-temps, solution de l'équation de Klein-Gordon

(Ll»» Îh^"-
Soit / = f(y\q) une fonction mesurable sur W1 x OT, telle que

j |/(^;ç)|d^dç< oo.

On a défini dans [12] (en (2.23) et (2.14) pour c == 1, en (16.13) pour c
quelconque), au sens faible, l'opérateur borné Op(/) sur Hc (W1) tel
que :

(G0p(f)u)(p) = T 1 f(y^q){Gu){S,p)e^y^-^ dydq.

Effectuons dans l'intégrale le changement de variable défini par p ' = Sqp :
d'après le calcul effectué dans [12], en (7.7), et tenant compte du fait que
l'on ne fixe plus c == 1, on a :

(1.11) ^^c^-^ç.Jp}71-1^.
àq qo

D'après (1.6), on peut écrire :

(1.12) ^ = 2- l/2(l + c-^W))"172 RL±P0'
PO PO

(1.13) (q^p)=c2-l/2c2{l+c-2(Jp^pf))l/\

Ce calcul conduit à la définition suivante :
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486 A. UNTERBERGER

DÉFINITION 1.1.—L'opérateur Op(/) de symbole {de Klein-Cordon) f
est défini par la formule

{G0p(f)u)(p)=2^-2^2 ({^{p-p'^à^p'^QuW

[i+c-vpy)?72^^po
dans laquelle ^F\f désigne la transformée de Fourier de f(y\ q) par rapport
à l'ensemble des n premières variables.

On trouvera dans [12] un développement de l'analyse pseudo-diffé-
rentielle basée sur cette formule, laquelle, tout au moins pour des symboles
de classe (7°°, conduit à des opérateurs bornés sous des hypothèses bien
moins restrictives que celle de la sommabilité de / par rapport à la
mesure dydq.

2. Oscillateur relativiste
Les opérateurs infinitésimaux de la représentation de Bargmann-

Wigner sont engendrés ([12, p. 202]) par les opérateurs

D^ (D), B,=x,(D) et R^ = x,Dk - x^D,.

Ceux des deux premières espèces correspondent aux translations d'espace-
temps, les Rjk aux rotations et les Bj aux «boosts» ou «transformations
spéciales de Lorentz )) : ces dernières sont les transformations linéaires bien
connues qui « mélangent » t et xj.

DÉFINITION 2.1.—L'oscillateur relativiste L est l'opérateur autoadjoint
surH^CR71) tel que

^-E^+^-^E^-
j<k

Nous avons montré dans [12] que l'opérateur L, de domaine initial
^(M^) C Hc (M^), est essentiellement autoadjoint, que son spectre est
constitué d'une suite (\k)k^o tendant vers +00 et que ses espaces propres
sont de dimension finie.

REMARQUE. — A un coefficient global près, le terme

E^-^E^
J<k
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OSCILLATEUR RELATIVISTE ET FONCTIONS DE MATHIEU 487

est canonique puisqu'il correspond à l'opérateur de Casimir de la représen-
tation restreinte au groupe de Lorentz. Le groupe de Poincaré, au
contraire, n'est pas semi-simple et (tout en conservant le fait que L com-
mute avec le groupe des rotations), on pourrait considérer comme tout
aussi naturel l'opérateur

(2.i) E^+^E^-^E^;
j>k

or, le simple changement d'échelle x ̂  A"1/2^, accompagné du change-
ment de c en A172^ ramène, à un coefficient global près, cet opérateur à
l'oscillateur relativiste canonique, pour lequel À = 1.

Nous avons explicité dans [12, p. 203], l'oscillateur sous la forme

(2.2) -4^S^-4,W+c-[(E^)^»-l)E^]

et vérifié également [loc. cit, p. 176] que l'expression, dans les coor-
données p sur 9JÎ, de l'opérateur (?(-47rL) Ç~1, est identique à (2.2),
à condition d'y remplacer xj par pj. Compte tenu de (1.3), on peut aussi
écrire :

(2.3) G{-^L)Q-1 = A^ - 47^2|pf

Signalons que d'autres opérateurs sur l'hyperboloïde W, ou encore sur
W x 9JÎ, ont été étudiés par LUNDBERG [8], dans le but de décrire des
interactions de particules.

Il est commode d'introduire la transformation de Fourier relativiste J^c
définie par

(2.4) (^cu)(x) = (x)û(x)

qui ne serait autre (cf. (1.8)) que G si l'on ne tenait pas à distinguer
conceptuellement 9JÎ de W. Ce qui a été dit plus haut exprime le fait
que L commute avec Te- Posant (Pu){x) = u(—x) pour toute fonction n,
il est immédiat que PJ='2 = {x)(D). Lorsque n = 1, les valeurs propres
de L sont simples, et les opérateurs J^c et (x)(D) (dont les inverses ont
des noyaux explicitables à l'aide de fonctions élémentaires ou de Bessel)
sont des «fonctions» de l'oscillateur L : de quelles fonctions il s'agit, c'est
l'un des objets de la section suivante.

Observons que L admet deux limites ou, pour mieux dire, contractions.
La première, obtenue en faisant tendre c vers l'infini, fournit l'oscillateur
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488 A. UNTERBERGER

harmonique Lyo = ^^Çx'j + D'j) : mais, ainsi qu'il a été observé
dans la dernière section de [12], tous les faits de structure relatifs à
l'analyse de Klein-Gordon se contractent, quand c —^ oo, vers des notions
analogues liées au calcul de Weyi. La deuxième contraction s'obtient en
faisant A = oo dans l'expression (2.1) obtenue après changement d'échelle :
elle nous permettra de mieux comprendre l'intégrale de Feynman qui se
présentera dans la section 4.

Nous avons calculé dans [12, prop. 15.4] (voir l'appendice du présent
article pour une correction) le symbole passif de l'oscillateur L. En unités
pour lesquelles on n'a pas fixé c = 1 (mais, toujours, h = 1, et la masse
de la particule est m = 1 également), ce symbole est

/,,, _ in9 , -.,9 n(n — l) \n[MÏ+\P\2+-^)

avec, pour c quelconque,

fo ^\ Ill^lll2 — ^l2 -4- r 2 / ^ r^\2^.0; lll^lllp — x\ "T c ^ ^ P / •

Posons :

(2.6) r ( x ^ p ) = \x\2 + |p|2 + c-2(^p)2.

Le prolongement admissible de r au sens de [12, p.3l], i.e le prolongement
de r en une fonction r ( t , x ' , p ) sur R^1 x 9JI vérifiant

/ x 9 <9r v-^ 9r^ ^^-E^'
j>i 3

est donné, avec x = ( t ^ x ) ^ par

(2.8) r(t,x;p} = l^p-c^+lpf+c-2^)2 ,

comme il est immédiat si l'on se souvient que p2 = c2]^]2 + c4 sur 9JÎ.
La recette, donné dans [12, th. 12.8], pour calculer le symbole actif C,

(i.e. celui de l'espèce utilisée dans la définition 1.1) d'un opérateur à partir
de son symbole passif consiste à appliquer au prolongement admissible de
ce dernier l'opérateur

/ D N^2

(2-9) ^(^ïe^)
TOME 121 — 1993 — ?4



OSCILLATEUR RELATIVISTE ET FONCTIONS DE MATHIEU 489

avec

D=c-^-V^
Ot2 ^9x]'

Rappelons (cf. [12, p. 58]) que la transformée de Fourier (^i/)(^;p),
par rapport aux variables d'espace-temps, d'une fonction admissible
sur M7^1 x 9JÎ, a son support dans l'ensemble défini par \( 2 - c~2^2 > 0,
ce qui donne un sens à V72/. Comme Dr = -2n, on voit que le symbole
actif £ de L est finalement donné par :

n(2.10) ê=7rr-
167TC2

Si les puissances entières de V jouent un rôle obligatoire dans le calcul
symbolique de Klein-Gordon, et si, par ailleurs, le choix du symbole actif
ou passif (ou de toute autre espèce de symbole liée à la première par
l'application d'une puissance de V) conduit dans tous les cas à un calcul
covariant à l'égard de la représentation de Bargmann-Wigner, seul le choix
du symbole actif conduit aux formules exactes relatives à L qui sont la
base du présent travail : nous n'avons pas d'explication a priori de ce fait,
fondé sur le calcul.

3. Fonctions de Mathieu
Dans toute cette section, on suppose n = 1, et l'on écrit x pour x = x\

(mais on conserve la notation p = (po.pi)). Soit (\k)k>o la suite croissante
des valeurs propres de

(3.1) ^(-4,)-[^-4A^c-(^)2]
u ^ 9 9 —9 /

et, pour chaque k, soit ̂  G H ' 1 2 ^ ) une fonction propre associée (chaque
espace propre est de dimension 1) : on remet à plus tard le choix de la
normalisation de ^k- Comme L commute avec

^^(l+^/c2)1/2^^

(où T désigne la transformation de Fourier), L est également autoadjoint
sur L^IR, (x)~1 dx) : en posant x = cshs, d'où (x)~1 dx = cds, on
transforme L en l'opérateur

(3.2) ^--——[-^^TrVsh2.].
47TC2 LOS2 J
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Cet opérateur est l'opérateur «modifié» introduit par MATHIEU [10] en
même temps que la version non modifiée (pour laquelle sin remplace sh) en
vue de résoudre le problème de Dirichlet dans une ellipse. Il a donné lieu à
un grand nombre de travaux dont certains sont cités en référence : cepen-
dant, c'est plutôt en changeant c4 en -c4 que l'on retrouverait l'opérateur
modifié habituel — et il n'est pas sûr que l'opérateur M lui-même ait été
sérieusement examiné. Quoiqu'il en soit, c'est par la recherche de dévelop-
pements en série de types divers, à coefficients non explicites, que tous les
auteurs abordent l'étude des fonctions de Mathieu : ce ne sera pas notre
point de vue ici. Des méthodes asymptotiques modernes, pour l'équation
de Hill générale, ont été utilisées par A. GRIGIS [3].

En même temps que '0/,, on considère la fonction ̂  telle que :

(3-3) Xk(s) = ̂ k(cshs).

DÉFINITION 3.1.—Posons r = x2+pi^c-2x2p^ de sorte que le symbole
(de Klein-Cordon, actif) de L est

^T ÎT -—— 1 ——.
167Î-C2

Pour tout s e C tel que \ïms\ < JTT, on pose g^ = exp(-27r e8 r) et Von
désigne par G s l'opérateur G s = Op(^) ; on pose enfin :

^^^e^e-2^2^,.

REMARQUE. — Puisque ^(e5) > 0, ̂  est sommable et Op(^) est bien
défini au sens de la définition 1.1 : pour | ïms\ = JTT, G s a encore un sens,
a priori, comme opérateur de S(R) dans ^(R) : on améliorera le résultat
de cette constatation dans un instant.

PROPOSITION 3.2. — Quels que soient u G <S(M) et p e mt, on a :

(GF,u)(p)=c2 ( e-^^^Po^^P^^^ÇQ^W^dp^

Preuve. — Lorsque n = 1, l'application ç ^ (c^h^.csh^) est
d'après (1.2) (au facteur constant c2 près) une isométrie riemannienne
de M sur 9Jt. Il est alors commode de poser pi = cshç,p[ = cshn
puisqu'ainsi, avec q = mid^.p7), on a ci = csh j (^+77). La définition 1.1,
que l'on rappelle, compte tenu de (1.6), sous la forme

(3.4) (G0p(f)u)(p) = A^I/XPI -P^qWÇp^dp^
17 PO
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s'écrit (si l'on identifie p € W. à pi, etc.)

(3.5) (ÇOp(/)H)(cshO = cfw){cs^ - csh^sh |(ç + r,))

(Çu)(cshT?)ch|(^+r?)dî?.

Rappelant que 1 + c-2^ = c-4^, on voit que :
/ TTC^Z2^

(^)^<^)=^2(2es^)-l/2exp^27res(ïî)exp^2e^^

Avec . = c(shç-sh,) et go = c^h ,($+,). on a ̂  = c^h2 |($ - r,)

ainsi que

(^)(csh$-cshrr,csh|($+î?))ch|($+î?)

= exp -2.c2 (ch . + e8 sh2 | ($+,)+ e- sh2 ^ (^ - ̂ ))
= exp-27rc2 (ch s ch $ ch »? + sh s sh ̂  sh T?) .

En revenant dans (3.5) aux variables pV, on obtient la PROPOSITION 3.2.

REMARQUE. - Lorsque |Im.| < ̂  F. est un opérateur born^

dans H^W. On peut prolonger ̂ PP^T^^^^^
continue de la ^ande.™^^^^^ le noyau de
phismes continuée 5(R) J^^ ^^ , ^-1. Qn a aussi
l'opérateur ÇF^ • il est alors11 _ ^ ^p tout s.
(avec (Pn)(.r) = u(-x)) la relation F-, - ̂  ^. P

.0 c, ] Ws ± t) 1 < L ̂ . on a la formule de composi-PROPOSITION 3.0. — M 1 ""V* -1- ''^l — 2 '

tion :

p,Ft=c 1 exp -27rc2 (ch s ch t ch u + sh s sh t sh u) Fn du.
JK

Pre^e. - Posons, pour . € R et 0 € C, avec 0 distinct d'un réel ^ 0,

(3.6) W^Ô-^K^2)

où K. est la fonction de Bessel habituelle

.T Ï̂̂ ^^^^^
(3.7) .(Z)=^e-^o1^.
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II faut supposer ici que Z ç. C^1 et que la partie réelle z de Z appartient
au cône de l'espace de Minkowski défini par ZQ > 0 et c2z^ - ̂  ->^ z2 > 0 ;
le résultat est : 3- 3 ^

(3.8) ^(Z) = 2A^_^ (c4^2 - c2 ̂  Z]).
j>i

D'après la PROPOSITION 3.2, le noyau k { p , p ' } , relativement à p^1 dp[,
de l'opérateur QFsFtG~1, est donné par :

k(p, p ' ) = c4 / exp -27T [c^ço (^o ch s + po ch t)
Jm L . ̂

+Çl(plsh5+p / lSh^) \-n.
J ÇO

Or on a, ainsi qu'on le voit en développant, l'identité :

(pQ ch s + Po ch t) - c2 (pi sh 5 + p[ sh t)2

= {^popo + c2 ch 5 ch t) 2 - (pi^ + c2 sh 5 sh ^)2.

Compte tenu de (3.8), on peut donc écrire, également, k { p , p ' ) sous la
forme :

(A I ç-27^[c-2go(c -2poPo+c2chsch^)+c- lgl(plp /l+c2shssh^)] dgl

^a7i ço

II suffit de poser ci = csh^, d'où ço = c2 chn et cq^1 dçi = d^, et de se
référer au noyau de QFuQ~1 fourni par la PROPOSITION 3.2, pour obtenir
la PROPOSITION 3.3.

THÉORÈME 3.4. — Pour tout entier k > 0, normalisons la fonction
propre ^^ par la condition

/ .T\-l /2 / 3:2 1/2
^k(-x)^ ^-J exp-27^c2n+-2j

pour x —)• +00. Alors^ pour tout s réel^ on a :

Fs^k = ̂ k(cshs)^k = Xk(s)î^k.

REMARQUE. —La fonction ̂  est une fonction propre de l'oscillateur L
ou de la famille d'opérateurs (Fs) : mais -0/e (cshs) apparaît comme la
valeur propre de Fg associée à cette fonction propre commune.
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Preuve. — Soit h{r) = (2es)l/2e-27^c2chse-27^esr le symbole de F,.
D'après les résultats de [12], Fg commute avec L, et l'on a donc

(3.9) F^=fkWk

pour une fonction //g qu'il s'agit de déterminer. La PROPOSITION 15.10
(voir aussi (16.31)) permet le calcul du symbole i\\ h de l'opérateur LFg :
on a en effet

(3.10) -4^/i = r(7- + \\h" + (2r + l)// - 4^/1 + 1 ^
\c" / \c2 / 4c2

identité où figurent au second membre les dérivées de h par rapport à r :

(3.11) -4^/i = L^f7- +r) e25 - 27^(2r + l) e5 - 4^r + -U/i.
L \c" / \c2 / 4c2J

On vérifie alors, en effectuant le calcul élémentaire, que

(3.12) ^h=-^[a^-^c\^s)h},

où le membre de droite n'est autre (cf. (3.2) que M h si l'on regarde
le symbole h comme une fonction de s. Si l'on désigne par ( , ) le

1 /2produit scalaire dans l'espace Hc (M), il résulte de là que, quelle que
soit u e H^ÇR), on a

M{s^{F^u)} = [LF^k.u)

et par suite, tenant compte de (3.9), Mfk = \kfk-
D'après le théorème 2.8 de [12], il existe une constante C telle que, pour

tout symbole /(rc;p), la norme de Hilbert-Schmidt de l'opérateur Op(/)
vérifie :

l|Op(/)||^<C7 f l/^p^d^dpi.
JRxWt

Si l'on pose /(^;pi) = h(x2 + p2 + c~2x2p^) avec h comme ci-dessus
(pour avoir Op(/) = Fs), il est immédiat que l'intégrale est une fonction
à décroissance rapide de s.

Comme ||Fs||2^ == S^°=o \fk(s)\'2^ on von' ci116 chaque fonction fjç est
à décroissance rapide sur IR : a fortiori f^ e L^R), et par suite les
fonctions fk(s) et )(k(s) = ^(csh^), fonctions propres de M pour la
même valeur propre, sont proportionnelles : on normalisera la fonction
i^k ^ décidant que ces deux fonctions sont identiques.
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Quand s tend vers -oo, le symbole (2e5)"1/2 e27^2^5/^) tend vers 1,
et l'opérateur correspondant tend vers l'identité au sens faible dans
l'espace des opérateurs de <S(M) dans <S'(IR). Par suite

(3.13) (2es)- l/2e2"c2chs^(csh5) -^ 1,

ce qui termine la preuve du THÉORÈME 3.4.
Du fait que \k est une fonction propre de l'opérateur M, il résulte que

cette fonction se prolonge en une fonction entière.

COROLLAIRE 3.5. — Pour s et te C tels que \ ïm(s ± t)\ ̂  JTT, on a :

Xk{s)xk(t)=c I e-27Tc^chschtchu+shsshtshu^^u)du.
JR

Preuve. — Cette identité intégrale est une conséquence de la PROPO-
SITION 3.3 et du THÉORÈME 3.4.

REMARQUES :
1) La fonction '0/e liée à \k par (3.3) se prolonge en une fonction holo-

morphe dans le plan privé des demi-droites imaginaires pures joignant res-
pectivement ±ic à l'infini; on peut encore définir ^^{±ic) = ̂ (±1^),
en particulier :

(3.14) ^^k=^k{-ic)^

2) Les équations intégrales exprimant que les fonctions de Mathieu
sont fonctions propres de certains opérateurs à noyaux intégraux ont
depuis fort longtemps joué un rôle dans l'étude de ces fonctions : l'équation
intégrale de Whittaker, base des méthodes de cet auteur, est la version
non modifiée de l'équation J^c^k = ̂ k •

La PROPOSITION 3.3 et la définition 3.1 montrent que, pour | Im s\ < 1 TT,
le symbole de FgF_s = PF^ est

(3.15) c / e -27^c2^ch2sch t - sh2ssh^(2eA) l/2e -27^c2ch te -27^r 'ed/

= fl + n'^^c^ch.Kl+r/c2)1/2 .
V c2/ '

en particulier, pour s = zbjzTT (d'où chs = 0), on obtient le symbole de
l'opérateur ((x)(D)) . Voici enfin une recette permettant de calculer le
symbole d'un opérateur quelconque commutant avec L : tous les produits
scalaires sont pris dans H^^CK).
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PROPOSITION 3.6. — Soit A l'opérateur

u^ ]C/^(^^)^j

avec IJLJ = 0 pour j assez grand. Avec

^) = ̂ /^^(^r2^^),
le symbole de A est donné par l'intégrale

c />(2es) l /2e-27^c2chse-27^resw(csh5)d5.
JR

Preuve. — D'après la définition 3.1, l'opérateur B dont le symbole est
l'intégrale proposée est :

B=c w(cshs)Fsds.
JR

D'après le THÉORÈME 3.4, tout revient à montrer que :

-——c——-^ ^(cshs)^k(cshs)ds= (^k^j).
[^•(-zc)| J

Or ceci résulte de (3.14) et de ce que ^Fc est une isométrie de H ^ ' ( R )
sm L^R^x^dx).

Pour terminer cette section, indiquons en quoi (que l'on s'intéresse ou
non à l'oscillateur relativiste), l'opérateur Fs joue un rôle obligé dans
l'analyse de Klein-Gordon, fondée sur le prolongement de u e Hc (K) en
la fonction u sur l'espace-temps R2 caractérisée par l'équation d'évolu-
tion (1.10), i.e. définie par :

(3.16) ù(t,x)= (e2^2^^).

Il est immédiat que :

(3.17) ùÇt,x)=c2 I e^^oWi)^)^/)^-! d^.
Jm

Pour tout <j réel, posons :

(3.18) Eo. = ̂ _^y2^a-27r/2 = ^c^cr-îTr/2-
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Si u appartient à <S(R), on a donc pour tout pi e M

(3.19) (^)^i) = (GF^/^^{p^^}

et il résulte de la PROPOSITION 3.2 que

(3.20) (^)(csh0 = c2 ( e2^^ch^sha^sh^cha\Qu)(p/)po-ldp\.

En comparant avec (3.17), on voit que

(3.21) ù(t,x) = (^u)(cshç)

pourvu que ch ^ sh a = t et c sh ç ch a = x ; en d'autres ternies :

(3.22) sh(a±^) = t ± x '

Le fait que le changement de coordonnées (3.22) permet une séparation des
variables dans l'équation de Klein-Gordon n'est évidemment pas nouveau :
dans la version pour laquelle le laplacien se substitue à l'opérateur des
ondes, le fait qu'un changement de coordonnées analogue sépare les
variables dans l'équation de Helmhoitz remonte au tout premier article
de Mathieu, dans lequel ces fonctions furent introduites.

4. Une intégrale de Feynman
On ne suppose plus à présent que n = 1. On commence par généra-

liser les opérateurs F s e^ Gs^ en partant de l'expression fournie par la
PROPOSITION 3.2 : on verra plus loin une autre généralisation possible,
qui coïncide avec G s lorsque n == 1.

DÉFINITION 4.1. — Pour \lms\ < ^TT, on définit l'opérateur Fs^ sur
l'espace <S(M), par la formule

(GFsu)(p)=c2 ( ^{c~ïpo^^s^pt}^s\QuWÇ^
Jm Pô

et l'opérateur G s = (2es)-n/2e27^c2chsF,.

Remarquons que, lorsque |Im.s| < JTT, l'opérateur Fs s'étend en un
opérateur borné sur Hc (R71). On a toujours F_^/-^ = ̂ 71 et si l'on
définit, pour a réel, Ea- comme en (3.18), on voit que le prolongement ù
de u e Hc (M^) caractérisé par (1.10) est donné par la formule

(4.1) ù(t,x)=(E,u)(p)
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SI

(4.2) t = (?) sh a et x = pch a.

Pour s et t réels, le noyau de l'opérateur QFgFtG'1 relativement
à po~1 dp' ^t

Â;(p, j/) = c4 y exp -27T I c 2 ^ (po ch 5 + po ch ^)

-^-{q.pshs+p'sht}}-^
-1 ço

et d'après (3.8), cette intégrale ne dépend que de

(pochs+pQcht)2 -c2\pshs+p/sht 2

= PÏ +Po2 + ̂ (sh2 s + sh2 t) + 2[poPo chscht- c2(p,pf) shssht],

expression symétrique en (s, t). Par suite Fs et jFf commutent, fait qui reste
vrai toutes les fois que \ïms\ < JTT et \ïmt\ ^ -TT (par prolongement
analytique et continuité).

Le symbole de Fs (ou de G s) n'est pas particulièrement attrayant
(contrairement à celui de l'autre opérateur qui sera proposé plus loin) :
néanmoins, il va nous servir à obtenir un développement limité utile,
pour s —)• —oo. On définit pour commencer ^/l~n comme en (2.9), rem-
plaçant l'exposant jn par j(l — n) : alors

(4.3) V1-^^"^

si f. est le symbole de L et si r est l'expression définie en (2.6).

LEMME 4.2. — Le symbole g s de G s est donné par la formule

(4.4) (V1-"^)^) = ^-^s/2e-2^e\c-2\p\2es + e-5/1-"^2

exp^l^^^1^-^628)^^2.
c-^ppe5 + e-5

Preuve. — Les définitions 1.1 et 4.1 fournissent l'identité :

(4.4) 2"/2-l(J-l^)(p-p/,mid(p,p/))[l+c-2<Jp,p/)]-rl/2(po+Po)

- (2es)-"/2e27^c2chsc2exp-27^(c-2poPochs+ (p,P')shs).
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Posons ^ = p - p / et q = midfj»,?'). D'après (1.6), on a :

(4.5) go = 2- l/2(l + c-Vpy))-172^ +po).

En appliquant à nouveau (1.6), ainsi que

(?+ P7,?- P1} = c~2 (po + p'o) (Pô - Pô).

on obtient
(q^) = c-2go(po -Pô)

d'où

|^|2 - c^o-2^^)2 = \ P - P ' 2 - c-2^ -Pô)2 - -2c2 + 2(J^p/}

et par suite

(4.6) ^l+c-2{Jp,p'})=l+^[c-2^\2-q,2{q^)2],

ce qui s'écrit aussi

(4.7) \ (-c2 + c-^oPo - W} = \ (l^l2 - ̂ {q, S)2).

Par ailleurs

S\2 == |p- p'|2 = C-2(po +Po)2 - 2[C2 + C-2poPo + (P,^)]

d'où, en se servant à nouveau de (4.5) puis de (4.6) :

(4.8) ^-c2+c-2pop',+{p,p'))

= _ç2 _ 1 y|2 i 1 ̂ -2^ "|2^r+ -c ^(po+po)
=-c2-^\2+^c-2q2,(l+c-2{Jp,p'})

2 - 5 ̂  + c-^ + \ (c-̂ o2 ̂  - c-\^ ̂ 2)

=k12+^-2(|ç|2|?|2-(g^-)2).

II résulte de (4.7) et (4.8) que

(4.9) c~2pop'Qchs + (p,p'} shs — c2 chs

=[l9T+ic-2(|g|2|.->2-(g,^2)]es

+l,[\z\2-c2q,2{q^)2}e-3.
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Posons

(4.10) Q^) = ̂ (c-2!^ + e-3)!^2 - ̂ (c-^ +c2go-2e-s)<<^)2

et soit A la matrice de cette forme quadratique. D'après (4.4), (4.5), (4.6)
et (4.9), on a :

(4.11) (^)(,?;ç) = c2qol(2es)-n/2e-2VW2es e-^2)
[1+^-^2_^^("-1)/2_

La formule (8.6) et la définition 8.5 de [12] fournissent (en tenant
compte de ce que c n'est plus fixé égal a i )

/ 1 \ (l-n)/2
(4.12) ^^-"(^(^^(l+^ll^ll2) (^i<7,)(^;ç)

avec

(4.13) \\^= ?\2-c2q^^q)2

d'où

(4.14) ^(yl-ngs)(^•,q)=c2qo\2es)-n^e~^w2ea e-^^.

Bien entendu, la transformée de Fourier inverse, évaluée en x, d'une
gaussienne exp—7r(Ai',,?), est la fonction (detA)~1/2 ex•p(—^T(A~lx,x}),
et l'on inverse A à l'aide de l'appendice de [12] ; en posant

\=^c-2\q\2es+e-s)^ a = -î = 2-l/2(c-2 e5 + c2^-2 e-5)^

on a detA = À n - l (À+ (a,b)), et

X+^b}=^e-s(l-c2q,2\q\2)=^q,2e-s

d'où

(4.15) detA=2-nc4Ço -2e- s(c-2 |ç |2e s+ e-6)'1"1.

Les coefficients Bjk de la matrice B = A~1 sont alors donnés par

B,k = A-1^ - (A+ {a,b}Y\jbk)

d'où

(4.16) (A- l ^, f )=A- l { |^ | 2 +c- 2 ( l+c- 4 ç 2 e 2 s ) (^ç) 2 },

de sorte que (4.14), (4.15) et (4.16) conduisent au résultat du LEMME 4.2.
On notera que lorsque n = 1, {A~lx,x) se réduit à

2es(l+c-2ç2).^2,

ce qui permet de retrouver aussitôt la formule de la définition 3.1.
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^ THÉORÈME 4.3. — Pour tout s tel que \ïms\ ̂  JTT, G, commute avec
l'oscillateur relativiste L. En outre, pour e > 0, on peut écrire

G'M./2) = (I + e2/^)) exp -e(L - "^)),

l'opérateur f3(e) restant borné sur chaque espace propre de L pour e
tendant vers 0.

Preuve. — D'après le LEMME 4.2, on a

V1-"^^) = e-w£IPl2(l+ ̂ -^Ip-l2)^/4

exp^T^l+ic-^lpl2)-1

[{x^c-^^^+^e^x,?)2]]

d'où (utilisant aussi (4.3))

V1"^^) = 1 - Tr^r + e2^

-l-<vl-al-n^)^'
avec |^(^;p) |^C(l+ r)4 pour une constante C ne dépendant que de c.
L'opérateur de symbole V71"1^ reste borné au sens faible, quand e -^ 0,
dans l'espace des opérateurs de ^(M71) dans ^'(R71) et comme pour tout s,
G s commute avec G^(e/2), G s commute aussi avec L. La deuxième partie
du THÉORÈME 4.3 résulte du même développement limité.

Nous avons défini Fs, pour n quelconque, en généralisant le noyau,
fourni par la PROPOSITION 3.2, de l'opérateur QFsQ-1 : on peut, au lieu
de cela, généraliser le symbole g s introduit dans la définition 3.1.

PROPOSITION 4.4. — Pour \lms\ < -TT, posons, avec gs = e"271'^7',

^=0p(^).

Pour tout e < 0, le noyau h^p.p') de l'opérateur GH^(e/2)G~1 relative-
ment à la mesure p'o~1 à.?' est donné par :

^(^pQ^c2^/2^^)1""

exp-.[̂ sh^+.|n.id(,,,/)|2].
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Preuve. — D'après la définition (2.6) de r, on a

g^x-^q) = e-^^l^e-2^^^'2^2^)2).

D'après l'appendice et le lemme 8.6 de [12], le discriminant de la forme
quadratique

^-Plll^l^+c-2^;?)2

est (q)2 = c"4^2, est la forme quadratique duale est

^^ ||7||2 _ |^|2 2 -2/- - \2
^ 1-^ 1 1 ^ llç — l^l ~ c QQ W^/ ?

d'où

(^l^)(^;ç)=c2ço-le-2-es^2(2es)-n/2

exp-iTre-d^-c2^-2^^)2).

11 ne reste plus qu'à appliquer la définition 1.1 de Op(^s) en posant
^ = P — P ' et q = mid^p7) : en se servant à nouveau de (4.5) et (4.7), on
obtient, pour u e S(W1), l'identité :

(QH,u)(p) = 0^2 e-)-71/2 /{ K1 + c-2(Jp,p/)) }(l-n)/2(^)(p/)

{exp-27^es|ç|2}{exp-7^e-s(-c2+c-2poPo-^^))}df•" ) PO

Enfin, on obtient l'énoncé de la PROPOSITION 4.4 en posant e = 2 e5 et
en utilisant (1.5).

THÉORÈME 4.5. — L'opérateur Hs = (^(e"271'*357') commute avec L.

Preuve. — Posons, d'après (2.3), C = Q{-^L)Q~1 == Agjf - 47^2|p|2 et

(4.17) 0 = c2 + { J p , p ' } = c2 + c-^oPo - QW

ainsi que

(4.18) A=es(po+.pof+e-s0.
U

En examinant le noyau de QHsG~1 relativement à p Q ~ l d p / et en notant
que c~2q^ = (po +po)2/(2^), on voit qu'il s'agit d'établir que, avec

(4.19) K=0(l-n^2e~7TA,
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la fonction CK est une fonction symétrique de (p,j/). Avec

.̂ -E.H.
on a, d'après l'expression de C donnée en (2.2) (remplacer x par p )

(4.21) A--^ = ̂  - ̂  + ("^3 + l̂  + "̂

OÙ

(4.22) Bi^fiî+c-'S2^-!2, B,=AmA,

(4.23) B,.̂ !̂ -2 !̂̂  B.'A^,

<-) ^^(^'--'(EO2

On a

(4.25) ^ ^ ^=po^-^
^j Pô Qpj "po '

d'où

("») E»^ - ̂ c-'PS - c2) - (?.?') = ̂  - c ,̂

<4-27' r^'^-^-j)
= ̂ e(î)Q-^PIQ- -1) - ̂ (po+po)2

' P ô / Pô '

Par suite ^5 = OÇc^ô - 2) est symétrique : on écrira B^ ^ 0 pour
traduire, dans toute la preuve de ce théorème, une équivalence plus précise,
à savoir celle qui néglige les termes symétriques en (p.p') qui sont en outre
invariants sous l'action du groupe des rotations opérant à la fois sur pet ? ' .

On sait (cf. HELGASON [6, p. 268]) que lorsque c = 1, la partie radiale
de A^ s'écrit

-—5- + (n — 1) coth p—
dp2 ' d p
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avec po = chp : pour c quelconque cette partie radiale s'écrit, si l'on
revient à la coordonnée po,

(4.28) ^(^-c^+^,

On en déduit l'identité

9n
(4.29) A^(po +Po)2 = 2(c-2^ - c2) + -^oho +Po)

C

ainsi que (utilisant également l'invariance de Agji par le groupe de Lorentz)
les identités

(4.30) AM^^C-^-I),

(4.31) A^-1) = (2 - n)c-2^-1 + (n - 4)^-2.

La relation (4.30) montre que B^ ~ 0 et que B^ ~ e^Agjî a avec

(4.32) a={po+po)20~l.

On se propose d'établir la relation :

/ / . oo^ A 2(n- l)po(po+Po)(4.33) A^a - ——^—————.———•

II suffit évidemment, utilisant l'invariance de Ag^ et de a par rotation, de
le faire en un point p = (po^Pi^ 0 , . . . , 0). En un tel point on a (utilisant
l'expression explicite de Agj? provenant de (2.2))

(4.34) A^a= {po^po^^O-^+O-^wÇpo+Po)2

^^w^^w^
et, compte tenu de (4.25) et (4.26), le dernier terme s'écrit :

^c-^-^o +Po) {ô - c2^^) ~ -40-^0 (Po +Po)^1-v Po /

En se servant de (4.29) et (4.31), on obtient

Aana ~ 2c-26'-l [p2 + (n - 2)po(po +Po)]

-2(n-l)c-20-lpo(po+Po)
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ce qui confirme (4.32) et permet d'écrire :

(4.35) B2 - 2(n - l^-^-^o +Po) e5.

On obtient aisément (en développant systématiquement les calculs
suivant les puissances de 0,po + p^ et po) les relations

(4.36) ,̂ = [-e-(^o)2 + e-5] (p^ -^.) + 2c2es(^±^

et (se servant de (4.25) et (4.26) pour ne pas calculer (poP/Po -?',?} une
deuxième fois) :

(4.37) s = e^-^0^2 + ç2(Po+Po)3

t (9 po<92

^_ 2po(po+Po) _ ^Po+Po^
^ c po0 f

+e-s^-c2^±po1.L Po -J

D'après (4.23), (4.25) et (4.26), on a

(4.38) Bs = ̂ R,(p^ -p^c-2(e-c2po±po)s.

En utilisant à nouveau (4.27) et (4.26) pour obtenir le carré du module
du vecteur poP/po - p1 ainsi que son produit scalaire avec p, on obtient
après développement

(4.39) £?3 - 20-^0 (po+PoK,

ce qui permet de constater, grâce à (4.35), que

(4.40) -£?2 + "—^s - 0.
u

C'est à cet endroit précis que seul le symbole actif utilisé dans la
définition 1.1 (cf. fin de la section 2) convient. D'après (4.21), il reste
pour terminer la preuve du THÉORÈME 4.5 à montrer que Bi ~ 0, ce
qui — d'après (4.22), (4.36) et (4.37) — est le fruit d'un calcul que nous
épargnerons au lecteur, vu qu'il s'agit, au fond, plus de comptabilité que
de mathématiques.
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COROLLAIRE 4.6. — Soit f = f(x'^p) un symbole continu sur R71 x 9JI,
tendant vers 0 quand \x\2 + \p\2 -^ oo, et ne dépendant que de r .
Alors l'opérateur Op(/) (bien défini de SÇW^) dans ^'(R771) d'après la
définition 1.1) commute avec L.

Preuve. — Elle est une occasion d'appliquer le théorème de Stone-
Weierstrass sur le compactifié de [0,oo[.

REMARQUE. —Les opérateurs G s et H s, tout en commutant avec L, ne
sont pas, si n > 2, des «fonctions)) de L puisque la restriction de l'un ou
de l'autre à un sous-espace propre de L n'est pas, en général, un opérateur
scalaire. Rappelons cependant le THÉORÈME 4.3 et le fait analogue relatif
à Hs (conséquence du THÉORÈME 4.5) :

(4.41) ^M./2) = (^^(^^P-^+Y^)5

où 7(6:) désigne un opérateur commutant avec L et restant borné sur
chaque espace propre de L pour e tendant vers 0.

Soit 6 > 0 et soit une suite de subdivisions 0 = ÔQ < <5i < . . . < 6m = 6
telle que ^^^^(^j+i — ôj)2 —^ 0. D'après le THÉORÈME 4.43, on peut
écrire, dans ces conditions,

m-l

(4.42) n ^((^-W2) - exp-^L - r^^)
j-o

n(n- 2)-

et (4.41) permet une formule analogue dans laquelle H s remplace G s- II n'y
a aucune difficulté à justifier (4.42) si l'on se contente d'une convergence
en norme sur chaque sous-espace propre de L, pour laquelle l'analyse est
ramenée en dimension finie. Explicitons le résultat en dimension 1 (cas où
H s = G s) '- se servant du noyau de GII^(e/2}Q~1 sous la version donnée
dans la PROPOSITION 4.4, on obtient :

(4.43) (^(exp-^[L+(167^c2)-l])^-l)(csh^o)

^limc^n^+i-^r172)
j=0

x A .. ( exp -TTC2 ̂  (^-+i - 6,) sh2 \ (^ + ^-+i)

exp(-47rc2 ̂ (^-+1 - 6,)-1 sh2 \ (^ - ̂ +1)^\j\ - t /><- ^^^j+i u j )

u(csh^)d^'" d^rn-
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On peut également se dispenser d'écrire ̂ bl puisque L commute avec ^c-
II s'agit évidemment, en dimension quelconque, d'une intégrale de

Feynman, qui reste valable pour tout 6 complexe tel que Re6 > 0.
Elle présente le caractère tout à fait exceptionnel que L commute avec
l'opérateur produit considéré avant tout passage à la limite. Rappelons ici
la décomposition

(4.44) Q{-^L)Q-1 =Ayn- ^\p\2

donnée en (2.3) pour observer que l'intégrale de Feynman que nous avons
obtenue est distincte de celle à laquelle pourrait conduire la formule de
Trotter usuelle :

(4.45) Qe-^Q-^ lim {expf^A^exp-7^^2 }7" .m-^oo l \47rm / m )

En effet le noyau h^(p,p1) de GH^njG~1 a été donné dans la PROPO-
SITION 4.4; quant au noyau k^p,?') de GG^n^G~1 tel qu'il a été introduit
dans la définition 4.1, on peut l'écrire aussi sous la forme comparable :

(4.46) MPV) = c2£-n/2{exp[-7T(£/<2+2/e)({Jp^/)-c2)]}e-7T£^.

Or, si la deuxième exponentielle e"7^^'73 ^ (ou exp—Tr^lmid^,^)!2, qui
est le facteur correspondant dans he {?,?')) n'a rien d'exotique si l'on se
réfère à (4.44), la fonction

c2£-"/2exp(-^((Jp,p/)-c2))=c2.-n/2exp(-4^2sh2d(^/))

est, d'après la proposition 5.1 de [12], le noyau de l'opérateur

(4.47) 2œ-1/2 e2"2/6^^^^. (27rc2£-l).

Observons pour terminer qu'un développement asymptotique de la
fonction K^(x) lorsque x -^ oo montre que, sur l'image du projecteur
spectral correspondant à n'importe quelle partie compacte du spectre
(continu, cette fois) de A^ , l'opérateur ci-dessus s'écrit

/ , o .^ r^mr ^(^ — 2)1
(1 + 0 {e2 ) exp e —— + v /
v / L 47T 167TC2 J

pour e -^ 0. Ce fait apparaît comme la contraction, lorsque le paramètre À
qui intervient dans (2.1) tend vers l'infini, du THÉORÈME 4.3. L'autre
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contraction utile, ne serait-ce que dans un but de vérification, est celle pour
laquelle c -^ oo : alors ch{d(j?,j/)/(2c)} —^ 1 mais 2c2 sb2{d(p,pf)/(2c)} -^
^ l ^ — p ^ l 2 de sorte que le noyau, relativement à dp^ de l'un quelconque
des opérateurs GGgG~1 et GHsG~1 tend vers le noyau
(4.48) (2e s)-n / 2exp-7^{( |p |2+|p / |2)ch5+2<p,p /}sh5},
lequel n'est autre que le noyau classique du semi-groupe de l'oscillateur
harmonique, comme on peut le retrouver par exemple en posant e5 = th j t
dans (0,2).

Appendice
Cet appendice est un erratum, qui corrige une erreur de signe intervenue

dans [12] dans le calcul de la composition d'un symbole par celui d'un
opérateur de rotation Rjk-

Avec r^(x,p) = x\p^ — p\x^, il faut lire (12.40) comme suit :

n- ^ _ ^ ^
{{rl2-gss~9x^p, 9x,9p^

t Q^g ^g \ ( ^g ^9 \
+ PQPl ^——7—— + -^——^— - POP2 ^——^— + ^——^— )\9xo9p'2 Qx^Qp^l \9xo9pi Qx^Qp^)

v- / 9^9 92^ \ v- ( ^9 ^9 \
+ L^- [-9^9p~, + 9^) + 2^^ (^^ - 9^)

et les mêmes changements de signe intéressent les termes qui subsistent
dans (12.44). La dernière formule du THÉORÈME 12.6 doit donc se lire :

r 92 Q2 ( 9 9 y V^ 9 M
B2(rl2'^=[9.^-9.^+(pl^-p2^X

Cette erreur de signe a des conséquences dans la section 15. La
formule (15.38) devient en effet

^2(^12,^2) = -2 + ̂ i^- -P2^-)n2 = -2(1 +p2 +p|)

et le dernier terme n{n— 1)/(167T2) au second membre de (15.39) doit être
remplacé par :

1 v^/ 9 9\ n(n—l) n — 1 , 9 ,^ni+^l)=^^+^r(^-i).
j<k

Finalement, dans la PROPOSITION 15.4, il faut lire

^-l^(o,^p)=|p|||2+p2-l+n^l)•
La preuve de la PROPOSITION 15.5 s'en trouve simplifiée, la page 181 étant
désormais inutile en toute dimension.
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