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MINORATIONS DE HAUTEURS SUR LES
VARIETES ABELIENNES
PAR

SINNOU DAVID (*)

RESUME. — Nous donnons dans ce texte une minoration de la hauteur de Néron-
Tate d’un point algébrique d’une variété abélienne principalement polarisée, définie
sur Q. Il s’agit d’une premiére approche d’une généralisation & la dimension supérieure
d’une conjecture de S. Lang (proposée par J. Silverman). La minoration dépend de la
hauteur (stable) de la variété ainsi que d’un invariant de nature analytique. Il s’agit
de la premiére minoration avec une borne inférieure pouvant tendre vers 'infini avec
la hauteur de la variété. La preuve est basée sur une construction de transcendance.

ABSTRACT. — In the following, we prove a lower bound for the Néron-Tate height
of an algebraic point of a principally polarized abelian variety defined over Q. This
can be seen as a first approach of a generalisation of a conjecture of S. Lang, which
was suggested by J. Silverman. Our lower bound depends on the logarithmic stable
height of the variety and of an analytic invariant. This is the first lower bound which
can go to infinity with the height of the variety. The proof of our result is based on
transcendence methods.

1. Introduction

Une conjecture de S. LANG propose une minoration de la hauteur
de Néron-Tate d’'un point k-rationnel d’une courbe elliptique définie
sur Q. Cette conjecture a été partiellement démontrée par M. HINDRY
et J. SILvERMAN (voir [Hi-Sil]). Nous étudions dans ce texte le cas de la
dimension supérieure. La démonstration de notre résultat est basée sur
des méthodes de transcendance.

Rappelons dans un premier temps la conjecture de S. Lang (voir

[L, p. 92] et [Si2]) :

(*) Texte recu le 12 mai 1992.
S. Davip, UFR 920, Université Pierre et Marie Curie, 4, place Jussieu, 75005 Paris
(France).

Classification AMS : 11G, 11J, 14K.
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510 S. DAVID

ConNJECTURE 1.1 (LANG). — Pour tout corps de nombres k, il existe
une constante positive c(k) telle que pour toute courbe elliptique E définie
sur k et tout point P d’ordre infini de E(k), on ait :

h(P) > e(k) max{log(|Ny/o(Ar)), h(jr)},

ot E(P) désigne la hauteur de Néron-Tate sur E, Ny o(Ag) la norme
de k sur le corps des rationnels Q du discriminant minimal de la courbe E
et h(jg) la hauteur de Weil logarithmique et absolue de l’invariant modu-
laire jg de la courbe E.

SILVERMAN [Si2, p. 396] généralise cette conjecture & la dimension
supérieure. Un certain nombre de normalisations sont nécessaires pour
lui donner un sens. Pour simplifier, nous nous placerons dans le cadre
classique qui suit.

Soient k£ un corps de nombres plongé dans le corps des nombres
complexes C, @ sa cloture algébrique dans C et g un entier > 1. On note Sy
I’espace de Siegel formé par les matrices g x g, symétriques, de partle
imaginaire définie positive. On notera par une apostrophe la transposée
d’une matrice, et tous les vecteurs considérés seront des vecteurs lignes.

Soit 7 € Sy; posons A = Z9 + Z97. L'espace analytique C9/A se
plonge dans un espace projectif PV via 'application z — ©,(z) dont
les coordonnées sont les fonctions théta :

(1) 0,(7,22) 22 exp{QZﬂ'[ (n4+m1)T(n+my) +(n+m1)(2z4+mz) ]}
nez9

ol m = (my, my) parcourt un systéme de représentants 2, de (129 /79)?
(sauf lorsque cela sera explicitement mentionné, on fixera dans ce texte
my et ma dans [0, 1[9; on notera de méme Z,; un systéme de représentants
de k~1(Z9/79)?). L’image de ce plongement est une variété abélienne A(7)
admettant une polarisation principale associée a la forme de Riemann H,
ot H(z,w) = z(Im7)~'w’. On notera £ le fibré inversible ample as-
socié a H. Le plongement Théta que nous avons introduit ci-dessus est
donc un plongement projectif induit par le fibré inversible trés ample £®4.
Si M est un fibré en droites sur une variété abélienne A, nous noterons
K (M) lensemble {x € A, T (M) ~ M}. Par ailleurs, le groupe modu-
laire Sp,,(Z) agit sur Sy. On note F; le «domaine fondamental) pour
cette action décrit dans [Ig, p. 194]. On désigne d’autre part par h la
hauteur de Weil logarithmique et absolue, sur PV (@) ; on notera enfin h
la partie quadratique de la hauteur de Néron-Tate associée a la forme de
Riemann H (qui coincide d’ailleurs avec la hauteur de Néron-Tate, puis-
que L% est totalement symétrique). Dans tout ce qui suit — sauf men-
tion explicite du contraire — «constante» signifiera «nombre réel > 0 ne
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MINORATIONS DE HAUTEUR 511

dépendant que de g». On notera || - || la norme du sup sur 'espace des
matrices g X g muni de sa base canonique.

DEFINITION 1.2. — Soit 7 un élément de S, tel que ©,(0) € PV (Q); on
note h(7), ou h(A(7)), la hauteur du point ©,(0) de PV(Q).

Pour toute variété abélienne principalement polarisée définie sur un
corps de nombres k, et munie d’une structure de niveau convenable,
il existe une variété abélienne de la forme A(7) (r € F) qui lui soit
K-isomorphe (ol K est une extension finie de degré controlé de k) et
telle que la hauteur naive définie ci-dessus soit comparable & la hauteur
stable h(A) de A (voir par exemple [Davl, §2] pour cette discussion).
Il sera donc suffisant pour notre étude, de nous restreindre aux variétés
de type A(7) et de travailler avec la hauteur définie ci-dessus.

La conjecture de Silverman peut dans ces conditions s’énoncer comme
suit :

CoNJECTURE 1.3 (SILVERMAN). — Pour tout corps de nombres k et
tout nombre entier g, il existe une constante positive c1(k,g) telle que
pour tout T dans l'espace de Siegel Sy tel que la variété A(T) soit définie
sur k, et tout point P de A = A(T), défini sur k, d’ordre infini modulo
toute sous-variété abélienne B £ A de A, on ait l'inégalité :

h(P) > ei(k, 9)h(A(T)).

Notons que cette conjecture, telle que nous ’avons énoncée ci-dessus
est un peu plus faible que celle de Silverman, car nous n’avons pas
tenu compte de la réduction additive. On pourrait également formuler
la conjecture en terme de hauteur de Faltings.

Nous obtenons dans cette direction le résultat suivant :

THEOREME 1.4. — Soient g un entier > 0, k un corps de nombres et T
un élément de F, tel que la variété abélienne A = A(T) soit définie sur k.
Posons :

D =max{2,[k:Q]}, h=max{1,h(A(r))}.
Il existe deux constantes ¢c; = c1(g) > 0 et co = ca(g) telles que tout
point P de A(k) vérifie la propriété suivante :

o ou bien il existe une sous-variété abélienne B de A (avec B # A), de
degré < cop(A, k)9 (log p(A, k))? telle que P soit d’ordre

< eap(A, k)9 (log p(A, k)?)  modulo B,

o oubien h(P)>ci(g)p(Ak)~19-2(log 2p(A, k)) 7"

ol p(A,k) = D(h +log D)/|| Im || + D'/(s+2),

h,
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512 S. DAVID

On en déduit immédiatement (en utilisant la minoration triviale
%\/5 < ||Im 7|| valable pour tout 7 € F) le corollaire suivant.

COROLLAIRE 1.5. — Pour tout entier g > 0, il existe une constante cs,
telle que pour tout entier D > 2, tout réel h > 2, tout corps de nombres k
de degré < D sur Q et toute variété abélienne simple A définie sur k et de
hauteur h(A) < h, de dimension g, principalement polarisée, tout point P
de torsion (non nul) de A(k) d’ordre n, on ait :

n1/(29)

> .
= log(n)(h + logn)

D

On notera que cette minoration est meilleure en h (un h=!7¢ au lieu
d’un h=3/2) que le résultat que nous obtenons dans [Davl], mais elle est
plus mauvaise en n (un n!/(29) au lieu d’un n'/9).

COMMENTAIRES :

e Si A est une courbe elliptique, h(A) est comparable & la hauteur de
linvariant modulaire j(A). Par ailleurs, on déduit du g-développement
de j(7), les estimations suivantes, valables pour toute place & l'infini :

‘log(max{l, l5(7)|}) — 27| Im 7| ] < 0O(1)

(o 7 est choisi dans le domaine fondamental du demi-plan de Poincaré
pour P’action de SLy(Z) qui maximise sa partie imaginaire, et O(1) désigne
une constante absolue). On en déduit que si A admet bonne réduction
potentielle sur k,

M:—h Z &, log(max{1, |5(r,)|})

VESoo (k)
< 2rmax{|Im7|, v € So (k) } + O(1)

h(ja) =

(o v décrit 'ensemble S, (k) des places infinies de k, et ¢, = 1 si la
place v est réelle et 2 si elle est complexe). Il existe donc une constante
absolue c4 telle que min{p(A,, ky), v | 0o} < c4Dlog(D) dans ce cas et
par conséquent :

CoOROLLAIRE 1.6. — Il existe une constante absolue cs, telle que pour
toute courbe elliptique E, définie sur un corps de nombres k de degré au
plus D sur Q, d’invariant modulaire entier, et pour tout point P de E(k),
d’ordre infini on ait :

h(P) > csD%(log D)~ "' h(jE).
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MINORATIONS DE HAUTEUR 513

Notons que ce corollaire découlait déja (pour ce qui est de la dépen-
dance en jg) du premier résultat de J. SILvERMAN (voir [Sil]) dans cette
direction (qui démontrait la conjecture de S. LANG, dans le cas ou la
courbe F n’a qu’un nombre inférieur & une constante « fixée de places de
mauvaise réduction (multiplicative) et donc a fortiori lorsque l'invariant
modulaire j(E) est entier).

o Lorsque dim(A) > 2, on a la majoration :
| Im7|| < cegDh
(voir [Mal, lemme matriciel, p. 126]). Il semble raisonnable de conjecturer :

CoNJECTURE 1.7. — Il existe une constante c; = c7(k, g) telle que si A
est une variété abélienne principalement polarisée, définie sur un corps de
nombres k, qui admet une bonne réduction potentielle sur k, alors :

h(A4) < qm > Imrl.

vES (k)

(On choisit ici tous les T, dans F et si T, a plusieurs conjugués sous
Uaction de Spyy(Z) dans le domaine F, on choisit un représentant
au « hasard».)

On notera que ’on ne précise pas dans cette conjecture ni la dépendance
en g, ni la dépendance en le corps; en particulier, nous n’excluons pas une
dépendance en le discriminant de k.

Un tel résultat, joint au THEOREME 1.4, donnerait une solution de
la CoNJECTURE 1.1 pour les variétés abéliennes admettant bonne réduc-
tion potentielle. On peut remarquer que 7, n’est pas tres bien défini
dans la CONJECTURE 1.7 (puisqu’un élément 7 de S, peut avoir plusieurs
conjugués sous l'action de Sp,,(Z) dans le domaine F, et que de plus, il
faut tenir compte des structures de niveau et donc ne conjuguer que par le
sous groupe de congruences «I'(4,8)»). De plus, le choix de la norme || - ||
sur l'espace des matrices g X g, influe sur la valeur de la constante c;.
Il faudrait donc faire encore un certain nombre de normalisations pour
parvenir & un énoncé propre. Nous ne rentrerons pas dans ces questions
au cours du présent travail.

Dans cette direction, D. MASSER [Mad] m’a indiqué qu’il savait démon-
trer 'inégalité :

h(A) <cs((k:Ql) > [Im7,|

vESs (k)

pour une infinité de variétés abéliennes simples (sans utiliser d’hypothese
de réduction).
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514 S. DAVID

Rappelons les résultats obtenus précédemment dans cette direction. On
peut distinguer deux types de problémes :

o évaluer la dépendance en le degré du corps (problemes de type
Lehmer);

o évaluer la dépendance en la variété abélienne (problemes de type
Lang évoqués ci-dessus).
Bien entendu, les résultats connus sont bien plus fins lorsque A est une
courbe elliptique. Pour traiter du probléme de Lehmer, il est préférable
de faire la distinction suivante : soient k le corps de définition de E et d

le degré de k sur Q. Si P est un point d’ordre infini de E(Q), on note
K = k(P) et D le degré de K sur k. La variable intéressante pour le
probléeme de Lehmer est D et non dD (puisque E est fixe).

Avec ces notations, D. MASSER (voir [Ma3]) a obtenu :
h(P) >4 D™3h~(h +log D)™2.
J. SILVERMAN obtient (voir [Sil]) :
h(P) > (D, 8)log(INk/o(Ap)])-

Ici, S est le nombre de places de k£ ou F admet mauvaise réduction
multiplicative plus le degré de k, Ag est le discriminant minimal de £/,
et f est une fonction décroissant exponentiellement avec S et D.

Dans le cas de la multiplication complexe, M. LAURENT (voir [Lau])
obtient une trés bonne minoration en fonction du degré, qui répond a la
question de Lehmer «a e-presy :

log D )—3

~ _y( logD
h(P)>p D <loglogD

Rappelons enfin le résultat de M. HINDRY et J. SILVERMAN (voir [Hi-Sil]) :

h(P) > f(op, D) max{log(IN/gAsl), h(jr) .
Ici, o est le «quotient de Szpiro» de F, i.e.

b log (| Ny /oA El)
log (| Nx/oNEl)
NE étant le conducteur de E, et f décroit exponentiellement avec D et .

En particulier, la conjecture suivante de Szpiro [Sz, conjecture 1 (forte)]
(et méme une forme faible) entraine la conjecture de Lang :

b
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MINORATIONS DE HAUTEUR 515

CONJECTURE 1.8. — Soit k un corps de nombres. Pour tout € > 0, il
existe une constante cg = co(k,€) telle que pour toute courbe elliptique E
définie sur k,

6+¢
| Nkj@An| < co| NijoNe| ™

Notons également que Z. ZHANG a annoncé un raffinement du théoréme
de M. HinDRyet J. SILVERMAN, avec en particulier une dépendance poly-
nomiale en D. Enfin, dans la direction du probléme de Lehmer elliptique,
M. HINDRY et J. SILVERMAN obtiennent (voir [Hi-Si2]) :

h(P) >g (Dlog(D)) .

Dans le cas ou A est une variété de dimension supérieure, il existe
beaucoup moins de résultats : D. MASSER (voir [Mal]) obtient

h(P) >4 h~(9tD)

pour la dépendance en la variété abélienne et (voir [Ma2])

~

h(P) >4 D™(29% ) (log D) =%

pour la dépendance en le corps.

Il est intéressant d’essayer de comparer ces deux dernieres minorations
avec celles que nous obtenons, au vu de la similitude des démarches
(techniques de transcendance) :

« La dépendance en le degré est meilleure dans le travail de D. MASSER :
cela provient du fait que D. MASSER travaille directement sur la variété
(et dispose de ce fait de lastuce d’Anderson-Baker-Coates). De plus, bien
que la dimension du groupe algébrique avec lequel il travaille soit plus
grande (2g au lieu de g + 2 dans le présent travail), la codimension
de lespace de dérivation est également plus élevée : cela permet une
minoration plus fine.

¢ En ce qui concerne la dépendance en la variété, la comparaison peut
se faire en minorant ||Im7|| par %\/5 dans notre résultat (et donc en
affaiblissant la minoration), et en supposant que la variété abélienne A est
simple. La borne inférieure que nous obtenons ainsi est alors plus faible
que celle de D. MassgR. Enfin, il est intéressant de noter que la minoration
de D. MASSER est valable pour tout point d’ordre infini de P, alors que
nous devons supposer que P est d’ordre infini modulo toute sous-variété
abélienne de A. Ceci est di au fait que la minoration de D. MASSER tend
vers 0 lorsque la hauteur de A tend vers l'infini, alors qu’il peut arriver que
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516 S. DAVID

ce soit le contraire avec notre borne (si I'on se restreind & une famille de
variétés telles que h/|| Im 7| soit majoré, la borne tend vers I'infini avec la
hauteur de A). En effet, une telle borne ne peut étre vraie sans hypothése
de ce type sur A comme le montre 'exemple trés simple suivant. Soit F;
une courbe elliptique définie sur un corps de nombres k admettant un
point d’ordre infini k-rationnel P. Pour toute courbe elliptique Fy définie
sur k, (P,0) est un point k-rationnel de E; x E,. On aurait alors

h(P) > h(Ey),

ce qui n’est pas possible pour h(E3) assez grand.

« Notre résultat n’est pas contenu dans les résultats antérieurs : il est
plus précis dans 1’évaluation de la dépendance en la variété abélienne
et donne en particulier une solution de la conjecture de Lang pour une
infinité de variétés abéliennes simples, en toutes dimensions (d’apres la
remarque de D. MAssER, [Mad]). De plus, la dépendance en le degré du
corps de définition est beaucoup plus faible dans [Mal], que dans [Ma2],
et de méme la dépendance en h serait (si on 1'explicitait) beaucoup plus
faible dans [Ma2] que dans [Mal].

Les points principaux qui conduisent aux résultats présentés ici sont
les suivants : on commence par dualiser la situation en ne considérant
pas comme dans les constructions de transcendance classiques un point P
dans une variété abélienne A mais un groupe algébrique commutatif G.
En effet, en identifiant A & sa duale AV, on peut voir P comme un point
de AY = Ext(A,G,,), c’est-a-dire comme une extension G de A par G,,.
La construction de transcendance permet de montrer que si h (P) est trop
petit, la suite exacte :

0-G, —G—A—0

est scindée & isogénie preés. Une fois ce cadre posé, c’est le choix d’une
direction d’extrapolation privilégiée (donnée par la théorie de la réduction
des matrices symétriques) qui permet d’obtenir une contribution positive
en la norme de la matrice des périodes. Il s’agit du LEMME 2.2, utilisé
au paragraphe 3.2. La croissance des fonctions abéliennes est en effet
«ralentie» le long de cette direction (en R?/||[Im|). Un principe des
tiroirs est ensuite nécessaire pour ramener un «logarithme » d’un multiple
de P pres de origine (cette étape est assez classique) mais, comme on
n’extrapole que sur une direction, il suffit de rendre «petite» une seule
coordonnée de «log(P)» (voir § 3.1), ce qui est moins classique. Le dernier
point est développé au paragraphe 2.1. Il s’agit d’estimer la hauteur de
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MINORATIONS DE HAUTEUR 517

l’analogue abélien de ((nz) — n{(z). En écrivant ce nombre comme un
polynéme en les coordonnées de P et de ses multiples jusqu'a nP de
faible degré (au lieu de ’écrire comme un polynéme de degré n? en les
coordonnées de P, on gagne un facteur n2h(A), ce qui est crucial pour la
preuve (voir PRoposITION 2.8).

Nous tenons a remercier D. MASSER, dont les nombreux commentaires
sur une version initiale de ce texte ont permi d’améliorer substantiellement
la rédaction de ce travail.

2. Estimations analytiques

Pour alléger les notations, on notera dans toute la suite du texte
Y = || Im 7| (pour tout 7 € Sy).

LeMME 2.1. — Il eziste une constante c1o = c10(g) > 0, telle que la
propriété suivante soit satisfaite pour tout élément T de F et tout z € C9 :

(2) ‘log(maX{Gm(T, 22); m € Z3}) — 4wH (Im 2, Im z)’ < ¢10Y.

Voir [Davl, th. 3-1].
Soit eg4 le g-ieme vecteur de la base canonique de C9.

LeMME 2.2. — Il existe deux constantes
cnn =ci(g) >0, ci2=ci2(g) >0
telles que pour tout élément T de F et tout élément x de R, on ait :
e Y 2% < H(zeg,zey) < c12Y " 122

Démonstration. — Par définition, H(zey,zey) = zeg(ImT) ™! (zey)’.
C'est-a-dire, si a4, désigne le dernier terme diagonal de (Im7)~",
H(zey,zey) = z2ay 4. I S'agit donc d’estimer la valeur de ag 4. Par défi-
nition,

_ det(Im7y_y)
Qo9 = det(Im )
ou 74— désigne le (g — 1)-iéme mineur principal de 7. La définition du
domaine fondamental F de ’espace de Siegel nous assure que si 7 est

un élément de F, I'élément 74_; appartient & F,_1; en effet, il est clair
que Re7y_1 n’a que des coefficients de valeur absolue < %, que Im 7,4
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518 S. DAVID

est encore « Minkowski réduite » (voir [Ig, p. 191]). Il suffit donc de vérifier

que |det(y7g_1 + 6)| > 1 pour tout o = (2 ?) € Spy,_2(Z). Posons :
a 0 g 0
o100
"1y 0 5§ 0
0 0 0 1

Il est clair que 0’ € Spy,(Z). Comme

{3 D)+ (1)

on a bien 7,_; € F,_1. La théorie de la réduction des matrices symétriques
(voir [Ig, th. 5, p. 192]) nous assure alors (pour tout g > 1) de lexistence
d’une constante ¢13(g) telle que pour tout élément 7 de F on ait :

|det(y7y—1 + 8)| =

1=g i=g
c13(9) [ ws < det(Imr) < [T
=1 =1

(ou y; désigne le i-ieme terme diagonal de Im 7). On en déduit :

1 —1
Y .
ci3(g) 77

013(9 - 1)yg_1 < Qg.g <

Comme dans F, on a Y = y,, le lemme est établi (on pourra également
voir [Mal, 4-4] pour une généralisation du LEMME 2.2).

Soient maintenant 7 un élément de F et A(7) la variété abélienne
associée. Comme A(7) est principalement polarisée, les classes de Q-iso-
morphismes d’extensions de A(7) par le groupe multiplicatif G,, peuvent
étre identifiées & des points de A(7). Tout point P de A(7) définit dans ces
conditions une telle classe d’isomorphisme. Dans [Dav2], nous avons décrit
un plongement projectif ¢ et des propriétés d’opérateurs de dérivations
algébriques associés & un représentant de cette classe. Nous noterons G(P)
cette extension. Par commodité, rappelons brievement cette construction.

Considérons ’espace vectoriel C971. Soient 7 un élément de F et £ un
vecteur de C9, £ = (M7 403 on (V) et £(?) sont dans RY (il y a un choix
a faire puisque tous les éléments de la forme ¢ + w, ou w décrit le réseau
des périodes A, définissent le méme point sur la variété abélienne; nous
supposerons, sauf mention contraire, que toutes les coordonnées de ¢(1)
et de ¢(2) sont comprises entre 0 et 1). Fixons un élément a € 2, tel

ToME 121 — 1993 — ~° 4



MINORATIONS DE HAUTEUR 519

que [0, (7,0)| soit maximal et un élément 8 € Z; tel que |05(7, 5€)| soit
maximal. A ces données, on associe une extension de A(7) par G,, définie
de la fagon suivante. Notons

A =79 (=2ime™ 1) & 29 (2ine®’ 1) @ Z(2i,0,...,0);
'espace analytique G(7,£) = C9*1/A’ se plonge dans un espace projectif
par l'application ¢(7,¢) de G(7,¢) dans PV, dont les coordonnées sont
données par les fonctions

O (1,22),
3
¥ Fo(r,2,6,t) = HQ—(T’TO)— (1,22 + £¢) exp(2i7rz€(1)/ + 1),

Os(7, 55) 2

ot m = (my,ms), n = (ny,ng) décrivent Z5 (c’est un plongement a la
Serre, la description ci-dessus est donnée a une transformation linéaire
pres dans [Fa-Wii, satz 3, p. 190]). Cette variété analytique définit une
extension analytique et donc, de fagon canonique, algébrique de A(T)
par G,,; de plus, si A(T) est définie sur Q et si P = ©,(f) est un
point algébrique de A(7), alors G(7,£) est définie sur Q. Il n’est pas
difficile de vérifier que ce plongement est projectivement normal. Soient ¢
le plongement naturel de G,,, dans P!, 7 la projection G(r,¢) — A(T), et
soit N le fibré O(1) sur P! muni de I’action naturelle de G,,. Notons N le
faisceau induit par N sur G(r, £) (i.e. N = G(r,£) x® N). Le plongement
décrit ci-dessus est alors celui induit par le fibré F = N ® 7 L% Le
théoreme 3-5 de [Kn-La] nous assure alors que F est normalement
engendré (puisque N est normalement engendré, et que L est ample
et élevé & une puissance > 3) donc en particulier que le plongement
associé est projectivement normal (suivant la définition de Mumford, un
faisceau inversible est dit normalement engendré s’il est tres ample et si
I’immersion projective complete associée est projectivement normale).

Nous décrivons maintenant les extensions par un produit de G, :
soient 7 un entier positif et (¢1,...,¢.) un r-uplet d’éléments de C9,
ou {; = 621)7' + 42), avec (51), 622) éléments de RY et de coordonnées
comprises entre 0 et 1. Notons pour 1 < i < r, G; l'extension de A(T)
paramétrée par ¢; construite ci-dessus, G’ = Gy x ... X G, et § le
plongement «diagonal » de A(7) dans A(7)", i.e. application définie par :

A — s A

x — 6(x)=(z,...,2).
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Soit G I'image réciproque de G’ par 8, nous avons un diagramme :

™

0 — Gy, G A(r) — 0
idJr fl 6l
0 — G, G A(T)" — 0.

Le groupe G’ se plonge dans un espace projectif par un morphisme
de Segre. On en déduit un plongement projectif ¢(7,41,...,4,) de G;
ce dernier est donné par les fonctions de g + r variables :

i=r

(4) [T Hi(zt),

=1
avec H;(z,t;) = 0 (7,22) ou F, (1, 2,1;,t;), pour m,n € Z,.

Nous dirons que G = G(7,41,...,¥¢,) est extension de A(T) par GI,
paramétrée par (£1,...,£.). On peut vérifier comme ci-dessus que G est
plongé de fagon projectivement normale : soit N le fibré trivial sur (P!)"
muni de l'action de GJ, induite par le plongement naturel de G,
dans (P)" et N le fibré induit par N sur G. Le plongement projectif
de G que nous venons de décrire est défini par le fibré F défini cette fois
par F = N ® n*L®%". Le fibré F est encore normalement engendré en
vertu du théoréme 3-5 de [Kn-La] (IV est normalement engendré car trés
ample, [Kn-La, lemmes 6-1 et 6-2]).

DEFINITION 2.3. — Soit G = G(,£) l'extension de A(7) par G, para-
métrée par les points (£1,...,£,). Supposons que A(T) soit défini sur Q,
de méme que les points P; = ©.,(¢;) pour 1 < i < r. Le groupe G est alors
défini sur Q et 1’on pose :

(T, 1, 0) = h(A(T) + > h(P).
i=1

Par abus de langage, nous noterons h(G) la quantité h(r,¢1,...,4,).

La relation (4) nous montre que pour mesurer la croissance des fonc-
tions H définissant le plongement projectif de G, il suffit de I’étudier dans
le cas particulier o G est une extension d’une variété abélienne par G,,,
c’est-a-dire qu'il suffit de majorer la croissance des fonctions F introduites
ci-dessus (puisque la croissance des fonctions théta est déja connue — c’est
le LEMME 2.1). Nous avons alors :
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LEMME 2.4. — Il eziste une constante c14 > 0 ne dépendant que de g,
telle que pour toute extension de A(t) par G, vérifiant les hypothéses
ci-dessus, on ait :

(5) log|Fy(2,t)| < c1a(Y + H(Im 2,Im 2) + | Ret|).

Démonstration. — Immédiate & partir du LEMME 2.1. On notera que
pour ce lemme, la condition (¢(V),¢(?)) € [0,1]%9 n’est pas nécessaire.

2.1. Bases de 15 (C), estimations arithmétiques.

Soit G = G(7,£) Vextension de A(7) par G!, , paramétrée par les
vecteurs (£) = (f1,...,4,). Par hypothese, Tg(C) est identifié¢ & CIT" et
se trouve donc muni d’une base, que nous appellerons base «naturelle .

Si f est une fonction méromorphe sur C4*+1, pour tout v = (vo, . . ., va)

dans C4+1, on note :
d

0
Duf=Y g
=0
Quand (uy,...,u,) engendre un sous-espace vectoriel W de C**1, on dit

que f s’annule d un ordre > T le long de W au point z si

Dl o-- oDl f(2) =0,
pour tout t = (t1,...,t,), avec t; > 0 pour tout i, avec 1 < ¢ < n, tels
que [t| = Y t; < T. Toutefois, pour les estimations arithmétiques,
nous aurons besoin d’une autre base de l’espace tangent a l'origine
de G que la base «naturelle»y. En effet, cette base est transcendante
alors que Tg(C) possede une Q-structure. Pour ceci, nous relevons les
dérivées de Shimura (voir [Sh]) dans le cas des extensions d’une variété
abélienne afin d’obtenir une base B de Tg(C) algébrique : comme le
groupe G est une extension d’une variété abélienne par G, il suffit
(par dévissage) de définir B dans le cas d’une extension d’une variété
abélienne par le groupe multiplicatif. En effet, pour dériver les fonctions H
de la relation (4), il suffit de savoir dériver chacun des facteurs qui la
composent. De plus, la matrice de passage entre la base B et la base
«naturelley (0/0z1,...,0/02z4,0/0t1,...,0/0t,) se déduit aisément des
matrices construites ci-dessous dans le cas particulier «intéressant » d’une
extension G(7,¢) de A(7) par Gy,.

Mais, par commodité, rappelons tout d’abord la construction de Shi-
mura. Puisque

Cc9 —— PV

z +— 0O.(2)

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



522 S. DAVID

est un plongement, on peut extraire une matrice g X g inversible de la
forme

901(7,0)  86y(r,0)
(921 621
90:(1,0)  86y(r,0)
0z 0z4

de la matrice jacobienne du plongement (noter qu’a priori, il faut une
matrice (g + 1) x (g + 1), avec une ligne de fonctions théta parce que
le plongement est projectif et non affine; la construction ci-dessus est
cependant licite car les fonctions théta sont soit paires, soit impaires, voir
[Davl, § 4] pour plus de précisions). En choisissant un élément o € Z tel
que |04 (7,0)| soit maximal, on pose

901(1,0)  06y(7,0) -1
0z 0z
P(7) = 6a(7,0) . : :
961(,0)  86,(r,0)
0z4 0zg4
et
61 0/0=
L | =P0) :
bg 0/0z,

Nous noterons A; la i-ieme ligne de la matrice P(7) définissant les
dérivations de Shimura 6;. Fixons maintenant un élément 8 de Zs tel
que |0g(7', %€)| soit maximal. Posons alors :

4 iy
o1 + (—inAl - 6;—9’3(11—;—)>8/8t
(5’1 ﬁ(Tv 2 )
5; B 46,05(r, 10)
‘ g+ [ —2imA -z’——gu>a ot
) | oo (o - T y )%
a/ot
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On pose alors B = {&,...,6,,}, C’est-a-dire
(5’1 8/621
P(r) :

A S I : ,
0y 00---0 0/0z4
g+1 0/0t

avec

) 46,05(T, 1 ¢)
—2imrAy b - ———12=
Op(7, 3£)

T:

46,05(t, L 0)
—2ir A, 0 — =2
e Ba(7, 10)

1

Nous noterons ) la matrice de passage entre la base B de l’espace
tangent que nous venons de construire et celle qui nous est fournie par
I'identification Tg(C) = C4.

Si f et g sont des fonctions méromorphes de 7 (C) — C nous noterons
[f, g} la fonction :

6:(flg — f8i(9)-
Nous avons la proposition suivante :

PROPOSITION 2.5. — [l existe une constante ci5 = c15(g9) > 0 vérifiant
la propriété suivante : soient h un nombre réel > 1 et T un élément de S,
tels que la variété abélienne A(T) soit définie sur un corps de nombres k
et vérifie h(A(1)) < h. Soient par ailleurs un élément £ de C9 et G
Uextension de A(t) par G, définie par €. Pour tous éléments n et m
de Zs, et tout entier i compris entre 1 et g + 1, il existe une famille
de nombres algébriques {ayun = ayun(n,m,i,7); (v, ,m) € 2%}
engendrant une extension de k de degré < c15 et de hauteur < ci5h telle
que pour tout élément z de CY9, on ait :

[em(Tv Qz),Fn(T, Z,e,t)];

0(7, 30)
= X g At 25 G0
(V) €223 AT 2

REMARQUE. — Dans le cas ot P = ©,(¢) est défini sur une extension
finie k’ de k, on peut donc écrire :

[Gm(T,Qz),Fn(T,z,f,t)];: Z A0 (T,22)Fy (T, 2, £,1),
HNEZ2
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ou les a,, sont des nombres algébriques, éléments d’une extension k”
de k’ de degré sur k' < ¢16 et de hauteur < c16h(A(7)) + c17 b (P).

Démonstration. — Il s’agit ici d’une généralisation aux extensions d’une
variété abélienne par le groupe multiplicatif d’un résultat analogue ob-
tenu précédemment pour les variétés abéliennes (voir [Davl, th. 4-2]).
Les idées principales sont les mémes : des critéres de génération normale
permettent d’assurer qu'une telle relation est vraie avec des nombres com-
plexes a., 5. La technique d’évaluation aux points d’ordre finis permet
ensuite d’en assurer l'algébricité en les identifiant & des valeurs en 7 de
formes modulaires (& g-développement algébrique). Cet énoncé est exposé
dans [Dav2, prop. 2-3-14], travail que nous comptons développer dans une
publication ultérieure. Nous nous contenterons donc de donner ici quelques
éléments de preuve. On commence par multiplier le membre de gauche

par (0(r, %E))Q; on obtient alors :

05(7, 10) [0 (7,22), Ful7, 2,6,0)]

= 0, (7, 0) exp(2imz - () —}—t){ % 06, (7,22 + = Z) i (0m (7,22))
+46:(05(7, 30))0m (7, 22)0n (7,22 + 1 0)
= 0(7, 3£)0m(7,22)6; (0 (T,22+%€))}.

La preuve de la ProposIiTION 2.5 se ramene donc aisément & celle du
lemme suivant :

LEMME 2.6. — Il existe une constante ci1g = c1g(g9) > 0 vérifiant la
propriété suivante : soient h un nombre réel > 1 et 7 un élément de S,
tels que la variété abélienne A(T) soit définie sur un corps de nombres k
et vérifie h(A(T)) < h. Pour tous éléments n, m et p de Z3, et tout
entier i compris entre 1 et g, il existe une famille de nombres algébriques
{y,ym = aypyn(n,m,p,i,7); (v,1,m) € 2,3} engendrant une extension
de k de degré < cig et de hauteur < cigh telle que pour tout élément (u, v)
de C9 x CY, on ait :

O (T, 20) 05, (T, 20); (6 (T, 2u + 20))
— 0p(7,2u + 20)0,, (1, 20)6; (0 (7, 2u))
- Bp(T 2u + 20)0,, (7, 2u)6; (0 (T, 20))
Z ry, 1m0~ (T, 20) 0, (T, 20)0, (T, 2u + 2v).

(7,pm) €223
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Démonstration. — Notons 7; la projection A x A — A sur le premier
facteur, 7o la projection sur le deuxieéme facteur et enfin m 1’addition :

m:AxXxA —— A
(P,Q) — m(P,Q) =P +Q.

Un calcul de facteur d’automorphie montre que le membre de gauche de
I’équation du LEMME 2.6 est un élément de :

I'(Ax A, 7 L% @ n3 L5 @ m*L®),
dont un systeme générateur est donné par les :

(0(7,2u)8,,(T, 20)0, (T, 2u + 2v))%uynez2.
L’existence de nombres complexes a. ,, 5, vérifiant la relation du LEMME 2.6
en découle. Pour vérifier ’algébricité, on utilise la technique d’évaluation
aux points d’ordre fini :

LEMME 2.7. — Soient A une variété abélienne, £ un fibré ample sur A,
engendré par ses sections. La fleche naturelle

(6) H(A, L) — H°(K(L), L1 k(c))

est injective.
Voir [M-B, lemme 2-3-1].

1l est facile de vérifier que M = 1} L®* @ 135 L%* @ m*L®* est engendré
par ses sections et que K(M) C (A x A)12 (I’ensemble des points de
12-torsion de A x A; plus précisément, on trouve

K(M) = {(27, —2x+y),x S Alg,y € A4})

Le fibré M est donc ample (voir [Mum, p. 84]). On peut donc résoudre
le systéme linéaire défini par la relation du LEMME 2.6, d’inconnues
Ay iy Vo T € Z2, les équations étant données en faisant varier (u,v)
dans K(M). Cette résolution permet d’exprimer les a.,,, comme des
valeurs en 7 de fonctions modulaires de poids 0 et de niveau convenable (le
niveau «['(576,1152) » convient), & g-développement algébrique (on utilise
pour le membre de gauche du systéme les propriétés modulaires des
dérivations de Shimura, résumées par exemple dans [Davl, lemme 4-8]).
La proposition 4-9 de [Dav1] permet alors de conclure que les a.,,,, sont
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algébriques, de hauteur < c;gh, éléments d’une extension de k de degré
au plus c1g. Ce qui permet d’établir le LEMME 2.6.

Pour pouvoir conclure au paragraphe 3.3, nous avons besoin de
controler la hauteur de

o
9[3(7’, %é)eﬁN (7—7 N % E)

ou f est la fonction de CY9 dans C définie par :
F(0) =05(7, 50)6:(0sy (T, N 5£)) — Nbgy (1, N 20)8;(05(7, 3 ¢)),

et ol N est une puissance de 2, 5 un élément de Z; tel que |03(7, %€)|
soit maximal, Sy un élément de Z; tel que |0g, (7, N %€)| soit maximal et
¢ un élément de C9 tel que O, (¢) € Q. Un calcul de facteur d’automorphie
montre aisément que la fonction f(4¢) peut étre identifiée & une section
de F(A(T),L®(N 2+1)). Des arguments d’évaluation aux points d’ordre
finis de A(7) et les propriétés modulaires des dérivations de Shimura
permettent, en reproduisant les arguments de [Davl, §4], de conclure
que f(¢) peut s’écrire comme un polynome de degré N2+1 en les 6., (7, %E)
(avec v € Z3), dont les coefficients sont des nombres algébriques de
hauteur < ¢j9h. Malheureusement, si on applique directement I’argument
ci-dessus, on est obligé d’appliquer le lemme d’évaluation avec des points
de torsion d’ordre N2 4 1 d’ott des nombres algébriques — certes de
hauteur controlée — mais de tres gros degré. De plus, nous avons besoin
pour nos estimations de la hauteur de Néron-Tate de P et non de sa
hauteur de Weil, qui est celle qui intervient naturellement dans ces
estimations (la hauteur du nombre 6,(7, 3)/0(r, %é) est controlée par
la hauteur de Weil de P). On peut certes se ramener a la hauteur de
Néron-Tate de P, grace au théoreme de comparaison de Manin-Zarhin
(cf. [M-Z, th. 3-2]), mais on aurait alors

10 o
<9ﬁ(77 %f)(’ﬁN(T,N%e)) < c(N*h(P)+ N*h),

ce qui serait rédhibitoire (en effet, DT N2h est plus grand que U; voir
le paragraphe 3). Nous allons donc écrire f(¢) comme un polynéme en

les coordonnées de @T(%é) et de ses multiples. Ainsi, on appliquera le

lemme de comparaison de hauteur avec |E(N P) — h(NP)| < h, et on
pourra remplacer dans la majoration N2h par log(N)h, ce qui permet de
conclure. C’est pour cette écriture qu’il est plus commode de supposer
que N est une puissance de 2. Nous démontrerons l’estimation suivante :
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ProposITION 2.8. — Il existe une constante co1, telle que pour tout
T € F tel que A(T) soit définie sur un corps de nombres k, pour tout
point P de A(k), et toute puissance N de 2, le nombre

[0
eﬂ(Tv %4)0,@1\1 (7, N%f)

soit algébrique, élément d’une extension de k de degré au plus co et de

~

hauteur < c1 (N2 h (P) + log(N)h). Ci-dessus, £ désigne un élément de
C9 tel que ©,(¢) = P, B un élément de Z tel que |05(r, $£)| soit mazximal,
et By un élément de Z5 tel que |0, (T, N%é)[ soit mazximal.

Démonstration. — Effectuons tout d’abord le changement de varia-
ble £ — 44.

LEMME 2.9. — Il eziste une constante coo telle que pour tout 3, A € 2,
pour tout i satisfaisant 1 <1 < g, il existe des nombres algébriques

A~ 65 = a’y,&(ﬂa)\vivT)a v E Z2a b€ Z4

de hauteur < cogh, engendrant une extension K de k de degré < coq tels
que :

() 05(7,20)8,(0(7,40)) — 20 (7,4£)5;(05(T, 2¢))
- Z .50~ (1,26)05(1,4¢).

YEZ2,6€24
Démonstration. — Rappelons tout d’abord le critere de génération
normale suivant :
LeMME 2.10. (MumrorD-Ko1zumr). — Soient A une variété abélienne

et L un fibré ample sur A. Soient de plus m et n deux entiers, avec n > 3
et m > 2. La fleche naturelle

I‘(A,£®") ® F(A,£®m) — I"(A, £®"+m)
est surjective.
Voir [Kem, th. 2].

Un calcul de facteur d’automorphie nous montre alors que le membre de
gauche de ’équation (7) est un élément de T'(A(7), £L&?°). Or, le critere
de génération normale de Mumford-Koizumi nous assure que la fleche
naturelle :

T(A(1), £L2%) @ T (A(1), L&) — T'(A(r), £5??),

est surjective. Les (6,(7,2€)0s(T,4¢)) ez, sc 2z, forment donc un systeme
générateur de I'(A(1), £L82%). L’existence des a5 en découle.
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Pour trouver des nombres a, s vérifiant la relation (7), il suffit donc
de résoudre le systeme linéaire (7), d’inconnues a, s lorsque ¢ décrit
K(L) = A(7)20 (c’est le LEMME 2.7). Les a,s s’écrivent donc comme
des valeurs en 7 de quotients de formes modulaires de méme poids,
admettant des développements en série de Laurent & coefficients dans Q.
Les arguments développés dans [Davl, § 4], permettent donc de conclure
que les a,s sont bien des nombres algébriques, de hauteur < cagh,
éléments d’une extension de k de degré sur k < c¢o9o. Le LEMME 2.9
est donc entierement démontré (bien entendu, le LEMME 2.9 peut étre
remplacé par le LEMME 2.6, mais outre le fait que sa preuve est plus
simple, il permet d’écrire f(£)/05(, QZ)GﬁN (r,N% 5 ¢) comme une fraction
rationnelle de degré un peu plus faible en les coordonnees des multiples
de P, ce qui peut étre utile).

Par induction, on peut donc conclure que f(¢) peut s’écrire comme une
forme linéaire :

f(0)
(9,3(7‘, %e)eﬁN (r,N 2 é)

0, (7,28 20)05(7, 2541 1 0)

=kz_: t2 0 G (7, 25 10)05, (7,21 10)

=0 ~EZ22,6€2,

(rappelons que N est une puissance de 2, soit N = 2*; nous notons B un
élément de Z, tel que |6, (7, 2% %€)| soit maximal et §; un élément de Z4
tel que |65, (7, 2k+1%€)| soit maximal, pour 0 < k < k). On en déduit
donc que :

f(e)

05(, 500055 (1, N 5¢)

est algébrique, élément d’une extension de & de degré au plus cy4. Il reste
& majorer sa hauteur : soient X = (zg,...,2Zn) et Y = (yo,...,Yn), deux
points de P"(Q) (normalisés de telle sorte que tous les z; (resp. tous les y;)
soient algébriques). On a alors 'inégalité triviale :

hXY) = (Z a:y) < h(X) + h(Y) + log(n).

On en déduit, en posant :
o (e om0y
oﬁk (7-7 2k %e)aék (7-7 2k+1 2 8) YEZ3,6€24,0<k<k—1

)

k
Y = (2%ay,6)yez,,6€24,0<k<h—1,
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que l'on a :

f(e)
h( 05(7, 50)055 (T, N 3)

) = h(XY) < h(X) + h(Y) + log(k2%92%9).

En remarquant que Y est obtenu par un Segre & partir de

Yo =(1,2,...,2°71) et le(a%&)vezmez‘l,

on en déduit que h(Y) = h(Yp) + h(Y1) < (k — 1)log(2) + 6glog(2)cosh

(en majorant la hauteur de Y] par la somme de celles de ses coordonnées,
qui sont controlées par le LEMME 2.9 ). Il reste & estimer la hauteur de X.
Notons g : P2*’~1 x P2*~1 _, p2°’~1 J¢ Segre défini par :

NOK?

((ao, ‘e ,(1229), (bo, ‘e ,b24g)) [ ( .. ,aibj, .. ')OSiS229,0§j§249'

Notons pour tout entier k£ compris entre 0 et k — 1,
k1
97 (T, 2 3 g) )
1 )
9,3k (Ta 2k 3 Z) YEZ2

05 (1,281 1) ) _
05k (T, 2k+1 %g) §5€2,

« Ag le point projectif Ay = (

« By le point projectif By = (

Le point X est alors obtenu & partir de Xo = (A4g, ..., Ax—1) € (]P’ng‘l)”
et de X; = (By,...,Bx_1) € (P24g'1)n par la fleche :

(]Pz%‘l)" % (]P,249—1)"C (]szﬁg—l)f'C
((A07 s 7An—1)1 (BO7 cey Bn—l)) — (g(A07BO)7 s 7g(A/~z—1, Bn—l))-

Donc :
k—1

h(X) < h(Xo) +h(X1) < D h(Ai) + h(By).
1=0
Le point Ay est un point de 4-division de P et A; = 2°Ay. De méme,
By est un point de 4-division de P, mais dans le plongement de A(7) dans
P¥*°~1 induit par £&6 (et fixé par la base de ['(A(r), £®16), donnée

par les (0s(r, 4z))6ez4). En notant hgeis = max{1,h((0s(7,0))scz,)}
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et h cews la hauteur de Néron-Tate associée a ce nouveau plongement
(trivialement, h o1 = 4h) on obtient via le théoréme 3-2 de [M-Z] :

hX) < (1444 +45Y) (h(Ao) + h cors(Bo)) + cazki(h + hrers).

Il reste & majorer h,g1s, ce qui se fait encore & ’aide des formules
d’additions. Soit § € Z4 :

1
0s(1,0)* = — Z exp(—4im61a5)02514(T,0)0,(7,0)3.
29
a€Zq
On en déduit donc aisément :
hreis < h+ glOg( )

On obtient ainsi en combinant les inégalités précédentes

( f(0)
05(, 50005, (1, N 5¢)

) < (V2R (@) + log(N)n)
ce qui acheve la preuve de la PrRorosiTION 2.8.

3. Construction de transcendance

Soient A(7) une variété abélienne vérifiant les hypotheses du THEO-
REME 1.4 et P un point de A(7)(k). Pour tout nombre réel z, nous
noterons [z] sa partie entiere. Nous désignerons par Cp, une constante
(i.e. un nombre réel positif ne dépendant que de g), plus grande que
toutes les constantes ¢y, co, ... intervenant dans la démonstration. Fixons
les parametres suivants :

L= [Céﬁgplog@p)g“], T — [CS/(9+1)L1+1/(9+1)],
R = CyD(h+log D)log(2p), C=C;"(plog(2p))’,
U=TR/C}

et soit N la plus petite puissance de 2 supérieure ou égale & CyL (on a
bien entendu N < 2CyL). Nous supposerons dans tout ce qui suit que :

—4g—1

R (P) < Cy 599 p=149+2) (10g(2p)) h.
1
Rappelons que p(A, k) = _(h_—f;./&]‘)) D/(9+2)
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Nous allons donc en déduire que P est d’ordre fini modulo une sous-
variété abélienne de A.

On peut supposer que le corps k est la plus petite extension de Q
sur laquelle A et P sont rationnels. Comme les coordonnées de 1’ori-
gine (6, (r, 0))a ¢z, engendrent le corps de définition de A(r) (voir par
exemple [Mal, p. 114]),

k= Q[(ea (7-7 0))0(622’ (Gﬂ(T, 28))5632]

(o1 s est un élément de C9 tel que O, (s) = P), il existe alors une base £
de k sur Q formée de monomes de degré au plus D en les nombres
05(T,0) 0,(t,2s)
0a(1,0)"  05(7,2s)

pour 8 et v décrivant Z, (6 étant un élément de Z5 tel que |05(T,2s)|
soit maximal). Nous noterons b;, pour 1 < ¢ < [k : Q], les éléments de
cette base. La hauteur des éléments (b;)1<i<[r.q) de € est alors majorée
par cos D(R(P) + h(A(7)), ot h(P) est la hauteur de Weil de P. Par le
théoréme 3-2 de [M-Z], on a alors :

Vi, 1<i <D, h(b) < casD{h(A(1)) + h(P)} < corDh.

3.1. Construction de la fonction auxiliaire.

Fixons s = sM7 4+ 5@ ot s et s(2) sont des vecteurs de RY de
coordonnées toutes comprises entre 0 et 1, tels que ©,(s) = P. Le
principe des tiroirs permet d’affirmer qu’il y a au moins un multiple ms
de s (avec —C < m < C) tel que la partie fractionnaire de la derniere
coordonnée de ms) soit < 1/C. Nous noterons ¢ = (M7 + () le
représentant de ms(!) (pour fixer les idées, on choisit pour m le plus petit
entier vérifiant la propriété ci-dessus) modulo le réseau des périodes A dont
toutes les coordonnées de ¢; et de ¢5 sont réelles, comprises entre 0 et 1, et
nous poserons @ = O.,(¢) = Q. Le point Q de A(7) est donc un multiple
de P et h(Q) <C2h(P).

Soit maintenant G,
0— G2, — G — A(t) — 0,

I'extension de A(7) par G2, paramétrée par (¢, N¥) (i.e. le point (Q, NQ)
de A(7)? identifiée & sa duale). On notera que si l'on a imposé aux
coordonnées de ¢ d’étre comprises entre 0 et 1, le deuxiéme vecteur
paramétrant notre groupe n’a pas été normalisé. L’espace tangent &
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lorigine de G étant identifié & C972, nous disposons d’une base naturelle
de I’espace tangent & l'origine de G, notée (0/0zy,...0/0z4,0/0t1,0/0ts).
Soit A le sous-espace de T (C) engendré par la base :

0 1o} 0 (1)
L AN, =2 . <i<
a8 + at, Usj o 2wl ug, 1<i<g

Ug =
(Zgl) est la i-iéme coordonnée du vecteur £(1)). On notera que les vec-
teurs u,;, pour 1 < ¢ < g, correspondent & des relevés dans T de périodes
de A(r); en effet, tout vecteur de Z9 C A, se reléve en une combinaison
linéaire des u; dans A’.
L’espace A correspond & ’espace tangent & ’origine du sous-groupe G’
de G défini par le diagramme :

0 — G, — G — A(r) — 0

(z,z) l ¢l Idl

0 — G, — G —— A1) — 0.

Choisissons maintenant un systeme f = (fo,..., fg+2) homogénement
algébriquement indépendant de fonctions (parmi les fonctions définies
en (4)) de C9*2 dans C donnant le plongement projectif de G.

Rappelons le lemme de Thue-Siegel qui va nous permettre de construire
notre fonction auxiliaire :

LEMME 3.1. — Soit (u;j)1<i<v,1<j<p une matrice de nombres com-
plezes, de rang < n. Soient §, m, p des nombres réels positifs tels que :

(8) [2ue(5+m+p+ 1]277 < eué,

9) max{z luijl, 1< < 1/} < em,
Jj=1

Alors, il existe (ay,...,a,) € Z" tel que :

(10) 0 < max{|a;|, 1 <i<v} <e,

(11) max{.Zui,jai ,1<5< u} < e P,
=1

Voir [P-W, Lemme 6-1].
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Posons :
p=n=(T+1)°([T/C§] +1), v=

m:p:U, (S:

(L+1)9%2,
U
C
Nous allons construire une fonction F'

F(z,t) = P(f(z,t,Nt));

ou P est un polyndme homogene de degré < L, a coefficients de la
forme Zi? a;b;, ou les ; sont des entiers et les b; sont des éléments
de &, vérifiant la propriété

(12) |ALF(0)| < exp(~U)

pour toute dérivation A, = ng) 0+ 0 fog, ou les entiers t; vérifient les
inégalités 0 < t; <Tpour0<i<g—let0 <ty < T/CS’. Il s’agit donc de
résoudre un systeme d’inéquations linéaires de la forme (11). Pour assurer
lexistence d’une solution, il suffit de vérifier les conditions (8) et (9)
du LEMME 3.1. Avec les parametres que nous avons fixés, la condition (8)
se déduit de

+1

(13) Cg’ — 02

qui est clairement satisfaite. Pour vérifier la condition (9), il suffit de
montrer que :

(14) D(L + 1)%"? max{|b;|, 1 < i < D} o
g9
a8, (15 7132 O), 8w Y L < 1
< exp(U).

Pour ceci, notons A la norme du sup de la matrice donnant les coordonnées
des vecteurs u; (on a A < c9N), et posons f = fLo - “fy j_’; *pour alléger
Pécriture. On a alors :

ot Bt ot ot
(g+1)T bt RPN gtl o 9+2
< (es04) max{} 0z ° 8zg ° oty Oty 0))'f’

0<t; <(g+1)T, 1§i§g+2}

(voir par exemple [P-W, lemme 3-1]).
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Cette inégalité, jointe aux inégalités de Cauchy, donne alors :

log| A (£(0))] < e (TlogT+ Tlog N
+ Llog(max{|f;(z,t1,t2)], |(2,t1,t2)| = 1})

Ici, |(z,t1,t2)| est la norme «naturelley sur C972, i.e.

1/2

g9
|(z,t1,t2)] = {Z |lzif* + |[t1]® + |t2]2}
i=1

Par ailleurs, le lemme de croissance 2.4 nous assure que :
|fi(z,t1,t2)] < expleaaY) Vi, 0<i<g+2, |(2,t1,2)] < 1

(rappelons que ||[Im77!|| < e32, voir [Ig, Lemme 15, p. 195]). Enfin,
I'inégalité de la taille nous assure que :

max{|b;|, 1 <i < D} < exp(cz6D?h).
En combinant ces inégalités, on peut en déduire que :
(15) log| Au(f(0)] < c31(T'logT + Tlog N + LY).

Le choix des parametres, ainsi que le lemme matriciel de D. MASSER,
(voir [Mal, lemme matriciel]) permettent d’assurer que :

log L +log D+ D?h 4+ TlogT 4+ Tlog N + LY < v
0

L’inégalité (14) est donc exacte, ce qui assure la validité de la condition (9).

Le LEMME 3.1 nous permet alors d’affirmer qu’il existe des nombres
entiers «; non tous nuls tels que |o;| < exp(U/(CoD)), tels que la fonction
auxiliaire F' vérifie les conditions (12).

3.2. Extrapolation. — Nous allons utiliser la méthode de Gel’fond
pour extrapoler sur l'ordre d’annulation de la fonction F en (z,t) = 0.
Pour cela, nous utiliserons le LEMME 2.2, qui permet d’affirmer que la
croissance des fonctions quasi-abélienne est «ralentie» sur la direction u,.

Soit ¢ la fonction d’une variable, définie par

g(Z) = AU(F(ZUH))9
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ou A, est cette fois de la forme

— Dto tg—1
[&u —'l)uo o.--0D's

Ug_1)

avec 0 <t;,0<i<g—1et Zf;ol t; < T. Par périodicité (les facteurs
d’automorphie sont égaux a 1) de F' par rapport & Zu,, on en déduit que
la fonction g(z) vérifie

|2 gm)| < expl-)

pour tout k tel que 0 < k < T/ Cg et tout entier n de Z. Nous pouvons
donc appliquer la formule d’interpolation classique suivante :

LeEMME 3.2. — Soit g une fonction analytique dans le disque |z| < R du
plan compleze; soient 2 < r < %R et Ty, S1 deux entiers positifs. Alors :

4r\T1 1
|9, < 219’12(?)

+5(1S—8:°)TIS‘ max{'g(tt)!(s) \; 0<t<Ty, 0<s< 51}.

Nous avons utilisé ici les notations usuelles :

dt
|9|R=|§|HZPR{|9(2>I} et g0 =25 (teN).

Voir [W, lemme 2-3].

Appliquons ce lemme avec Ty = [T/C§], r = § R et Sy = [r]. 1l reste
4 estimer |g|g, ce qui peut se faire & partir des inégalités de Cauchy;
toutefois, pour ne pas perdre les propriétés de «ralentissement» de la
croissance des fonctions quasi abélienne le long de la direction ugy, il faut
appliquer ces inégalités au «voisinage» de la droite Cuy et non pas sur
un polydisque de rayon R (voir aussi [Ma-Wii, lemme 4-3]) : soient € un
nombre réel strictement positif et z un nombre complexe. On a alors :

]g(zug)| = |Au(F(zug)>|

T!
— max{[F(alul,agug, .. ,sg_lug_l,zug)’,

T
lei| =€, 1§i§g—1}.

IN
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Supposons |z| < R. Le lemme de croissance 2.4 donne alors :

log |g|r < 034{—T10g(5) +TlogT + + D*h+ LR*H (e, e,)

CoD
+Le* Y H(eie;)+LRe > Hieieg)

1<i<g~-1 1<i<g-1
1<j<g-1

LR LNR
+ LY + = 4+ Z25 4 Le + LNe}.
c c
Posons maintenant € = 1/T. Le LEMME 2.2 donne H(eg4,e,4) < c12/Y, et
on a H(e;,ej) < ¢z puisque || Im 77| < ¢32; d'ott :

LR? U LNR
1 < TlogT + — 2 — — .
og|g|R_035< ogT + % +D h+COD+LY+ z )
C’est-a-dire, comme LR?/Y < (c36/Co)U, LNR/C < (c37/Co)U, (de
méme que les autres termes qui interviennent dans le membre de droite
de I'inégalité ci-dessus),

gln < exp( 7).

Comme 1157 > c3oU et T1.51 log(18r/S;) <
tion nous donne :

%U , la formule d’interpola-

18r\T151
l9l2r < exp(—caoU) + 5(?1> exp(—U) < exp(—cq1U).

Les inégalités de Cauchy permettent alors d’écrire :

Le choix des parametres donne alors :

|9P(0)] < exp(—cs2U), Vt, 0<t<T.

3.3. Passage a une base algébrique. — Nous avons donc établi que
|AL(F(0)| < exp(—ca2U), Ay =Dy o---0Dygs,
pour 0 < ¢;, 0 <i<gtelsque > 7 t; <T.
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Nous allons maintenant repasser dans une base algébrique de I’espace
de dérivations. Pour 1 < ¢ < g et dy = ug, posons :

8:05(1, 50)\ 1 @ 0
di = 6; — (2imA; 00 422020 (9 4y O,
(2 e 1) )(8t1 * 8t2)

La matrice de passage M entre la base de dérivations donnée par
les (u;)o<i<g et la base de dérivations {d;} vaut :

1
_4 6105(7,5¢)

1
M — 9,3(7’,'2'[) P(T)

!
_4 6995(7, 5 f)

ALY e
6s(7, 5 )

La norme de M est donc < exp(cqsDh) (pour une majoration de la
norme de P(7), on pourra voir [Davl, lemme 4-14]; les autres coefficients
de la matrice sont faciles & majorer en utilisant le fait que les coordonnées
du vecteur #(V) sont majorés par un, et en utilisant le lemme de crois-
sance 2.1). On en déduit (cf. [P-W, lemme 3-1]) que :

|AT(F(O))| < exp(casTDh — c4aU) < exp(—caaU),
avec AT =d o---0d" et t; <T. De plus, on a la relation :
0 g

6;(05(, %f)))( 0 0 )

di — 6, = 8 — (2imA; 0V + 4 FR)
i ( i + Os(r, 20) /\ oty ot
8;(0p(T, 20
- {«% - <2i7TAi€(l)/ +4_(M) 9
05(7-7 '2‘6) atl

6:(0 7Nl€
- (2iN7rA,»£<Ul+4M) 9 }

Opy (T, NLO) /Oty
6z(05(7—,%€)) n 6z(9ﬁN(T’N%€))>i
aﬁ(T,ge) Opy(T,N30) / Otz

- 4(—N

La base {d;, 0 < i < g} est donc algébrique en vertu de la ProOPOSI-
TION 2.8.
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Soient maintenant :

e g le quotient g(z) = F/6,(7,22)™, ol « est choisi dans Z5 de telle
sorte que |0, (7, 0)| soit maximal;

o A un monome différentiel d? o---odyf (avec 3" t; < T) minimal pour
lequel A(F'(0)) est non nul;

e m le degré de P.
La formule de Leibnitz nous donne :

et le LEMME 2.1 nous assure que :

|A(9(0))| < exp(—casU).

Comme le membre de gauche est algébrique, I'inégalité de la taille nous
montre qu’en fait ce dernier est nul : une récurrence facile a partir du
LEMME 2.8 et de la PrRoPOSITION 2.5 (et du théoréme 4-2 de [Davl] pour
le calcul de 0,,,(7,22)8;(0,,(7,22)) —0,,(7,22)8;(0,,(7,22))) permet alors de
conclure que la hauteur de A(g(0)) est :

- U

< cao{(T + L) log(T + L) + T (log(N)h + N*R (Q)) + Lh + =5 }
~ 0

< c47 T(log(N)h + N?C? h (P))

< cqg T'log(p)h

<cU.

Le choix des parametres, I'inégalité de la taille ainsi que I'hypothese faite
sur h(P) permettent donc de conclure que A”(F(0)) = 0 pour toute
dérivation A d’ordre < T. En résumé, la fonction F' s’annule & l'origine,
a lordre T le long de la direction A.

3.4. Lemme de zéros et conclusion. — Rappelons tout d’abord le
théoreme suivant, di & P. PHILIPPON :

THEOREME 3.3.— Soit G un groupe algébrique commutatif défini sur C,
de dimension n, plongé de facon projectivement normale dans un espace
projectif PV. On notera deg lapplication degré sur les sous ensembles
ouverts des fermés de PN. Soient encore A un sous-espace de Tg(C),
lespace tangent a Uorigine de G, et S un ensemble fini de points de G,
contenant Uorigine 0. On note T(")(S) lensemble {3°;_, P;, P; € S}.
Soit par ailleurs, un élément P de C[Xy,---, Xn], homogéne de degré L,

TOME 121 — 1993 — ~° 4



MINORATIONS DE HAUTEUR 539

qui s’annule & Uordre nT + 1 le long de A sur T'(™(S), mais qui n’est
pas identiguement nul sur G. Il existe alors un sous-groupe algébrique
connexe B de G, distinct de G, tel que :

(16) <T + codima (A N Tp)

codima (AN Tg) ) card((S + B)/B) deg(B) D4m(B)

< deg(G)(2L)"™@.

Démonstration. — Voir [Ph, th. 2-1] joint & [Lal]. Notons également
que L. DENis [De] a remarqué récemment que cet énoncé restait valable
(avec la constante 1) sans hypothese sur le plongement, tout au moins
lorsque G est une variété abélienne. Il est vraisemblable que sa preuve
s’applique qu’au cas général.

Le lemme de zéros de Philippon permet maintenant de conclure :
puisque F' s’annule le long de A a un ordre > T, il assure 'existence
d’un sous-groupe algébrique B connexe, propre de G tel que :

(17) TcodimA(TBﬁA) deg(B) < C50LCOdim(B).

Nous allons faire ’analyse des sous-groupes possibles :

o B = {0}. Dans ce cas, on est conduit a I'inégalité 79! < c50L972,
qui est fausse.

o B est isomorphe & G,,, et Tg N A = {0}. Dans ce cas, on a 'inégalité
T9+! < 50971, qui est également fausse.

e B est isomorphe & G,, et Tg C A. Dans ce cas, B est le sous-
groupe défini par I’équation x5 = =¥ et son degré est N (voir par exemple
[Be-Ph]). L’inégalité s’écrit alors TIN < c50L97!, et comme N > CyL,
cette inégalité est également fausse.

e B est isomorphe a an. Dans ce cas, on a T9 < c59L9, qui est
également fausse.

e B se projette surjectivement sur A, et la partie linéaire de Tp
(ie. TN T(G,gn) n’est pas nulle. Dans ce cas, B est isogene a une extension
de A par G,, (B est une sous-variété propre de G). Distinguons deux
sous-cas :

> La partie linéaire de Tg ne rencontre pas A, I'inégalité s’écrit alors
T < ¢50L, qui est fausse.

> La partie linéaire de Tg rencontre A. Dans ce cas, le sous-groupe B
est une extension du groupe G’ le long duquel nous avons travaillé par
un groupe fini. Son degré est alors > N deg(A) (voir [La2]). On a alors
N < c50L, qui est fausse car N > CyL.
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e B est isogene & A. Nous noterons ¢ 'inclusion de B dans G et ¢
Iisogénie donnée par la composition B —— G — A. Considérons alors le

diagramme :
B

‘|

0 — G, — G —s A — 0.

Soit G Pimage réciproque de G par ¢, i.e. G=Gx 4 B. On a alors le
diagramme :

O——»an—>@———>3———>0

| el

0 — G, — G — A — 0.

G est donc Dextension de B par G2, paramétrée par (p¥(Q),¢"(NQ))
(voir par exemple [Be, §2]), olt ¢ est I'isogénie duale

Av_‘P_V_,BV

induite par ¢ (n’oublions pas que A a été identifiée a sa duale A, via la
polarisation principale). Par ailleurs, on a le diagramme :

Id B
‘|

— A

a— w

Par définition du produit fibré, on en déduit donc une fleche s : B — G
rendant commutatif le diagramme :

B\X,Ii\.

B
| ioe
A

||
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et relevant donc la projection G — B. L'extension G est donc scindée,
c’est-a-dire :
(¥Y(Q), " (NQ)) = (0,0).
Dans ce cas, @ est un point d’ordre fini (soit S 'ordre de Q) de A et
deg(B) = c51deg e (voir [La2])
= c51 deg " (voir [Mum, p. 81])
> c515,
et on obtient T'S < ¢5oL?, c’est-a-dire S < c;,;;CéGg p?. Le point P est alors
d’ordre < 05408’29 p?9. Le THEOREME 1.4 est donc exact dans ce cas.
¢ On peut donc maintenant supposer que B se projette sur une sous-
variété abélienne propre B’ de A (i.e. 0 # B’ # A). Nous noterons r
la codimension de B’ (r = codim4(B’)). On peut comme précédement
distinguer les sous-cas :

> La partie linéaire de T est de dimension 2. On a alors I'inégalité
T" < e50L", qui est fausse.

> La partie linéaire de T est de dimension 1, et ne rencontre pas A.
La relation T7eso L™ 1!, est également fausse.

> La partie linéaire de T est de dimension 1, et rencontre A. La
relation T"N < c50L"+!, est aussi fausse.

> La partie linéaire de B est de dimension 0. Dans ce cas, B est isogene
4 une sous-variété abélienne B’ de A La restriction a B de la projection
G — A induit une telle isogénie, que nous noterons . Nous noterons
également i’ 'inclusion B’ — A et ¢ l'inclusion ¢ : B — G. Considérons
alors comme précédemment le diagramme

0 — G, — G — B — 0

R

O—»G%——)G—)A—)O,

avec G = B x4 G. Le diagramme commutatif

B
l i op
A

————
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permet de voir comme précédemment que G est scindée. Comme G est
paramétrée par ((i' 0 ¢)¥(Q), (i’ 0 )" (NQ)), on en déduit :

¢ 0i"(Q) = 0.

En d’autres termes, le point @ est d’ordre fini S modulo ker(i’V) et

S < deg(p”) = deg(e).

La suite exacte

-/
ZV

0 — (4/B)Y — A — BY — 0

permet d’identifier (A/B’)" A une sous-variété abélienne B'* de A (on
remarquera qu’analytiquement, si A ~ C9/A et B’ ~V/(ANV) pour un
sous-espace vectoriel V de CY, (A/B’)Y s’identifie & V+/(V+NA), out V+
est l'orthogonal de V' dans C? relativement & la forme de Riemann H). On
en déduit aisément (voir par exemple [Be-Ph, lemme 2 et prop. 3]), que
deg(B'*) < c55 deg(B’). En utilisant la relation deg(B) = deg(y) deg(B’)
(voir [La2]), et l'inégalité S < deg(y), la relation du lemme de zéros
implique :
TS deg(B') < cs0L" 12,

ce qui donne : .
Sdeg(B') < C566,(}6gpd1m(3 )‘

D’ou l'on déduit aisément que P est d’ordre < 0530329 p?9 modulo B'+,
qui est, lui, de degré < C520369 p9. Ce qui prouve le THEOREME 1.4. On
notera que 1’on peut inclure dans la discussion générale les cas particuliers
«B C G2,» et « B se projette surjectivement sur A ». Il nous a semblé que
I’étude préalable de ces deux cas particuliers clarifiaient I’argument.

BIBLIOGRAPHIE

[Be] BERTRAND (D.). — Endomorphismes de groupes algébriques; appli-
cations arithmétiques, Approximations diophantiennes et nombres
transcendants, Progress in Math., 31, Birkhauser, Boston-Basel-
Stuttgart, 1983.

ToMmE 121 — 1993 — n° 4



MINORATIONS DE HAUTEUR 543

[Be-Ph] BERTRAND (D.) et PuiLipPON (P.). — Sous-groupes algébriques de
groupes algébriques commutatifs, Illinois J. Math., t. 32 (2), 1988,
p. 263-280.

[Davl] Davip (S.). — Fonctions théta et points de torsion des variétés
abéliennes, Compositio Math., t. 78, 1991, p. 121-160.
[Dav2] Davip (S.). — Théorie de Baker dans les familles de groupes
algébriques commutatifs, these de doctorat, Université de Paris VI,
1989.
[De] Denis (L.). — Lemmes de multiplicités et intersections, C.R. Acad.
Sci. Paris, t. 314, série I, 1992, p. 97-100.

[Fa-Wii] FarTings (G.) und WistHoOLZ (G.). — Einbettungen kommutativer
algebraicher Gruppen und einige ihrer FEigenschaften, J. Reine Angew.
Math., t. 354, 1984, p. 175-205.

[Hi-Si1] HinDRY (M.) and SILVERMAN (J.). — The canonical height and integer
points on elliptic curves, Inv. Math., t. 93, 1988, p. 419-450.

[Hi-SI2] HinDRY (M.) and SILVERMAN (J.). — On Lehmer’s conjecture for
elliptic curves, [C. Goldstein éd.], Séminaire de théorie des nombres
de Paris 1988-89, Progress in Math., Birkh&user, Boston-Basel-
Stuttgart, 1990, p. 103-116.

[Ig] Iausa (J.). — Theta functions. — Grundlehren Math. Wiss., 194,
Springer, Berlin-Heidelberg-New York, 1g972.
[Kem] Kempr (G.). — Multiplication over abelian varieties, Am. J. Math.,
t. 110, 1988, p. 765-773.

[Kn-La] Knop (F.) and Lance (H.). — Commutative algebraic groups and
intersection of quadrics, Math. Ann., t. 267, 1984, p. 555-571.

[L] Lang (S.). — Elliptic curves : diophantine analysis. — Grundlehen
Math. Wiss., 231, Springer, Berlin-Heidelberg-New York, 1978.

[Lal] LanGeE (H.). — Families of translations of commutative algebraic
groups, J. Algebra, t. 109, 1987, p. 260-265.

[La2] LanGe (H.). — A remark on the degrees of commutative algebraic
groups, Illinois J. Math., t. 33 (3), 1989, p. 409-415.

[Lau] LAURENT (M.). — Minoration de la hauteur de Néron-Tate, [M.-J.
Bertin, éd.], Séminaire de théorie des nombres de Paris 1981-82,
Progress in Math., Birkh&user, Boston-Basel-Stuttgart, 1983, p.
137-152.

[Mal] Masser (D.). — Small values of heights on families of abelian
varieties, Proc. Conf. Bonn, Lecture Notes 1290, Springer-Verlag
1985, p. 109-148.

[Ma2] Masser (D.). — Lettre & Daniel Bertrand du 17-11-86, nov. 1986.

[Ma3] Masser (D.). — Counting points of small height on elliptic curves,
Bull. Soc. Math. France, t. 117, 1989, p. 247-265.

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



544 S. DAVID

[Mad] Masser (D.). — Lettre & 'auteur du 18-09-90, sept. 19go. Voir aussi
Large periods matrices and a conjecture of Lang, & paraitre dans le
Séminaire de théorie des nombres 1991-92 [S. David, éd.], Progress in
Math., Birkhéuser, Boston-Basel-Stuttgart, 1993, p. 153-177.

Ma-Wii] Masser (D.) and WstHOLZ (G.). — Estimating isogenies on elliptic
curves, Inv. Math., t. 100 (1), 1990, p. 1-24.

[M-B] MoreT-BaiLry (L.). — Compactifications, hauteurs et finitude,
Séminaire sur les pinceaux arithmétiques : la conjecture de Mordell,
L. Szpiro, Astérisque, 127, S.M.F. 1985, p. 113-129.

[Mum] Mumrorp (D.). — Abelian varieties, TIFR studies in mathematics,
second edition. — Oxford University Press, 1974.

[M-Z] MANIN (I.) and ZARHIN (G.).— Heights on families of abelian varieties,

USSR Math. Sbornik, t. 18, 1972, p. 169-179.

[Ph] PaiLippoN (P.). — Lemmes de zéros dans les groupes algébriques
commutatifs, Bull. Soc. Math. France, t. 114, 1986, p. 355-383.
[P-W] PuiLippON (P.) et WarLpscaMmiDT (M.). — Formes linéaires de

logarithmes dans les groupes algébriques commutatifs, Illinois
J. Math., t. 32 (2), 1988, p. 281-314.

[Sh] SuiMURA (G.). — On the derivatives of theta functions and modular
forms, Duke Math. J., t. 44, 1977, p. 365-387.

[Sil] SiLvERMAN (J.). — Lower bounds for the canonical height on elliptic
curves, Duke Math. J., t. 48, 1981, p. 633-648.

[Si2] SiLVvERMAN (J.). — Lower bounds for height functions, Duke Math.
J., t. 51 (2), 1984, p. 395-403.

[Sz] Szpiro (L.). — Discriminant et conducteur des courbes elliptiques,
Séminaire sur les pinceaux de courbes elliptiques, L. Szpiro,
Astérisque, 183, S.M.F. 19go, p. 7-18.

[W] WALDscHMIDT (M.). — A lower bound for linear forms in logarithms,
Acta Arith., t. 37, 1980, p. 257-283.

ToME 121 — 1993 — ~n° 4



