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OPERATEURS PSEUDODIFFERENTIELS ET
REPRESENTATIONS UNITAIRES DES GROUPES DE LIE
PAR

DoMINIQUE MANCHON (*)

RESUME. — Cet article constitue une généralisation & tout groupe de Lie de la
construction d’opérateurs pseudodifférentiels sur les espaces de certaines représen-
tations unitaires, obtenue dans un précédent article pour les groupes nilpotents.
Le résultat central est une formule de Weyl de comptage des valeurs propres pour
les opérateurs elliptiques dans les espaces de certaines représentations unitaires
irréductibles, qui apparait comme une conséquence de la formule des caractéres
de Kirillov.

ABSTRACT. — This article generalizes to an arbitrary Lie group the theory of
pseudodifferential operators on some spaces of unitary representations of nilpotent
Lie groups, considered in a previous work. The key result is a Weyl formula for the
asymptotic distribution of eigenvalues of elliptic operators in some spaces of unitary
irreducible representations, appearing as a consequence of Kirillov’s character formula.

Introduction

Cet article est la suite de l'article sur le calcul symbolique de Weyl
paru récemment (cf. [Ma3]), et constitue une généralisation & tout groupe
de Lie de la construction d’opérateurs pseudodifférentiels sur les espaces
de certaines représentations unitaires, obtenue dans le cas des groupes
nilpotents (cf. [Mal], [Ma2]). Le résultat central est une formule de Weyl
de comptage des valeurs propres pour les opérateurs elliptiques dans les
espaces des représentations unitaires irréductibles, qui apparait comme
une conséquence de la formule des caracteéres de Kirillov (cf. [Kir], [B-C-D],
[Kh], etc.).
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118 D. MANCHON

Soit G un groupe de Lie réel d’algebre de Lie g et de dual g*, et soit 7
une représentation unitaire de G dans un espace de Hilbert H,.. Rappelons
que — pour toute fonction p sur g* telle que sa transformée de Fourier
inverse soit de classe C*° & support compact voisinage de 0 assez petit —
on définit ’opérateur de symbole de Weyl p dans H, par la formule :

PV = /f"lp(a:)w(exp:c)dx.
9

Si p et ¢ sont deux telles fonctions on peut, quitte a restreindre encore un
peu les supports de F~lp et F~lq, trouver un symbole pour le composé
des opérateurs :

p#4q(&) =/ Flp(x) Flq(y)e = ¥8 dady
gxg
avec
z-y=log(exprexpy) =z +y+ %[:E,y] 4o

Le résultat principal de Dlarticle [Ma3] consiste en l’extension de la
multiplication déformée # en une correspondance bilinéaire :
R s * mi1+me,Q1-Q *

AS:)’:1 Ql(g*) x ASZZZ Q2(g ) N ASinfl(pl,Zz) 1 z(g )
ol m1 et my sont des réels, p; et ps sont dans ]%,1], Q1 et Q2 sont des
voisinages compacts suffisamment petits de 0 dans g, et AS”,"’Q désigne la
classe de symboles analytiques formée des fonctions p de classe C*° sur g*
telles que

supp(F ~'p) C Q

et telles que :

|D*p(€)] < Co A(E)™ P11 avec  A(€) = (1+l¢%)%.

Dans la premiére partie de cet article, nous montrons que p">"™ a un

sens — comme opérateur non borné en général — pour tout symbole
p € AS;"’Q(Q*), et que p# q est encore un symbole pour le composé.
Nous montrons également certaines propriétés de l'opérateur p""'™ en
fonction du symbole p. Nous définissons ’hypoellipticité et I'ellipticité des
symboles, et démontrons quelques propriétes spécifiques des opérateurs
associés. Nous donnons également quelques propriétés pour des familles
a un parametre d’opérateurs et de symboles. Les résultats sont en tous
points paralleles & ceux connus sur les opérateurs pseudodifférentiels
sur R™ (cf. [He], [Shu]), mise & part la restriction «p > 3 » provenant
des particularités du calcul symbolique (cf. [Mal], [Ma2], [Ma3]).

TOoME 123 — 1995 — ~° 1



OPERATEURS PSEUDODIFFERENTIELS 119

Dans la deuxiéme partie, nous démontrons une formule de Weyl pour
le comportement asymptotique du spectre d’opérateurs elliptiques, dans
le cas ol la représentation 7 est irréductible et attachée a une orbite
coadjointe €2 fermée et tempérée par une formule des caracteres de Kirillov.

Nous obtenons
Ny~ [ dp
QN{p<t}

pour un symbole p elliptique positif, avec une estimation du terme
d’erreur, mais qui n’est pas optimale. La méthode est celle des pro-
jections approximatives de Tulovskii et Shubin (cf. [T-S], [Fel], [Fe2])
et la démonstration est une adaptation quasi-immédiate du cas nil-
potent [Mal] : nous en indiquons donc juste les grandes lignes. Nous
espérons dans un prochain travail améliorer le terme d’erreur par I'utili-
sation de techniques d’opérateurs Fourier-intégraux.

La troisieme partie, sous les mémes hypotheses sur la représentation,
établit un lien entre 'opérateur et les valeurs du symbole au voisinage de
Porbite : plus précisément, on montre que si le symbole p € AS:,"’Q(g*)
décroit rapidement a 'infini sur un voisinage conique du cone asymptote
& Porbite, alors I'opérateur p">™ est régularisant, en ce sens qu'il envoie
I’espace de la représentation dans les vecteurs C'°. Ce résultat, qui
apparait lui aussi comme une conséquence directe de la formule des
caractéres de Kirillov, a été démontré dans le cas nilpotent dans [Ma2],
par une méthode beaucoup moins simple et directe que celle utilisée ici.
En application de ce résultat, nous démontrons la formule de Weyl pour
des symboles Q-elliptiques, c’est-a-dire qui sont elliptiques seulement dans
la direction du cone asymptote & 'orbite Q.

Enfin dans la derniére partie nous passons en revue quelques exemples.
Je remercie Jean-Louis CLERC pour ses remarques concernant ’exemple
final.

I. Opérateurs et symboles hypoelliptiques

Soit G un groupe de Lie réel d’algebre de Lie g de dual g*. On rappelle
la définition des classes de symboles analytiques sur g* : pour tout réel m,
tout réel p € ]0, 1], et pour tout voisinage compact @ de 0 dans g, on pose

AST9(g") = {p € C*(g"); |D°p(§)] < Ca A(§)™ 71!
et supp Flp C Q}
avec A€) = (1+ i€l 2.

Cette classe de symboles est un sous-espace fermé de 'espace de Fréchet
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120 D. MANCHON

S, (g*) pour la famille de semi-normes

N7(p) = sup| Dp(e)| A(E) 1
ou encore pour la famille équivalente
PMk(p) = Y NTv(p)
lo| <k
ol Sl,"(g*) désigne ’ensemble des fonctions C'* sur g* vérifiant les mémes
conditions de croissance des dérivées, mais sans restrictions sur le support
de la transformée de Fourier inverse [Ma3]. On peut donner un sens &

I'opérateur p"¥™ pour un symbole p appartenant & ’'une de ces classes :
on définit, pour tout vecteur C*° wu,

Py = / FHA2p)(y) (1 — A)* n(expy) udy.
9

Cette intégrale converge pour s assez grand et coincide avec la définition
donnée en introduction lorsque p appartient a

AS9(g*) =()AS9g*") = {p€ S(g"); suppF'p C Q}

I.1. Premiéres propriétés des opérateurs p" ™.

ProposiTION L.1.1. — Si p appartient o ASP(g*), ou Q est un
voisinage de 0 difféomorphe a un voisinage de l’élément neutre de G par
Uexponentielle, alors l’opérateur p™'™ est régularisant.

Démonstration. — On désigne par J le jacobien de I’exponentielle. Si u
appartient a H,

(r(expy)p™™u,v) = /f_lp(x)<7r(expy)7r(expx)u,v>dx
g

= [ F by @) (r(exp u, vy ) (@) da

est bien une fonction C*® de y au voisinage de 0 dans g. []

ProprosiTioN I.1.2. — Soit (px) une suite de symboles dans AS/T*Q(g*),
bornée dans cet espace de Fréchet, et tendant vers 0 au sens de la topo-
logie C*° (convergence uniforme de toutes les dérivées sur tout compact).
Alors, pour tout vecteur C* u de la représentation m, la suite

w,
k+—p,"u

tend vers 0 dans H,
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OPERATEURS PSEUDODIFFERENTIELS 121

Démonstration. — Pour tout vecteur C'°° u et pour un entier s assez
grand on a :

W,n — Pk(ﬁ)
Pe 0= ) N (e

(/Q ) (1 — A)*m(exp y)udy> a¢

avec d¢ = (2m)"™d€. La suite de fonctions sous Iintégrale est majorée
par:

C(/Q(l — A)*||m(expy)ul| dy)A(g)m_%

et donc par une fonction intégrable si s est assez grand. On peut donc
appliquer le théoréeme de convergence dominée de Lebesgue, d’ou le
lemme. []

ProprosiTioN 1.1.3. — Soient a et b appartenant respectivement d
ASTQ1(g*) et AST2@2(g*), my et my réels, p1 et py dans ]%,1],
et Q1,Q2 des voisinages « assez petits» de 0 dans g. Alors, pour tout
vecteur C* u de la représentation m, les deuzr vecteurs C*

(a# )Wy et (@m0 bWy

existent et sont égauz.

Démonstration. — La proposition est vraie si a et b sont respec-
tivement dans ASY?i(g*) et AS@2(g*). D’aprés L. HorMANDER [Hrl,
chap. 2] il existe deux suites (a}) et (b},) dans S(g*) convergeant de
maniere C'* vers a et b respectivement en restant resp. bornées dans les
classes de symboles «ordinaires» Sp}* et S772. Donc, d’apres le théoreme
d’approximation [Ma2, th. 2.1], il existe deux projecteurs continus :

T9! . S;Ylll —_ ASZ;I’QI,
Q2 . )
T . §72 — ASTQ2

tels que ay = T9a}, et by, = T92b), convergent au sens C® vers T?a = a
et T92b = b respectivement, en restant bornées dans AS":I’Ql et AS;’;%Q?
respectivement. Le théoreme 4.2 de [Ma3] relatif au calcul symbolique
nous dit alors que ay # by converge vers a# b au sens C™ en restant

bornée dans AS;:;(::";Z’)QIQz. Donc pour tout vecteur C* wu,

(ak #b)"u = (@ "o b )u
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122 D. MANCHON

converge dans H, vers (a#b)"'™u, d’aprés la ProposiTION 1.1.2. Reste

& montrer que (a, ™o by "™ )u converge vers (a™'"o bW™)u. Pour cela, on

écrit :

(a) "o b ™ )u :// {// @O+ wm) (1 — Ayr(expz)
exe Qrx @z x (1 = A)’w(expy) dxdy}

x ak ()i () A(E) 2 A(n) ™% d€ dn.

La encore, la proposition découle du théoreme de Lebesgue, qui s’applique
clairement dés que s est assez grand. (]

I.2. Familles 4 un parametre de symboles.

Pour tout couple de réels (m,m’) et pour tous p € ]0,1], p’ € [0,1], on
définit la classe de symboles avec parametre

Syl (" x Ry) = {p € C=(g" x Ry );
|[D°p(€,1)| < Ca A©)™#IAD)™ ~#171}
et les classes analytiques correspondantes :
ASTT2(g" xRy) = {p € SpuT (8" XRy); Vi € Ry, supp F; 'p € Q.

(On ne fera pas varier le compact @ avec le parametre.) On remarque

que la classe S;';’,f"/(g* x R,) s’identifie aux familles & un parametre de
symboles p; appartenant & S;*(g*) telles que :

N2 (pg) < Co A(t)™ 1o,

En passant en revue la démonstration du théoréme 4.2 de [Ma3]
relatif au calcul symbolique, on obtient sans difficulté la «variante & un
parametre ) suivante.

! !’
THEOREME 1.2.1. — Soient a; dans ASZ:’?“QI et by dans AS;T/T”QQ,
P W2

avec p1,pa > % et Q1, Q2 voisinages compacts de 0 assez petits dans g.
Alors on a b, 010
mi+mz, my+my, Q1Q2
0t 7be € ASing(p,,pa), int(p!04)
et dans le développement asymptotique, avec les notations de [Ma3], nous
avons :

mi+ma—k(p1+p2—1), mi+ms—k(pi+p3), Q1+Q2
Ar(ae; be) € ASing(p o), inf(e] ) )

mi+ma—(N+1)(p1+p2—1), mi+mso—(N+1)(p1+p3), Q1+Q2
Ry € ASint(41,00), inf(p},05)
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OPERATEURS PSEUDODIFFERENTIELS 123

THEOREME I.2.2 (approximation avec parametre). — Soit Sg,(g* x R.)
Pespace des fonctions p € C°(g* x Ry.) telles que pour tout N, N’

|Dgp(€,t)| < Cnn ARV AE)N

Pour tout voisinage compact K de 0 dans g et pour une fonction x dans
C*(g) a support dans Q et valant 1 au voisinage de 0, le projecteur

T9 : py— p = F(xF'pr)
envoie S} o (g* xR, ) dans A:S';"pm ’Q(g xR,), et la différence p,—T%p;

appartzent a Sgi(g* xRy) sip’ > 0.

Démonstration. — On sait [Ma3, th. 1.2] que (I — T'?) est une corres-
pondance Fréchet-continue de S;*(g*) dans S},VI (g*) pour tout M. Cela
vient du fait que (1 — x) est nulle au voisinage de 0. Remplagant (1 — x)
par (1 — x)A~2%, on voit qu'il en est de méme de la correspondance
U@ = (I — T?)A~*. Donc, pour tout M, il existe un entier k tel que :

NMe((I=T9)py) = N)O((I = T9)Dp,) = N)°(URA*Dpy)
< P;”’k(AsD"‘pt) < CA(t)™ P led=20's

Autrement dit, pour tout M et tout s, il existe C telle que
| D (1 = T)pa(€)] < C APl A(t)™ 2057 lel,

ce qui montre le théoréme. []

1.3. Symboles analytiques hypoelliptiques.

Pour tout voisinage compact @ de 0 dans g et pour mg < m, on désigne
par AHS" mo,@(g*) I’ensemble des symboles a € ASm*Q( *) tels qu’il
existe Cl, Cs, R tels que pour tout & € g*, )

el 3 B — | CAO™ <@l < CAQ"
2 , -:—|Ca >0, IDa(l(g)l < Ca’a(g)IA(g)_ma'.

Un symbole analytique appartenant & AH S;"’mO’Q est dit hypoelliptique;
si mg = m, on dit que le symbole est elliptique.

L’hypoellipticité s’exprime bien si 'on introduit des classes de symboles
un peu plus générales. On introduit une fonction réelle continue w sur g*
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124 D. MANCHON

(un poids) telle qu'il existe deux réels m, m’ et deux constantes C, C’ tels
que pour ||€]| > R >0 on ait :

C'A(E)™ < w(€) < CAE)™

On définit alors la classe AS(w,p, @) comme étant ’ensemble des fonc-
tions a € C*(g*) telles que supp F~!p C Q et telles que :

|D%a(€)] < Caw(&)A(E) 771,
L’hypoellipticité d’un symbole analytique se traduit alors par :
a€ AS(lal,p, Q).
On a les inclusions :
ASTQ C AS(w,p,Q) C ASTQ,  AST™Q = AS(A™,p, Q).

Il nous faut encore introduire la notion correspondante pour les familles
4 un parametre. On consideére cette fois-ci un poids w défini sur g* x Ry,
continu et vérifiant pour ||(£,t)|| > R >0:

C'AO™AD™ < w(&,1) < CAE™AWD)™.
On définit alors la classe de symboles & parametre :

AS(w,p,p',Q) = {ar; suppF 'a, C Q et
|D%ay(€)] < Co AE)P1IA() P10 w(a, 1)}

Une famille & un parameétre de symboles (a;) est hypoelliptique si on a
a; € AS(|atl, p, Q); elle est dite elliptique si de plus :

I(€,8)]| = R = CLAE)™AR)™ < |as(€)] < Ca AE)™AR)™ .

A partir du théoréme 4.2 de [Ma3] et du THEOREME 1.2.1, on montre
facilement les deux résultats suivants :

ProrosiTiON 1.3.4. — Soient Q1 et Q2 deux voisinages compacts de 0
dans g assez petits, w1 et wy deuz poids sur g*, p1 et pg dans |0,1], et soit
p = inf(p1, p2). Alors:

(a) Sia appartient ¢ AS(wi,p1,Q1) et b appartient @ AS(ws, p2, Q2),
le produit ab appartient 4 AS(wiws, p, Q1 + Q2).
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OPERATEURS PSEUDODIFFERENTIELS 125

(b) Sia appartient ¢ AS(w1,p1,Q1), D%a est dans AS(A=P1%lw,).

(c) Sia appartient & AS(w1,p1,Q1) et b appartient ¢ AS(wa, p2, Q2)
avec p1 > % et po > 1, alors a#b appartient & AS(wiwa, p, Q1+ Q2), et
dans le développement

N
a#b=7) A(a,b)+Ry(a,b),

k=0
le terme d’ordre k de la somme (resp. le reste Ry) appartient &

AS(ARerte2=Dy 5 p, Q1 + Q2)

(resp. AS(A=(NFD(r+r2=Dy w5, p, Q), ot Q est un compact de g qui
dépend de Q1 et Q2).

ProrposiTioN 1.3.5. — Soient Q1 et Q2 deux voisinages compacts de 0
dans g assez petits, wy et we deux poids sur g* x Ry, p1 et p2 dans ]0,1],
0} et ph dans [0,1], et soient p = inf(p1, p2), p’ = inf(pf, p5). Alors :

(a) Siay est dans AS(w1, p1,p}, Q1) et b est dans AS(wa, p2, ph, Q2),
le produit ab appartient ¢ AS(wiws, p, o, Q1 + Q2).

(b) Sia; appartient a AS(wi, p1,p1,Q1), alors D*a appartient d
AS(A(&')—Pllal(A(t)_p“alwl)‘

(c) Siay est dans AS(wn,p1,p1, Q1) et b dans AS(ws, p2, ph, Q2), avec
p1L > % et pp > 3, alors a#b appartient & AS(wiwe,p,p', Q1 + Q2), et
dans le développement le terme d’ordre k de la somme (resp. le reste Ry)
appartient a

AS(A(g)~Hertea= D A (1) R+ sy, p, o', Q1 + Q2)

(resp. AS(A(E) WD ertr2=D () =A@+ iy, p, o, Q), 0tk Q est
un compact de g qui dépend de Q1 et Q).

ProrosiTiON 1.3.6 (construction d’une paramétrixe). — Soit a un
élément de AH S;’,"””O’Q avec p > % et Q assez petit. Alors il existe b dans
ASP""O’Q tel que :

a#b=1+r et bH#Ha=1+17

our et v’ sont dans AS? (g*).
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Démonstration. — La construction de la paramétrixe est classique si on
ne tient pas compte de 'analyticité (cf. [He], [Shu], [Mal, prop. I1.2.5]).
Il faut ici adapter la démonstration aux symboles analytiques, grace au
théoréeme d’approximation : on considére un symbole b; qui coincide
avec 1/a au-dehors d’une boule centrée en 0, et b; une approximation
analytique de b; telle que b; — by €-S(g*) et telle que supp F~1b; C P,
ol P est un voisinage compact de 0 dans g tel que P2 C Q. II est alors
clair d’apreés la ProposITION 1.3.4 que

a# by =141,

ou r; appartient a AS, (2p=1),Q% (g*). On considere alors pour tout entier
k > 1 une approximation analytique r; x de ri, telle que r; — 71,5 € S(g*)
et telle que supp F _17‘1,;c C Py, ol Py est un voisinage compact de 0 dans g
suffisamment petit pour que P,f soit contenu dans P. Pour tout £ > 1, le
symbole

b = (=1)* by # e

appartient a AS, ™~ ("D~D.Q pone [Ma3, cor. 2.2], il existe un
symbole b appartenant a AS;mO*Q(g*) (plus précisément & AS(by, p,Q))
admettant le développement asymptotique :

b%Zbk

k>1

Ce symbole est la paramétrixe cherchée. []

De meéme, une adaptation & l’aide du théoréeme d’approximation
de lalgorithme de construction de la racine carrée approchée [Mal,
prop. I1.2.6] permet d’obtenir I’analogue pour les symboles analytiques :

ProposITION 1.3.7 (racine carrée approchée). — Soit a € AH S;’,"’mO*Q
a valeurs réelles strictement positives, avec Q) assez petit et p > % Alors
1
§muQ

il existe g € AS] tel que :
q#q=a+r avec re ASY(g).
Nous avons, au vu des propositions I1.2 8 et I1.2 9 de [Mal] et en
utilisant le théoreme d’approximation avec parametre 1.2.2, une ( variante

a parametre » des deux propositions précédentes :
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OPERATEURS PSEUDODIFFERENTIELS 127

PrOPOSITION 1.3.8. — Soient m et m’ deuz réels positifs, p € 13, 1],
p' €10,1] avec p+p' <1, et Q un voisinage compact de 0 dans g assez
petit. Soit a; € AS:};,T @ ne s’annulant pas et hypoelliptique. Alors il
existe by € ASﬁ:g}Q tel que

ar#be=14ry, bi#a =1+,

ol 1y et r, appartiennent & Sg«(g* x Ry) si p’ >0, et a B(Ry, S(g*)) si
"' =0, et de plus :

supp Flry € Q%, supp Flrl c Q2
PrOPOSITION 1.3.9. — Soient m et m’ deuz réels positifs, p € 3,1,

0 €[0,1) avec p+ p' <1, et Q un voisinage compact de 0 dans g assez
petit. Soit a; € ASZ,;',” ’Q, a valeurs réelles, et hypoelliptique. On suppose

. ) l"”7471""7'/7Q
de plus que at(&) > C > 0. Alors il existe g, € AS,ip, 2 tel que

QG H#Hq =1+,

ou ry appartient d Sg-(g* x Ry) si p' > 0, et a B(Ry,S(g*)) st p' =0,
avec
supp F~r, € Q2

I.4. Propriétés des opérateurs dont le symbole est hypoellip-
tique.

ProrosiTioN 1.4.1. — Si p est un symbole analytique hypoelliptique
réel positif dans AHST™Q avec Q assez petit et p > %, alors p™™ est
un opérateur borné a gauche.

Démonstration. — La ProposiTiON 1.3.7 et la ProrosiTion I.1.1

im,imo,Q

entrainent I’existence de ¢ € ASj et r € AS? tels que

qW,Tr o qW,Tr — Wi + ,,,W,Tr’

ou r'™ est régularisant, donc borné. Comme d’autre part p est & valeurs

réelles, p"'™ est formellement auto-adjoint, et on a :
(" u,u) = (¢ u, ¢y = (T u) > = e a0

COROLLAIRE 1.4.2. — Si p est un symbole borné, c’est-a-dire dans
ASOQ avec Q assez petit et p > §, Uopérateur p™'™ est borné.

Démonstration. — 1l suffit d’appliquer la proposition précédente &
+p + C, ol C est une constante positive assez grande. []
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Terminons ce paragraphe par une variante a un parametre de la
ProrosiTion 1.4.1.

ProposiTION 1.4.3. —  Soit p; € AS;%?’”‘ Q4 valeurs réelles, avec

m>0,m >0,peli, 1], p' €[0,1] et p+p' < 1. On suppose p; > C >0

et pt hypoelliptique. Alors, si p' > 0, p:/V " est un opérateur positif et

szuf) 0, z'l existe une constante C telle que pour tout t assez grand
s

+ Ct™ I soit positif

Démonstration. — La démonstration est la méme que celle de [Mal,
prop. I1.3.4] et utilise la racine carrée approchée avec parametre. ||

II. Formule de Weyl pour les opérateurs elliptiques

A partir de maintenant nous ferons quelques hypothéses supplé-
mentaires sur la représentation : nous supposerons que 7w est une repré-
sentation unitaire irréductible du groupe G, et que cette représentation
est associée a une orbite coadjointe €2 fermée et tempérée par la méthode
de Kirillov, de maniére a ce que la formule des caracteres

TepWom = /Q J(D) p(w)dB,

soit vérifiée, ol J est une fonction analytique définie au voisinage de 0
dans g vérifiant J(z) = 1 + O(||z||?), et on J(D) est l'opérateur
«différentiel d’ordre infini» correspondant :

J(D)=FJF~ .

C’est le cas notamment pour toutes les représentations unitaires irréduc-
tibles des groupes nilpotents, auquel cas J =1 (cf. [Kir]), ou pour toutes
les représentations de groupes résolubles obtenues par quantification
géométrique & partir d’une orbite coadjointe tempérée et fermée (cf. [A-K],
[B-C-D] et [Cha]). Dans ce cas, pour les orbites de dimension maximale
on a la formule : .
shad 32772
ad 1z ] '

J(z) = [det

Cette formule est aussi valable pour les séries discréte et principale d’un
groupe réductif [Ro).

ProposiTiON II.1. — Soit m une représentation unitaire irréductible
de G satisfaisant les hypothéses ci-dessus, et soit p un symbole analytique
hypoelliptique réel positif appartenant ¢ AH Sm m0.Q guec @ assez petit
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1

et p > L. Alors lopérateur p"V-™

5 est essentiellement auto-adjoint, a un
spectre discret borné & gauche, qui se confond avec la suite (\;) de ses
valeurs propres; de plus, \; tend vers +o0o lorsque j tend vers +oo.

Démonstration. — Cette proposition est un analogue des proposi-
tions 26.2 et 26.3 de [Shu] et se démontre de la méme maniere. Le point
clé est le suivant : comme ’orbite est tempérée une certaine puissance de
la résolvante est & trace, donc la résolvante est compacte. []

W,rn

On note N(t) le nombre de valeurs propres de p"'™ inférieures a t et

on note V(t) le volume :
v = [ as,
an{p<t}

out dBq désigne la mesure de Liouville sur lorbite (cf. M. Rals, dans
[B-C-D, §1IJ). Nous montrons ici ’équivalence asymptotique

N(t) ~ V(t)
lorsque t tend vers +oo, pour certains opérateurs elliptiques. La démons-

tration heuristique de ce résultat peut se voir comme ceci : Si x; désigne
I'indicatrice de | — oo, t], on a :

N(t) = Trx (™).
Remplacant le projecteur spectral x:(p"’") par son «approximation »

(xt o p)"™ on calcule :

Trop)"™) = V(0 = [ .
an{J(D)p<t}
Enfin V() et V (t) sont équivalents, puisque la différence J(D)p(&) — p(€)
est négligeable devant p pour ||£]|| grand.

Pour donner un sens a ce raisonnement, il faut considérer des approxi-
mations analytiques de type exponentiel du symbole x; o p. On procede
d’abord comme dans [Mal, §III.1] pour obtenir une famille d’approxi-
mations C'*° de x; o p. On considére une fonction ¥ de classe C*° sur R,
a valeurs dans [0, 1], égale & 1 sur | — 0o, 0], nulle sur [1,+oo], et on pose :

z—1
wt(f) = ¢( tl_ﬂ )
ou K est un réel strictement positif. On a alors
. 0,0
e(t) = (’lpt Op) € Sp”,cf” (g*)
pour tout couple (p”,0”) tel que mo” + p” = p — mk. On utilise
alors le THEOREME 1.2.2 d’approximation & parametre pour obtenir une

famille d’approximations analytiques (e;) € AS(p),’,O, ’3, pour tout voisinage
compact @ de 0 dans g.
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Nous pouvons maintenant énoncer le théoréme principal de ce chapitre.

TueoreME IL1. — Soient m > 0, p € ]3,1], soit p un symbole
analytique borné & gauche, appartenant ¢ AH S;,””’m’Q(g*), avec Q) assez
petit. Alors pour tout k €]0, (p — 3)/2m|, pour tout N > 0, il existe deuz
constantes Cp, Cs telles que :

N(t) = V(1) + O{Itsl117<(é‘t]:[_j V(r +Cor'™") = V(7))

+ sup (¢ + 17(7 + Cor™r) — ‘7(7')}
[t—r[<C’1t1—“

Démonstration. — La démonstration est strictement parallele a celle
donnée dans [Mal, chap. III] pour les groupes nilpotents, & part appli-
cation du THEOREME 1.2.2 d’approximation & parameétre qui ne change
rien au déroulement de la démonstration : nous en rappelons simplement
le principe. On désigne par N (t) le nombre de valeurs propres de E; = er o

qui sont proches de 1, c’est-a-dire dans lintervalle |1, 2[. On montre &

laide de la formule des caractéres, que N (t) vérifie Pestimation donnée
dans ’énoncé du théoréeme, et enfin on établit I’encadrement

N(t—Ct'=") < N(t) < N(t + Ct*~"),

ce qui donne le théoreme. Ce dernier encadrement est obtenu en établissant
de maniere précise le caractere de « projection approximative » vérifié par
lopérateur E;, a savoir

(I = E)@*™ —tI)(I — By) +t'7"1 >0,
E((t+t'=") — p*"™)E, + Ct' =" > 0,

ces deux derniéres estimations étant obtenues en montrant que les sym-
boles des deux opérateurs membre de gauche satisfont aux hypotheéses de
la ProposiTION 1.4.3. []

THEOREME I1.2. — Soit p un polynéome a valeurs réelles défini sur g*,
elliptique, borné a gauche et de degré m. Alors pour tout € € ]0,1/4m|,
lorsque t tend vers 400, on a :

N(t) = V(t)(1+ Ot~ 7).
Démonstration. — Le théoréme avec V() & la place de V() se déduit,
comme le théoréme I1.2.5 de [Mal], du théoréme précédent et d’un résultat
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de Nilsson [Nil, th.1]. Reste & passer de Vav. D’apres ’hypothese sur
la représentation 7, on sait que ¢ = J(D)p — p est un polynéme de
degré (m — 2). Gréace a Dellipticité de p on en déduit I’encadrement :

2

™ < ||lp(9)]
< |J(D)p(@)|| + |l D@)pE)| ™

17(D)p(&)| - C||J(D)p(e)|| ™

D’ou ’encadrement :

2

V(t—Ct=#) < V() < V(t+ 0t =),

On a par ailleurs (voir [T-S, §3]) :

V(1) =0
Donc : B
V(t)-V(t) (%)
V() ’

d’ot le résultat. []

ITII. Comportement du symbole au voisinage de
I’orbite coadjointe

On pourrait s’attendre & ce que les valeurs prises par le sym-
bole p sur l'orbite coadjointe  déterminent 1'opérateur p">™ pour toute
représentation associée a cette orbite par la méthode de Kirillov. Il n’en
est en général rien, sauf si Q est plate [Lu]. Nous donnons cependant ici
une version faible de cette localisation sur 1’orbite.

TueéoreME IIL.I. — Soit m une représentation unitaire irréductible
de G satisfaisant les hypothéses du chapitre II; soient 2 son orbite coad-
jointe associée et AC(QQ) son céne asymptote. Soient p € ASIT’Q(g*),
avec @ voisinage compact de 0 dans g assez petit et p > % Alors si

WE(Fp)NAC(R) = 0, lopérateur pV'™ est régularisant.

Démonstration. — Le support singulier de F~!p est réduit & {0},
son front d’onde est donc bien assimilable & un cone dans g*. Il s’agit
donc de montrer que si p est & décroissance rapide sur un voisinage conique
de AC(), Popérateur p"'™ est régularisant. Ce théoréme est démontré
dans [Ma2] pour les groupes nilpotents, sous une forme un peu différente.
La démonstration est ici a la fois plus générale et beaucoup plus simple.
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Si p est a décroissance rapide sur un voisinage conique W de AC(Q),
il en est de méme de Q#p pour tout polynéme @ (considérer le
développement du produit # en opérateurs bidifférentiels). Le symbole
J(D)(Q #p) vérifie aussi la méme propriété. Or la formule des caracteres
nous permet d’écrire :

Tr(Q #p)"" = /Q J(D)(Q #p)(w) dfa.

L’orbite étant par hypothése tempérée, I’'opérateur (Q # p)"'™ est & trace,
donc borné pour tout polynéme Q. Donc QW™ (pW'"u) existe dans H
pour tout u € H, et pour tout polynéme @Q, ce qui veut bien dire que p"¥:™
envoie H, dans les vecteurs C*°. []

CoroLLAIRE II1.2. — S% deux symboles p et g dans AS[,”’Q coincident
sur un voisinage conique de AC (), les opérateurs p™'™ et ¢"V"™ sont égaux
a un régularisant pres.

Notons que la réciproque du TuEoREME III.1 est fausse : il existe des
exemples de symboles p constants non nuls sur 'orbite tels que p™"™ = 0
[Ma2, §1, appendice].

Un symbole p € AS;”’Q est dit Q-elliptique s’il existe R, Cy, Cs tels
que pour tout £ € AC(Q) :

€l >R = C1A(E)™ < |p(€)] < C2 A(E)™.

Cette définition de I’Q-ellipticité est un peu différente de celle donnée
dans [Ma2], mais elle est plus naturelle. Dans le cas ol p est égal & 1, on
vérifie sans peine qu’il existe un voisinage conique W de AC(Q) tel que
I’encadrement ci-dessus soit valable pour tout £ dans W, quitte & changer
les constantes C; et C. En application du THEOREME III.1, nous allons
étendre la formule de Weyl du chapitre précédent au cas des symboles
Q-elliptiques, dans le cas ou p = 1.

TutoreME II1.3. — Soit w une représentation unitaire irréductible
de G vérifiant les hypothéses du chapitre précédent, associée a une orbite
coadjointe ). Soit p un symbole borné & gauche Q-elliptique appartenant a
AST! 9(g*), avec Q voisinage de 0 dans g assez petit. Soit N (t) la fonction
de comptage des valeurs propres de p™'™ et I7(t) le volume défini par

V(t) = / dfq.
Qn{J(D)p<t}
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Alors pour tout k € ]0,1/4m[, pour tout N > 0, il existe Cy, Cy telles
que :

N(t) = V(t) + O{ sup (N +V(r + Cr'=") = V(r)) V(1)
[t—T|<C1tl—r
+ sup N + V(r 4 Corl™") — 17(7')}
|[t—7|<C1tl—*

Démonstration. — L’idée est de remplacer le symbole p par un symbole
elliptique pg tel que (p — pg) soit & décroissance rapide sur un voisinage
conique de AC(Q), puis d’appliquer les Tutorimes I1.1 et II1.1. La
construction de pyg se fait de la fagon suivante. On construit une fonction ¢
de classe C* & valeurs dans [0, 1], homogene de degré 0 & linfini sur g*
(donc appartenant & S9(g*)), égale & 0 pour ||| grand hors du voisinage
conique W de AC(Q2), égale & 1 sur un voisinage conique Wy un peu plus
petit, ainsi que sur une boule de rayon R. On pose alors :

Po(€) = e(O)p(€) + (1 — @(&))A(E)™.

Il est clair que le symbole pg est elliptique. En appliquant alors le théoréme
d’approximation [Ma3, th. 2.1], on obtient un symbole pg tel que (p — po)
soit & décroissance rapide sur Wy. []

La encore ’énoncé du théoréme pour un polynome est plus agréable.

THuEOREME I11.4. — Soit p un polyndéme a valeurs réelles défini sur g*,
Q-elliptique, borné & gauche et de degré m. Alors pour tout e € 10,1/4m],
on a pour t tendant vers +o0 :

N(t) = V(t)(1 + O(t~ 7 %))

IV. Exemples

IV.1. Groupes nilpotents.

Dans le cas des groupes nilpotents on peut travailler avec les classes de
symboles ordinaires S}*(g*) (cf. [Mal], [Ma2], [Hwl]). Le cas particulier
du groupe de Heisenberg fournit le calcul de Weyl classique des opérateurs
pseudodifférentiels sur R (cf. [Hr], [Hw2], [Ju], etc.)

IV.2. Le groupe diamant.

On considere ici le groupe connexe et simplement G connexe dont
lalgebre de Lie g, de dimension 4, est donnée par une base (H, P,Q, E)
avec les crochets suivants

[H7P]=_Q7 [H7Q]=P7 [P7Q]=E7
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les autres crochets étant nuls. La référence pour cet exemple est 'article de
M. VERGNE [B-C-D, chap. VIII]. On note (H*, P*,Q*, E*) la base duale
dans g*. Les orbites coadjointes non ponctuelles, de dimension 2, sont de
deux types :

(a) Les paraboloides de révolution, avec ag # 0 et hg € R :

2
Qaoo = { (2 + Soa® + ho+ } ) H" +yP* +a0zQ" + aoE"

2C¥o
(z,y) € Rg}.
(b) Les cylindres, avec tg € ]0, +00] :
Qo,t = {yH* + (tosinz)P* + (tocosz)Q*; (z,y) € ]R2}.

L’orbite €2q,,n, est associée par la méthode de Kirillov a la repré-
sentation 7, p, qui agit sur L?(R) :

anstalH) = ~i{ 5= (o ~ ) ~ ho},

d

Trao,ho(P) = _&’ ﬂao,ho (Q) = —iaoxa ﬂao,ho (E) = iaO'

L’orbite €9+, est liée & la famille de représentations paramétrée par

(G(toP*)/G(toP*)o)" = St

d L
TioA(H) = ——> T 2(P) = —itpsinz,

dx

Tio A (@) = —itgcosz, m, A(E) =0,

'espace H, de la représentation 7y, ) étant le complété L? des fonctions
continues sur R vérifiant :

flz+2m) = ez”“\f(a:).

o Dans le cas (a), I'opérateur imq, n,(H) est Q-elliptique. C’est — &
une constante pres — l'oscillateur harmonique a une dimension. On a
I’équation :

, 1
Zﬂao,ho(H) = ﬂ-QOyhO (E(P2 + Q?) _ hO).

Cet opérateur admet donc (entre autres) deux symboles polynomiauk,
I'un de degré 1, Pautre de degré 2. C’est celui de degré 1 qui donnera par
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I’application du THEOREME II1.4 I’estimation du reste la plus fine dans
la formule de Weyl. Mais cette estimation est en O(t~1/4+), tres loin de
I'estimation optimale O(t=1) (cf. [He]).

o Dans le cas (b), Uopérateur —mg ¢, (H?) est Q-elliptique. On calcule
explicitement ses valeurs propres :

oy (H2) 0T = (4 \)2eiln 0z
L’opérateur admet donc les valeurs propres (n + )\)2)%2. On en déduit
N(t) =2vt+0O(1),
alors que V(t) = 2v/1.

IV.3. Le revétement universel de SLy(R).

Les références ici sont [Gui, §IV] et [Kn, §II.5]. L’algebre de Lie
g = slp(R) est engendrée par :

x=(540) v=(18) w-(3 %)

Cette algebre de Lie étant semi-simple, on peut identifier g et g* via la
forme de Killing B qui entrelace les actions adjointe et coadjointe. La base
duale de (X,Y, H) pour la forme B’ = { B est :

* * * 1
(X ,Y 1H )=(Y7-X35H)

Les orbites coadjointes associées aux représentations de la série princi-
pale sont les hyperboloides a une nappe :

Qix = {22+4xy= Mg 10, ool }.

L’orbite ;5 est associée aux deur représentations de la série princi-
pale ini/\ : le groupe G(f)/G(f)o est en effet égal & Zy pour f € Q).

Les orbites associées aux représentations de la série discrete sont les
moitiés d’hyperboloides & deux nappes :

Qf = {z2+4my =-X: )¢ 10, +o0], sgnz = i}.

L’orbite QF est associée a la représentation de la série discréte 7%
L’espace de la représentation de la série discréte holomorphe 73, \ est

Hiy, = {f analytiques sur {Imz > 0} ; // \f(z)|2y2’\_2da:dy < oo}
y>0
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et la représentation 7r;§\ agit par :

+fa b _ _QA(az—C)
PQA(C d)f(z) (=bz+d)~**f et d)
Nous avons par abus de notation écrit un élément du revétement universel
comme un élément de SLy(R). Ici, 'opérateur imo(X —Y) est Q-elliptique
borné a gauche pour toute orbite Qj\' Cet opérateur s’écrit explicitement
sur H; A\

it (X —Y)f(2) = —iz7 2 f(2) +i(1+ 22) f'(2).

On a donc ici ’exemple d’un opérateur différentiel d’ordre 1 dont le spectre
est discret. La formule de Weyl de comptage des valeurs propres s’écrit
pour cet opérateur :

N(t) = V(£)(1+ Ot~ 1%9)).
Les fonctions propres sont données par

(2 —0)k
fk(z) - (Z+i)k+2’\’ kGNa
de valeur propre associée k+ 2. (Lorsque )\ est demi-entier, ce sont les K-
types de la représentation de la série discréte de SLa(R) de parametre \.)
On a donc pour tout A
N(t) =t+ O(1)

et on vérifie facilement que le volume V' (¢) de lorbite correspondante est
aussi équivalent a t.
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