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MULTIPLICITES DES VALEURS PROPRES ET
TRANSFORMATIONS ETOILE-TRIANGLE
DES GRAPHES
PAR

ROLAND BACHER et YvEs COLIN pE VERDIERE (*)

RESUME. — On étudie 'invariant numérique p € {0, 1,2, ..} des graphes finis défini
dans un travail précédent du second auteur. Un_tel graphe I' est dit n-critique si
u(l') = n et si u(I') < n pour tout mineur strict I' de I'. On montre que pour n > 5
une transformation étoile-triangle change un graphe n-critique en un autre graphe n-
critique. On en déduit en particulier six nouveaux exemples de graphes 5-critiques. Les
bonnes propriétés de I'invariant y par rapport aux transformations étoile-triangle per-
mettent aussi de donner une preuve combinatoire du fait que p(graphe planaire) < 3.

ABSTRACT. — We show that the u-invariant of finite graphs introduced by Colin
de Verdiere behaves well under star-triangle transformations. This enables us for
instance to find several new 5-critical graphs. Moreover, we use these star-triangle
transformations in order to give a new proof of p (planar graph) < 3.

1. Enoncé des résultats

Motivés par les calculs du premier auteur et les questions de R. THOMAS,
nous prouvons quelques résultats sur I'invariant g d’un graphe fini connexe
simple introduit dans [CV1], voir aussi [CV3]. Nos résultats portent sur
le comportement de p par les transformations étoile-triangle YA et AY.

Une transformation YA consiste a remplacer un sommet de valence trois
et les trois arétes le joignant & ses voisins (Y) par un cycle formé de ces
trois voisins et de trois nouvelles arétes; de plus, s’il y a création d’arétes
doubles, on remplace chaque paire par une seule aréte. La transformation

(*) Texte regu le 17 février 1994, révisé le 24 octobre 1994.
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518 R. BACHER ET Y. COLIN DE VERDIERE

AY relative & un cycle A de longueur 3 consiste & supprimer les trois
arétes du cycle et & joindre ses trois sommets a un nouveau sommet.

1 1
“ya ™
0 AY
3 s T— 3 2

Figure 1. Les transformations YA et AY.

Notons d’une part que la composition, dans cet ordre, d’une transfor-
mation AY puis de la transformation YA convenable est l'identité. Ceci
ne vaut en général pas pour la composition dans I'autre ordre, comme
on le voit par exemple en partant du graphe complet & 4 sommets. No-
tons d’autre part que les transformations AY et YA n’augmentent pas
le nombre d’arétes et préservent le nombre de composantes connexes;
il en résulte que ’ensemble des graphes qu’on peut obtenir & partir d’un
graphe I' donné par une succession de transformations AY et YA est un
ensemble fini; voir par exemple la figure 2.

Introduisons aussi la transformation %S (étoile-simplexe) par rapport
a un sommet s du graphe I'. C’est une généralisation de la transforma-
tion YA & des sommets qui ne sont pas de degré 3. Elle consiste & relier
tous les sommets voisins du sommet s par des arétes et a supprimer le
sommet s (ainsi que les arétes entre s et ses voisins). Ensuite on supprime
d’éventuelles arétes doubles.

Une transformation *S portant sur un graphe I" est dite réguliére si le
graphe I' obtenu en effacant le sommet s ainsi que ses sommets voisins
(et toutes les arétes incidentes en un de ces sommets) reste connexe.

Nos résultats principaux s’énoncent comme suit. Pour la définition de
Pinvariant u et des graphes n-critiques, voir les rappels ci-dessous.

THEOREME 1. — Soit I un graphe comme ci-dessus et soit I' = YA(T)
un graphe obtenu & partir de I' par transformation YA ; alors p(I') > p(I).

THEOREME 2. — Soit I' un graphe fini connere simple et soit s un
sommet de degré k. Soit I' = xS(T') le graphe obtenue a partir de T par
transformation xS en le sommet s. Si p(T') > k+2 on a p(T) < p(T).
Le résultat reste vrai si p(I') = k+ 1 et si la transformation xS en s est
réguliére.

THEOREME 3.— Si I est n-critique avec n > 5, alors tout graphe obtenu
d partir de I' par une transformation YA ou AY est aussi n-critique.

TOME 123 — 1995 — ~° 4



SPECTRES DE GRAPHES ET TRANSFORMATIONS ETOILE-TRIANGLE 519

Le TuEOREME 3 s’applique par exemple au graphe complet a six
sommets Kg. On trouve ainsi sept graphes 5-critiques représentés a

la figure 2.

1 1
| | 2&%4

4 6

1

2 1

’ T ’ A\ ’
7 8 3 4

B
N

7 6

Figure 2. Les sept graphes obtenus a partir de Kg
par des transformations €toile-triangle.
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520 R. BACHER ET Y. COLIN DE VERDIERE

PROBLEME

La question se pose de savoir s’il y a d’autres graphes 5-critiques. Un
résultat de ROBERTSON, SEYMOUR et THOMAS [RST1] et [RST2] affirme
que les sept graphes obtenus a partir de K¢ par des transformations étoile-
triangle sont les seuls graphes critiques pour le probléme du plongement
plat dans R® (un plongement I' C R? est plat si tout cycle simple de T’
est bord d’un disque ouvert contenu dans R3 \ I'). La question ci-dessus
se reformule donc comme suit : si I' admet un plongement plat dans R3,
a-t-on nécessairement p(I") < 47

Il serait en particulier utile de calculer x pour un graphe qui admet un
plongement plat dans R3 sans qu’il soit possible de le rendre planaire par
suppression d’un sommet. Le graphe I" obtenu a partir du graphe biparti
complet K55 en enlevant les arétes (1,1'), (2,2'),..., (5,5") (avec des
notations évidentes) a cette propriété (exemple cité dans [RST1]).

REMARQUES

Le TuEOREME 2 implique en particulier que supprimer des sommets de
degré 1 ne change pas p dés que p vaut au moins 3. De méme, contracter
une aréte incidente en un sommet de degré 2 ne change pas p dés que p
vaut au moins 4. Ceci montre en particulier que l'invariant p est un
invariant topologique pour les graphes non-planaires.

En ce qui concerne la recherche des graphes n-critiques, les THEOREMES
2 et 3 montrent que 'on peut restreindre la recherche des graphes n-
critiques (n > 5) aux graphes finis connexes simples dont tous les sommets
sont de degré > 4.

On dira d’une transformation AY d’un graphe planaire I' qu’elle est
planaire si au plus une seule composante connexe de I' \ A (le graphe
obtenu a partir de I'" en supprimant les trois sommets de Y ainsi que
toutes les arétes incidentes en un de ces sommets) est adjacente au trois
sommets de Y.

Les THEOREMES 1 et 2 permettent de redémontrer par une preuve
combinatoire le théoréme 3.2 de [CV1] qui dit que linvariant p d’un
graphe planaire vaut au plus 3 ('invariant g d’un graphe non planaire
est lui supérieur ou égal a 4 : cela résulte du critéere de Kuratowski, du
fait que l'invariant x4 des 2 graphes de Kuratowski est 4 et du fait que p
est croissante pour la relation de mineur (voir [CV1] ou [CV3]). Pour ceci
on utilise la description suivante des graphes planaires.

ProposiTioN 1. — Tout graphe planaire connexe se réduit a un point
par une suite finie de transformations :

(i) effacer une aréte incidente en un sommet de degré 1 (et supprimer
le sommet isolé ainsi créé);

ToME 123 — 1995 — N° 4



SPECTRES DE GRAPHES ET TRANSFORMATIONS ETOILE-TRIANGLE 521

(i") effacer une boucle;

(ii) remplacer deuz arétes incidentes en un sommet commun de degré 2
par une unique aréte;

(ii") remplacer une aréte double par une aréte simple;

(iii) les transformations YA réguliéres;

(iii’) les transformations AY planaires.

(Rappelons qu’une transformation YA est réguliére si le mineur obtenu
en effacant les quatre sommets de Y et toutes les arétes incidentes en
au moins un de ces sommets reste connezxe. Rappellons aussi qu’une
transformation AY est planaire si elle est réalisable sur des graphes

planaires.)
Notons que ces transformations préservent la planarité.

avant apreés

(i)

(iii)

(iii")

<K BT
UL L |

Figure 3. Les transformations de la proposition 1.

CoROLLAIRE 1 (théoréme 3.2 dans [CV1]).—Si T est un graphe planaire
on a p(T) < 3.

Preuve.—Soit I" un graphe planaire. Si u(T") > 4, les opérations décrites
dans la PROPOSITION 1 préservent u par les THEOREMES 1 et 2. On arrive
donc & une contradiction. []

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



522 R. BACHER ET Y. COLIN DE VERDIERE

Une autre preuve combinatoire du COROLLAIRE 1 est donnée dans
[VHLS].

Nous remercions Francois JAEGER et Robin THOMAS pour des discus-
sions, questions et informations, ainsi que Laurent GUILLOPE et Pierre DE
LA HARPE pour leurs remarques sur une premiere version de ce texte.

2. Rappels

Voici quelques rappels de [CV1]. Soit I' un graphe fini, connexe et
simple (c’est-d-dire sans boucle et sans aréte multiple). On note E
Pensemble de ses arétes et V celui de ses sommets. On désigne par Or le
cone des endomorphismes symétriques A de RY tels que les coefficients

de A vérifient :
a;; < 0 si (Z,j) €F,
a;; =0sii#jet (i,7) € E.

Les valeurs propres de A répétées avec leurs multiplicités vérifient :
AL <A <Az <<y

Pour tout entier n > 1, on désigne par W) ,, la sous-variété algébrique
de I’espace des endomorphismes symétriques de RY contenant les ma-
trices A admettant A comme valeur propre avec multiplicité au moins 7.

Soient i et n deux entiers naturels tels que 2 < i <i+n—1 < {V,
soit A € Or et soit \; la i-itme valeur propre de A. On dit que \; est
stable (SAH) de multiplicité n si les valeurs propres de A vérifient

A <A< A= = A <A S-Sy

et si de plus Or et W), ,, se coupent transversalement en A. Un critere
algébrique pour cette transversalité est que, si F'()\;) = Ker(A—)\;), on ait :

Les formes quadratiques z;z;, (i,7) € E et 22, i € V restreintes a F(\;)
engendrent [’espace de toutes les formes quadratiques sur F()\;).

On définit p(I") comme le plus grand entier n tel qu’il existe une
matrice A € Op pour laquelle la deuxiéme valeur propre A, est stable
de multiplicité n.

On peut étendre la définition de l'invariant p a des graphes finis
quelconques. La stabilité de F'(Az) implique alors que le support de F'(\2)
est contenu dans une seule composante connexe.

_On dit qu’un graphe I" est mineur d’un graphe I si on peut passer de I'
a I' par une suite d’opérations de suppressions et de contractions d’arétes.
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L’invariant p possede la propriété intéressante d’étre décroissant pour les
mineurs : si I' est mineur de I', on a :

u(T) < p(T).

Un graphe fini connexe simple est dit n-critique pour l'invariant p si
u(T) =n et si u(I') < n pour tout mineur strict I" de I'. Il est intéressant
de connaitre la liste des graphes simples connexes qui sont n-critiques.
La liste compléte de ces graphes est connue pour n < 4 [CV1] :

« le graphe complet sur n sommets est (n — 1)-critique (n > 1);

o Détoile K31 (notée Y ci-dessus) est 2-critique;

« le graphe biparti complet K3 o est 3-critique;

« le graphe de Kuratowski K3 3 est 4-critique.

3. Preuve du théoréme 1

On considére un graphe I' d’ensemble de sommets V = {0,1,..,N}.
On suppose que {0,1,2,3} sont les sommets d’une étoile de centre 0.
Notons I le graphe obtenu & partir de I’ par une transformation YA par
rapport a ces quatre sommets. Quitte & remplacer I' par un mineur on
peut supposer que les sommets 1,2 et 3 de I' ne sont pas reliés par des
arétes. Il faut montrer qu’on a u(I') > p(I).

On donne ici une preuve du THEOREME 1 basée sur les idées de [CV2].

Une difficulté essentielle dans la preuve de ce théoreme est que ’ensem-
ble des sommets V = {0,1,..., N} de I" n’est pas le méme que I’ensemble
des sommets du transformé IV par YA de T’ qui est {1,2,...,N}. On
doit donc traiter de limites de formes quadratiques dans une situation
ou la limite est définie sur un sous-espace. Dans [CV2], on a introduit
dans ce but une compactification de ’espace des formes quadratiques @ x
sur un espace vectoriel réel X de dimension fini. Cette compactification
est donnée par la grassmannienne lagrangienne Lx de X & X* muni
de la structure symplectique canonique. On montre que Ly s'identifie
naturellement & ’ensemble des couples (g,Y) d’une forme quadratique g
définie sur le sous-espace Y de X grace a l’application

(¢, X)— L
avec

L={(y,€) |y €Y, &(z) = Aq(2)(y) pour tout z € Y},
ou Ay : Y — Y™ est I'application linéaire symétrique associée & gq.

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



524 R. BACHER ET Y. COLIN DE VERDIERE

On peut donc maintenant considérer Or ainsi que Ors comme des sous-
variétés de £ = Liv. Soient p = p(I) et

W, ={LeL|dmLnRY ®0))=p}.

Alors W, est une sous-variété de £ de codimension % w(p+1)etona:

LemME 1. — Il existe Ag € Or tel que Or coupe W,, transversalement
en Ag.

Preuve. — On choisit un A qui réalise u(I') et le modifie en Ay par
un multiple de Id pour que A2(Ag) = 0. Alors Or coupe lintersection
de W, avec les formes quadratiques sur RY" transversalement en Ag.
Mais il est facile de voir que W, et la variété des formes de domaine RV’
sont transverses en Ag. Ces formes induisent effet une forme quadratique
arbitraire sur Ker(4g) c RY'. []

Définissons, pour € > 0, une sous-variété Z, de Or et donc de L par

Mw

Zez{q6 c,( ——0) +Q(x1,...,xN)},

=1

avec c1,c2,c3 > 0 et @ € Or, ou I'y est le graphe obtenu en privant I’
du sommet 0 et des 3 arétes qui en sont issues. On remarque que Z, a la
méme dimension que Orv.

La clé de la preuve est donnée par le lemme suivant.

LeEMME 2. — Lorsque € — 0%, la sous-variété Z. converge au sens C>®
sur tout compact vers la sous-variété Or.

TOME 123 — 1995 — ~° 4
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Preuve. — 11 s’agit de montrer que les espaces lagrangiens L. associés
a g convergent au sens C* (par rapport & (¢, Q)) vers espace Lo € Or
ou Ly est associé a la forme quadratique

3

QO(OS) — Z __C_zcl__{-_l_.((ljz — $i+1)2 + Q(II?/),

parlie! +c2+c3

ou le parameétre ¢ est pris modulo 3 et z = (9, z’). (I’application

C2C3 C1C3 C1C2 )

c1,C2,C a,b,c =( ’ ’
(1 2) 3)'——>( ) ci1+co+c3 cg+ca+c3 cp+cx+c3

est un difféomorphisme de (R>0)3 d’inverse

bc+ ac+ab bc+ ac+ab be+ ac+ ab
(a,b,c)v—>< . ) 5 ) - )

Cette application est bien connue en électricité, cf par exemple
[Bo, p. 30-31].
Explicitons les équations de L., en notant :

10Q

V() = = .

l(x ) 2 81‘1'
Par abus de notation, les autres occurences de zy, ...,z N désigneront
les éléments de la base évidente de RY et &,...,&n désignera la base

duale :

R ) (! — .
ﬁz—cz<acZ . ) +¢;(z") 1=1,2,3;
& =0;(2) i> 3.

On peut réécerire ces N + 1 équations sous la forme équivalente :

( (Z cj)xo = echwj + €265

3

D (& — (@) = —eko;

i=1
civ1 (& — (@) = ci(&ip1 — Liga ("))

—CiCi+1(LL‘i —.732‘_;_1) =0 1= 1,2,3;
& —4i(2') =0 1> 3.

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



526 R. BACHER ET Y. COLIN DE VERDIERE

En posant n; = & — ¢;(z’) pour i = 1,2,3, on obtient en prenant la
deuxiéme équation et les deux suivantes un systéme de trois équations que
I’on peut résoudre explicitement en 7;.

On a ainsi les équations de L. sous la forme :

2
€ €
Tg = ——— (€121 + C2x2 +C323) + ——————&p ;
0 01+62+63(1 ! 22 33) C]+CQ+C3O
CiCi—1 CiCit1
i=—— (T — L)+ ————(x; —x;
¢ 01+C2+03( ¢ ¢ 1) C1+Cz+03( l+1)
+4;(z') + eciéo i=1,2,3;

& = Li(a") i>3.

Cela montre la dépendance analytique de L, par rapport & (¢, ¢y, ¢, ¢3,Q)
au voisinage de € = 0 et conclut la preuve. []

Le TuEkoREME 1 en résulte facilement, car alors W, coupe Z, transver-
salement en A, pour € > 0 assez petit.

4. Preuve du théoréme 2

On a besoin du résultat suivant.

LEMME. — On considére une transformation %S d’un graphe I par
rapport a un sommet de degré k. On suppose que les hypothéses du
théoréme 2 sont vérifiées. Notons 0,1, ...,k les (k+1) sommets impliqués
dans la transformation xS ou 0 est le sommet central de x. Soit A € Or un
endomorphisme symétrique qui réalise u(T') et soit A2 la deuziéme valeur
propre de multiplicité n = p(T') de A. Supposons que

k
A.’L‘() = Voxg — E cix; ouc; > 0.

i=1
Alors Mo < V.

Preuve. — Montrons le lemme d’abord dans le cas ot n = u(T') > k+1
et ou la transformation %S considérée est réguliere.

Considérons I’espace des fonctions de V' dans R comme espace euclidien
muni de la base orthonormée {zo,...,zy} donnée par les fonctions
caractéristiques des sommets de I'. Soit F(Ay) = Ker(A — \») I’espace
propre associé a \q. Il existe

N
Y= Zaixi € F(/\Q)
1=0
TOME 123 — 1995 — ~n° 4
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tel que a9 = a3 = ... = ax = 0 et ¢ est de norme 1. En effet, si
Vo # A2, la nullité de ag,as,...,ar implique la nullité de ag. Dans le
cas contraire la nullité de ay,as,...,ar_1 et ag implique la nullité de

ay. La plus petite valeur propre A\; de A est réalisé par un vecteur de

Perron-Frobenius noté 7. On a donc :
N

= Zﬂixi avec #; > 0 pour i =0,...,N.
i=0
Comme les vecteurs ¢ et 7 sont des vecteurs propres associés a des valeurs
propres distinctes de A, ils sont orthogonaux. Les coefficients «; de ¢ n’ont
donc pas tous le méme signe.

Soit I" le graphe obtenu en supprimant les sommets 0,1,2,. ..,k (ainsi
que les arétes incidentes en un de ces sommets) de I'. Considérons le
probléme de Dirichlet dans T avec bord {0,1,2,...,k}. Il consiste & étudier
I’endomorphisme symétrique A=PAP ¢ OF ou P est la projection

P(§O7€17-~-a§ka§k+17”'761\7) = (0707”~707§k+1a"'7§N)~

La fonction

est un vecteur propre de la restriction de A a PRY*!. Comme la transfor-
mation *S considérée est réguliere, la restriction de 'endomorphisme A
a PRN*1 possede un vecteur de Perron-Frobenius . Notons 9 le vec-
teur de norme 1 de V dont la restriction a I" est 9 et qui s’annulle sur
(0,1,...,k). Le vecteur ¢ est linéairement indépendant de ¢ car les coeffi-
cients de ¢ ne sont pas de signe constant. Pour la valeur propre A1 de zz on
a donc A\; < Ag. Ceci montre qu'’il existe o, 3 € R\ {0} tel que a) + Bz
est un vecteur de norme 1 qui est orthogonal & 7. Ceci implique qu’on a :

X2 < (A(ap + Bo) | (e + Bao)) = a2\ + (V.

Les conditions & + 82 = 1 et \; < Ao impliquent bien Ay < Vj ce qui
démontre le lemme dans le cas d’une transformation S réguliere.

Montrons maintenant le lemme dans le cas ou u(I') > k& + 2 et ou
la transformation *S n’est pas réguliere. On peut donc trouver deux
vecteurs linéairement indépendants ¢ et ¢’ de F(\2) qui s’annulent sur
les sommets 0,1, ..., k. Définissons comme plus haut le graphe

L=r\{0,1,...,k}.

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



528 R. BACHER ET Y. COLIN DE VERDIERE

S’il existe une composante connexe fc de T telle que les restrictions
de ¢ et ¢’ & ', sont linéairement indépendantes, on a fini en prenant
comme vecteur 9 le vecteur de Perron-Frobenius associé & la composante
connexe I'. et en poursuivant comme ci-dessus, avec une combinaison
linéaire de ¢ et ¢’ non proportionnelle & .

On peut donc supposer que les restrictions de ¢ et ¢’ & toutes les
composantes connexes de I' sont linéairement dépendantes. L’espace des
formes quadratiques sur Rp+R¢’ est de dimension 3. La stabilité de F'(\2)
montre donc qu’il existe au moins trois composantes connexes distinctes
de T' sur lesquelles ¢ et ¢’ ne s’annullent pas simultanément. Choisissons
trois telles composantes I'1,I'2,I's C T' et choisissons trois vecteurs ¢;
(pour ¢ = 1,2,3) de norme 1, identiquement zéro en dehors de T'; et qui
sont égaux & la restriction d’un multiple de ¢ ou de ¢’ sur L.

Pour ¢ = 1,2, 3 choisissons maintenant «;,3; € R tel que les vecteurs
a;p; + Bizo sont de norme 1 et orthogonaux au vecteur de Perron-
Frobenius 7. En raisonnant comme plus haut on voit qu’on a

Az < max(Az, Vo)

avec égalité si et seulement si les trois vecteurs a;p; + B;xo sont vecteurs
propres de valeur propre Ay ce qui implique Vy = Ay. Supposons d’abord
que B; est non nul. Dans ce cas considérons les deux vecteurs propres
(non-nuls)
(Brozps — Bronp1) et azps + P3zo.

Ils appartiennent tous les deux & F'(A2) et ils ont des supports disjoints
qui ne sont reliés par aucune aréte de I'. L’espace F'(A2) ne vérifie donc
pas le critere pour la stabilité. Dans le cas ol les 8; sont tous nuls (et out
les ¢; sont des vecteurs propres) on applique 'argument précédent aux
deux vecteurs ¢; et @o. []

En reprenant les notations du LEMME, on peut supposer Ay =0, F =
F(Xy) = Ker(A), et donc V; > 0. Soit :

1
L(xl,...,a:k) :70 g CiTq 3
i=1,...,k

on a xg = L(x1,...,zx) pour (z9,Z1,...,Zn) € F. Soit alors £ le sous-
espace de RV+1 défini par cette équation, c’est-a-dire :

E=A"100RN) = (L(xl, ey XTE), 1, Xy e ,xN).
Définissons A’ : RV — RY par

A’(xl,xz,...,a:N) = W(A(L((El,...,xk),xl,...,l‘]v)),
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ou 7 : R¥V*1 — RY est la projection définie par :

7T($0,931»-~~,$N) = (xl»"wa)'

Il est facile de vérifier que A’ est symétrique, appartient & Or et que
le noyau de A’ est la projection par m du noyau F de A.
Pour z = (2o, z1,...,2n) et ' = (2, ..., 2)y) notons

q(z) = (z | Az) et ¢'(a') = (2| m(A(L(z], .., 25), 21, ..., 7))

les formes quadratiques associées & A et A'.

Par le principe du minimax, il est clair, en identifiant ¢’ & la restriction
de q & £, que la signature de ¢’ est (N —n—1,1,n) (car n(F) = Ker(q")).
On en déduit que 0 est la seconde valeur propre de A’ et que sa multiplicité
est n.

La vérification que 0 est stable (SAH) de multiplicité n pour A’ a
partir de la méme hypothese pour A se fait sans difficulté en remarquant
que les formes quadratiques 2, z;x4, pour 1 < 4,7 < k induisent sur F’
un sous-espace de formes quadratiques au moins aussi grand que les
formes z2, xoz;, & pour 1 <i<k. []

5. Preuve du théoréme 3

Soit I" et IV deux graphes finis reliés par une transformation étoile-
triangle. Si u(T") > 5 ou p(I”) > 5 les THEOREMES 1 et 2 impliquent qu’on
a u(I) = p(I").

Supposons qu’un des deux graphes soit u-critique. La criticité de I’autre
graphe par rapport aux arétes non concernées par la transformation étoile-
triangle est claire. Pour les trois arétes concernées, il suffit de remarquer
que les deux graphes admettent, apres suppression éventuelle d’un sommet
de degré 2, les mémes mineurs immédiats. Or supprimer un sommet de
degré 2 ne change pas u pourvu qu'’il soit au moins égal & 4. []

On en déduit que tous les graphes obtenus par transformations étoile-
triangle a partir du graphe complet & N sommets Ky avec N > 6 sont
(N — 1)-critiques pour l'invariant p.

6. Preuve de la proposition 1
La ProposITION 1 est vraie lorsqu’on remplage (iii) par :
(iiif) une transformation YA.
Ceci découle d’un résultat d’Epifanov dont nous enongons ici une

version faible (voir [Gr, chap. 13] ou [E]).
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LeEmME. — Tout graphe planaire connexe fini se réduit 4 un point par
une suite finie de transformations :
(i) effacer une aréte incidente en un sommet de degré 1 (et supprimer
le sommet isolé ainsi crée);
(i") effacer une boucle;
(ii) remplacer deuzr arétes incidentes en un sommet commun de
degré 2 par une unique aréte;
(ii") remplacer une aréte double par une aréte simple;
(iiif) YA
(iii") AY planaire.
Preuve du lemme. — La preuve est par récurrence sur le nombre e
d’arétes de I
Soit T un graphe plongé dans le plan E. Chaque composante connexe de
E\T (y compris la composante non-bornée) est une face de (T', E) dont le
bord est un cycle d’arétes de I'. Le graphe médial M (T') de T" est un graphe
planaire dont les sommets sont les milieux des arétes de I" et dont les arétes
sont définies comme suit : deux sommets 1,22 de M(T) correspondants
& des arétes ej,ex de I' sont liées par une aréte de M(I') chaque fois
que ey, ez sont des arétes consécutives d’'une méme face de G. Voici deux
exemples sur la figure 5.

@
() T

(D

Figure 5. Deuxr exemples de graphes médiaux.

Un graphe médial (convenablement dessiné) est une immersion d’une
union finie de cercles dans R?.

Soit M(T') un graphe médial. Une lentille L de M(T') est un ou-
vert borné connexe simplement connexe de R? tel qu'il existe deux
difféomorphismes

ly,85 : [0, 1] — JL C M(F)
avec :
£(0) = £2(0),  £i(1) = £2(1),
li(s) # ¢4;(¢) pouri=1,2et0<s<t<1,
l1(s) # £a(t) pour 0 < s,t < 1.
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N

Figure 6. Une lentille dans un graphe médial.

Une lentille L est vide si M(I') C R?\ L. Une lentille vide dans M (T")
provient d’un graphe I' qui peut se réduire par une opération (ii) ou (ii’).
D’autre part, une lentille non vide minimale (ie ne contenant pas de sous-
lentilles) de M(T") peut étre vidée par des opérations qui correspondent &
des transformations de type (ii), (ii’), YA et AY planaires sur le graphe I

Montrons donc la proposition par récurrence sur le nombre e d’arétes
deT.

e Sie=0iln’y arien a faire.

e Supposons la proposition démontrée pour tout graphe connexe pla-
naire ayant moins que e arétes. Soit I' un graphe avec e arétes. Considérons
le graphe médial M(T') associé & I'. Si M(T") ne contient aucune lentille,
le graphe I' peut se réduire & un point uniquement par des opérations du
type (i) et (i’). La proposition est donc vraie dans ce cas. Sinon soit A
une lentille de M(T"). On peut vider A par des transformations qui cor-
respondent & des transformations (ii), (ii’), YA et AY planaires sur T’
(ce qui n’augmente pas le nombre d’arétes de I'). On arrive finalement
4 un graphe qui se réduit par une opération (ii) ou (ii’) & un graphe I".
Comme le passage de I' & I fait intervenir au moins une transformation
de type (ii) ou (ii’), le graphe IV a au moins une aréte de moins que I
L’hypothese de récurrence s’applique donc a I'V. []

Preuve de la proposition 1.

Elle est analogue a la preuve du lemme précédent. Appelons transfor-
mations admissibles les transformations de la ProposiTiON 1. Considérons
une lentille du graphe médial M(T'). Si on peut la vider par des transfor-
mations admissibles on a terminé par récurrence sur le nombre d’arétes
deT.

On peut donc supposer qu’on utilise une transformation YA non-
réguliere pour vider la lentille. Considérons le sous-graphe Y de T
pour lequel la transformation YA considérée n’est pas réguliere. No-
tons C4,...,Cx (avec kK > 2 car la transformation considérée n’est
pas réguliere) les composantes connexes de I' \ Y. Si deux des compo-
santes C, .., C étaient reliées par des arétes aux trois sommets extérieurs
de Y, le graphe I admettrait le graphe de Kuratowski K33 comme mi-
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neur ce qui contredirait sa planarité. Il existe donc au plus un graphe
parmi C1, .., Cy qui est relié au trois sommets extérieurs de Y. Associons
a chaque composante connexe C; un graphe C; construit comme suit :

o D’abord on adjoint & C; les trois sommets extérieurs de Y et toutes
les arétes reliant un de ces trois sommets 4 C;. Finalement on enléve les
sommets isolés ainsi crées (s’il y en a).

e Si k > 3, choisissons parmi les graphes @ contenant au plus deux
sommets extérieurs de Y un avec le nombre minimal d’arétes et appelons-
le C. .

e Si k =2, appelons C le graphe C; avec le moins d’arétes.

Soit j le nombre de sommets extérieurs de Y contenus dans C. On
a donc j = 1,2 ou 3. Interprétons C' comme un graphe dont les j
sommets provenant de Y sont marqués. On peut associer & C' un graphe
médial M(C) avec 2j bouts libres, i.e. M(C) est une immersion d’une
réunion de cercles union j segments. Considérons une lentille de ce
diagramme (si elle existe). Si on peut la vider par des transformations
admissibles (qui fixent les 2j bouts) on a terminé par récurrence sur
le nombre d’arétes. Sinon on recommence le raisonnement avec une
lentille du graphe médial associé & C. Le nombre d’arétes de la nouvelle
composante C construite diminue strictement chaque fois. La procédure
s’arréte donc au bout d’'un moment avec un graphe médial M(C) qui
posséde 2j’ bouts et qui ne contient aucune lentille. On peut de plus
supposer que I' ne se réduit pas a un graphe plus simple par une
transformation du type (i), (i), (ii) ou (ii’). Une vérification de tous les
cas possibles montre que ceci se produit seulement avec 7' = 3 et on est
alors dans le cas de la figure 7.

Figure 7.

Le fait qu’on ait ' = 3 implique que I'\ Y est composé d’au plus deux
composantes : C et éventuellement une autre composante C’ qui est alors
reliée a au plus deux sommets de Y. Une inspection de la figure 7 révele
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que I' contient alors au moins un sommet de degré 2 ce qui termine la
preuve par récurrence sur le nombre d’arétes de I'. []
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