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FRACTIONS CONTINUES MULTIDIMENSIONNELLES
ET LOIS STABLES
PAR

ANNE BROISE (¥*)

. , . x2 T 1 B
RESUME. — Soit T : (z1,...,Z4) — (— —aprr 2 —ag_1 — —ad) Popérateur
x1 x1 Z1

de Jacobi-Perron sur [0, 1]d. On étudie ici le comportement asymptotique du n-iéme
reste T™z et celui des variables aléatoires an(z) générées par I’algorithme de Jacobi-
Perron quand « est uniformément réparti dans [0, 1]%.

On montre que 7"z converge en loi vers p 'unique mesure de probabilité invariante
par T et absolument continue par rapport & la mesure de Lebesgue et que sa
densité h est une fonction strictement positive, analytique sur chacun des ensembles
Wo = {0 < To(1) S ce S To(d) < 1}, o dans éd.

Ensuite, on montre que les sommes n~% Z:;;(—l)ka":(z), ol a est le multi-
indice (a1,...,aq) tel que ag + -+ + ag = & > 1/2, convergent en loi vers une
loi stable symétrique de parametre 8 = 1/&. Ainsi quand z est uniformément réparti
dans [0,1]¢, les variables aléatoires (an (x)) sont « presque indépendantes identiquement
distribuées ) de loi de type de Cauchy.

ABSTRACT.—Let T': (z1,...,24) — (z_z_ —apr I—d—-ad_p L —ad) the Jacobi-
z1 z1 z1
Perron operator on [0,1]¢. We study the asymptotic behaviour of the n-th rest T"z
and of the random variable an(x) generated by the Jacobi-Perron algorithm, when x
is uniformly distributed in [0, 1]%.

We prove that T™z converges in law to the unique T-invariant probability p which
has a density h with respect to Lebesgue measure. The function h is strictly positive
and analytic on the sets Wo = {0 < z,(1) < -+- < z5(aq) < 1}, 0 in &g.

Then, we prove that the sums n~% Z::é(—l)ka‘lj (z), where a = (a1,...,0a4q) is a
multi-indice such that a3 + -+ + ag = @ > 1/2, converge in law to a symetric stable
distribution with parameter 8 = 1/&. Thus, when z is uniformly distributed in [0, 1)@
the random variables (an(z)) are (near) independent with a common distribution of
Cauchy law type.
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98 A. BROISE

1. Introduction

Une fois pour toutes, on fixe un entier d strictement positif, I¢ désigne
le cube unité de R¢, B la tribu des boréliens de I? et m la mesure
de Lebesgue sur I¢. Un point de I? sera noté z ou (zy,...,24). De
nombreux algorithmes de fractions continues multidimensionnelles ont
été étudiés [Bre]; celui dont on va traiter ici est I’algorithme original de
Jacobi-Perron. Il est défini ainsi :

o On choisit z dans I? tel que z; ne soit pas nul.

e On calcule T = (2)"'7ﬂa —1—)

T T I
e On pose
a(z) =[z] et Tz={z},

ol les notations [z] et {z} désignent le vecteur des parties entiere et
fractionnaire des différentes composantes de = dans R<.

Si Tx = 2/, on a alors la relation

/
_( 1 ,a1+x’1w.,ad_1+xd_1>
ag+ ), aq+ aq + ’

que 'on écrit plus simplement
T = ﬂ(Ma(z) (Tz, 1))

(les vecteurs sont ici en colonne), oit 7 est la projection conique de Ra+1
dans R¢, c’est-a-dire :

Y1 Yd
(Y1, s Ydr1) = (——yd+1,”.,—yd+1).
. 0 1
M) est la matrice (Id a(x)) de Mg41(R).

e Si (T'z); n’est pas nul, on peut recommencer.

Alors si z est choisi de fagon & pouvoir itérer ’algorithme une infinité
de fois, on obtient : pour tout n € N*¥,

T = W([Ma(z)Ma(Tz) T Ma(Tn—lm) (Tnx) 1)])

Ainsi litération de algorithme de Jacobi-Perron revient a ’étude des
itérés de la transformation

T:14 — ¢

e @ ({2} {2H2))

ToME 124 — 1996 — ~° 1



FRACTIONS CONTINUES MULTIDIMENSIONNELLES ET LOIS STABLES 99

Le développement en fractions continues multidimensionnelles donné par
'algorithme de Jacobi-Perron est alors la suite (7,),>0 de Q¢ définie en
remplagant T™x par 0 :

1 d

p p

Tn = (_n_’ AR _n) = F(Ma(z) e Ma(Tn_1w)ed+1)
an an

olt eg41 = (0,---,0,1) est dans R4+1,

Si z est bien choisi, la suite (r,,)n>0 est infinie et converge vers x.

Pour voir dans quelle mesure cet algorithme possede les propriétés des
fractions continues «classiques» (d = 1), L. Bernstein [Be] a étudié ses
propriétés arithmétiques, F. Schweiger [S] ses propriétés métriques, entre
autre, il a montré I’ergodicité de T. Deux problémes se posent de fagcon
naturelle & propos de cet algorithme : le comportement asymptotique
du n-iéme reste : T"z et celui de a,(z) = a(T™ 'z) quand z est
uniformément réparti dans I

Dans le cadre des fractions continues «classiques» (d = 1), Gauss, le
premier, a indiqué que si z est uniformément réparti dans I, alors la loi
de T™x converge quand n tend vers +oo vers la loi de densité

1 1
h(z) = log 2 1tz

Khintchine [Kh] a d’abord abordé le probleme de la taille moyenne
des an(z). P. Lévy [L1, chap. IX] et [L2] a montré que si a > %,
les sommes n~% ZZ;& af convergent en loi, quand z est uniformément

distribué dans I, vers une loi stable de parametre 8 = o € ]0,2[.
Ceci traduit & la fois que si = est uniformément réparti sur I, les ag(z)
apparaissent comme des variables aléatoires « presque indépendantes) et
identiquement distribuées suivant une loi de type de Cauchy et qu’elles
sont grandes.

Dans une premiere partie, on va montrer que la loi de T™x converge
quand n tend vers +oo vers u = hm l'unique mesure de probabilité
absolument continue par rapport & la mesure de Lebesgue et invariante
par T'. La densité h est une fonction strictement positive, les restrictions
de h aux ensembles

Wo ={0<2,0) <. S50y S 1}, 0E€Bqg
sont analytiques.

Pour faire cette démonstration, on a repris en partie le travail de D.
Mayer [Ma]; on montre en fait que

=) w,
cEB,
est une partition markovienne finie pour T (il faut cependant noter que la
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100 A. BROISE

définition de partition markovienne n’est pas celle utilisée habituellement,
c’est celle de D. Mayer [Mal, on la rappelle en DEFINITION 2.11). On a
alors, pour tout ¢ dans I%

lim mT™(0,¢] = lim m{z € I: T g € [0,¢1] x -+ x [0,tq]} = p[0,¢].

On verra aussi que h n’est qu’analytique par morceaux.

C’est cette derniere propriété de h qui va permettre dans une seconde
partie, d’étendre le résultat précédent de P. Lévy. On va montrer que
si @ = (ai,...,04) est un multi-indice tel que & = Zle o > % et si
(an(x))n>o0 est le développement en fractions continues multidimension-

nelles d’un point x uniformément distribué dans I¢, alors les sommes

3
|
-

(~1)*a (a)
0

2=
i

convergent en loi, quand n tend vers +o0o, vers une loi stable symétrique
de paramétre 8 = 1/a. Il faut remarquer que I'on a choisi de prendre
des sommes alternées pour avoir des lois symétriques et que si & est
inférieur a %, on est dans le cadre du théoréeme limite central. La preuve
de ce résultat est totalement différente de celle de P. Lévy; elle repose
sur I’étude spectrale de l'opérateur adjoint de T" et de ses perturbations.
La compacité de ces opérateurs et l'existence d’'une distance 6 déduite
de la distance de Hilbert et dilatée par T' jouent ici un tres grand role.
Des méthodes analogues ont déja été utilisées dans le cadre plus classique
du théoréme limite central par Y. Guivarc’h et J. Hardy [G.H] et par
J. Rousseau—Egele [R], ainsi que par Y. Guivarc’h et Y. Le Jan pour
obtenir le comportement asymptotique du flot géodésique sur les surfaces
& courbure constante [G.L]. I faut cependant noter que les opérateurs
que ’on considere ici agissent sur des espaces de Banach constitués de
fonctions holomorphes de Q C C? & valeurs dans C2#, car h est analytique
par morceaux avec d! morceaux.

2. L’opérateur de Jacobi-Perron

2.1. Construction de la distance 8 sur I¢.

Dans un premier temps, on va démontrer que 7" est une transformation
dilatante de (I%,6) ol & est une distance équivalente 3 la distance
euclidienne sur 7¢. On va préciser un peu plus loin ’expression de § et ce
que signifie ici transformation dilatante.

TOoME 124 — 1996 — ~° 1



FRACTIONS CONTINUES MULTIDIMENSIONNELLES ET LOIS STABLES 101

Si z est dans I?, avec =1 # 0, on pose :
_ (332 Zd 1)
T =\—s"y—y—].
T T, I1

On a:
Z=[z]+{z} =a(z)+ Tz.

On remarque que, si = varie dans I¢, alors a(z) varie dans

Ad={a€Nd:ad>0,0§ai§ad,i<d}

1 i 1
car ag = [ac_] >0eta; = [x—ﬂ] < [—] = aq.
1 Tq Tq

On définit alors pour a de Ay :

K,={z€I4:a(z) =a}

1 1
<.'I?1§——7

ag+1 "~ ag
a1z1 < 29 < (ay + D)z, ..o,

={zeI:

ag_121 < xq < (ag—1 + 1)331}-

On note aussi :

Y,z =7(Ma(z,1))
_ ( 1 T+ a; a:d_1+ad_1)
Tg+aq Tq+aqg Ta+ag /7

On a alors la proposition suivante :

PROPOSITION 2.1. — L’ensemble I = J,c 4, Ko est une partition
dénombrable fermée telle que si a appartient & Ag4, la restriction de T
a K, est une bijection de K, sur TK, ; sa réciproque vaut U,.

REMARQUE. — Si a # o/, l'intersection K, N Ky est ou vide ou un
polyedre de dimension (d — 1) et donc m(K, N K,/) = 0.

Preuve. — Sur K,, l'application T est I’homographie associée a
I’application linéaire

Loz = (22 —a121, ..., 2441 — G421, 21)

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



102 A. BROISE
qui est inversible sur R4+!, d’inverse
Moz = (2a41,21 + @12441, - - -, 24 + aqzds1)-

On en déduit alors que T’ g, est inversible. Son inverse est ’homographie
associée a M, :

1 T +a .’L‘d_1+ad_1)

\Ilax=( ’ I )
Zg+aqd x4+ aq T4+ aq

L’application ¥, est définie sur

TKa = Idﬂ ﬂ {Z, S l‘d}
1€Ja

Oflja={i2ai=ad}. |:|
1

(2,3)

(1,3)

(0,3)

o=
=
W=

Pour fixer les idées (voir figure), on prend le cas d = 2; on a :
A2={(IGN2!(12>0, O§a1§a2}.

TOME 124 — 1996 — ~° 1



FRACTIONS CONTINUES MULTIDIMENSIONNELLES ET LOIS STABLES 103

Pour a dans A, on a :

1 1
Kaz{x€I2: - <z < — alzlﬁng(al—f-l)xl}.
az +1 az

Si a1 # ag, alors TK, = I%. Si a; = a,, alors
TK,={z €I’z <z} =W..

La proposition suivante va permettre de définir une distance § sur I¢,
équivalente 2 la distance euclidienne sur I¢ et contractée par tous les ¥, :
il existe p < 1, pour tout a de Ay, pour tous z, y de I% on a :

§(Vaz, Uoy) < pé(x,y).

Alors, on peut dire que T est une transformation dilatante de (I%,4).

PropoSITION 2.2. — Il existe un domaine D C R% qui est borné,
conveze, fermé qui contient I et un domaine Dy strictement contenu
dans D tels que pour tout a de Ay on ait :

V,(D)c D, C D.
Preuve. — Soit
R=[-a1,B1] x - X [_ad—vl’ﬂd—l] X [—%»OO]

avec 0 < a; < 1 et B; > 1. On cherche I'image de R par les ¥,,.
Comme ag > 1 et zq4 > —%, on en déduit que

0c— <1 <>
T4+ aq - ad— 3

Pour k < d, on pose :

< WP 0t P Loy g

1
a-§‘a4—2

o

A
&
s

A
IN

e Siag est nul, on a :

823

X1 2 m——1 2 20,
2

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



104 A. BROISE

Donc pour tout a dans Ag,
Po(R) C[0,2] x [—201,2(B1 + 1)] X -+ x [~204-1,2(B4—1 + 1)] = D1.
L’ensemble D; est strictement contenu dans R si :

- <0<2<pf,
—ay < =201 <2(B1 +1) < o,

—ag-1 < —20a4-9 < 2(,3,1_2 + 1) < Ba-1,
- % < —204-1 < 2(Bg-1+1) < 0.

Ces inégalités sont compatibles et reviennent 4 :

0<2¥ oy <+ <2%a4_3 < 204-1 < 3

1 1
2<B < 3B—1< < gg fa1 = 2(1 = 555) <o

On fixe un (2(d — 1))-uplet (a1,...,®4-1,51,...,04—1) qui vérifie (¥).
On remarque que R est envoyé dans un domaine D; de R? qui est
borné, on choisit un réel K vérifiant : 2(84—1 + 1) < K, on prend pour
D = RN{z: z4 < K}. L’ensemble D est alors un domaine borné, convexe
contenant I¢ et ¥,(D) C D; C D. []

On peut alors définir § sur D. On note par (z,y, 2,t) le birapport des
quatre points alignés z,y, z,t. On a :

(:c zt)_z—x‘t—x
’y) b) _z_y‘t—y

DErFINITION 2.3. — Soit z et y dans D, on note I et J les points
d’intersection de la droite zy avec la frontiere de D, on pose alors :

0 sinon.

REMARQUE. — La fonction § est la distance de Hilbert associée & D.
C’est une distance non bornée sur D (voir [B-K, chap. IV-28]); on a :

li 6 = .
N, 6(z, @) = +oo

PropoOSITION 2.4.
1) La distance 6§ est équivalente d la distance euclidienne sur I¢.

TOME 124 — 1996 — ~° 1



FRACTIONS CONTINUES MULTIDIMENSIONNELLES ET LOIS STABLES 105

2) On pose p =th(3A) <1 avec A= sup §(z,y).
wﬂ/eDl

Alors pour tout a de Ag, pour tout z,y de I¢, on a :
6(Vaz, ¥ay) < pb(z,y).

Preuve.
1) Soit z et y dans I¢, alors on a :

d(z,y) = |log|(I, J,z,)|| = [log(|1 ~ (I, 2, J,y)|)|
_ gl 171

> |z, Jy)| = " =——=
| Tzl - [ Tyl

Mais I et J sont sur les bords de D, donc ||ﬁ” > inf{B; + o;} = my. Au

— — —
pire ||Jz|| et || Iy|| sont les diametres de D, donc ||Jz|| < M;. Ainsi

m1,—
d@,y) 2 T
Réciproquement, si la droite xy est parallele a 'un des bords de D, par
exemple si —a; < 1 <Y1 < P1, Ti = Y;, 1 # 1, soit t = |21 — y1| = ||ZY||

1+t + oy ) 1 — A )

= =1
6(z,y) log| (a1, B, 1, 41)| og( T1+or T +t—-p

t
=log(1+———ﬁl_t_$1) +log(1+ $1+a1)
1 1
<l#l( 5= + 57)

Si maintenant la droite xy est quelconque on a :
d(.’l),y) < d(il?, Zl) +o d(zd—la y)’

ou z; = (y1a~~'ayi,$i+1»-~;$d)§ siz = (ml,'”,xd) ety = (yla'-'»yd)
alors

- 1 1
o(@9) < 3l il [g—7 + o] < Ml
i=1 7 1

2) C’est un résultat classique de Garrett Birkhoff (voir [Bi]). Ceci
démontre alors que T est localement dilatante dans (I%,6), c’est-a-dire :

6(Tz, Ty) > é(z,y)

si z et y sont dans le méme K, et a dans Ag. []

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



106 A. BROISE

2.2. Codage. Convergence de ’algorithme.

On va maintenant expliquer comment ’algorithme de Jacobi-Perron
permet de coder les points de I¢. Le codage repose sur la remarque
essentielle suivante : pour tout = de

E=(U KenKol|

a#a’
a,a’€Aq4

(autrement dit, si x n’est pas sur la frontiére d’un ensemble K,), il existe
un unique a de Ay tel que z est dans K.

L’élément a est donné par 'application a(z) = [Z].

Pour tout z de ;50T *(E), on peut alors définir la suite d’éléments
de Ay suivante :

a1(z) = a(z), az(z) = a(Tx),..., an(z) = a(T™ '), ...
Comme pour tout n de N, T"z est dans I%, certaines séquences

ai(l‘), rery ai+t(x)

ne peuvent jamais avoir lieu; elles correspondent aux zones ou ’on sort
d : ; .
de I par ¥, ,(z)- On a (voir aussi [S]) :

PROPOSITION 2.5. — Les suites possibles (as(x)),. , vérifient la condi-

>0

tion (C) suivante. On note as(z) = (a{”,. .., al(is)). Si, pour 0 <t <i—1,
ags) _ a/,(;)’
10 2o,

(s+t) _  (s+t)
At =0Qg¢"

alors (s+t+1

) ) .
ad_(H_l)Zl st t+1=1,

i <o)

Preuve. — On va montrer cette condition de fagon plus géométrique

que F. Schweiger. La preuve utilise essentiellement le fait que l'image

d’un polyédre par une homographie est encore un polyedre qui a le méme

nombre de sommets et qu’elle est entierement déterminée par I'image de

ses sommets. On le fait d’abord pour d = 2, puis pour d quelconque; on
remarque qu’il suffit de le faire pour s = 1.

st t+1<1.

TOME 124 — 1996 — ~° 1



FRACTIONS CONTINUES MULTIDIMENSIONNELLES ET LOIS STABLES 107

On a fait une partition du carré

= |J Ka,

a€ Az

ou a = (a1,az), de fagon & ce que T : K, — TK, soit bijective; T est
alors une homographie.

o Si agl) #* ag), K, est un trapeéze, son image par T est I, il n’y a
pas de condition sur a(?.

gl) = ag), K, est un triangle, son image par T est le triangle

o Sl a
We={zel?:z; < Z2} qui correspond & la zone ol a§2) > 1.

D’ou la condition (C) pour d = 2.

En dimension d > 3, on a fait la partition

I = U K,, aveca= (a1, - -,aq)
a€Ay

de fagon a ce que T : K, — T K, soit bijective; c’est une homographie.

o Si pour tout i < d on a agl) #* a((il), alors K ) est un polyedre a 2d
sommets; son image par T est I%, il n’y a donc pas de condition sur a(®.

o Sl existe ¢ < d tel que az(l) = afil), alors K,u) est un polyedre qui

a au plus (2¢ — 2) sommets. Son image par T est Njes.{zi < za} ou
Jo ={j < d:a; =ag}; elle est donc contenue dans

T:{xe]d:xigxd}

qui correspond & la zone a(”; < a((f_)l sit>1et a((f_)l >1sii=1

—1 —
) — oM et a(-i)l < ag‘?l ou a‘(f_)l >1 (G =1).

e Maintenant, si a,”” = a, i
K,(1)NT(K,) est un polyedre & 2¢ sommets; son image par T2 est I¢,
il n’y a donc pas de condition sur a(®.

) @ = o, | limage par T? de

Kél)ﬂT(Kam) est un polyedre contenu dans 7/ = {z € I¢ : 7;_1 < z4-1}
qui correspond a la zone az(.g < a((f’_)2 sii > 2ou afi?’_)z >1sii=2.0n
continue ainsi jusqu’au rang i ou jusqu’a ce qu’on obtienne ayjl) < affjel).
Ceci prouve la condition (C) pour d quelconque. []

. 1
e Par contre, si a; ' = ag) et a

DEFINITION 2.6. — On appelle suite admissible toute suite a valeurs
dans Ay satisfaisant & la condition (C) précédente. On appelle & 'en-
semble des suites admissibles.

On a alors :

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



108 A. BROISE

PROPOSITION 2.7. — A toute suite de S correspond un unique point de
N T7*E).
k>0

Avant de faire la preuve de cette proposition, on va d’abord faire une
remarque qui caractérise les points (5o 7 *(E).

REMARQUE. — Si z n’est pas dans ;5 T—*(E) , alors il existe un

entier £ > 0 tel que T*x appartienne & la frontiere d’un ensemble K ;
il existe donc un entier kg > 0 tel que :

TRz = (0,y).

Si y est nul, le point z est rationnel, ’algorithme de Jacobi-Perron
est fini; comme dans le cas des fractions continues «classiquesy, il y
a ambiguité sur le dernier terme du développement. Si y n’est pas nul,
alors les coordonnées du point x vérifient au moins une relation linéaire
a coeflicients entiers; on peut continuer & construire des approximations
simultanées de = en appliquant ’algorithme de Jacobi-Perron & un point z’
bien choisi dans I avec d’ < d et ensuite en déduire des approximations
pour z.

Ainsi, si z n’est pas dans (5T *(E), il existe un entier k > 0 a
partir duquel on ne peut pas définir les a,4x(x) pour n > 0. Donc si  est
un point de I¢ tel que pour tout n > 0, a,(z) est bien défini alors x est
dans Ngso T F(E).

Preuve de la Proposition 2.7. — Soit (ay)n>0 une suite de S. Tous les
points dont le code commence par a; sont dans Ko, = ¥, (I d) ; tous les
points dont le code commence par ay,...,a, sont dans

Ko, NT Y Ky,)N...nT~ " D(K, ) =T, 0---00, (I%).

La suite (¥,, 0---0¥,, (I%)),>0 forme une suite de compacts non vides
de R?; ils sont emboités. Le diametre de ¥,, o---o ¥, (I%) est inférieur
a Ap™ : il décroit donc strictement vers 0, car p < 1. L’intersection des
U,, 0--- 0¥, (I%) n'est pas donc vide, elle est réduite & un point z.
Pour tout n > 0, on a a,(z) = ay; il en résulte que = est donc dans
Niso T "(E) et a pour code (an)n>o dans S. []

Ainsi, I'application qui & un point z de ()5, T~*(E) associe son
code (an)n>0 = (an(z))n>o0 dans S est bijective et Paction de T sur
Ni>o T ¥ (E) correspond au décalage sur les suites de S. On va mettre en
évidence un corollaire de la proposition précédente, il donne la convergence
des approximations du point par les rationnels obtenus par ’algorithme
de Jacobi-Perron.
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COROLLAIRE 2.8. — Pour tout z de (5o T "(E), il eziste une suite
unique (an)n>0 de S telle que : B

= lim ¥, 0---0¥, (I9).

Tr—00
Il existe alors une suite
1 d
Tn = (2’1,...,&) :—\I/a1 o...o\Ilan(O)
an dn

telle que r, converge vers x de maniére exponentielle :
|z —rn|| < Cé(z,rn) < Cp™ avec p< 1.

On va maintenant montrer des résultats qui serviront un peu plus loin :

ProprosiTIiON 2.9. — L’ensemble des points T-périodiques est dense
dans I°.

Preuve. — Soit z un point de (;~, T~ *(E); on va approcher par une
suite (z(™),>0 de points T-périodiques. Le point z a pour code (as)s>o
dans S. On construit (z(™),>o de la maniére suivante. On note ag ayant
pour coordonnées (1,2,...,d);

o (1) est le point de Nk>o T~*(E) qui a pour code (a@1ap),
o z(® a pour code (aiazap), etc. et
o 2(™ a pour code (a1az—anag)-

Pour tout n > 0, z et z(™ sont dans ¥,, o--- o ¥, (I%); alors
8(z, (™) décroit vers 0 quand n tend vers +oo. Donc 1’ensemble Per(T')
des points T-périodiques est dense dans (|5 T~*(E) qui est lui-méme

dense dans I%. []

REMARQUE. — On prend ag uniquement pour étre siir que les suites
périodiques obtenues soient admissibles.

Cette proposition permet de montrer le lemme suivant :

LEMME 2.10. — Pour tout = de I¢, I’ensemble

F, = lim {\I»'a1 o---0W, (), (a1,...,an) estle
n—0o0
début d’une suite de S }
est égal a I¢. On en déduit que si une fonction holomorphe définie sur un
domaine Q de C2, Q contenant I%, est nulle sur Fy, alors elle est nulle

sur Q.
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Preuve.— Si y est un point T-périodique, il existe une suite de longueur
minimale r > 0 d’éléments de A, telle que

Uo,0:--0¥, (y) =y.

Cette fonction est une contraction de (I%,8). Alors d’apres le théoréme de
points fixes pour les contractions on a : pour tout z de I%,

lim (¥g, 0+ 0¥, )" (z) = y.

n—oo

Ainsi pour tout z C I%, on a Per(T) C F,. Mais Per(T) est dense dans I¢,
F, est un fermé dans I¢; donc F, = I?. ]

2.3. Existence d’une partitition markovienne finie.

Dans ce paragraphe, on va montrer que 1" admet une partition marko-
vienne finie. On rappelle d’abord [Ma] :

DerFmNITION 2.11. — On dit que la partition (Wo),ee de I¢ est
markovienne pour T si elle vérifie les deux conditions suivantes :

(C1) Pour tous o de &, a de A4, on a lalternative suivante :

o il existe un unique o, dans & tel que ¥,(W,) C W, , N K,;

b wa(Wa) CcR" \ Im.

(C2) Pour tous o,0’ de @, il existe des suites de longueur finie r,
(@i)1<i<r d’éléments de Aq et (0;)1<i<, des éléments de & tels que :

op=0" e Y,0-0¥, (W,)CW,, ou 1<€<r

Soit B4 le groupe des permutations de l’ensemble {1,...,d}; pour
tout ¢ de B4, on note :

W, ={zel, 0<z,0) < <ap(q) < 1}.

Alors on a :

PROPOSITION 2.12. — La partition finie I¢ = |J W, est une partition
markovienne pour T'. €GBy

Preuve. — On note
\I/a(:r) = (X07X17' .. aXd—l) )

ar +x
Gk T Tk pour k < d. On fixe a
Tqg+ ad

dans Ay, o0 dans &, et = dans W,,. La démontration de (C;) repose sur
les quatre remarques faciles suivantes :

on pose xg = 0, ag = 1. Ainsi on a Xy =
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(R1) S’il existe 1 < k < d— 1 tel qu’on ait & la fois ax = aq et zx > z4
alors :
U, (W,) c RE\ 14

On exclut ce cas par la suite.
(Rz) Sipour 0 < k < d,
ar =0 alors Xj < X,

ar >0 alors X< Xg.

(R3) Sipour 0 < k#i<d,onaag < a; alors X < X;.

(Rq) Sipour 0 < k # ¢ < d, on a ax = a;, on ne peut comparer X;

et Xj que si on sait comparer z; et 5. On a z; < zx = X; < Xi.
On en déduit donc que l'ordre des (Xi)o<k<d—1 dépend fortement des

(ak)o<k<d—1 et dans un second temps de P'ordre des (zx)o<k<d—1-
Si les a; sont deux & deux distincts, il existe une unique permutation
o, de B4 telle que a,, (o) < -+ < ag,(q—1) et donc Uo(W,) CW,, N K,.
Si certains des a; sont égaux, il existe une unique permutation o, de &4
qui réalise 'ordre lexicographique :
Og,(0) S+ < Ao, (d-1)

= Zou(k) S oy (k+1)-
et aaa(k) = aaa(k+1) } (k) 7a( )

On a donc ¥, (W,) C W, N K,.

Pour montrer (Csg), on fixe o et ¢’ dans &,4. On suppose que ¢’(0) = k.
On note 7 le (k+1)-cycle (¢7(0),...,0'(k)) et o9 = Too’. On passe de W,
a W,, par ¥, ol a est I’élément de A, qui est déterminé par :

Ugo0) =0 =1, @gou) =1+ 1 pour : <d, aq=d+1.
On a alors
1< Aoo(1) < - 0 < Qoy(d—1) < Ad = d+ 1.

Donc ¥,(W,) C W,,. On passe de W, & W, par U, oltbg = 1, by () = 0
si 0'(i) < k et byr(;y = 1 si 0’(i) > k, bg = 2. L’action de ¥}, sur z C W,
est de replacer le 1°* terme & la place k dans ¥, sans changer 'ordre des
autres. On a alors

0< Xp) <+ < Xoray < 1
et donc Wy 0 W, (W,) C Uy(Wy,) C Wy, []

2.4. Extension au domaine complexe.

Les ¥, sont des homographies, on peut donc les étendre au domaine
complexe; en fait on a :

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



112 A. BROISE

ProposITION 2.13. — II existe un domaine 2 de C% qui est borné,
conveze, fermé et qui contient I¢ et un domaine Q, strictement contenu
dans Q tel que pour tout a de Ag, le prolongement naturel de U, en une
fonction holomorphe sur Q2 vérifie

T, () cc

Preuve. — Cette proposition est en fait un corollaire de la Proro-
sITION 1.2. Le fait que les ¥, soient des homographies permet de travailler
avec les espaces vectoriels et ensuite de passer aux espaces projectifs
associés et ensuite de complexifier.

On définit les cones D; et D les cones de R4+ qui ont pour base D,
et D.Ona: ~

D, = {(/\x,)\) tAERz € Dl},

D ={(A\z,)): A € R,z € D}.

Le cone 1~)1 est contenu dans D. Le cone D est envoyé dans 51 par la
famille de transformations linéaires M, car

Mo(Az,A) = (Azn + an) (Vaz,1).
On passe alors aux ensembles complexifiés. On pose :
O1=D1+iD;, Q=D+iD.

On prolonge naturellement les transformations M, au domaine complexe,
on en déduit M,Q C Q; C Q pour tout a de Ag.
Maintenant, on passe aux espaces projectifs; on pose :

Q= Fc(ﬁ), Q= WC(ﬁl)a

ol 7 est la projection :

Z1 Zd
(s1,s2an) € €81 s (Zo P ) e,
2d+1 Zd+1

Soit ¥, le prolongement naturel de ¥, au domaine complexe. On a
¥, =mc o M,.

On en déduit donc que
V. (2)CcQ C.

Il reste donc & démontrer que 2 et ; sont des domaines convexes,
bornés, fermés de C™ et qu'’ils contiennent I¢.

TOME 124 — 1996 — ~n° 1



FRACTIONS CONTINUES MULTIDIMENSIONNELLES ET LOIS STABLES 113

Par définition de ¢ on a :

Az +ipy
=4 —"< .
{ )\+w,)\ER,,uER,x,yED},

on remarque que

Az +ipye N+ pPye 0 Ay

At X2+ 2 +z)\2+l~t2

(yk — zx)
est un élément de

[k, Br] +i[_%(ak + Br), %(ak + Br)].

ATy + Tpys

Comme les
A4ip

a alors :

ne dépendent que des coordonnées d’indice k, on

Q= ([—al,ﬂl] +i[—3 (1 + B1), %(az—kﬂz)])
X e X ([—ad,ﬂd] +i[— 1 (aq + Ba), %(ad-{-,@d)])

olag=73 et By =K.

Ce qui conclut la preuve de la PropPosITION 2.13. []

ProrosiTiON 2.14. — Pour z et y dans §2, on définit :

§(z,y) = |log|(1, J,z,y)||

ou I et J sont les intersections de la droite xy avec le bord de Q2. La
fonction § est la distance de Hilbert associée a Q); surQ1, § est équivalente
d la distance euclidienne. Alors pour tout x, y de Q, pour tout a de Ay
on a:

§(Voz, Uay) < p'é(z,y)
ot
P =th(5A") et A= sup 6(z,y).
T,yeN

La preuve de la PROPOSITION 2.14 est exactement celle de la PROPO-
SITION 2.4.

REMARQUE. — La restriction de & & I¢ est la distance § définie au 2.3.
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2.5. Comportement asymptotique du n-iéme reste T"zx.

Dans cette partie, on cherche a étudier le comportement asymptotique
du reste T"z quand z est uniformément réparti dans I¢. Cela revient &
étudier le comportement asymptotique de la suite de mesures (mo7™),5¢.
On va montrer qu’il existe une unique fonction h : I¢ — I¢ strictement
positive, holomorphe sur chacun des W, telle que la suite de mesures de
probabilité (m o T™),¢ converge vers la mesure de probabilité u = hm.

Pour faire cela, on va démontrer qu’il existe une unique mesure de
probabilité invariante par T et absolument continue par rapport & la
mesure de Lebesgue m. On la note u = hm et on vérifiera ensuite que h
a bien les propriétés indiquées.

On va passer par l'intermédiaire de ’opérateur de Perron-Frobenius ®
car les fonctions propres associées & 1 donnent les densités des mesures
invariantes par T'. On s’inspire des travaux de D. Mayer pour faire I’étude
de ®. On donne une nouvelle preuve de ’existence de u = hm car le fait
que T admette une partition markovienne finie simplifie la démonstration
de [Mal.

L’opérateur de Perron-Frobenius associé a T' est défini par la relation

(@f,9)m = (f,90T)m
ot f € LY (I%), g € LL(I9) et

(b= [ 1-gam.

Comme T est une transformation dilatante, pour tout f € L1, (I%), on a :

Of(z) =Y f(¥ez)|det Wyz|lrk,(z) = (—xﬁ%m{a(x).

a€Ay a€A4

L’opérateur ® est difficilement manipulable, a4 cause des indicateurs, par
exemple; il ne préserve pas les fonctions continues; comme 7" admet une
partition markovienne finie, on va pouvoir passer en dimension supérieure
(finie) pour faire la décomposition spectrale de ®. On va construire
Popérateur d associé a ®, c’est lopérateur de transfert ou de Ruelle
Araki [Ma] associé & T. Pour faire cette construction, I'important est de
remarquer :

PROPOSITION 2.15. — Soit f un élement de L. (I%). On peut tou-
jours considérer f comme un vecteur (fo)oee, de [l,ce, Ll (W,).
Réciproquement, tout élément de [],ce, Lm(Wo) peut étre considéré
comme une fonction de L% (I%).
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On notera :

LLa® < [ LhW,) et [ LL(W,) < LL(19).
cEGy TEB,y

Preuve. — Si f est dans L}, (I¢), alors pour tout o de &g, la restriction
fo de f & W, est dans L. (W, ). On associe alors & f le vecteur

w(f) = (fo)cre@d

de T[] LL(W,). Réciproquement, si (f;)sce, est dans [] L% (W,),
0EBy oEBy

alors
= > folw,(z)
ocEBy
est dans L}, (I%). []

Comme la partition I¢ = Uaeed W, est markovienne pour 7', on peut
faire la méme construction pour l'opérateur ®.

ProposiTION 2.16. — Pour tout 7 de &4, pour tout  de W,, on a :

(q)f) Z (zd + )d+1 f.,-a(‘I’a.I,')

a€A

: d d\ 7d
oﬂA(T,a)z{(l) SZ_‘P“(I)CR \1 et 7, =71 st A(T,a) =0.
sinon

Preuve. — Si = est dans W, on a :

(@f)+(z) = (2f)(x)1w, (z)
= Ml’fka(ﬂﬂ)lwf (z)

(.’L‘d + ad)d“

a€Ay
1
_ agd FrETTY [U;;d fo (Vo) lw, (Ya2) 17, ()1w, (2) .

Comme la partition (W, ),ce, est une partition markovienne pour T et
comme :

lw, (Yoz)l7K, (2) = 1w, (Vo) 1k, (Voz) = 1w, 0k, (VaT),
lw, (z) = 1y, (w,)(¥az),
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on en déduit que :

> fo(Var)lw, (Vaz)lrk, (Vaz)lw, (z)
ge®,
’ B {o si U,(W,) C RI\I4,
fra(Woz) si ¥, (W,)Cc W, NK,
On pose alors
; d\ 1d
A(r,a) = {0 si Uo(W,) C R4,
1 sinon
et
To=7 si A(r,a) =0.
On peut alors écrire :

@), @) = 3 20D ¢ (w0 [

d+l
T4 a
a€Ay ( + d

L’étude de ® revient donc & ’étude de 'opérateur « vectoriel » précédent :
fr— ((«pf)a)ae% =w(®f).

Maintenant on remarque que (®f), est dans L. (W,). Pour avoir
une étude plus systématique et pour que tous ces opérateurs soient
définis sur le méme espace fonctionnel, on va les prolonger au domaine
complexe 2. On remarque d’abord que pour tout a de Ay la fonction
z € Q — (z4+aqg)" %D € C est une fonction holomorphe qui ne s’annule
pas sur Q; de plus,

) Z ‘ i tag + 1) + 1 d-1
(za + ad')dﬂ (e~ )it

a€Aq4 a=1
est uniformément bornée sur 2. On pose alors

HQ) = {f =(fs)oes, : fs : 2 = C est holomorphe bornée sur Q2 }.

On le munit de la norme || f|| = sup,¢g, SUP,cq |f-(2)| qui en fait un
espace de Banach. On pose :

DEFINITION 2.17. — Pour tout f de H(Q), pour tous = de Q, 7 de &4
on pose :

@@=y 20D g,

a+1
i (Tq + aq)

Alors ® préserve H (9).
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L’étude spectrale de <I> donne beaucoup de renseignements sur ®. En
effet, on peut passer de H (Q) & L} (I?) par I'opérateur s suivant :

DEFINITION 2.18. — A toute fonction f : (f5)oece, de H(R), on associe
la fonction x(f) de L% (I?) par la formule suivante : pour x dans I¢,

(kf)(x)= Y folx)lw, (z) = fr(x) si z est dans W...

gEGy

L’opérateur & est un opérateur linéaire borné de H (1) dans L} (I%) de
norme 1 car k1 =1 et si f est dans H(Q),

Z/ Imf z)|dm

gEGy

-y / \foldm < £

cEGy

£l = [, |f(@)]dmio)

Pour passer de 33 ®, on utilise le lemme suivant :
LEMME 2.19. — Pour tout f dans I-AI(Q), on a k(®f) = ®(kf).

Preuve. — Pour presque tout = dans I¢, il existe un unique 7 dans 4
tel que = appartient & W... Alors :

K@) = @1)r(@) = 3 —0D _p ().

T g a1
s (xqg + aq)

Si A(7,a) = 1, il existe un unique 7, tel que ¥,(W,) C W, N K,. Si
A(1,a) =0, on a ¥, (W,) Cc R¥\I% On a donc :

A(r,a) fr,(Yaz) = (£f)(Vaz)lrK, ().

Donc

K@@ = S e (5f)(Va2) 7k, (2) = B(5f)(2). []

d+1
ac€ Ay (md + ad)

Conséquences. R

Si f est dans H(Q2) et est une fonction propre de ® associée & A, si
kf # 0, alors k f est une fonction propre de ® associée & A. En particulier si
une fonction h de H () a toutes les composantes holomorphes strictement
positives sur I¢ et vérifie ®h = Ah alors A = 1. En effet kh n’est pas nulle,
on a donc ®(kh) = Akh. On integre, on trouve

/ ®(kh)dm =X | khdm
Ié Id
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donc A =1 car
®(kh)dm = [ khdm #0.
Id Id

On va démontrer qu’il existe une telle fonction propre h pour ®. Pour
cela on va utiliser une généralisation du théoréme de Frobenius, celle
par exemple de Krasnolselskii [K, p. 75 et suivantes], voir aussi Krein
et Rutman [K-R].

On rappelle d’abord quelques définitions. Soit B un espace de Banach.
On dit que K C B est un cone s’il vérifie les trois conditions :

o K est fermé dans B,

e u,v € K, a,8 € Ry impliquent au + v € K,

e u € K et —u € K impliquent v = 0.

On dit que K est un cdne reproductible de B si chaque point de B est
la différence de deux points de K.

Quand B est muni d’un cone, on en déduit une relation d’ordre sur B :
u<v<=v—uckK.

Soit ug un point de l'intérieur de K ; on dit que l'opérateur £ : B — B
est ug-positif relativement au cone K si :

VieK, f#0, Ja,0>0, Ip e N*: fuy <LPf < auyp.

On peut alors énoncer le théoreme qui servira par la suite :

THEOREME 2.20. — Soient B est un espace de Banach, K un cone
reproductible d’intérieur non vide de B, ug un point intérieur ¢ K, £
un opérateur de B dans B, ug-positif relativement au cone K et compact.
Alors L admet exactement un vecteur propre h qui appartient d Uintérieur
de K, associé a A1 > 0. Le nombre \; est une valeur propre simple de L,
en module strictement plus grande que toutes les autres valeurs spectrales
de L.

On pose (avec D = QNRY) :
B ={fe H(Q) : chaque fo est réelle sur D}.
L’ensemble B(2) est un espace de Banach quand on le munit de la norme

[l = sup sup|fs(2)|
gEBy 2zEN
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et on a .
H(Q) = B(Q) +iB(Q).
On définit :

K = {f € B(Q) : chaque f, est positive sur D}.

L’ensemble K est un coéne de B(2) d’intérieur non vide et reproductible.
On remarque que ® préserve I’espace B(2). De plus on a :

PROPOSITION 2.21. — ® est un opérateur compact de B(Q).

Preuve. — 11 suffit de montrer que de toute suite bornée (f*))xsg
d’éléments de B(f)), on peut extraire une sous-suite convergente de
(@ f*)) 0. Pour tout 7 de B4, pour tout z de , on a :

o) £ 3| A0 o
a€Ay

<) Y | |

a€Ay

Mais pour tout z de 2,
(7,a) (7,a)
Z'zd-l—ad‘“'ll Z'——+a d+1)l M < co.

Comme la suite f*) est bornée dans B(2), on en déduit que la suite
(((I; f®)) k>0 est une suite de fonctions holomorphes sur Q (réelles
sur 2 N R™) et uniformément bornée sur Q. Le théoréme de Montel [Mo]
entraine alors I’existence d’une sous-suite ((‘fJ £*9)),)j>0 qui converge uni-
formément sur 2. Comme &, est fini, en répétant d! fois ce procédé, on en
déduit I'existence d'une sous-suite (<I> F%9),50 qui converge dans B(Q). [

PROPOSITION 2.22.— L opérateur ® : B(2) — B(Q) est un opérateur 1-
positif relativement au cone K. Ici, 1 est la fonction de K qui est constante
et vaut 1 sur toutes ses composantes.

Preuve. — Pour montrer que d est un opérateur 1-positif, on doit
prouver que pour tout f # 0 de K, il existe deux réels a et § et un
entier p non nul tel que :

0<B<If<a.

Cela revient donc & montrer qu’il existe un entier p non nul tel que or f
appartienne a l'intérieur de K.
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En effet, si g est a 'intérieur de K alors pour tout 7 de &4, pour tout x
de D, on a g,(xz) > 0. L’ensemble D est fermé et g, est une fonction
continue; il existe donc deux réels ay et B2 tels que :

0<Br<gr <o

On va le faire par ’absurde mais d’abord, on remarque que si un point g
de K n’est pas a l'intérieur de K, alors il existe 7 dans &, et  dans D tel
que g-(z) = 0. Soit f # 0 fixé dans K ; on suppose que pour tout p > 0,
P f n’est pas a l'intérieur de K. Donc pour tout p > 0, on suppose qu’il
existe 7(p) et z(p) tel que :

(#9), 4 (a0) = 0.

Par récurrence, on a :

(B f)r(z) =) |det(¥a, 00 T,,) ()|
a1-apEAg
x A(T,ap, ..., al)ffap__,‘Ijl (Ug, 000, )

ou
A(T,ap,...,01) = A(T,ap)A(Ta,, 0p—1) - - - A(Tap-ap_y»01)
et Tapa; = (Tap-az)a,- Comme f est positive et comme d est un

opérateur positif, si (@’ )+ (x(p)) = 0, on en déduit que pour tout
(ai,...,ap) de A% tel que A(T,ap,...,a1) #0,0ona:

Frap oy (Way 0= 00, ) (x(p)) = 0.

Soit z quelconque dans I¢; comme z est dans chaque Fep), il existe
()

donc une suite (a;

)i>o telle que
A(T(p), al(;”), ceey agp)) =1,
i g -0V, (019) = =

Soit € > 0 fixé; par analycité des f,, il existe po > 0 tel que p > po
implique :

frw @ (‘I’agm ooV m @®) = fr o o (Z)‘ <€
a/p al ap a

1

Donc :
p>po = |ffa(p),,,a<p) (2)] <e.
P 1
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Mais comme (W;);cs, est une partition markovienne pour T, la
permutation 7 L) (p) parcourt &; quand p > pg. Donc pour tout o
P

de &y, la fonctlon f.7 est nulle sur F ) ; donc f est nulle sur © d’apres

le LEMME 2.10, ce qui contredit ’hypothése et donc P est 1- positif
relativement & K. On peut alors appliquer le THEOREME 2.20, on en
déduit alors lexistence d’une valeur propre A; > 0 pour ®. Le nombre
A1 est une valeur propre simple et en module strictement plus grande
que toutes les autres valeurs spectrales de <I> A1 est associée a h qui est a
I'intérieur de K. On en déduit alors que A\; = 1 et qu'il existe une fonction
h de L} (I%) qui est holomorphe sur chacun des d! morceaux (W,),ce,
et qui est strictement positive sur I¢ vérifiant ®h = h. h étant définie &
une constante multiplicative pres, on peut toujours la choisir de fagon &
avoir [;,hdm =1. []

Conséquences.
Dans toute la suite, on note :

HQ)={feL,(I%:3geH®), f=nrg}.

Une des premiéres conséquences du résultat précédent est la proposition
suivante :

PROPOSITION 2.23. — Pour tout t de I¢, pour tout n > 0, on a :
|mT™(0, ] — [0, 4] <

ou T < 1 est le module de la deuxieme plus grande valeur propre de ®
dans H(SQ).

Preuve. — On a :
mT™0,t] = m{z : T"z € [0,11] x -+ x [0,2q)} = m[Ljg,yy 0 T"]
=(LlpgoT),, =(2"(1),1p4),,

par définition de ® car 1jo; est dans Lo(I%) et 1 dans L}, (I9). De plus,
comme la fonction 1 est dans H(2), on en déduit que :

®"(1) = p(1)h + R™(1) = h+ R™(1).
Alors
|mT™[0,t] — ul0,t)] = |m(Lj0,y - R™(1))| < ||R*(1)|| < 7|1 =77,

car R est un opérateur de rayon spectral r < 1 out r est le module de la
deuxiéme plus grande valeur propre de ® dans H().
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Une autre conséquence du résultat précédent est que le systéme dyna-
mique (T, ) est mélangeant dans H(f2), pour les mémes raisons que dans
la PROPOSITION 2.23, on a pour f et g dans H(Q)

|m(f o T™ - g) — u(f)u(g)| < "I £1l - lgll-

Alors, comme H(f) contient au moins toutes les fonctions polynémes
sur I, on en déduit par densité que pour tous A, B de B

lim_ p(T"(4) 1 B) = p(A)u(B)
et donc pour tout f,g de L (I%)
lim p(f 0T g) = u(f)u(g)-

REMARQUE. — Le passage par densité fait perdre la vitesse de mélange
dans L2 (1%).

On a ainsi démontré le théoréme suivant :

THEOREME 2.24. — T admet une unique mesure de probabilité, inva-
riante, absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue y = hm,
ot h est une fonction qui ne s’annule pas sur I¢, et pour tout T € &gy, la

restriction de h a W, est la restriction d’une fonction holomorphe, bornée
sur ), positive sur D. ® n’admet pas d’autre valeur propre de module 1.

Comme h ne s’annule pas sur I¢ on peut normaliser 'opérateur de
transfert, on pose pour tout ¢ de LIIL(I )

Py ®(ph)

h

C’est-a-dire, quand on regarde les restrictions aux ensembles (W, ) cs,,
si x est dans W, :

(Pp)-(z) = > pr(x,a)pr, (Vo)

a€Ay

avec
A(r,a)  he (Paz)

g+ ag)®*tt  hr(x)
L’opérateur P est alors markovien sur H(f2), il n’a que 1 comme valeur

propre de module 1 associée aux constantes et il admet dans H(f2) la
décomposition spectrale suivante

Py = (p,1), + R(p)

o (p,1),, = [;4 phdm et ol R est un opérateur borné de H(S2) de rayon
spectral r < 1 et R(1) =0, (Ryp,1), = 0.

pr(z,a) = (
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REMARQUE. — La fonction h n’est pas analytique globalement. Pour le
voir on va montrer que h n’est pas continue au passage de W, 4 W, ot e
est 'unité de &4 et o la permutation (d,p) ol p < d.

Si z est dans W, 7 dans &4, alors

h(z) = h-(z) = Z _Alma) hor, (Woz)

d+1 ""Ta
aEAy (ﬂ?d + aq)
ou par définition

0 si¥,(W,)cC R? \ Id
1 sinon.

Atra) = {

D’apres la preuve de la ProposiTION 1.12, A(7,a) = 0 ’il existe k < d
tel que
ar =aq et x> x4.

On en déduit donc que

A(e,a) =1 pour tout a de Ay,

A(o,a) =1 sauf si a vérifie ap = aq.
Par définition, 7, réalise I’ordre lexicographique suivant :

Arp(0) S0 S Ary(d=1) 0 Qr (k) = Qry(kt1) = Trg(k) < Trp(k+1)-

On en déduit donc que o, = e, pour tout a de Ay tel que a, # aq.
On prend z dans W, et =’ dans W, tels que &/, = x4 = t; alors :

h@) — (@) = he(z) — ho(2)
= Z haa(waz)_haa(waxl) + Z hea(q’ax)

d+1 d+1°
(t+ aq) R G )

a€Ag:aq#ap

On fait alors tendre x et z’ vers y € W, N W, avec yq4 = t; le premier
terme tend alors vers 0 car h,, o ¥, est continue et car la série converge
normalement. Comme pour chaque 7 de &4, la fonction h, ne s’annule
pas et est continue sur chaque W, qui est compact, il existe donc m, > 0
tel que h,(z) > m,. L’ensemble &4 est fini, donc m = inf,c@, m, est
strictement positif. Alors :

e (ad
> =
(t+add+1— mz t+add+1 Z (ad+td+1

a€Ag:aqg=ap a€Aq4: ad—ap

\Y

> 1
mz (ad+1) > 0.
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Ainsi : li /
im h(z) —h .
dim (@) = b)) >0
o' €W, ,z’ >y
yeEW.NW.-
Dans le cas d = 2, la fonction h est analytique par morceaux avec

exactement deux morceaux, sinon il y a au plus d! morceaux. On ne
connait pas la valeur explicite de h sauf dans le cas des fractions continues

classiques :
d=1, hlz)= — .
7 "~ log2 14z

3. Algorithme de Jacobi-Perron et lois stables symétriques

Soit & un multi-indice tel que

d
#= e}
i=1

Le but de cette partie est de démontrer la convergence des sommes

-1
1~ 15 .
;LES" =3 Z(—l)kai‘(:c) ou a*=af"a3? --ay?
k=0
vers une loi stable symétrique de parametre 3 = & ! quand z est

uniformément réparti dans I¢. On va faire cette démonstration par I’étude
spectrale d’opérateurs. Par souci de simplicité, on a choisi une somme
alternée : cela permet de ne pas tenir compte des moyennes et d’obtenir
des lois stables symétriques. La démonstration est alors plus facile car une
loi stable symétrique v est définie par son parametre 3 et par la constante

C = lim t°u[t, 0]
t—o0

tandis qu’une loi stable (non symétrique) est définie par trois coefficients
(cf. [Br], [F] ou [L]). Mais on aurait trés bien pu faire cette démonstration
dans un cadre plus général (voir [G-L]) pour le cas des fractions continues
«classiques ». D’aprés la méthode des fonctions caractéristiques de Paul
Lévy, il suffit de montrer que :
! S
lim exp (zt——ﬁ) dm = e~ It/elB,
na

n— o0 0

On remarque que si P est ’adjoint d’une transformation 7 par rapport

a la mesure p et si Py est opérateur perturbé de P par rapport a
n—1

f: Px(p) = P(eM - ) alors on a, avec Sy, f = Zfork :
k=0

(90 . 0,1), = (PR(9), 1) = (P (P57 - ), 1),.
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A cause du changement de signe, ’étude de T' et de P ne suffit pas.
C’est pourquoi on va construire un nouveau systéme dynamlque (X,T, )
qui permettra I’étude des sommes S La transformation T sera telle que

n—1

= Zfofk ou f(z) = a*(z).

k=0
3.1. Construction de (X,’f’, n) et de p.
On pose X = I¢ x {~1,1}; on le munit de la tribu produit
B=B®{0{-1,1},{-1},{1}}.
Sur (X, g), on met la mesure produit
p=p® %(51 +6-1).
La mesure de Lebesgue sur X sera notée
M=m® L (61 +6_1).
On définit alors la transformation
T: (z,€) € X —> (Tz,—€) € X.
La mesure i est T-invariante car
A(T(Ax 0) = A(TA x (-0))
= w(TA)(5 (61 +6-1))(=0C)
= u(A) (3 (61 +6-1))(C) = a(A x C).
On prolonge alors f &4 X par
f:(z,e) € X — ef(z) = f(z,e) €R.
Alors

n—1
Snf(z,€) = ZfoT (z,€) = Zf(T’“:z:,(—l)ke)
=0
_EZ( 1)*f(T*z) = €Sy (z).

Ainsi I’étude de 'opérateur T et de son adjoint P donnera des renseigne-
ments sur les sommes envisagées. L’adjoint P est défini par :

p e LL(X),v € LX), (p, ¥ o T)z = (Pp, ¥

On a le résultat suivant pour P:
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PROPOSITION 3.1. — Pour tous ¢ dans L} ( ), T de &4, x de W, et
e de{-1,1}, on a:

(Po)r(z,6) = Y pr(,0)pr, (Voz, —¢)
a€EAy

ot - (-, €) désigne la restriction de o ¢ W, x {e}.

Preuve. — L’égalité de définition de P donne pour ¢ dans L} (X ), ¥
dans L (X),

| @ —0uTe naue) + [ of@ 0oz -1 au)
- /1 Pl 16z, 1) dia) + / Pole, ~1)(z, ~1)du(a).

En particulier pour tout ¢ de L3°(X) vérifiant (-, —1) =0 on a:

[, et =00 1) dua@) = [ Pola 1v(z,1)duto).
Id 7d

Comme les fonctions ¢(-, —1) et ¢(-, 1) sont dans L;,(I%) et comme (-, 1)
est dans L5 (I?), on en déduit que :

Pp(z,1) = Plp(- 1)) (@).

Par symétrie, on a aussi Po(z,—1) = P[p(-,1)](z). Ce que I'on peut
écrire, si z est dans W, et € est dans {—1,1}

(Po)r(@,6) = 3 pr(@, a)pr, (Taz, —¢). ]

a€EAg

Maintenant, on note :

={f=UC10,f(,-D)) € LX) : f(,e) € HO)}.

C’est un espace de Banach quand on le munit de la norme :

”f” = Supee{—l,l}”f('ve)“
ol
“f(,ﬁ)ll = SuPTE@d SupméWr'fT(mae)l'

La décomposition spectrale de P sur H (2) est donnée par :

TOoME 124 — 1996 — ~° 1



FRACTIONS CONTINUES MULTIDIMENSIONNELLES ET LOIS STABLES 127

PROPOSITION 3.2. — P envoie H() dans H (Q). En outre, P admet la
décomposition spectrale suivante dans H(Q) :

]390 = <QD, 1>ﬁ + (QO, 5>ﬂ6 + ﬁ(‘P)
ot R est un opémtsur borné de H () qui est de rayon spectral pg < 1 et
qui vérifie R(1) = R(e) = 0, (R(y), 1)z = (R(y), €)5 = 0.

Preuve. — On peut voir P comme un opérateur sur H () x H(Q) :
P:o=(p(,1),¢(,~1)) — Pp = (Pp(-, 1), Po(-, 1)).

Comme P préserve H(f2), on en déduit que P préserve aussi H (2). Pour
avoir la décomposition spectrale de P, on remarque que :

(90("1)’(»0("_1)) 'i’ (P(,D(',—].),P(,D(‘, 1)) 'L (P2(p(-,1),P2<p(‘,-—1))‘

Comme P? n’admet que 1 comme valeur propre de module 1 associée
aux fonctions constantes dans H (), on en déduit que P n’admet qu’au
plus —1 et 1 comme valeurs propres associées a des fonctions de H Q)
du type ul{—1} + vlc=_1} avec u et v dans R ou C. Les seules valeurs

possibles sont u = v et u = —v. Donc P n’admet que 1 et —1 comme
valeurs propres de module 1 dans H(S). Ce sont des valeurs propres
simples et Pl = 1, Pe = - —¢. On peut alors décomposer P de la maniére

suivante : si @ est dans H(Q)

P = (0,1)5 + (0, €)ae + R(p)
ou
R(p) = Ro(-, —1)1gez1} + Rp(-, 1)1 =1}

L’opérateur R est donc un opérateur Porné de H (Q), de rayon spectral
po < 1, qui vérifie R(1) = R(e) =0 et (R(¢),1)s = (R(p),€)z =0. []

3.2 Etude de l’opérateur pertubé de P.

Soit o un multi-indice tel que & = Zf 1@; > 5. On définit alors f
sur X par f(z,€) = ea(z)®. Soit A un réel quelconque on définit alors
Popérateur perturbé de P par Py () = P(e**f ) pour tout ¢ dans Llll(X ).
On a:
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PROPOSITION 3.3. — Py laisse stable FI(Q)

Preuve.— Soient ¢ dans H(2), € dans {—1,1}, 7 dans & et = dans W...
Ona: B
(Prp)r(z,€) = Z p-(a, x)e_i/\maﬂora (Vox, —€).
a€Aq
La série écrite est une somme de fonctions holomorphes sur 2 qui est
uniformément bornée par [|¢||; c’est donc une fonction holomorphe sur Q2
et donc Py est dans H(Q). []

PROPOSITION 3.4. — Pour tout y de |0,1] tel que ay < 1, il existe
ky >0 tel que

1Py — Pl < ky A

Preuve.— Soient ¢ dans H(f), € dans {—1,1}, 7 dans &4 et = dans W,
On a:

[[(Px— P)(¢ )] |(z,€) Z pr(z,a)le™" — 1| oy, (Taz, —€)|
a€Ay
le—z)\ea _ |
< ||<P||* > T
a€Ag

ou K = Sup, ;s h(z) et k =1Inf,cpa h(z) > 0.
Comme pour tout v €]0,1], la fonction u — sinu/u? est continue
bornée sur R, il existe donc Cy > 0 tel que :
le® — 1| < C,|u|” pour tout u dans R.
On en déduit alors que :
7P A% — 1] < Cy(a®)TIA]" < Cra” A
Si @y < 1, alors la série

o (k+ 1)1k
Z d+1 Z kd+1

a€Ag a k=

converge. Donc si v est dans ]0,1], @ < 1, alors il existe ky > 0 tel que
I(Px = P)g|| < ky A7 llell- [0

Et donc on en déduit que ’application A — P, est continue, le théoréme
des perturbations donne alors :
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ProposiTioN 3.5. — Il existe un voisinage V de A =0 et un réel v > 0
tels que si X\ est dans V, ¢ dans H(Q?), on a :

Pa(p) = kama(p) + kAmh(9) + Ralp)

ot ky et kY sont les valeurs propres dominantes de P\. Elles sont simples,
associées aux fonctions propres ey et €. Les fonctions X — kx, X\ — kj,
A ey et A €} sont continues dans V et valent 1, —1, 1 et € au point
A =0. On choisit ey et €} telles que sur V on ait

(ex, 1) = (e, e)p = 1.
7 et ™y sont les projecteurs de H(Q) sur ey et e\. Ona:
myomhy =mh omy = 0.
Ry est un opérateur borné de H () de rayon spectral p < pg < 1 qui

vérifie : B B B _
myaoRy=7\oRy=Ryom\=Ryomy, =0.

Les fonctions X\ — mx, A — 7wy et A — Ry sont continues sur V et on a :

mo(9) = (0, 1)z, mh(0) = (10, €)1, Ro(p) = R(¢p)

pour tout ¢ de H(). De plus, ky appartient a la boule B(1,r), k'
appartient & la boule B(—1,7) avec B(1,7) N B(0,p) = @ et on a les
inégalités suivantes pour tout v de |0,1[ tel que ay < 1,

llex =1 < My [A[Y,  llek — el < My A"

REMARQUE. — On fait habituellement la théorie des perturbqgions dans
le cadre analytique. En fait, I’hypothese la fonction A — P, dépend
analytiquement de A\ peut-étre considérablement affaiblie; il suffit de
prendre une dépendance continue (par exemple de classe C*, k > 0,
Holder...). En effet tout repose sur la formule de Cauchy :

1(P) = 5= [ SR, PYax

ot R(\, P) est la résolvante de P, B une courbe réguliere ayant un ou
plusieurs morceaux entourant le spectre de P et sur les théoremes de
continuité sous le signe intégral. La preuve de la PROPOSITION 3.5 est
exactement celle donnée habituellement, voir le chapitre VII de [D-S].

3.3. Comportement au voisinage de 0 des valeurs propres kj
et ki.

Dans toute la suite, on va supposer que A est dans V.
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LEMME 3.6. — On a les égalités suivantes :
ky = (ﬁ)\e)\, 1)[, = <(ﬁ,\ — ﬁ)(e)\ -1), 1>ﬁ + <f),\1, 1),1
Ky = (Paéh, )i = (P = P)(eh — ), 6), + (Pae )

Preuve. — Comme (ey,1); = 1, alors (Pey, 1)z =1 pour A dans V et

comme N o B ~
Pyey = (Py— P)(ex — 1) + P(ex — 1) + Py1,

on a le résultat voulu en intégrant I’égalité précédente. La seconde égalité
s’obtient en remplagant e par €} et 1 pare. (]

LEMME 3.7. — Pour tout y de ]0,1] tel que ay < 1, il existe C,, > 0 et
C’, > 0 tels que :

[((Px = P)(ex = 1),1),| < Gy A
[((Px = P)(eh = e),€),| < CLIAPY.
Preuve. — On a
[((Px = P)ex—1),1),| < 1P = P|| - llex = 1]I{1, 1)z < Cy AP

d’apres les PROPOSITIONS 3.4 et 3.5. []

LEMME 3.8. — On pose 8 = a ~!. Au voisinage de A =0, on a
(PL, 1)z — 1~ —AN,

(Pre,€)p +1 ~ AJNP,

avec C
s
A= ———— e C=limt’ >t > 0.
sin(Z B)T(B) Jm Culf > 1)

Preuve. — On a :
(PaL, 1) = (P(e™), 1) = (¢, 1),
(Pae, ) = (P(eMe), )5 = (M e, e0 Ty
= (eMe,—€)p = — ("M, 1);.

Comme (e*/,1); est la transformée de Fourier de la mesure image
v = f(i) au point A et comme v est symétrique par rapport & ’origine,
son comportement au voisinage de A = 0, dépend du comportement au
voisinage de t = 400 de v[t, c0].
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La mesure v est une mesure de probabilité symétrique; en effet :
vit 0] = ilf >8] = & [ulf (1) > 6 + lf(,~1) > 1]
= %M[f(,l) > t]
car f(-,—1) = —=f(-,1) et f(-,1) > 0. On a donc
(W7 (1) < =8+ ulf (=1 < )]

p’[f(v—l) < —t]
,u[f(~,1) >t] = v[t, 00].

v[-o0, 1] = B[f < —1] =

1
2
1
2
1
2

Le comportement de v[t,co] au voisinage de t = +o0o dépend donc trés
fortement de f et donc du multi-indice « choisi. Le comportement de
la transformée de Fourier d’une mesure au voisinage de 0 dépend du
comportement de la mesure au voisinage de +o00. On a le résultat suivant :

Si n est une mesure de probabilité symétrique par rapport a l’origine
et s’il existe a € ]0,2[ tel qu’au voisinage de x = +0o on ait N[z, 0] ~
C/x*, alors au voisinage de A = 0, on a H(A) — 1 ~ K|A|* ou
K = —Cr/T'(a)sin(an/2).

(Voir [Z] et le chapitre IV de [B-G-T].) La preuve du LEMME 3.8 dépend
donc uniquement de la proposition suivante :

ProposiTION 3.9. — Au voisinage de t = +00, on a :

C
pf >t~ 5
ot
c=% / (251 - 2%)?h(0,za, ..., za) dzy - dzg > 0.
cEBy W,ﬂ[z1=0]
o(1)=1

Preuve. — Soit a dans A4. On remarque que si z est dans K, alors :

Z2
ap £ — <a;+1,
z1

Zd
ag—1 < p <ag-1t1,
1

1
ag < — <aqg+ 1.
1
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On a donc

Gi(z) < f(z) < Ga(z),

Ga(z) = 2§ x5y O
On a donc si Gy > t alors G2 >t et f > t. Ainsi, on a :

Z/K hdm < Zu[Ka:a‘fl-wagd>t]

a€Ay aN[G1>1] a€EAy

< / hdm.
aez.;d KoN[G2>t]

Donc :
plG1 > t] < plf > t] < plGe > t).

On va maintenant montrer que u[G1 > t] et u[Ga > t] sont tous les deux
équivalents & C/t? au voisinage de t = 400 avec

C =Z / (1;31-~-x3d“)ﬂh(07$27-~-a$d)d$2'--dxd

ce qui achevera la preuve.
D’abord :

Gy >t z/ hdm = / hydm
uleh > 1l (el Z W,

1>1] cEBy N[G1>t]
= > / he dm
ceey Y WoNlGi>1]

o(1)=1

car W, N[G1 > t] = ¢ sio(l) > 1. On fixe 0 € &y, (1) = 1. Alors
[Gl>t]ﬂWU={x€Id:O§x1S:vg(g)g--'gma(d)glet
To o Tq adg—1 7 1 ag
() ) ()
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On fait alors le changement de variables :

T2 _ X2 e _Xe 1 1

T Xl T X1 X1 Xl
Donc

g X Xt X Xt Xy

T X 1l YT X, 1) 1T X 11

Comme x; est dans I, on en déduit que X; > 0. La condition
0<2 <%p0) - S 2gq) <1

entraine alors
OSX0(2) < SXa(d) <L

(2 (2 ) (G-
i) I T

La condition

devient o\ Xona | \a
A2 1(_01) ““(_) ‘ot
(Xl) X, x,)
donc
X1 < (X§ - X3P P,
On pose

w= (X5 X04-1)BB,

On trouve alors :
B = / hedm
WoN[G1>t]

1 Xo(d) Xo(3)
= [ X [ Xy [ aXege
0 0 0

/u 1 ( X; Xo+X; Xg+ X
0 (X1+1)d+1 7 Xi+1 X;+1 X1 +1

)Xm.

Mais comme h, est continue sur W, on a donc :

lim hg

X X1+ X X1+ X 1
Jim ( 1 1+ A2 1+ d)(

Xl-l-l7 X;+1 T X;+1 Xy +1)d+1
:hcr(oaX27"-7Xd)

pour tout 0 < X,(9) < -+ < Xg(g) < 1 fixé.
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Soit € > 0; si ¢ est assez grand, alors pour tout
0< X502 << Xo@) <1

fixé, on a :

tg/u 1 ( X1 X+X; Xg+ X
o (X1+1)d+1 Xi1+1 X;1+1 X1+1

_ ho’(OyXQ, e ,Xd)(Xla2 . ‘X‘c;d_l)ﬂ

) ax,

1 ( X1 Xo+ X1 Xd-l-Xl)
(X1 + 1)a+1 Xi+1 Xi+1 X +1
— he(0,Xo,. .., X4)|dX;

u
St"/
0

<€

X(C;d—l)

avec u = (X35! At~#. Donc en intégrant on obtient :

lim ¢# / hy dm
t—oo W, N[G1>1]

1 Xo(d) Xo(3) «
= / an(n) / an(d-l) .. /0 (Xzal .. 'Xd d_l)ﬁ
0 0
ho’(07 D CTPPIN Xd) an(2)
= / (X' X5 7)Phe (0, X2, ..., Xq)dXo -+ - dXy
W ﬁ[Xl_O}
qui est un nombre réel strictement positif car h, est strictement positif

et (X5  X7*")P est une fonction positive sur W, N [X; = 0]. On en
déduit que :

im 17 L X0i1)B
tliglot/Ghdm Z/ X34

l>t] Ue@d am[Xl—OJ
o()=1 ho (0, Xa, ..., Xq)dXs - - dXg.

. (a3 —Q
On s’occupe maintenant de Go(z) = 5" --- ;""" - 27 *

plGe >t =Y /W hy dm.

TEB, gn[G2>t]
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Sio(1) =1, on a alors :

Wan[G2>t]={l’€[d¢0_<_l‘1S$a(2)S"-vaa(d)Sl

et x; < t7P(zyr --x;‘d‘l)ﬂ}.
Alors :

1 za(d) U
/ ho dm = d.’Ea-(d) / tee / ho(x) d.Tl
W, N[G2>t] 0 0 0

u = inf{z,(y), t=P (x5 - ~x3d‘1)g}.

avec

De la méme fagon, on a :

Jim tﬂ/ hedm = (x5 -~-x3d‘1)ﬁ
—o° o WO‘ =
WorlG2>1l Nlea=0) ha (O, T2y ey xd)dmg ce d:L'd.

Sio(l) =k > 1, on a alors :

1 u
/ hydm = d:l:a(d) s / dCL’U(k)
WoN[G2>1] 0 0

ho(21,. .. Ta)dTo(1) - dTr—1)

{05z0(1)<~-~<20(k)}

avec
u = inf{xa(k+1)’ =B (xgl .. ,xsd—l):@}.

Mais comme h, est une fonction continue sur W, qui est un fermé, h, est
donc bornée par M. Alors :

1 1 1/t8 1/t#
/ hedm < M/ da:a(n) o /dxa(kﬂ) / dmg(k) s dxa(l)
W,N[Ga>t] 0 0 0 0

M
= 5

Donc :
lim tﬂ/ hodm=0 si k> 1.
W

t—oo »N[G2>t]

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



136 A. BROISE
Ainsi :
lim t?u(Gy > t] = lim tPu[Gy > t] =C
t—o00 t—o0

:Z \/VV n[ O](xgl..~$:d—l)ﬁh0(0,x2,.."xd)
ol N|Z1=

065)6:1 dzy - - - dzg.

On a alors prouvé le LEMME 3.8. []

3.4. Conclusion.

Comme @ € ], 00[ on en déduit que 3 = a™! est dans ]0, 2] et donc que
laloi de S, est dans le domaine de la loi stable symétrique de parametre 3.

On appelle loi stable symétrigue canonique de parametre G celle qui a
pour transformée de Fourier la fonction A — e~™”. On va maintenant

conclure, les LEMMEs 3.6, 3.7 et 3.8 permettent d’avoir directement le
comportement de ky et k} au voisinage de A = 0.

PrOPOSITION 3.10. — Au voisinage de A = 0, on a ky — 1 ~ —A|\|P
et ki +1~ AN,

Preuyve. — D’apres le LEMME 3.7, on a :
(P = P)(ex —1),1),| S CoA* avec y€]0,1] et @, < 1.

La majoration la plus fine est celle ou 7 est le plus grand possible. Selon
les valeurs de @, les choix de 7y different. On prend :

1 si a1,
’yaz 1—6 Si@=1,
al—e=p—€ si a<l.

ol € est un réel strictement positif, aussi petit que 'on veut. Mais comme
au voisinage A = 0, la fonction X — |A\|?7= est négligeable devant A — |A[%,
on en déduit grice aux LEMMES 2.6 et 2.8 que kx — 1 ~ A[X? et
K\ + 1 ~ —A|)X|# au voisinage de A = 0. []

On peut alors conclure sur le comportement des sommes S, f/n% et
ensuite sur les sommes S, /n®.

THEOREME 3.11. — Quand n tend vers +o0, si (z,€) est uniformément
réparti dans 1% x {—1,1} les sommes Sy, f/(A%n® convergent en loi vers
la loi stable symétrigue canonique de paramétre (3.
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Preuve.—D’apres la méthode des fonctions caractéristiques de P. Lévy,
il suffit de démontrer la convergence des transformées de Fourier des
sommes S, f/(A%n® vers la fonction § — e~ 191°
11 suffit donc de montrer que

quand n tend vers l'infini.

. i0Sy, f/ASnE _ _—9)®
nll{%o(e’ FIATRE D) = 7101,

On fixe un entier n > 0; pour tout A € V, on a la relation suivante :
(€25 1) = (25 h7h); = (PR(WTY), 1)z
= (kx)"(ma(h™1), 1>ﬁ + (k3™ (i (R, 1>;,
+ (R} (h7), 1),
On fixe 6 € R et on pose A = 0/(A*n®). La relation précédente est alors
valable pour n assez grand; on peut donc faire tendre n vers +oo et on
obtient : N
: n -1 _
nll»n;o<R9/Aa"& (A7), 1>;2 =0,

car Ry est un opérateur borné de rayon spectral plus petit que 1. On a
aussi :

nli—»ngo<7rg/A&na (h,—l), 1>/1 = nll_)I{.lo ﬁ(h~1)<e/9/A5‘n5‘ ’ 1>ﬁ<6lg/Aana’ 6)[1 = 0,
car la fonction A — e} est continue et que l'on a
<€£\, ].)m)\=0 = (6, 1),1 =0.
Comme la fonction n — (kj / aana)" €st bornée, on en déduit alors que :
Jim (kg gapa)™ (Mg azna (1), 1),=0.

On a:
(mo/aana(1),1); = (R~ "){eo/aana, 1) = 1.

B\P 0 B\n
) = lim (1- i) =19
n—oo n
On en déduit alors que :

lim (eies"f/A&"a, 1), = e~ 19 pour tout § € R

n—00

On a aussi :

im (kg/aana)" = lim (1 —A| 4

n—00 Aane

et donc les sommes

1 n—1 .
—— Z a®oT*
Aono =

convergent en loi vers la loi stable symétrique de parameétre 3. |[]
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On se rameéne alors aux sommes S,, en faisant € = 1 et on a donc le
résultat suivant :
o n—1
Sn 1 5 o )
Les sommes — = — » (—1)%aj(z) convergent vers une loi stable
n< ne k
k=0
symétrique de paramétre 3 quand = est uniformément réparti dans I®.

REMARQUE.—Sia < % , on est dans le cadre plus classique du théoréme
limite central.

ConcLusioN.—Comme dans le cas des fractions continues « classiques »
(d = 1), on en déduit que les ax(x) se comportent comme des variables
aléatoires presque indépendantes, identiquement distribuées et de « grande
taille» et de loi de type de Cauchy.

D’un point de vue statistique, le développement en fractions continues
par l'algorithme de Jacobi-Perron exige des ay «grands» au sens précisé
par le théoreme précédent.
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