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CONDITIONS QUANTITATIVES DE RECTIFIABILITE
PAR

HERVE PAJOT (*)

RESUME. — Nous donnons une condition suffisante et quantitative de rectifiabilité
pour les sous-ensembles de R™ de d-mesure de Hausdorff finie grace & des versions LY de
la fonction 8 de Peter Jones. Pour cela, nous démontrons, dans un premier temps, que
cette condition est en fait nécessaire et suffisante pour les ensembles Ahlfors-réguliers
(de dimension d) de R™, puis nous traitons le cas général en établissant des théorémes
de recouvrement par des ensembles Ahlfors-réguliers.

ABSTRACT. — We give a sufficient and quantitative condition of rectifiability for
the subsets of R™ of finite d-dimensional Hausdorff measure using L9-versions of Peter
Jones’ B-functions. We first prove that this condition is necessary and sufficient for
the Ahlfors-regular sets (with dimension d) of R™, then the general case follows from
covering theorems by Ahlfors-regular sets.

1. Introduction

Grace a la théorie de Littlewood-Paley, il est possible de relier la
régularité d’une fonction & certaines estimations L?. Un exemple simple
est le théoréme de Stein et Zygmund (voir [St] ou [StZ]) : une fonction f
de R dans R admet une dérivée en presque tout point d’un ensemble £ C R
si et seulement si en presque tout point z € F, on a

(1) flz+t)+ flz—t)—2f(x)=0(Jt]) si t—0
et

(2)

<
7 +00

Plus récemment, il a été tenté, afin de traiter certains problémes
d’analyse harmonique, de relier la géométrie d’un sous-ensemble de R™

/ }f(x+t)+f(w—t)—2f(x) 2dt
|t|<6 t

(*) Texte regu le 13 novembre 1995, révisé le 3 juin 1996, accepté le 25 septembre 1996.
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16 H. PAJOT

4 certaines estimations L2. Le but de cet article est de donner des
conditions quantitatives de rectifiabilité pour les sous-ensembles de R™ en
s’inspirant des résultats de P.W. Jones pour les ensembles de dimension 1
et de G.David et S.Semmes pour les ensembles Ahlfors-réguliers de
dimension d > 1 (voir section 2).

Soit E C R"™; par la suite, d désignera toujours un entier positif
inférieur & n (en quelque sorte, d est la dimension de F).

On note H? la d-mesure de Hausdorff.

On considere les fonctions 3, de Jones définies comme suit :

(3) fBool(z,t,E) =inf sup (M) si EN B(z,t) # 0,
P yeENB(z,t) t
(4) Boo(z,t,E)=0 si EN B(z,t) = 0.

De plus, si 1 < g < 400,
. 1 dist(y, P)\9 , .4 1/q
t,E) =inf { — —= ) dH
©  meen =g [ (D) )

ot les inf sont pris sur tous les d-plans P de R"™. Les fonction 8, mesurent
dans toute boule la qualité de 'approximation de E par des d-plans.

Soit g tel que :
(6) - 1<¢g< sid=1,
< —_— id>2.
) 1_q<d_2 sid>

Notre résultat principal est le suivant.

TukoriEME 1.1. — Soit E C R"™ compact avec HY(E) < +o0. On
suppose qu’en H® presque tout point x € E, on a les propriétés suivantes :

HYEN B(z,7r))

d IR T
(8) Oi(z,E) = ln?l%nf @)1 >0,
1
(9) / Bq(a:,t,E)z% < 0.
0

Alors, E est d-rectifiable.

(Pour la définition de la rectifiabilité, voir le début de la section 2.)

TOME 125 — 1997 — ~° 1



CONDITIONS QUANTITATIVES DE RECTIFIABILITE 17

La réciproque de ce théoréme est en général fausse, comme le montre
le contre-exemple suivant.

Soit (an)nen une suite d’entiers positifs. On considére le segment I'
d’extrémités (0,0) et (1,0) et pour tout n € N, T, formé de a,, segments
de longueur 1/(a,n?) régulierement répartis dans le segment d’extrémités
(0,27™) et (1,27™). Soit

E=PU(UI‘,,).

neEN

Alors E est compact, rectifiable, vérifie (8) et de plus

1
HYE)<1+ E 5 < +oo.
neN

Si pour tout n € N, a,, est suffisamment grand (de l'ordre de 2™), alors

pour tout z € T,
B(z,27") NTn1 # 0.

On en déduit B (z,27™, E) > % et donc

1
/ﬂoo(x,t,E)zg=oo.
On a ainsi :
1
dt
1 . 24t _ > gUT) —
H ({weE,/Oﬂoo(x,t,E) - oo})_H(r) 1.

Cependant, la réciproque du théoreme 1.1 est vraie pour les ensembles
Ahlfors-réguliers.

Un ensemble E C R"™ est Ahlfors-régulier de dimension d ou d-régulier
si E est fermé et s’il existe Cy > 0 tel que, pour tout x € F, tout r avec
0 <r<diamF,

(10) Ciord < HY(EN B(z,r)) < Cor?.

La plus petite constante Cy vérifiant (10) est appelée la constante de
régularité de E.

Les d-plans, les d-graphes lipschitziens et certains ensembles de Cantor
sont des exemples d’ensembles Ahlfors-réguliers.

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



18 H. PAJOT

THEOREME 1.2. — Soit E C R™ un ensemble d-régulier, compact
vérifiant H4(E) < +o0. Alors, E est d-rectifiable si et seulement si en H®
presque tout x € E, on a :

1
(11) /0 ﬂq(x,t,E)2—i—t < 00

Le plan de ’article est le suivant.

La section 2 est consacrée a quelques rappels sur la théorie de la recti-
fiabilité. Dans la section 3, nous démontrons le théoreme 1.1 pour les
ensembles Ahlfors-réguliers; les ingrédients principaux sont la théorie de
la rectifiabilité uniforme de David et Semmes et des arguments de temps
d’arrét. Dans la section 4, nous donnons des théorémes de recouvrement
par des ensembles Ahlfors-réguliers (propositions 4.3, 4.4 et 4.5) qui nous
permettent d’établir le théoréme 1.1 dans le cas général a partir du cas
des ensembles Ahlfors-réguliers. Enfin, dans la section 5, nous prouvons
le théoreme 1.2 (ou plut6t le sens restant).

Je tiens a remercier Guy David pour son constant soutien, ses nombreux
conseils et suggestions.

2. Rappels sur la théorie de la rectifiabilité

Soient £ C R™ et d un entier positif inférieur a n.
o On définit la d-mesure de Hausdorff de E que ’on note H%(E) par

d . . . . d. . . .
(12) HYE)= ?51;[0) [mf { zi:(dlam E)*; EC LzJE“ diam F; < (5}]

o Un sous-ensemble F de R™ est dit d-rectifiable si

ECEOU{UFi} avec H(Ey) =0
1€EN

et I'; est un d-graphe lipschitzien pour tout i € N, c’est-a-dire
I; = {m+A,-(x); mEP,}

ot P; est un d-plan de R™ passant par l'origine, P;- étant son orthogonal
et A; : P, — P:- est une application lipschitzienne.

o Un sous-ensemble E de R™ est dit purement non d-rectifiable si
HYENT)=0
pour tout d-graphe lipschitzien I'.

TOME 125 — 1997 — ~° 1



CONDITIONS QUANTITATIVES DE RECTIFIABILITE 19

Un exemple simple d’ensemble de H'-mesure finie, non nulle qui est
purement non d-rectifiable est le « Cantor quatre coinsy» (voir [Ga]). Le
lecteur voulant en savoir plus sur la théorie de la mesure géométrique
pourra consulter [Fal, [Fe] ou [Ma] (on pourra trouver dans cette derniére
référence une preuve des théoremes 2.2, 2.4, 2.5 et 2.7 que nous allons
maintenant énoncer).

Signalons le résultat évident suivant (que nous utiliserons souvent dans
les sections 3 et 4).

ProposITION 2.1.— Toute union dénombrable d’ensembles d-rectifiables
est d-rectifiable.

Il existe diverses caractérisations des ensembles d-rectifiables. On
définit les d-densités inférieure et supérieure de E en x € R™ par

(13) 0%(z,E) = limlionf(2r)_de (EN B(z,T)),
(14) ©*4(z, E) = limsup(2r) *H*(E N B(z,r)).
10

Donnons quelques résultats de densité pour les ensembles de d-mesure
de Hausdorff finie.

THEOREME 2.2. — Soit E C R™ avec HY(E) < co. Alors, en H® presque
toutz € R"\ E, on a

04(z,E) = ©*4(z,E) = 0.

COROLLAIRE 2.3. — Soient E et F deuz sous-ensembles H%-mesurables
de R™ avec E C F. Alors, pour H® presque tout x € E, on a

0%(z,E) = 0%(z,F), ©*%z,E)=0*z,F).
Le corollaire 2.3 s’obtient en appliquant le théoréme 2.2 4 F'\ E.

THEOREME 2.4. — Soit E C R™ avec HY(E) < +oo. En H® presque
tout pointz € E , on a

(15) 274 < 0"z, E) < 1.

REMARQUE. — Il n’existe pas de théorémes équivalents pour la densité
inférieure. Ainsi, il existe des ensembles compacts du plan de 1-mesure de
Hausdorff strictement positive tels que la densité inférieure est nulle en
tout point de cet ensemble (voir la remarque 6.4 de [Ma]). L’hypothese (8)
du théoreme 1.1 n’est donc pas superflue.

On peut caractériser les ensembles rectifiables en termes de densité.

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



20 H. PAJOT

THEOREME 2.5. — Soit E C R™ avec HY(E) < +oo0.
(i) E est d-rectifiable si et seulement si en H® presque tout x € E,

04(z,E) = 0*%(z,E) = 1.

(ii) E est purement non d-rectifiable si et seulement si en H® presque
tout z € E,
0¢(z,E) < 1.

REMARQUE. — L’Ahlfors-régularité est une notion différente de la
régularité au sens de Besicovitch qui est équivalente a la rectifiabilité
d’apres (i).

Soit la Grassmannienne G(n,d) qui est 'ensemble des d-plans de R
qui passent par 'origine. Pour z € R®, r > 0, ¢ € ]0,1[ et P € G(n,d), on
définit le «cone» C(z,r, e, P) par

(16) C(z,r,e,P) = {y € B(z,r); dist(z — y, P) < edist(z,y)}.

Figure 1. Le céne C(z,r,e,P) pourn=2etd=1 (¢ =sina)

Soit z € E. On dit que P € G(n,d) est le d-plan tangent en z & F si
©%(z, E) > 0 et pour tout € € ]0, 1], il existe r > 0 tel que

(17) {y € EnB(z,r); dist(z — y, P) > edist(z,y)} =0,

ce qui signifie que les points de F N B(x,r) sont dans E N C(x,r,¢, P).

La notion de tangente classique en théorie de la mesure géométrique
est la suivante : on dit que P € G(n,d) est le d-plan tangent approrimatif
enz & E si ©%(x, E) > 0 et pour tout ¢ € ]0, 1],

(18) liiIOl r—lde({y € ENB(z,r); dist(z —y, P) > edist(z,y)}) = 0.

Ces deux notions coincident pour les ensembles d-réguliers.

TOME 125 — 1997 — ~° 1



CONDITIONS QUANTITATIVES DE RECTIFIABILITE 21

LEMME 2.6. — Soit E C R™ un ensemble d-régulier. En tout point x
de E, il y a équivalence des propositions suivantes :

(i) E admet un d-plan tangent P en x;
(ii) E admet un d-plan tangent approzimatif P en .

Preuve du lemme 2.6. — Le sens (i) = (ii) est évident. Considérons
z € E tel que E admet un d-plan tangent approximatif P en z. Fixons
€ €10,1] et soit

1 € \4
1= 5 (i)
(ot Cy est la constante de régularité de E). Par définition de P, il existe
ro > 0 tel que pour tout 7 < rp, on a

(19) H%({y€ EnB(z,r); dist(z —y,P) > 100 dist(z,y)}) < nre.

Supposons qu'’il existe y € E N B(z, ) tel que

(20) dist(z — y, P) > edist(z, y).
Quitte & prendre 1 plus petit, on peut supposer
(21) 2ro < dist(z,y) < f570.
On a alors, d’aprés (10),

d
2 (808 1)) 2 5 (55) 78
(23) > 2nrd.

Or d’aprés (20) et (21), on a

(249 ENB(y, 100) c{zeEnB(@m);

. €
dist(z — 2z, P) > 100 dist(z, z)}

Donc, d’apres (19),

d <
(25) H (E”B( ’100)) o,
ce qui est incompatible avec (23); donc

{y € ENnB(z,r); dist(z —y,P) > —10—0 dist(z, y)} 0.

On en déduit que P est le d-plan tangent en x & E.

On peut caractériser les ensembles rectifiables par 1’existence de d-plans
tangents.

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



22 H. PAJOT

THEOREME 2.7. — Soit E C R™ avec H4(E) < +co0.

(i) E est d-rectifiable si et seulement si en H® presque tout x € E, il
eziste un d-plan tangent approzimatif a E.

(ii) E est purement non d-rectifiable si et seulement si en H® presque
tout x € E, il n’existe pas de d-plan tangent approzimatif a E.

Nous allons maintenant donner des critéres quantitatifs de rectifiabilité
pour les sous-ensembles de R™, en commengant par le cas de la dimen-
sion d = 1.

Afin de traiter certains problémes d’analyse harmonique (voir [J1]),
P.W.Jones a eu l'idée, pour mesurer la rectifiabilité, d’introduire les
fonctions [, (définies en (3)). Il peut alors caractériser les sous-ensembles
de courbes rectifiables, ce qui apparait comme une version géométrique
du probleme du voyageur de commerce.

THEOREME 2.8 (cf. [J2] et [OK]). — Soit E un sous-ensemble compact
de R™. Il existe une courbe rectifiable I' contenant E si et seulement si le

nombre
diam E dt
52(E):// oo, )P o 5
nJ0

est fini. De plus, si c’est le cas, on a

—é— (diam E + 8*(E)) < l}g% H'(T') < C(diam E + B*(E)).

(Ici, dz est l'intégration par rapport & la mesure de Lebesgue n-
dimensionnelle.)

Jones et Bishop ont donné une variante de ce théoreme.

THEOREME 2.9 (cf. [BJ]). — Soit E un sous-ensemble compact de R™.
S’il existe une constante M > 0 telle qu’en tout x € E,

1
/ /Boo(w7t7E) - SM7
0 t

alors E est inclus dans une courbe rectifiable T' et
HI(F) < CeC(M-J—diamE)‘

REMARQUE. — Les théoremes 1.1 et 1.2 apparaissent comme des
versions en dimension supérieure de ce résultat de Bishop et Jones.

Ils en déduisent une version faible de la conjecture €? de Carleson
(conjecture 3 de [B2]).

ToME 125 — 1997 — ~° 1



CONDITIONS QUANTITATIVES DE RECTIFIABILITE 23

TutorEME 2.10 (cf [BJ]). — Soit T' une courbe de Jordan. En H'!
presque tout point x € ', il y a équivalence des propositions suivantes.

(i) T admet une tangente (au sens de (17)) en z;

(ii) [ Boo(w,t,T)%dt/t < 0.

G. David et S. Semmes ont donné en dimension supérieure une version
du théoréme géométrique du voyageur de commerce de Jones.

Soit g vérifiant (6) ou (7) selon la valeur de d.

THEOREME 2.11 (cf. [DS1] et [DS2]). — Soit E C R™ un ensemble
d-régulier. Il y a équivalence des propositions suivantes :

(i) By(z,t,E)2dH%(z)dt/t est une mesure de Carleson sur E x R¥,

c’est-a-dire qu’il existe C > 0 tel que, pour tout ¢ € E et tout R > 0,

R
(26) / / Bq(y,t, EPd(y) S < cRe,
yEENB(z,R) JO t

(ii) E est inclus dans une surface w-réguliére .

Un ensemble d-régulier vérifiant le théoreme 2.11 est dit uniformément
rectifiable. Une conséquence évidente de la théorie de David et Semmes
est qu’'un ensemble uniformément rectifiable est rectifiable.

REMARQUE. — Le fait que E soit inclus dans une surface w-réguliere
signifie que E C 2(R%) ol z : R? — R™*! est un paramétrage «assez
régulier ». En dimension d = 1, cela équivaut a dire que E est inclus dans
une courbe Ahlfors-réguliére (c’est-a-dire une courbe vérifiant (10)).

Pour la définition exacte d’une surface w-réguliere et la preuve du
théoréme 2.11, nous renvoyons & [DS1] ou [DS2] ou le lecteur pourra
trouver d’autres définitions équivalentes ainsi que diverses applications
de la théorie de la rectifiabilité uniforme.

Nous allons maintenant donner les preuves des théoremes 1.1 et 1.2.

3. Preuve du théoréme 1.1 pour les ensembles Ahlfors-réguliers

Nous allons dans cette section démontrer le résultat suivant. Soit ¢
vérifiant (6) ou (7) selon la valeur de d.

THEOREME 3.1. — Soit E C R™ un ensemble d-régulier, compact tel
qu’en H? presque tout x € E, on a
! dt
(27) | a2 f <o

Alors, E est d-rectifiable.
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24 H. PAJOT

Commencgons par énoncer une conséquence facile d’une version locale
du théoréme 2.11 (que 'on ne démontrera pas).

ProposiTION 3.2. — Soit E C R™ un ensemble d-régulier, compact tel
qu’il existe M > 0 pour lequel en H® presque tout x € E, on ait

1
(28) /0 By(z, t, E)Z% < M.

Alors, E est d-rectifiable.

Ainsi, d’apres la proposition 2.1, pour démontrer le théoreme 3.1, il
nous suffit d’établir le résultat suivant.

ProrosiTiON 3.3. — Soit E C R™ un ensemble d-régulier, compact tel
qu’en H? presque tout x € E, on ait (27). Alors,

Ec({JE)uE

peEN*
ot HY(Ey) = 0, pour tout p > 0, E, est d-régulier, compact et il existe
une constante positive M (p) tel qu’en H? presque tout x € Ep, on ait

1
(29) /0 Bolest, B2 X < M(p).

t

Preuve de la proposition 3.3. — Soit E C R™ un ensemble d-régulier,
compact tel qu'en H? presque tout = € E, (27) soit vérifié avec ¢ = 1.
(la proposition 3.3 pour un g quelconque s’en déduit d’aprés les inégalités
de Holder).

Pour simplifier, on supposera que diam E' = 1 (la démonstration dans
le cas général est identique).

La construction des F, est basée sur des arguments de temps d’arrét.
Ainsi, pour tout p € N*, on va considérer une famille de parties @Q de F
disjointes, maximales telles que, pour tout z € @,

diam E
dt
/ /61 (.T,t, E)z_
diam Q t

est grand devant p et telles que, pour tout € E n’appartenant & aucun @,

diam E
/ Bi(z,t, E)? dt
o t

est au plus de 'ordre de p. A tous ces ensembles Q, on va associer un
morceau de d-plan Cg de taille comparable & Q.

ToME 125 — 1997 — ~° 1



CONDITIONS QUANTITATIVES DE RECTIFIABILITE 25

Soit E, ’ensemble formé des points de E n’appartenant & aucun Q et
des «plaques» Cg. On peut alors montrer que H%-presque tout z € E
est dans un E, d’apres (27), que E, est d-régulier et vérifie (29) avec une
certaine constante M (p). On utilisera ici le fait que tout d-plan P de R™
est d-régulier et que 51 (z,t, P) = 0 pour tout z € P et tout ¢ > 0.

Nous allons commencer par rappeler quelques propriétés des ensembles
d-réguliers.

LeMME 3.4 (partition en cubes dyadiques). — Soit ' C R™ un ensemble
d-régulier. Alors, il existe une famille Aj, avec j € Z, de sous-ensembles
mesurables de F' avec les propriétés suivantes :

1) Chagque A; est une partition de F dans la mesure ou F = ] Q et
QNQ =05 Q,Q sont dans Aj et Q # Q'. QEA;
2) SiQeAjetQ € Ay aveck < j, alors soit Q C @', soit QNQ’ = 0.
3) Pour tout j € Z, tout Q € Aj,
(30) Cr'279 < diamQ < C1277.

4) Pour tout j € Z et tout Q € Aj, @ contient l'intersection de E
avec une boule de rayon rq > Cy'277 que Uon notera Bg = B(zg,7qQ),
avec g € E. (La constante Cy dépend seulement de Cy, n et d.)

REMARQUE. — D’apres les propriétés 3 et 4 précédentes et la régularité
de E, on a pour tout @ € Aj,

(31) c~12794 < HY(Q) < c27794,
(pour une preuve du lemme 3.4, voir 'appendice 1 de [Da])

On peut remarquer que A = ‘UZ A; a le méme comportement que la
famille usuelle des cubes dyadiqu]ees de R<.

On supposera dans la suite que E est muni d’une telle famille de « cubes
dyadiques »

A=]Ja;
jeN

(on se restreint ici aux indices j € N, car diam F = 1).

LEMME 3.5. — Soit Q € A. Il existe (d + 1) points yo, -+, ya dans
E N B(zg, %T‘Q) tels que pour 7 =1,...,d,

1
(32) dist(y;, Lj—1) > - diam Q
ot L; est le j-plan de R™ passant par yo,...,y; et A est une constante

positive dépendant de d et de la constante de réqularité Cy de E.
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26 H. PAJOT

L’existence de (d + 1) points dans @ vérifiant (32) est démontrée dans
[DS1, lemme 5.8]. L’idée est que la régularité de E empéche les points de
ENB(zq, $5rq) de s’accumuler prés de Lj_; avec j < d.

Pour tout Q € A, on définit

(33) B1(@) = inf (o /zdist@,P)

d
(diam Q)2 Jpo diam@Q dH (y))

ou linf est pris sur tout les d-plans affines P de R et
2Q = {:1: € E; dist(z,Q) < diamQ}.

On pose :

AiQ) = Y AR
ReA
R2Q

Soit p € N*. On considere alors :
« G={QeA; fi(Q) <p};
e B={Qeg; siQ € 4y, il existe R € Ajyy
avec R C Q et B1(R) > p};
o B:{Qeg;pourtoutReAtelqueQCRalOI’SReg/g}-

Les cubes de B sont les mauvais cubes dans la mesure ot la somme de
leurs (3 est trop grande. Les cubes de B sont les mauvais cubes maximaux,
car leurs «ancétres» sont tous de «bons» cubes. On va dans la suite les
remplacer par des morceaux de plans de taille comparable. Remarquons
que les cubes de B sont deux & deux disjoints.

Soit @ € B. On va lui associer une « plaque » Cg (la construction de Cg
est indépendante du fait que Q € B, seul le fait que @ € A est nécessaire).

Soient yo, . ..,yq les (d + 1) points de Q donnés par le lemme 3.5.

On suppose @ € Aj, ol jo € N et on considére j = jo+ ¢ (ou £ € N
sera choisi plus tard). Pour tout ¢ = 0,...,d, on note Q; le cube de A;
contenant y;. D’apres le lemme 3.4, on a, si £ est assez grand,

e pour:=0,...,d,

(34) Qi C EN B(zq, 17) C Q;
o sii#4 (aveci, i’ =0,...,d),
(35) QiNQy =10;
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e pourt=0,...,d,
(36) Cr227¢diam Q < diam Q; < C?2~*diam Q,
(37) Cr22~"HYQ) < HY(Q:) < CT27“H*(Q).

De plus, tout (d + 1)-uplet (2o,...,24) € (Qo X - -+ X Qq) vérifie les
conclusions du lemme 3.5 avec une constante A différente.

Pour i =0,...,d, soit §; le centre de masse de Q; :
(38) ji = 2~ [ ydH)
w= HYQ;) Jo, Y i

On note Py le d-plan contenant §; pour ¢ = 0,...,d et Cg C Py
I’enveloppe convexe des ¢;. On a alors

(39) K 'HYQ) < H%(Cq) < KHY(Q),
(40) Cq C B(zq, %TQ),
(41) dist(Co, E/Q) > K~ diam Q

ol K est une constante positive dépendant de la constante de régularité Cy

de E, de la constante A du lemme 3.5 et de la constante C; du lemme 3.4.

((40) découle de (34) ; (41) vient de (40) et de la propriété 4 du lemme 3.4).
On définit alors I’ensemble E, par

(42) E,=E,u (| Ca)
QeB
avec

E,,:{zeE; pour tout Q € A avec = € Q, Qeg/ﬁ}.

Remarquons que pour tout z € E vérifiant (27), il existe p € N* tel que
z € E,;donc E C EgU( |J E,) ot H(E,) = 0.
pEN*

Pour terminer la preuve de la proposition 3.3, il nous reste & montrer
que E,, pour tout p € N*, est régulier et vérifie (29).

Montrons donc que E, est d-régulier et considérons pour cela z € E,
et r € ]0,diam F[. Commengons par quelques remarques.

Siz e E‘p et s'il existe @ € Btel que CoNB(z,r) # 0, alors d’apreés (41),

(43) diam Q < CKr.
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Siz € Cg (ou Q € B) et s'il existe Q' € B (avec Q # Q') tel que
Cqo N B(z,r) # 0, alors, d’apres (40) et (41),

(44) diam @’ < CKr.

Notons
I(z,7) ={Q € B; CuNn B(z,r) #0}.
On déduit de (43) et (44) que si Q € I(z,r),

Q C B(z,CKr)nE.
D’ot, d’apres (39),
H%E, N B(z,r)) < CKH*(E N B(z,CKT)).
Donc, puisque E est régulier de constante Cy,
H%(E, N B(z,r)) < C(K)Cor®.

Démontrons maintenant 1'inégalité inverse.

Premier cas : x € Ep.
Soit @ € A. On peut écrire

Q=(QnE,) (RLEJB R)
RCQ

ou toutes les unions sont disjointes. Soit

=@nE)u( | cr)

ReB
RCQ

ol toutes les unions restent disjointes car
B(.’ER, %TR) n B(CL’R/, %TR') =0

si RN R’ = ( (d’apres (40) et la propriété 4 du lemme 3.4). 1l est évident
d’apres (39) et (40) que

(45) HYQ) > K'HY(Q),
(46) Q C B(zg,diam Q).
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On considere alors Q € A tel que

1
(47) Q C B(z, 357),
(48) Q€ Ag,
ou 27k < mr < 27k+1 611 C; est la constante du lemme 3.4. Donc Q

est contenu dans B(z,r) N E,. D’oti, d’apres (45),

(49) HY(E, N B(z,r)) > HY(Q) > K HY(Q),
soit, d’apres (31),

(50) HYE, N B(z,r)) > K~'Cy'27%.
Donc, d’apres (48),

K—lCl—d—l d

(51) H*(E,N B(z,r)) > re.

= T (2000)4

Dans les cas suivants, z n’appartient pas a Ep ; il existe donc Q € B tel
que z € Cg.

Deuziéme cas : v > 2diam Q.
D’apres (40), dist(z, E) < diam Q < ir; donc il existe y € E tel que

B(y,ir) C B(z,r).

On peut alors utiliser le cas précédent en remarquant que la démonstration
reste valable pour tout point de E.

Troisiéme cas : r < 2diam Q et Cg C B(z,r).
On a alors H%(E, N B(z,r)) > H%(Cq). Donc, d’aprés (39),

(52) HY(E,N B(z,r)) > K'HYQ),
puis, d’aprés (31),

(53) H*(E, N B(z,r)) > K~*C7% ! (diam Q).
D’ot, puisque diam @ > ir,

Cl—d—l 4
ZdK T,

(54) H%(E, N B(z,r)) >
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Quatriéme cas : r < 2diam Q et Cq ¢ B(z,r).
Nous avons H%(E, N B(z,r)) > H%(Cq N B(z,r)). Donc, comme Cg
est localement régulier,

(55) HY(E, N B(z,r)) > C~1r?,

ce qui termine la preuve du fait que E, est d-régulier.

Montrons maintenant que, pour tout € E,, on a (29). Considérons
donc x € E,; on souhaite évaluer

1
I(x)=/0 ﬂl(x,t,Ep)z%.

Le but est de controler les 8, (z,t, E,) par les Bi(z,t, E).

Premier cas : x € E,.
On a alors

1
(56) /O Bu(z,t, E)2% < op.

Soit Pz ) un d-plan de R™ pour lequel

1 dist(y, P,
Bi(z,t,E) = — / _(LM dH(y).
ENB(z,t)

td t
On a alors,
1 dist(y, P,
60 esB) <y [ TR0 g
1* JE,nB(a,t) t
(58) <alz,t)+ Y bglz,t)
QEI(z,t)
avec
dist(y, P,
(59) a(z,t) = id /~ dist(y, Pa,t)) dH%(y)
t* JE,nB(,t) t
dist(y, P,
(60) ooty = g [ EHTE0) g
t CoNB(z,t) t
(61) I(z,t) = {Q € B; Co N B(x,t) # 0}.
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Remarquons que les cubes @ de I(z,t) sont deux & deux disjoints.
On a déja vu que, si Q € I(z,t), alors

(62) diam Q < CKt.
o Majoration de a(z,t) : puisque E’p CE,ona
(63) a(z,t) < pi(z,t, E).

o Majoration de bg(z,t) : soit I+ : R* — P(J;:’t) la projection or-
thogonale sur P(t £ soient Jo,...,Jq les points de @ définis par (38)
(on utilisera ici les mémes notations que précédemment). Pour tout
(TS CQ N B(.’B,t),

d
(64) dist (y, Play) = [T (3)] < C Y [T (3)]
i=0
car y est dans ’enveloppe convexe des g;. Or, pour tout ¢ = 0,...,d,

d’apres (38),

(65) |Hl(gi)| < CHd:(lQi) /Cllﬂl(z)lde(z).
On en déduit, d’apres (36),
(66) I (3)] < C(diam @)~ /Q [ (2)| e 2)

On a ainsi, d’apres (64) et (66),

d
(67) dist (y, Pz,)) < C(diam Q)™¢ ) / [Tt (2)| dH?(2).
i=0 Y Qi

D’ou, d’apres (34) et (35),
(68) dist(y, P(z,1)) < C(diam Q)¢ /Q Tt (2)[dH%(z).
Ainsi,

tgd(diamQ)_d/

’yECQﬁB(IIJ,t)
dist(2, Pz 1))
( / —— 22 4HY(z) ) dHY(y)
Z2€EQ
c / dist(z, Pa,z))
td Jo t

(69) bo(z, t) <

< dH%(z)
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((69) vient de (39)). On obtient finalement, d’apres (62),

dist(z, P,
M Y tan < | Bt Pen) qprage
QeT(m) t* Jze@; QeI t
(71) < Cpi(z,CKt, E).
Donc, si z € E‘p, d’apres (56), (58), (63) et (71), on a
! dt
(72) ] bu(a,t By S < Op.
0
Deuziéme cas : il existe Q € B tel que x € Cg. On a alors,
1
dt
(73) / Bi(z,t,E)*— < Cp.
diam Q t

On peut refaire la méme démonstration que dans le premier cas, (73)
jouant le réle de (56), en remarquant que si t > 0 est assez petit,

E,N B(z,t) = Co N B(z,t).

Donc, pour tout x € Ep,

! dt
(74) / Bi(z,t, E")ZT < Chp.
0

Ceci termine la preuve de la proposition 3.3 et donc du théoréme 3.1.

4. Preuve du théoréme 1.1

Soit ¢ vérifiant (6) ou (7) selon la valeur de d. Nous allons dans ce
paragraphe démontrer le résultat suivant.

PRrROPOSITION 4.1. — Soit E C R"™ compact avec HY(E) < +oo tel
qu’en HY presque tout ¢ € E, (8) et (9) sont vérifiés pour q. Alors,

EcEu(UE)

p>0
ot HY(Ep) = 0, pour tout p > 0, E, est d-régulier, compact et en H¢
presque tout z € Ep, on a

1
(75) /0 Bq(z,t, Ep)z% < 00.

Le théoréme 1.1 est une conséquence du théoreme 3.1 et de la proposi-
tion 4.1. On va d’abord se ramener au cas des ensembles s.r.s.
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On dit qu’un ensemble F' C R™ est s.r.s. (semi d-régulier supérieure-
ment) 8'il existe Cy > 0 tel que pour tout z € F, tout r € |0, diam F1,

(76) H*(F N B(z,r)) < Cor®.

PRrOPOSITION 4.2. — Soit E C R™ compact avec H¥(E) < +oo tel
qu’en H? presque tout x € E, (8) et (9) soient vérifiés pour q. Alors,

EC EyU (UE,,)

p>0

ot H4(Ey) = 0, pour tout p > 0, E,, est s.r.s, compact, et en H% presque
tout = € E,, (8) et (9) sont vérifiés pour q.

Preuve de la proposition 4.2. — Pour tout p € N, on définit
E,={z € E; pour tout r € ]0,diam E[, H*(E N B(z,r)) < pr¢}.

Remarquons que s'il existe p € N tel que E = E,, alors E est s.r.s. et la
proposition 4.2 est démontrée. Supposons donc que ’on ne soit pas dans
cette situation.

Il est clair que E, est s.r.s., et qu'en H? presque tout = € E,, (8)
est vérifié (car la densité supérieure de E \ E, est presque partout nulle
sur Ep, voir théoréme 2.2) ainsi que (9) (car E, C E). De plus, d’apres le
théoreme 2.4, pour H? presque tout = € E, il existe p € N tel que z € Ej,.

Ce qui termine la preuve de la proposition 4.2.

La proposition 4.1 est alors une conséquence immédiate de la proposi-
tion 2.1, de la proposition 4.2 et du résultat suivant.

ProposiTiON 4.3. — Soit E C R™ un ensemble s.r.s. et compact tel
qu’en H? presque tout x € E, (8) et (9) sont vérifiés pour q. Alors,

EcBu(UE)

p>0

ou H%(Ep) = 0, pour tout p > 0, E, est d-régulier, compact et en H¢
presque tout x € Ep, on a

1
(77) | ot G <oc.

On va, en fait, montrer dans un premier temps le théoréme de recou-
vrement suivant.
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PROPOSITION 4.4. — Soit E C R™ compact, s.r.s. avec H4(E) < 400
tel qu’en tout x € E, on ait

(78) 04(z,E) > 0.
Alors,
Ec|JE,
p>0

ot, pour tout p > 0, E, est d-régulier et compact.

Ce résultat est plus difficile & démontrer que la proposition 4.3. On
expliquera plus tard comment adapter la preuve de la proposition 4.4
pour obtenir celle de la proposition 4.3.

REMARQUE. — La proposition 4.4 n’est pas aussi évidente qu’il n’y
parait. Tout ensemble F' C R™ compact et s.r.s. n’est pas toujours contenu
dans un unique ensemble Ahlfors-régulier.

Une légére modification de la construction donne :

ProposiTioN 4.5. — Soit E C R™ compact, s.r.s., purement non d-
rectifiable et de d-mesure de Hausdorff finie. On suppose, en outre, qu’on
a ©%(z,E) > 0 en tout x € E. Alors,

Ec|JE
p>0
ou, pour tout p > 0, E, est d-régulier, compact et purement non d-
rectifiable.

Ce résultat a un corollaire amusant. Il permet d’étendre le théoreme
de Mattila, Melnikov, Verdera [MMV] sur la caractérisation géométrique
des ensembles Ahlfors-réguliers de capacité analytique nulle au cas des
ensembles dont la densité inférieure en tout point est strictement positive
(voir [Pal).

On peut, dans les propositions 4.4 et 4.5, supposer que (78) est vrai
pour H%presque tout z € E. On peut alors recouvrir E par des ensembles
réguliers & un ensemble de H%-mesure nulle prés.

Commencons la preuve de la proposition 4.4 et considérons F un sous-
ensemble de R™ compact, s.r.s., de H%mesure finie et tel qu'en tout
point, (78) soit vérifié. Pour tout p € N*, on définit

d
F, = {x € E; pour tout r € ]0,diam E[, H*(E N B(z,r)) > %}

Remarquons que s'il existe p € N* tel que E = F, alors E est d-régulier,
et la proposition 4.4 est démontrée. Supposons que 1’on ne soit pas dans

ce cas.
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D’aprés (78), on a

(79) Ec|JF.
p>0

Fixons donc un p € N* tel que H d(Fp) > 0. Il n’y a aucune raison que
F, soit régulier. L’idéal aurait été de pouvoir le rendre régulier (c’est-a-
dire de Pinclure dans un ensemble régulier) en lui ajoutant des morceaux
de plans aux endroits ot1 la densité de E est forte et celle de F}, est faible.
Cependant, ceci n’est pas facile & réaliser. On va en fait appliquer cette
méthode & des sous-ensembles (bien choisis) de F, que I’on notera par
la suite Fj 5,5 > 0. Pour tout s > 0, on va considérer des ensembles @
(qui seront ici des cubes de Whitney ou des boules) de R™ \ F}, ; avec les
propriétés suivantes :

(i) HYENQ) est grand devant s~!(diam Q)?;
(ii) @ est & une distance de I'ordre de diam Q de Fj, ;.

La propriété (i) permet d’associer & tout @ un morceau de plan Cg
grace & une construction similaire & celle du paragraphe précédent, la
condition de densité (i) remplacant la condition de régularité. La condi-
tion (ii) est rendue nécessaire par le fait que 'on ne doit pas ajouter de
plaques Cg isolées.

Soit Ep, s 'ensemble obtenu en ajoutant a F}, ; les plaques Cg. Alors, on
peut montrer, par des calculs semblables & ceux du paragraphe précédent,
que E, s est régulier et que tout € E appartient & un E, ;.

Commencgons donc la construction des Ep ;.
Puisque F}, est fermé, on peut considérer une décomposition de Whit-
ney de G, = R"/F,.

THEOREME 4.6 (décomposition de Whitney). — Soit F un fermé non
vide de R™. Alors son complémentaire G est l'union d’une famille de
cubes Q, avec Q € B, dont les c6tés sont paralléles aux axes telle que :

1) G est contenu dans | Q;
QeB

2) int(Q) Nint(Q") =0 si Q # Q' (ou int désigne lintérieur du cube);
3) pour tout Q € B, on a

(80) diam @ < dist(Q, F') < 4diam Q.

(Pour une preuve de ce théoréme, voir le chapitre I de [St].)

Soit B, une décomposition de Whitney de G,. On va associer aux
cubes de B, vérifiant une certaine condition de densité des morceaux de
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plans construits sur le méme principe que les plaques Cg du paragraphe
précédent. Ainsi, on considére, pour tout s € N*,
Gps = {Q €By; H(ENQ) > s~} (diam Q)?}.

Pour tout @ € G, s, on considére un morceau de d-plan Cg C Q tel
que
(81) 0~ (diam Q)? < H%(Cg) < 6(diam Q)*
oll # est une constante positive indépendante de Q.

On a ainsi, pour tout @ € G s,
(82) Cy'o'HYENQ) < HY(Cq) < s6HYENQ)
ou Cy est la constante de régularité supérieure de E.

De méme, a tout y € Fp, tout 7 > 0, on peut associer un morceau de
d-plan Cy, C B(y,r) avec
(83) 0~'r? < HY(C,,,) < 0r%,
et on a
(84)  Cy'6"'HY(ENB(y,r)) < HYCy,) < pdH*(EN B(y,r)).

Pour tout x € R"™, tout r > 0, on note

Gp,s(,7)

I’ensemble des Q € G, tel que :

e QN B(x,r) #0;

o diam Q < dist(z, Q) < psdiam Q.

On définit Fp s comme étant I'ensemble des points x de F, vérifiant,

pour tout r € |0,diam EJ,
d
HYF,NB(z,r)+ Y. HY(QNENB(,r) > —-
QEGp,s(x,r) ps
On a envie de considérer I’ensemble formé de F}, ; et des plaques Cg
associées aux cubes Q € G, s pour lesquels il existe (z,r) appartenant
a Fp, x ]0,diam E| tel que @ € Gp s(x,r). Cependant, I’ensemble ainsi
obtenu n’est pas forcément régulier, car les points de F}, \ F, s qui ne sont
dans aucun des cubes @ choisis peuvent avoir une masse importante. On
va donc construire de nouvelles plaques associées & des sous-ensembles
de Fp \ Fp 5. Soit :
Gp,s = Fp \ Fps.
Pour tout z € G 5, on définit :
d(z) = 1—10 dist(z, Fp,s).

Rappelons un résultat classique (voir [Ma, th. 2.7]).
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THEOREME 4.7 (recouvrement de type Besicovitch). — Soit A un sous-
ensemble borné de R™ et B une famille de boules telle que tout point de A
est le centre d’une boule de B. Alors, il existe une famille dénombrable de
boules B; de B telle que

(i) AcUB:;
@
(ii) tout point de R™ appartient au plus & P(n) boules B;, ot P(n) est
un entier dépendant seulement de n.

On considére un recouvrement de type Besicovitch de Gp s par des
boules B(z,d(z)) ot z € Cps et ou Cps est le sous-ensemble de Gy
formé des centres des boules du recouvrement de Besicovitch de Gy, ;.

Faisons quelques remarques sur H d(CLd(x)) pour = € Cp .

Soit Q € Gp s et x € Cp 5 tel que Q@ N B(z,d(x)) # 0. Alors,

diam Q < dist(Q, Fp) < dist(Q, z) < d(z).
On en déduit que @ C B(z,10d(z)).
Donc, si on note C, la plaque C; 4(), on a :

HY(C,) > 67 (d(z))* d’apres (83)
>607'C; 107 *H(E N B(x,10d(z)))  car E est s.Iss.
> 0~1Cy 110 { H%(F, N B(z,10d(z)))

+ H%(E/F, N B(z,10d(z)))}.
D’ol, d’apres la remarque précédente,
(85) H%C,) > C"'H%(F, N B(z,d(z)))
+C™' > HYENQ)

QEGp,s
QNB(z,d(x))#0

(la constante C' est indépendante de p et s).

L’inégalité précédente montre que l'on peut éliminer les cubes de
Whitney rencontrant une boule B(z,d(x)), € Cp s, car la masse de E
incluse dans ces cubes est capturée par les C,. C’est ce que ’on va faire
dans la suite.

On dit que Q € G, s vérifie la propriété (x) s’il existe z € F), 5 tel que
dist(z, Q) < psdiam Q,

c’est-a-dire s’il existe € F, ; et r > 0 tel que Q € G, s(z, 7). Remarquons
que, puisque x € Fj,, on a aussi

dist(z, Q) > diam Q.
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REMARQUE. — On retrouve la propriété (ii) précédente, c’est a dire les
cubes @) doivent étre & une distance de 'ordre de diam @ de F, ,.

On dit que Q € Gy, s vérifie la propriété (»x) si Q vérifie la propriété (x)
et si @ N B(y,d(y)) = 0 pour tout y € Cp 5. On définit alors

G ={Q € Gy ; Q vérifie la propriété ()},

g;,?g = { Q € Gp,s; Q vérifie la propriété (x)
mais pas la propriété (**)}

Ainsi, si Q € g(?g, il existe y € Cp 5 tel que @ N B(y,d(y)) # 0. Soit

Epe=Fpsu (U Cy)u( U Ca).

YECs.e Qegy

Comme annoncé précédemment, E,, est formé d'une partie de F,
complétée par des morceaux de plans.

Montrons que les E,, recouvrent bien E. D’apres le corollaire 2.3
et (78), pour He%presque tout z € E, il existe p € N* tel que = € F,
et 0(z, F,) > 0, donc il existe p € N* et s € N* tels que, pour tout
r € ]0,diam E,

d
H%(F, N B(z,r)) > —,
ps
soit x € Fp 5.

Considérons le cas d'un z € E tel que I'on ait §%(z, E) = 0 pour tout
p € N*. Donc, puisque 6¢(z, E) > 0, pour tout p € N*, 8%(z, E \ F,) > 0.
De plus, d’apres (78), il existe pp € N* tel que z € F,,. Donc, pour
tout p > po, la masse de E autour de x se trouve dans les cubes de
Whitney de B,. On en déduit qu'’il existe p > pg et s € N* tels que
z € Fp .

On voit ici que, si on voulait recouvrir E par des ensembles réguliers
modulo un ensemble de mesure nulle (comme pour la proposition 4.3), la
décomposition de Whitney est inutile (voir la fin de cette partie).

EcJUEp.
p s

Il nous reste & prouver que E,,, pour tout p € N*, tout s € N*, est
régulier.
Considérons = € E, s et r € ]0,diam EJ.

On a ainsi
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Supposons dans un premier temps que x est dans F}, ; et montrons la
régularité supérieure. Or, on a

H%E, N B(z,r)) < H*(F,, N B(z,r))

+ ) HYC)+ ). HYCy).
YECp,s Qegt)
CyNB(,r)#0 ConB(a.r)#0

Il nous faut donc évaluer les trois termes intervenant dans la somme
précédente.

Remarques préliminaires :

e Soit y € Cp s tel que B(y,d(y)) N B(z,r) # 0. Alors d(y) < r. En
effet, sinon, dist(z,y) < d(y) +r < d(y) + d(y) < % dist(y, Fp s), ce qui
est absurde. Donc,

c, C B(y, d(y)) C B(z,10r).

o Soit Q € Gp s tel que QNB(z,r) # 0, alors diam Q < dist(Q, Fp) < r.
Donc,
Cg C Q C B(z,10r).

On déduit alors de (83), et du fait que, si y € Cp s alors y € Fp,

(86) SHYC)< Y HYC)
y€Cp,s Yy€ECp,s

CyNB(z,r)#0 B(y,d(y))NB(z,r)#0

d

< 0 (dy)
y€ECp, s

B(y,d(y))NB(z,r)#0

6y pHY(ENB(y,d(y))
Yy€Cp,s
B(y,d(y))NB (z,r) %0

< Cp6P(n)H*(EN B(z,10r))
< CpfP(n)Cy10%? car E est s.r.s.

IN

ou P(n) est la constante du théoréme de recouvrement de type Besico-
vitch.
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De méme,

(87) Y HYCo) < Y HCq)
Qeg) Qe
CqoNnB(z,r)#0 QNB(z,r)#0

0> (diam Q)
Qegth)
QNB(z,r)#0

0 sHYQNE)
Qg
QNB(z,r)#0

< s9H*(E N B(z, 10r))
< $0Cp10% % car F est s.r.s..

INA

IA

De plus,
H%(F, ;N B(z,r)) < HYE N B(z,r)) < Cor®
ou Cj est la constante de régularité supérieure de E. Donc
(88) H*E, N B(z,r)) < HYF,sN B(z,r))
+ Y HYC)+ > HYC)

Y€Cp,s Qegi)
CyNB(z,r)#0 CqoNB(z,r)#0

< oré.

Passons a 'inégalité inverse. Pour les mémes raisons que précédemment,
ona :
e Soit y € Cps tel que B(y,d(y)) N B(z, 5r) # 0, alors d(y) < 57
Donc,
Cy C B(y,d(y)) C B(z,r).

o Soit Q € G, s tel que Q N B(z, 1—107") # 0, alors diam @ < 557. Donc,
Co CQ C B(z,r).
On en déduit
(89) HYE, N B(z,r)) > H*(F,,N B(z,r))
+ Y, HYC,) + Y, HYCq).

YECp,s Qegih)
By dw)NB(z, 557)#0  nB(z, & )0
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Nous allons maintenant estimer les différents termes intervenant dans
cette somme.
D’apres (85), on a

ZHd(Cy) > ! ZHd(Fp N B(ya d(y)))
y 4 +C—lz Z HYENQ)

Y QEGps
QNB(y,d(y))#0

ol les sommes en y se font sur les y € Cp, 5 tels que B(y, d(y)) et B(z, 1—10 T)
ne soient pas disjoints. De plus, d’apres (82),

> HYCq)>C'67' Y HYEnNQ).
Qeg( Qeg;)
QNB(z, 157)#0 QNB(z,157)#0
Or, si Q € Gy s(z, 357), alors
e S0it Q € g‘}z;
« soit il existe y € Cp s tel que Q N B(y,d(y)) # 0.
Alors B(y,d(y)) N B(z, 357) # 0, car diam Q < 7. On en déduit

90) > Y HUENQ) + Y HYENQ) > HYENQ).
Y QEGy s QEgz(:g Qegp,s(za%r)
QNB(y,d(y))#0 QNB(z, L r)#0

710

De plus, si z € F, N B(z, 557), alors :

o soit 2 € Fp s N B(x, 557) C Fp s N B(z,7);

o soit il existe y € Cp s tel que z € B(y, d(y)).

Alors B(y,d(y)) N B(z, 157) # 0, car d(y) < g57. Dod,

(91)  HYF,.NB(z,r)+ Y H*(F,NB(y,d(y)))
! > H(F, N B(z, 1))

(o1 toutes les sommes en y se font toujours sur le méme ensemble). Donc,
d’apres (89), (90) et (91),
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(92) H*(Ep N B(z,r)) > C"'H*(F, N B(z,7))

+C7' Y HY(F,n Bly,d(y)))
Y
+C7 > HYENQNB(z, 51))
QEGp,s(x,357)
> C 'H*(F,N B(z, 57))
+C Y HYENQNB(z, 7))
Qegp s(wv 20 ’r)
1 20 4pd
ps

>C~ car x € Fp , .

Supposons maintenant que x soit dans Cy ot y € C, ; et commengons
par montrer la régularité supérieure. Donc, z € B(y,d(y)) et il existe
z € F,  tel que dist(z,2z) < 11d(y).

o Sir >d(y), alors B(z,r) C B(z,12r). Donc,

H%(E, N B(z,r)) < HYEps N B(2,12r))
< C12%* d’aprés le cas «x € F, ;) précédent.

e Sir <d(y), alors on a :
— Siy’ € Cp s tel que Cy N B(z,7) # 0, alors

(93) d(y) > 1d(y).
Sinon, on aurait

(94) dist(z,y/) < dist(y, z) + dist(z, 2)
< d(y') +r + 11d(y)
<d(y') +12d(y) par hypothese
< 5d(y') < 1 dist(y, Fy.s).

Ce qui est absurde.

— Si Q € Gp s tel que Cg N B(z,r) # 0, alors pour les mémes raisons
que précédemment,

(95) d(y) > i diam Q.
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Ainsi,
Z Hd(Cy/ N B((I),’f’)) =51+ S5,

y'€Cp,s

avec

96) Si= > HYC)< 6 (dw))”

y'€Cp,s y' €Cp,s
Cy CB(z,r) C, CB(z,r)
< 0 ) pHYENBY,dWY))
y'GCp,s
Cy/ CB(z,r)

< Cp6P(n)H*(EN B(z,7))
< CpOP(n)Cor?

(ot P(n) est la constante du théoréme de recouvrement de type Besico-
vitch et Cy est la constante de régularité supérieure de E) et

Sy = Z H%(B(z,r) N Cy).

y'GCp,s
C, ¢ B(a,r)

D’aprés les remarques initiales (inégalité (93)), le nombre de termes
dans S5 est borné et donc Sy < Cr?. D’ou,

(97) > HYCy N B(z,r)) < Cr.
y'GCp,s

Pour les mémes raisons,

(98) > HY(Cqn B(z,r)) < Cr.
Qegih)
De plus,
(99) H%(F,,N B(z,r)) < HY(EN B(z,r)) < Cor?

ou C est la constante de régularité supérieure de E.
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Donc, d’apres (97), (98) et (99),

H*(E, ;N B(z,r)) < HY(F,s N B(z,r))
+ Y HYCy NB(z,r))

¥'€Cp,s
+ ) H%Cqn B(a,r))
Qegt)
< cré.

Passons a I'inégalité inverse.

Premier cas : r > 30d(y).
On a déja vu qu'il existe z € Fp, s tel que dist(z, z) < 11d(y) < %r.
Donc, B(z, 37) C B(z,r). On en déduit alors

(100) H%(Ep s N B(z,r)) > HY(Ep s N B(z, 37)) > C27 %%

Deuziéme cas : v < 30d(y) et Cy C B(z,r).
Alors, d’aprés (83),

(101) H%(E, N B(z,r)) > HYC,)
(102) > 07 'd(y)*
(103) ' > 67130749,

Troisiéme cas : r < 30d(y) et Cy ¢ B(z,r) .
Alors, comme Cy est localement d-régulier, on a
(104) H%(E, N B(z,r)) > H*(Cy N B(z,r))
(105) > 0 1rd,
On suppose enfin que z € Cg avec Q) € g,(,}s). Alors, il existe z € Fp ,

tel que
diam @ < dist(z,Q) < psdiam Q.

On peut donc faire la méme démonstration que dans le cas ou z € C,
et y € Cp 5. L’ensemble Ey, ; est donc d-régulier. Ce qui termine la démons-
tration de la proposition 4.4.

Montrons maintenant comment adapter la démonstration afin d’obtenir
les autres résultats et commengons par la proposition 4.5.
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Si, au lieu des plaques Cg C Q ou C, C B(z,r), on avait utilisé des
ensembles localement réguliers (inclus dans @ ou B(z,r)) vérifiant (81)
ou (83), les ensembles E,, 5, que I’on aurait ainsi obtenus, seraient réguliers.

Il nous suffit donc d’utiliser des ensembles de Cantor (qui sont purement
non rectifiables) Ahlfors-réguliers (en dimension 1, ’exemple type d’un tel
ensemble est le Cantor quatre coins, voir partie 2).

Pour la preuve de la proposition 4.3, on peut simplifier la construction
précédente. Les F}, étant définis comme précédemment, on considere, pour
tout p € N* et tout s € N*,

d

F,,= {x € F,; pour tout r € |0,diam E[, H*(F,N B(z,r)) > %}

D’apres (8) et le corollaire 2.3, pour H%presque tout z € E, il existe
p € N* et s € N* tels que z € Fj ;.
Comme on souhaite recouvrir E par des ensembles Ahlfors-réguliers
a un ensemble de mesure nulle pres, il nous suffit d’inclure chaque Fj, ,
dans un ensemble Ahlfors-régulier. Pour cela, considérons pour tout p € N*
et tout s € N*,
Gps=Fp\ Fps.

Pour tout = € G, s, on note

d(z) = % dist(z, Fp,s).

On considére un recouvrement de Besicovitch de G, s par des boules

B(z,d(z)), x € Cps. Pour tout € Cp 5, on peut construire une plaque Cy
suivant le lemme 4.8.

LEMME 4.8. — Soit x € Cp 5. Alors il existe (d+ 1) points yo, . ..,yq de

EN B(z, 5d(z)) tels que
(i) pour j =1,...,d, si L; est le j-plan passant par yo,...,y;, on a:
. 1

(106) dist(yy, Ly-1) >  d(e);

(ii) pour tout j=0,...,d, on a:

_ 1 d

(107) ~(d(z))? < H? (E N B(yj, aal(ag))) < 7(d(z))
ou A et T sont des constantes positives indépendantes de x.
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Preuve du lemme 4.8.— Elle est similaire & celle du lemme 5.8 de [DS1].
Soit j < d. On note
B=B(z, & 154(2))-

On suppose que ’on a construit yo,...,y; vérifiant (106) et (107), mais
que I'on ne peut pas construire y;1; donc, pour tout

yEB*={EﬂB dist(y, L;) > —d(x)}
on a:

(108) He(En B(y, o d(m))) <1 (d(@))".

Considérons un recouvrement de B* par des boules B(y, z5 d(x)) avec
y € B*. Il en faut au plus (A + 1)™; donc, d’apres (108),

(109) HYB*) < (A+ 1)"r ' (d(z))".
D’ou, puisque z € Cp s,
1
d - . -
(110) H ({y € ENB; dist(y, L;) < Ad(m)})

1 d
> n_—1
> (fp; ~ A+ D7) (@)
Considérons un recouvrement de

{y e ENB; dist(y, L;) < —d(x)}

par des boules de rayon 4 d(z) centrées sur E. Il en faut au plus (A+1)7,
donc,

(111) Hd({yeEmB dist(y, L;) < —d(z)}) < (A+1)j00(%r))d

ou Cj est la constante de régularité supérieure de E. On choisit A assez
grand pour que

(A+1) 1
112 C < )
(112) 07TAT T = 4(109)p
puis 7 tel que
1
11 e - .
(113) T = A+ 1)n109p

Les inégalités (110) et (111) sont alors incompatibles. Donc y;41 existe,
et on peut construire (d + 1) points yo, .. .,yqs dans E N B vérifiant (106)
et (107). Ceci termine la preuve du lemme 4.8.
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REMARQUE. — Ce lemme est du méme type que le lemme 3.5 : (106)
est 'équivalent de (32) et (107) remplace ’hypothése de densité sur E.

Si A est sufﬁsamment grand, tout (d + 1)-uplet (zop,...,2zq) formé de
points z; € B(yj, d(x)) vérifie aussi (106). De plus, pour j =1,...,d
et pour tout z € B(yg, sz d(z)),

(a14) ~(d@)’ < B (En B(z, —2d@)) < co(é)d (d())
(

On considére le centre de masse de E N B(y;, E,ljd
j=0,...,d:

x)) pour tout

1 /
HY(EN B(y;, gz4(2))) JyernBy;, & d(=))

On note P, le d-plan contenant 9o, ...,Jq et C; C Py N B(z,d(z))
I’enveloppe convexe des g; pour j =0,...,d. On a alors

115) ;= ydH(y).

(116) 67} (d(z))" < HY(C:) < 0(d(x))"
ou f est une constante positive indépendante de z. Posons
Epe=Fosu( | G).
z€Cp, s

Alors, puisque 1’on a vu que pour H¢ presque tout = € E, il existe p € N*,
seN*telsquez € F,s;0na

EC EyU (LpJUE .

ot H4(Ep) = 0.

En adaptant la démonstration précédente, il est facile de montrer que,
pour tout p € N*, tout s € N*, E, ; est d-régulier.

La démonstration du fait que pour H¢ presque tout x € E,s

! , dt
/ By(z,t, Ep s) - < 400
0

est identique & celle dans le cas régulier de (29). La non-régularité de F
est compensée par le choix des §j; (voir lemme 4.8 ainsi que (115)) qui sont
des points de E au voisinage desquels la masse de E est non négligeable
(inégalités (107) et (114)).

Ce qui termine la preuve de la proposition 4.3 et donc du théoréme 1.1.
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5. Preuve du théoréme 1.2

Soit E C R™ un ensemble d-régulier d-rectifiable avec H4(E) < +oo.
Soit g vérifiant (6) ou (7) selon la valeur de d. Nous allons montrer qu’alors
en H? presque tout = € E, on a

1
dt
/ Bq(z,t, E)2? < 00.
0

Remarquons que, d’apres le théoreme 2.11, si E est uniformément recti-
fiable, donc, en particulier, si E' est une union finie de graphes lipschitziens,
le théoreme 1.2 est triviallement vérifié.

Afin d’utiliser cette remarque, on va recouvrir E par une union de
«bonsy graphes lipschitziens, c’est-a-dire tels que I'on puisse controler
les B, par rapport & F par les 3, par rapport & ces graphes.

Fixons € > 0.

ProrosiTioN 5.1. — Soit E C R™ un ensemble d-régulier d-rectifiable
avec HY(E) < +oo. Alors il existe :

(1) des d-plans (Px)ken de G(n,d);

(ii) deuz familles de d-graphes lipschitziens

(th)kew et (I ;) ren

d+1<i<n 7 df1<i<n

ot pour tout k €N, tout j =d+1,...,n,
F;é_ ={z+ A:é*(:v) ; € P}
avec A:é_ : P, — P est lipschitzienne;

(ili) des réels strictement positifs (Tx)ken, de sorte que pour H¢ presque
tout x € E, il existe k € N tel que

(a) pour tout j=d+1,...,n,
(117) zely,NTL;,
(118) ENB(z,ry) = ENC(z,rk, &, Pr);

(b) pour touty € ENC(z, 7k, €, Py), tout j =d+1,...,n,

(19)  ((W(y), A, (1)) < @) < (), 4L 11))).
ou Iy est la projection orthogonale sur Py et (u);est la j-iéme coordonnée
de u € R" = P, @ P-.
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En dimension d = 1, cette construction est due & C.J. Bishop [B1] (voir
la figure 2).

Figure 2. Dans B(z,ry), les points de E appartiennent a
It NT} ou sont dans les zones hachurées (propriété (119)
pour n = 2, d = 1). On voit bien alors que, pour t < Ty,
Bq(z,t, E) est dominé par Bq4(z,t, I‘;: ury).

Preuve de la proposition 5.1. — Soit € > 0. Commencgons par quelques
rappels sur la Grassmanienne G(n, d).

Pour tout P € G(n,d), on note IIp : R — P la projection orthogonale
sur P. On peut alors définir sur G(n, d) la distance

dlSt(P, P/) = IIHP — HP/II
ou || || est la norme usuelle sur I’espace des applications linéaires continues.
Munie de cette distance, G(n,d) est compacte (voir [Ma, chap. 3]). On

peut donc considérer une famille de d-plans (P;)jen de G(n,d) dense
dans G(n,d).

Pour tout P € G(n,d), tout r > 0, on note :
F(r,e,P) = {x e E; ENB(z,r) = EOC(..r,r,s,P)}.
Alors d’apres le théoréme 2.7 et le lemme 2.6, en H? presque tout point

x € E, il existe P € G(n,d), r > 0 tels que z € F(r,e, P). Donc si on
considére une suite de réels (r;);cn décroissante tendant vers 0, alors on a

(120) E=(U(UFieP)) uE
k %

ou Hd(Eo) =0.
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Pour tous k,7 € N, on considére un recouvrement de F(r;, e, P;) par
une famille dénombrable de boules B(z,r;/C) ou z € F(r;,&,P;). On a
donc

(121) F(ri,e, Py) =g(F(”’€’Pk)”B(‘”’“ c))

(122) = U ﬁ(zhari)s) Pk)
heN

Compte tenu de (122), (120) peut s’écrire

(123) E = (Uﬁ(xkarkaE,Pk)> U Ey
k

ot H4(Ep) = 0.

Pour terminer la preuve de la proposition 5.1, il nous suffit de construire
pour tout k des d-graphes lipschitziens (F; j)d+1§j§n et (1“,:7 j)d+1g j<n qui
contiennent F(zg, 7k, €, Px) et qui vérifient (119).

Pour simplifier, on notera

ﬁk = ﬁ(.’l)k,’l"k,E,Pk).
Considérons ﬁk ou k£ € N. On note :

5(1},7‘/9,5, Pk) = C(x,Tk,€,Pk) N ( Uc(yﬂ"k,E,Pk>7
yel?k
Fy= | C,ri,e, Pr).

xeﬁ

Soit Il la- projection orthogonale sur Py. Pour tout u € IIx(F}), pour
tout j € {d+1, ---,n}, on définit

a,‘;j(u) = sup {uj € R; il existe (ug, ..., Uj—1,Ujt1,. .., Un)
dans R™™% tel que (U, ud, -, Uj, ..., Upn) € F,j}
Soit

A;:,j(u) = (ug,... ,a,tj(u), oy Up) €ERPTE

pour lequel le sup précédent est atteint.
On définit de méme a;; ; grace & l'inf puis AL i
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Pour tout 5 € {d +1,...,n}, A:’j (resp. Ay ;) est une application
lipschitzienne de IIx(F}) C Py sur Pkl. On peut la prolonger en une
application lipschitzienne de Py dans Py-. Soit I’y (vesp. I'y ;) son graphe
lipschitzien.

Il est clair qu’alors, pour tout j € {d+1,...,n},ona:

« BT NG5
e siy € Fy,

(124) (M), Ax;®))); < W5 < ((M(y), AL ;)

ou (u); est la j-ieme coordonnée de u € R™ = P, & P
Ce qui termine la preuve de la proposition 5.1.

Appliquons la proposition 5.1 & ’ensemble E. Pour k € N, soit

ne=( U)o U ).

j=d+1 j=d+1

On va montrer que ’on peut contréler les 8, par rapport & E par les G,
par rapport aux I'.

L’ensemble I'y, est un ensemble uniformément rectifiable, donc, pour H®
presque tout y € 'y, on a

! o dt
(125) ﬂq(yat7 Fk) T < 09,
0
donc, pour H? presque tout z € ﬁ(xk,rk,s, Py),
! , dt
(126) [ w12 S <
0

Or, pour H? presque tout z € ﬁ(:ck, Tk, €, P), d’apres (118) et (119), on a

Tk t Tk
(127) / ﬂq(a:,t,E)sz < c/ ﬁq(x,t,r‘k)z%,
0 0
d’on
) .
(128) / By(z, t, E)Q% < 0.
0
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Donc, d’apres (123), pour H? presque tout z € E,

! dt
(129) /ﬁq(x,t,E)27<oo,
0

ce qui finit la preuve du théoreme 1.2.
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