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COMPACTIFICATION CONFORME DES
VARIETES ASYMPTOTIQUEMENT PLATES
PAR

MaArc HERZLICH (¥*)

RESUME. — Le théme de cet article est la recherche de compactifications conformes
compactes et suffisamment régulieres de variétés riemanniennes asymptotiquement
plates : une telle compactification existe si les tenseurs de Weyl et de Cotton-York
décroissent & I'infini plus vite que r—* et 7—5. Nous étudions également le cas critique
ol ces tenseurs ont exactement la décroissance citée.

ABSTRACT. — In this paper we study sufficient conditions for an asymptotically flat
Riemannian manifold to be obtained from a compact Riemannian manifold. For any
given asymptotically flat Riemannian manifold whose Weyl and Cotton-York curvature
decay faster than 7= and %, we prove the existence of a distinguished conformal
rescaling of the metric which turns the manifold into a compact and regular Riemannian
manifold. We also study the case when the decay rate is precisely the critical one.

Introduction

Les variétés riemanniennes asymptotiquement plates jouent un réle
important dans 1’étude des variétés non compactes. Cela est di non
seulement a leur importance physique dans la théorie de la relativité
générale (cf. [7], [15]) ou & leur proximité avec I’espace euclidien naturel R™
mais aussi & leur apparition dans de nombreux phénoménes de perte de
compacité faisant intervenir le groupe des difféomorphismes conformes
d’une variété riemannienne (cf. [1], [17]).

Face & la nécessité de traiter des problémes & l'infini apparait alors
la question de savoir dans quelle mesure la géométrie & l'infini peut-
étre abordée de la méme maniére que la géométrie locale autour d’un
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56 M. HERZLICH

point. Ce point de vue a été particulierement étudié dans le cadre de la
Relativité générale (et donc de la géométrie lorentzienne) dans les années
60 par R.Penrose [21] et dans les années 80 par A.Ashtekar et R.O.
Hansen [4], puis par A. Ashtekar et A.Magnon [5]. Ces derniers ont en
particulier tenté de mettre en évidence de nouvelles définitions des variétés
asymptotiquement plates, par 'intermédiaire d’une modification conforme
de la géométrie.

Cette approche a été couronnée d’un certain succeés a la fois dans
le cadre de la relativité générale (dans la mesure ot non seulement
la plupart des exemples d’espace-temps asymptotiquement plats connus
des physiciens rentrent dans ce cadre mais aussi parce qu’elle a permis
d’établir V'existence de nombreux autres exemples (2], [11], [12]), mais
aussi en géométrie riemannienne (I’exemple le plus spectaculaire étant la
démonstration finale de la conjecture de Yamabe proposée par R. Schoen
[17], [22]). Malgré cette intense activité, une question fondamentale —
toutes les variétés asymptotiquement plates (définies de maniére classique)
relevent-elles de ce formalisme ? — était restée en suspens [3, p. 97].

Nous nous préoccuperons dans ce travail du pendant riemannien de
cette question. Il est connu que la géométrie locale d’une variété rie-
mannienne suffisamment réguliere (au moins C?) autour d’un point est
déterminée par la connaissance de la courbure (et de ses dérivées suc-
cessives) ; un développement limité de la métrique autour du point choisi
est fourni par la carte exponentielle, qui constitue en quelque sorte un
choix privilégié de coordonnées dans laquelle ’expression de la métrique
est particulierement simple.

A premiere vue, 'étude & D'infini d’une variété asymptotiquement plate
semble étre une situation parfaitement analogue. Il apparait néanmoins
assez vite qu’elle est bien différente : il est en effet impossible d’identifier
une carte privilégiée jouant un réle analogue a celui de la carte exponen-
tielle. L’existence d’invariants d’ordre 1 (i.e. ne dépendant que du 1-jet de
la métrique) & l'infini, comme la masse (cf. [7]) accentue cette différence
fondamentale avec la situation locale ou le choix de la carte exponentielle
permet précisément de rendre nuls tous les termes d’ordre inférieur & deux
dans P'expression de la métrique.

Néanmoins la question subsiste de savoir si une partie de la géométrie
4 l'infini (du moins pour un sous-ensemble de I’ensemble des variétés
asymptotiquement plates) peut étre comprise comme la géométrie locale
autour d’un point d l’infini. Le moyen choisi est celui d’'une modification
conforme de la géométrie, telle que la nouvelle métrique fasse de la variété
a laquelle on a ajouté un point (&4 linfini) une variété riemannienne
compacte et réguliére (au moins C?).
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COMPACTIFICATION CONFORME DES VARIETES 57

L’objet de cet article est de répondre affirmativement a cette ques-
tion. Nous mettons en évidence des conditions, portant sur la géométrie
conforme des variétés asymptotiquement plates, sous lesquelles elles sont
obtenues a partir de variétés compactes et régulieres par un procédé
d’éclatement conforme, dénommé projection stéréographique.

Le principal résultat de notre article est le suivant :

THEOREME A. — Une variété riemannienne asymptotiquement plate
dont le tenseur de courbure de Weyl décroit comme r~—*=¢ & linfini et
le tenseur de Cotton-York comme r—°=¢ (ot ¢ > 0) est obtenue par
projection stéréographique d partir d’une variété riemannienne compacte
de classe C2.

La courbure de Weyl est, comme de coutume, la partie conformément
invariante de la courbure de Riemann d’une variété riemannienne. Au
contraire de cette derniere, le tenseur de Cotton-York dépend du 3-jet de
la métrique; en dimension 3, sa nullité entraine que la variété considérée
est conformément plate. Ces deux objets ont une importance considérable
en géométrie conforme (cf. la section 2.1).

Plan de larticle.

La section 1 rappelle leur principales propriétés des variétés asymptoti-
quement plates et détaille les obstacles & leur compactification conforme.
Elle se clot par I’énoncé précis des théoremes démontrés dans cet article.

La section 2 détaille les outils nécessaires a I’élaboration de la preuve
des théorémes principaux : fibré et connexion de Cartan de la géométrie
conforme et analyse dans les espaces de Holder & poids.

Nous présentons ensuite en parallele la démonstration de tous les
théorémes et la section 3 en constitue le cceur. Nous y construisons une
métrique conforme a la métrique initialement donnée et dont le tenseur
de courbure de Ricci est bien contrélé.

La section 4 clot la démonstration en utilisant principalement les
propriétés des coordonnées harmoniques. Enfin, nous y avons rassemblé
quelques remarques élémentaires sur nos résultats.
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58 M. HERZLICH

1. Notations et énoncés

1.1 Notations.

Dans toute la suite, (M,g) désignera une variété riemannienne de
dimension n > 3. La régularité de la métrique sera précisée chaque fois
que nécessaire. La notation DY (ou plus simplement D) désignera toujours
la connexion de Levi-Civita de la métrique g. Sur un fibré quelconque au-
dessus de M, on notera V ou D des connexions dont la courbure sera
notée RY (resp. RP). La différentielle et son adjoint la divergence (en
présence d’une métrique sur le fibré) des formes & valeurs dans les sections
seront notées respectivement dV et (dV)*.

On désignera par R le tenseur de courbure de Riemann de (M, g), par
Ric la courbure de Ricci et par Scal la courbure scalaire. Sous 'action du
groupe orthogonal, S2A2T;,, M se scinde en trois composantes irréductibles
et le tenseur de courbure s’écrit (cf. [9]) :

R=W+2+U

ol on a posé

1 1 1
= ic — — 1 =
Z n_2(Rlc nScag)@g 5209,
1
= ——  Scal
an(n 1) Scalg ®g,

ou W est le tenseur de courbure conforme de Weyl et @® désigne
comme dans [9] le produit de Kulkarni-Nomizu de deux formes bilinéaires
symétriques, défini par
hok(X,Y,2,T) =h(X, Z)k(Y,T) - k(Y, Z)h(X,T)
—h(Y,Z2)k(X,T) + h(Y,T)k(X, Z).

On peut alors regrouper les termes Z et U en
1 1
A = = —— | Ric——— .
+U=5pg p— (RIC =) Scalg) ®g

Le tenseur S est dit tenseur de Schouten- Weyl. Enfin, on définit le tenseur
de Cotton-York de (M, g) par

D D 1
= — = — i _——
C=-d"5= (d Ric o ) dScal/\g)

(cf. 1a section 2.1 pour comprendre ol interviennent ces objets).

1.2 Variétés asymptotiquement plates.

L’objet central de cet article est la classe des variétés riemanniennes
non compactes, a un seul bout, qui sont asymptotiquement plates. Par ce
terme, nous entendons la définition suivante :
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COMPACTIFICATION CONFORME DES VARIETES 59

DErFINITION 1.1. — Une variété riemannienne (M, g), non compacte,
4 un seul bout est dite C**-asymptotiquement plate (avec k € N
et 0 <a<1) dordre 7 > 0 ¢'il existe un compact K C M et un
difféomorphisme C*¥+1:® (carte & I'infini)

¢: M\ K — (R*\ B(0,r))/T

(ou r >0 et I' est un groupe discret d’isométries) tels que les coefficients
de la métrique s’écrivent dans cette carte {z*}

9ij = 65 + O(|ZI_T),
Op, -+ 0e,,9i5 = O(]2| "™ ") pour tout m € {1,...,k},
[0e, -+ Begijla = O(l217F777),

e mp WU
o=
0<d(zz)<1 12— 2|

On notera en abrégé :
9ij = 8ij + 0% (|2 77).

On ne se préoccupera par la suite que de variétés asymptotiquement
plates simplement connexes & U'infini (I' = {1}).

Bien que la définition d’une variété asymptotiquement plate fasse inter-
venir des cartes particuliéres, il est connu depuis le travail de R. Bartnik [7]
que la platitude & 'infini est une propriété purement géométrique. Par
ailleurs, il existe désormais des caractérisations intrinseques des variétés
asymptotiquement plates : S. Bando, A. Kasue et H. Nakajima [6] ont ainsi
établi qu'une variété riemannienne compléte, non compacte et & un seul
bout, était C**-asymptotiquement plate si sa courbure décroissait plus
vite que 772 et si le volume de ses grandes spheéres géodésiques satisfai-
sait une propriété de croissance sur-euclidienne. Cette derniére condition
peut étre remplacée par une propriété de finitude du groupe fondamental
a l'infini dans presque toutes les dimensions [14].

1.3 Compactification conforme.

Il est connu que ’espace euclidien R™ posséde une compactification na-
turelle en la sphere canonique S™ et que la projection stéréographique 7y
par rapport au pole Nord est une transformation conforme. En effet, si gcan
est la métrique standard de S™ (vue comme plongée dans R™*! avec les
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60 M. HERZLICH

coordonnées {£!,...,£"F1}) et e la métrique euclidienne de R™ (muni des
coordonnées {z'}), alors
1 n
7TN(€1,.. ‘,§n+1) = (21 = 1—_‘_%{""’271 = lh—éém)
et 9
(ﬂ';Il)*gcan = 4(|Z|2 + 1)_ €,
soit encore
gean = (1 — §n+1)27r7\le'
Si I’on se contente d’étudier la géométrie locale & ’infini, seul le premier
terme du facteur conforme est important : on remarque alors que la
modification conforme de la métrique euclidienne par |z|~* produit...
une autre métrique euclidienne. Cela revient a effectuer succesivement
I’inverse de la projection stéréographique par rapport au pole Nord puis la
projection stéréographique par rapport au pole Sud, ou encore I'inversion
des coordonnées z° = 2%/|z|?.

Ce fait (ou plus exactement son analogue lorentzien) est & 1'origine de
la technique d’étude des variétés asymptotiquement plates par le biais
d’une «compactification conformey développée par R.Penrose dans les
années 60 pour les espaces-temps de la Relativité générale [21], mais
qui s’étend aux variétés riemanniennes moyennant quelques modifications
mineures.

DEFINITION 1.2. — Une variété riemannienne non compacte (M, g) est
dite conformément compacte s’il existe une variété riemannienne compacte
(éventuellement & bord) (M,g) de classe C* (avec k € N), une sous-
variété ¥ de M , et un facteur conforme 2 tels que M = M \Z, Q%9 =7
et Q=0 sur X.

Si de plus ¥ est un seul point (noté i%) et 2 est équivalent au voisinage
de i® au carré de la fonction distance & i® de g, on dit que la variété
(M, g) est obtenue par projection stéréographique & partir de la variété
compacte M.

Dans le cas modele de ’espace euclidien R™ obtenu par projection
stéréographique par rapport au pole Nord N = i°, on a bien siir

Qz) = sin? ( —%— dist(z, 20))

(le facteur % provenant de ’habitude de considérer la sphére de rayon 1;
si ’on souhaite — comme c’est le cas dans cet article — que la fonction 2
soit équivalente au carré de la distance & 49, il vaut mieux prendre la
projection stéréographique & partir de la sphere de rayon 1/2). Les variétés
asymptotiquement plates rentrent nécessairement dans ce dernier cadre,
comme le montre le résultat suivant :
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COMPACTIFICATION CONFORME DES VARIETES 61

LEMME 1.3. — Si (M, g) est asymptotiquement plate (de coordonnées
associées (2%)) et si g = N2 est réguliére au point a linfini avec Q ~ |z|~%
(ot o € Ry) a linfini, alors a = 2.

Démonstration. — Le volume des sphéres de rayon |z| = r dans la
métrique g est, lorsque r tend vers l'infini,

VOlg Sr — /Qn—l lgl ,rn—l dwn_1 ~ T—na+a+n—lwn_1

ot dw,_; est la mesure riemannienne usuelle sur S*~! et w,_; son
volume. Comme on compactifie par un point, cela impose a > 1 pour
que

lim vol; S, = 0.

T—00
Par ailleurs, la distance p (dans la métrique §) au point & linfini est
équivalente a

1 l1—a
P= 1 —a"

donc
voly S, = volg S, ~ wy_1|1 — a1 p" L.

Si g est réguliere (au moins C?), voly §p ~ wp_1p"™"1, ce qui impose
a=2. |[]

Cette maniére de construire des variétés asymptotiquement plates (en
«éclatant » un point envoyé & P’infini par le facteur conforme) s’est révélée
particulierement féconde dans la démonstration finale de la conjecture de
Yamabe par R. Schoen [22].

Contrairement aux espoirs suscités par la démarche de Penrose, toutes
les variétés asymptotiquement plates ne peuvent se décrire ainsi. Sur une
variété riemannienne (M, g) compacte et C?, la carte exponentielle {z*}
autour d’un point permet d’écrire un développement

Gij = bij — % Zﬁikﬂxkxe +---
k.

et la métrique g obtenue aprés changement conforme par Q = |z[2(1+Q;)
et inversion des coordonnées (z¢ = z*/|z|?) est donc

gi; = (1+ Ql)_2[5ij +0(l217?)].
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62 M. HERZLICH

En particulier, les %n(n + 1) fonctions correspondant aux termes d’ordre
plus petit que deux dans le développement asymptotique de g sont com-
mandées par le comportement de la seule fonction 2; au voisinage de 0,
puisque seul le facteur conforme contribue a cette partie du développement
(les premiers termes en R sont nuls & cause des symétries de la courbure).
On voit donc que, pour une métrique asymptotiquement plate, étre obte-
nue par projection stéréographique a partir d’'une métrique réguliere au
point & l'infini constitue une contrainte hautement surdéterminée.

Cette rigidité conforme a également une traduction dans le comporte-
ment des courbures conformes W et C dont les lois de transformations
s’écrivent (voir le paragraphe 2.1 pour comprendre pourquoi il doit en étre
ainsi) :

Wiy =Wk, Cijk = Ciji + %Wf}k-

La régularité de la métrique § en i° impose donc par exemple
W =0(z]""), C=0(z).

1.4 Enoncés des résultats.

Dans une premieére étape, nous nous attachons & obtenir une régula-
rité C? de la métrique compactifiée, afin de pouvoir disposer de ’objet
fondamental de la géométrie différentielle riemannienne : le tenseur de
courbure. Nous énongons alors :

THEOREME A. — Soit (M, g) une variété riemannienne (de dimension
supérieure ou égale & 3), asymptotiquement plate, & un seul bout, simple-
ment conneze & linfini. Soit o > € > 0. Si les tenseurs de Weyl et de
Cotton-York de M satisfont les hypothéses :

W =00 (p=4=¢) ¢ = Q) (p=5-¢)

alors M est obtenue par projection stéréographique a partir d’une variété
riemannienne compacte de classe C?.

Si e = 0, il existe une compactification privilégiée de classe C1* et
courbure bornée au voisinage du point d l’infini.

Nous ne nous intéressons ici qu’a la régularité au point & l'infini, qui
seule pose probleme. Nous supposons donc dans tous les énoncés que la
variété initiale possede une régularité locale suffisante pour tous nos rai-
sonnements (par exemple C*°, mais C** est suffisant) et nous n’énoncons
explicitement que les conditions portant sur des comportements particu-
liers & I'infini. De méme, les conclusions ne font état que du comportement
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COMPACTIFICATION CONFORME DES VARIETES 63

de la variété compactifiée au point & l'infini et non de sa régularité locale
en-dehors de celui-ci. Ainsi, I’énoncé précédent doit étre compris comme

est obtenue par projection stéréographique d partir d’une
variété riemannienne compacte, réguliére en dehors du point 4
Vinfini et dont la métrique s’étend C? au-dessus de celui-ci...

Notons par ailleurs que la démonstration du deuxiéme point repose sur
de curieuses annulations algébriques des tenseurs de courbure conformes
des variétés asymptotiquement plates (cf. les propositions 3.8 et 3.9).

Nous nous intéressons dans un deuxiéme temps & la correspondance
entre variétés asymptotiquement plates et variétés riemanniennes com-
pactes plus réguliéres. Nous incluons donc dans ce travail un résultat
qui donne une condition sufﬁsante pour obtenir une compactification
conforme de classe CF.

THEOREME B. — Soit (M, g) une variété riemannienne (de dimension
supérieure ou égale a 3), asymptotiquement plate, & un seul bout, simple-
ment connezxe d l'infini. Soient £ € N et n > 0. Si les tenseurs de Weyl et
de Cotton-York de M satisfont les hypothéses

W = O(é,a) (r—4-—l-—n)’ C = O(£~1,a) (7,—5—[—7))’

alors M est obtenue par projection stéréographique d partir d’une variété
riemannienne compacte de classe C*12.

On peut enfin s’attarder sur le cas ou le tenseur de Weyl ne décroit
pas suffisamment vite pour permettre une compactification conforme
réguliere. Les objets construits par notre méthode présentent ’intérét
d’avoir des singularités précises au point & l'infini. De fait, nous avons le

TutorEME C. — Soit (M, g) une variété riemannienne (de dimension
supérieure ou égale a 3), asymptotiquement plate, 4 un seul bout, sim-
plement connexe d linfini. Soit n > 0. Si les tenseurs de Weyl et de

Cotton-York de M satisfont les hypothéses :
W =00 (p=2-1) ¢ = O0e)(p=3-n)

alors M est obtenue par projection stéréographique & partir d’une variété
riemannienne compacte de classe C%° dont la courbure diverge au voisi-
nage du point & Vinfini comme r=2"" qu voisinage de 0 (oun’ < n et est
arbitrairement proche de 7).

Notons que ce résultat est bien meilleur qu’une compactification
conforme faite sans précautions (comme celle qui consiste par exemple
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64 M. HERZLICH

3 prendre § = r~%g et qui ne fournit qu'une courbure se comportant
en 72" ol 7 est l'ordre de décroissance de la métrique, et non de la
courbure de Weyl, lequel peut étre bien plus grand).

2. Préliminaires géométriques et analytiques

2.1 Géométrie conforme.

L’ingrédient principal de la démonstration des théorémes provient de
la géométrie conforme et de constructions qui trouvent leur origine dans
Pceuvre d’Elie Cartan [10]. Nous avons rassemblé dans cette section
I’ensemble des notions que nous utiliserons dans la suite de ce travail,
en suivant principalement les lignes de [13].

Soit (M, c¢) une variété munie d’une structure conforme; elle est dotée
d’un fibré en droites L, trivialisable, correspondant & la représentation de
poids 1 du groupe conforme d’ordre n :

1
A€ CO(n) — |det A|n € R% = GL*(1,R).

Le choix d’une section locale (ou jauge locale) de L correspond précisément
au choix d’une métrique dans la classe conforme. Les éléments de courbure
W, Z et U de chaque métrique peuvent alors étre vus comme des fonctions
(polynomiales) sur le fibré J2L des 2-jets de sections de L (qui ne sont
autres que les 2-jets de métriques dans la classe conforme en un point),
quitte & tensoriser par ’évaluation j° : J2L — J°L = L si besoin. Le
tenseur de Weyl (vu comme 2-forme & valeurs dans les endomorphismes

)
n—2z®]

s’écrit pour un élément (¢, 8, ) de J2L vu par rapport 3 une jauge locale £
correspondant & une métrique locale g :

antisymétriques du fibré tangent) est constant. La fonction

1
592" =10+ oz’

trgy

(,0,) — (¥ - =L2g) + — ——
et produit donc une projection de J2L sur SZT(;‘M ® L, qui peut-étre lui-
méme vu comme sous-espace de J2L (celui des 2-jets dont la projection
sur J1L est nulle et de hessien — bien défini dans ce cas — orthogonal
pour la structure conforme & c). Son noyau constitue donc un sous fibré £
de J2L, de rang n + 2, appelé fibré conforme de Cartan. Le choix d’une
jauge locale fournit un isomorphisme entre R® T*M @ R et E, dont les
éléments s’écrivent en jauge

v=(Y=pg—¢S%,0,0)
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COMPACTIFICATION CONFORME DES VARIETES 65

ou SY est le tenseur de Schouten-Weyl défini au paragraphe 1.1. La

fonction ¢ = - Scal, enfin, est une forme bilinéaire sur J2L dont

1
(n—1)
la restriction & E est non-dégénérée et lorentzienne de signature (n+1,1).
Son expression en jauge est donnée par

(i, 0,0) = 2up — 16]2.

Le fibré FE est également muni d’une connexion, dite connezion normale
de Cartan et notée V, qui est 'unique connexion g-métrique et respectant
une propriété de compatibilité exprimant que la collection de 2-jets ponc-
tuels considérée est la donnée continue d’un 2-jet local d’une métrique.
Son action sur une section locale s = (u,6, ) en un point  de M dans
la direction d’un vecteur X de T, M est donnée en jauge par

(du(X) +6(S(X)),
Vx(u,0,9) = ¢ D50 — pg(X,.) +9S(X,.),
dp(X) - 6(X),

ou S est cette fois-ci vu comme un endomorphisme de T, M. La courbure
de la connexion V se calcule aisément et vaut :

H(CX,Y),
R;,Y(P’» 0,0) =14 0(Wx,y.)+¢Cxyy,,
0,

ou W est la courbure conforme de Weyl et C le tenseur de Cotton-York
déja défini au paragraphe 1.1. En dimension 3, ’expression reste valable
en prenant simplement W = 0.

Un changement de jauge § = ¢~ 2g (i.e. une modification conforme de la
métrique) modifie la connexion et la courbure de la maniére suivante [13] :

1 1
S(X,Y)=8(X,Y) + EDdLP(X»Y) - ﬁ|d¢|2g(X,Y),
Wx,yz =WxyZ,
- d
Cxy,z=Cxyz— ?SD WxyZ),

ou X,Y et Z sont des vecteurs tangents au méme point de M.

La mise en place de cette connexion permet une démonstration com-
mode du célebre théoreme de Schouten-Weyl [23] :
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TutorEME de Schouten-Weyl. — Soit (M, g) une variété riemannienne
de dimension n > 4 dont le tenseur de Weyl est nul ou, si n = 3, dont le
tenseur de Cotton-York est nul. Alors (M, g) est conformément plate.

Démonstration [13]. — Sin > 4 et si W = 0, la deuxiéme identité de
Bianchi implique que C' = (n — 3)(dP)*W = 0. Donc, pour tout n > 3, V
est une connexion plate; il existe donc autour de chaque point de M une
section locale non nulle, paralléle et (par exemple) isotrope pour g. Soit
s = (u,0,¢) une telle section. On vérifie alors facilement que
|de|?

Ddy —

ce qui signifie exactement que la métrique ¢ ~2g est & courbure de Ricci
nulle, donc & courbure nulle. []

Nous utiliserons cette construction pour un probléme analogue : trouver
des sections asymptotiquement paralleles pour la connexion V dont le
comportement & l'infini est prescrit. C’est pour cette raison qu’il nous est
nécessaire d’introduire le formalisme des espaces de Holder & poids.

2.2 Espaces de Hoélder a poids.

Les outils adaptés & I’analyse des opérateurs différentiels dans le cadre
des variétés compactes (espaces de Holder et de Sobolev usuels) se révelent
inadaptés quand on les transporte sur des espaces non compacts. Pour
ne citer qu’un seul exemple, le laplacien A perd son caractére Fredholm
quand il est considéré sur I’espace R™ tout entier dans I’espace L? usuel.
Cette remarque simple a conduit & l'introduction des espaces & poids (le
lecteur intéressé par plus de détails pourra consulter [7], [18], [19], [20]).

Deux types d’espaces a poids apparaissent dans ce texte. Dans un
premier temps, nous nous plagons ici (comme ce sera le cas dans la
section 3) sur un cylindre C = R x S™~!, dont les points sont notés (t, x),
doté de la métrique conformément plate g = dt? @ gean. Soit F un fibré
vectoriel sur C, muni d’'une connexion et d’une métrique (riemannienne
ou hermitienne), dont on consideére les sections.

DErFiniTION 2.1. — Nous définissons l’espace de Holder & poids
Cy*(C, F) par

Che(C,F) = {ue CEX(C, F); o®ue CP(C,F)}

loc
(ol la comparaison entre deux points différents a lieu via le transport
parallele associé & la connexion).

Nous noterons indifféremment v € C5* ou u = O®)(e~™). Nous
utiliserons également les espaces & poids «euclidiens», donnés quand la
base est I’espace R™ \ {0} par la
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DEFINITION 2.2. — Si p est cette fois-ci la distance a l’origine, on pose

CE(R™\ {0}, F) = {u; VL <k, 0P V| co < o0,
3 p
[pPHE+avky), < oo}.

11 faut noter que la définition des espaces & poids fait toujours intervenir
le comportement aux deux extrémités de R™ \ {0} ou du cylindre. Or
les variétés que nous considérons ne possedent qu’un seul bout, qui sera
identifié selon les cas & un bout euclidien a I'infini (énoncés des théorémes),
4 un bout cylindrique (section 3) ou & une boule épointée (section 4).
Tous les objets que nous considérerons pour les besoins de ’analyse seront
supposés avoir été transportés, via une des identifications déja citées, sur
R™ \ {0} ou le cylindre, puis tronqués et prolongés par 0 en-dehors du
bout, de telle sorte que leur appartenance a un espace a poids ne dépende
que de leur comportement sur le premier bout considéré.

Cette convention sera en vigueur tout au long de notre travail.

Nous n’avons pas distingué au cours du texte par des notations
différentes les deux types d’espaces a poids, étant entendu que le contexte
permet toujours de comprendre sans ambiguité de quel type d’espace il
est question.

La principale vertu des espaces & poids (outre d’offrir un cadre adapté
aux problémes non compacts) est leur stabilité vis-a-vis de certaines
transformations conformes. Ainsi le passage de la métrique euclidienne
en métrique cylindrique

r—z(dr2 + rzgcan) = dt2 + gcan (t = ln 7"),

échange espaces a poids «euclidiens» et «cylindriques». Ces derniers

se transforment en de nouveaux espaces & poids «euclidiens» lors du
changement conforme

e_2t(dt2 + gcan) = de + p2gcan (P = e—t)’

qui fait passer de la métrique cylindrique & une nouvelle métrique eucli-
dienne (qui n’est autre que la métrique de la «carte inverse» du premier
espace euclidien, puisque la composée des deux opérations est naturelle-
ment le produit de I'inversion usuelle).

2.3 Régularité a l’infini et vitesse de décroissance.

Nous aurons besoin du résultat crucial suivant, qui permet de relier
comportement en 0 dans une boule épointée et régularité. Nous 1’énoncons
dans le cadre le plus général :
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LEMME 2.3. — Soit f une fonction c* g sur la boule fermée épointée
B™\ {0}, avec k € N et 0 < 6 < a. Alors f se prolonge de maniére C*»%
a la boule tout entiére en posant f(0) = 0.

Démonstration. — Elle est totalement élémentaire, mais compte-tenu
de l'importance de ce lemme dans la suite, nous allons y préter un peu
d’attention. Il suffit de traiter le cas k = 0. Tout d’abord, comme 6 > 0,

lim f(z) =0,

z—0

donc f s’étend continiiment par 0 en ’origine.

Nous devons maintenant comparer |f(z)— f(y)| & |z—y|® avec z,y dans
la boule. L’hypothese de croissance montre le résultat voulu quand z ou
y est le point 0. Considérons maintenant les cas ou = # 0, y # 0. On
supposera toujours |z| < |y| et on choisit 3 un réel de 'intervalle ]0, 1].

e Casl:|z—y| > Bly|]. Alors,

@) = f@)| _ s lF@ — FW _ s 1@ f@)
o S0 < (e )
S @1 @ e
<0 (e + e ) =

e Cas 2: |z —y| < PBly]. Alors,

£ (z) — F()l _ P £ (z) - F(¥)| < Blyle* 1f(z) — F ()l

lz—ylo z—yl* |z — y|e

et il est facile de voir que cette derniére expression est équivalente au
quotient holderien qui intervient dans la définition de Cg’a. Ce qui conclut
donc la démonstration. []

3. Construction d’un facteur conforme adapté

La démonstration des théoremes va se faire en quatre étapes :

Dans un premier temps, on effectue un premier changement conforme :
la variété asymptotiquement plate de départ devient asymptotiquement
cylindrique. On calcule alors le comportement des courbures par rapport
3 celles du modele S"~! x R.

Dans une deuxiéme étape, nous étudions deux opérateurs différentiels
agissant respectivement sur les sections et sur les 1-formes & valeurs dans
les sections du fibré conforme E au-dessus du cylindre-modele S”~! x R.
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Dans un troisieme mouvement, on applique ces résultats au fibré
conforme de la variété asymptotiquement cylindrique. Nous obtenons ainsi
une section asymptotiquement parallele pour la connexion normale de
Cartan, qui donne naissance & un nouveau changement conforme de la
métrique. Celui-ci nous transporte alors sur une variété compacte (obtenue
tout simplement par addition d’un point) dont la métrique est continue
et la courbure (et en particulier la courbure de Ricci) est bien contrdlée
au voisinage du point a 'infini.

Le dernier mouvement (que nous avons repoussé & la section 4) est
consacré a 1'étude de la régularité de la métrique finale dans une nouvelle
carte constituée de coordonnées harmoniques. En effet, nous sommes
obligés de modifier la fagon particuliere dont est attaché différentiablement
le point & l'infini pour obtenir la régularité voulue.

3.1 Transport du probléme sur un cylindre.

Soit (M, h) une variété C**-asymptotiquement plate d’ordre 7 > 0.
D’apres la définition 1.1, elle est donc munie d’une carte & Uinfini

®: M\ K — R"\ B(0,ro)

dont les coordonnées sont notées {2'}, dans laquelle les coefficients de la

métrique vérifient
h”(z) — 5ij = O(k’a) (|Z|—T)

Nous supposons de plus que les courbures conformes vérifient
Wh — O(s’a)(|z|_4—5), Ch — O(s’a)(|z|”5-5).

Nous avons ici posé par convention :

e k>3, s=0, € >0 dans le cas du théoréme A (la cas € = 0 sera
désigné comme le cas «critique» dans toute la suite);

e k>0+3, s=4{, ¢ =¢+ndans le cas du théoréeme B;
e k>3, s=0, e =n—2 dans le cas du théoreme C.

Par ailleurs, on ne séparera pas le cas de dimension n = 3 (ou la
courbure de Weyl n’existe pas) des autres dans la mesure ol tous nos
raisonnements y sont identiques, et tous les calculs que nous aurons a
faire restent justes en posant W = 0.

Nous munissons alors M de la nouvelle métrique g = f~2h ol

f= { ro & lintérieur de B(0,ry),
~ Lz| A Vextérieur de B(0,ro).
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A Vextérieur de B(0,7), on a alors (en notant r = |z|)
g=r"2h=dt* + gean + € (A —€)
ol on a posé t = Inr. Il est alors facile de voir que
g=c+0Fd) (),

ol ¢ = dt? 4 gean est la métrique cylindrique usuelle de R x S™~! et sert
ici de métrique de référence (nous la désignerons dans toute la suite sous
le nom de métrique du cylindre modéle). Nous avons alors la

ProprosiTioN 3.1. — Pour le cylindre modéle,
S = 2 (gean — dt®dt), W°=0, C°=0.
Pour la métrique g,

59 =S¢+ 0(k—2,a)(e—rt)’
W9 = O(s,a) (e—(2+e)t),
C9 = O (e~ (2+e)ty,

Munis de ces résultats préliminaires, nous pouvons maintenant passer
a la partie centrale de la démonstration.

3.2 Analyse sur le fibré conforme du cylindre.

Cette section a pour objectif de nous doter d’une description assez
précise de deux opérateurs différentiels linéaires formés & partir de la
connexion normale de Cartan sur le fibré conforme et agissant dans
des espaces de Holder & poids. Nous commengons dans une premiere
partie par étudier (par des moyens d’algebre linéaire élémentaire) la
connexion normale (définie en 2.1) sur le cylindre. Nous déduisons de
cette étude I'expression d’une métrique riemannienne sur le fibré conforme
bien adaptée & notre situation et pour laquelle la connexion normale
possede d’intéressantes propriétés de symétrie. Grace a cette métrique,
nous pouvons définir I'opération adjointe de la différentiation extérieure
sur certains espaces de formes a valeurs dans les sections de E. La
deuxieéme partie de la section est consacrée a I’étude du laplacien (qu’on
vient de définir) sur les sections de E et du couple différentielle-divergence

sur les 1-formes & valeurs dans les sections de E dans les espaces & poids.
Nous nous placerons dans toute cette section 3.2 sur le cylindre

C=RxS"!
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dont les points seront notés (z,t),z € S*71,t € R, muni de la métrique
standard (modéle)
c= dtz ~+ Gean-

Les notations R, Ric, S, W, C' désigneront dans cette section les éléments
de courbure de cette métrique tels que calculés a la proposition 3.1.
3.2.1. Etude algébrique de la connezion conforme.

Le fibré conforme E est muni de la connexion normale V¢ dont ’action
sur une section locale s = (i, 6, @) de E est

(dp+60S,
(Vo)s = ¢ D9=nf — uc+ S,
dp — 0.

Nous pouvons distinguer dans ’expression en jauge de la connexion Vg
une partie radiale et une partie transverse

Vo=D+ dt® (0 + As) = (d + By) + dt ® (0; + Ay)

ol d est la connexion triviale ds = (d|gn-1p, D920, d|gn-1¢), O; est la
dérivation par rapport & la variable t, B; est la 1-forme sur la partie
tangente & S™~! de C & valeurs dans les endomorphismes de E, invariante
par translation, définie par

(500Y),
(Be)y (1,0,90) = ¢ (3¢ — #)gean(¥,.) pour tout Y tangent & S*~1,
-0(Y)

et A; est un endomorphisme de E défini par

~16(8y),
Ar(1,0,0) = § —(3¢ + p)dt,
—0(3y).

PRrRoOPOSITION 3.2. — Les propriétés suivantes sont vérifiées :

o la courbure RP de D est nulle et I’endomorphisme A, est D-paralléle;

(] AtBt = BtAt = 0;

o A; est diagonalisable, de valeurs propres réelles +1, —1 et 0, de mul-
tiplicités respectives 1, 1 et n, d’espaces propres respectivement engendrés
par vy = (%,—dt, 1), v = (%,dt, 1), vo = (%,O,——l) et les 1-formes
tangentes a la tranche S™1;
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o dans la décomposition précédente, pour tout vecteur Y de T,S™ !,
(By)y est antisymétrique et son expression est donnée par

(Bt)yv+ = Byv- =0,
(Bt)Y'UO = '_(07 gcan(Y7 ~)a 0)7
(By)y (0; gean(Y; ), O) = gean(Y, Z)vo.

Démonstration. — Le premier point provient du calcul de la courbure
de Vo :
0=RVe =d(B; + dt ® A;) + (B; + dt ® A;) A (B; + dt ® A;)
=RP + dt AdA; + B; A (dt ® Ag) + (dt ® A,) A By
=RP + dt A (d+ [Bt,.]) A,
ou le premier terme est une 2-forme complétement tangente au facteur
8™~ tandis que le deuxiéme est un terme mixte prenant comme argu-

ments un vecteur parallele & 0; et un vecteur tangent & S™~!. Donc
RP =0 et DA; = 0. La suite est de ’algébre linéaire élémentaire. []

Nous notons (E) la décomposition de la fibre issue de la diagonalisation
de At :
Ey) = (Ruy @ Rug @ Ru_) @ Ty S™ 1.

Nous pouvons maintenant définir une métrique riemannienne sur le
fibré E, adaptée & notre situation :

DEriNITION-PROPOSITION 3.3. — On définit sur E un produit scalaire
par
Us, ) = (at)? + (@) + (@) + gean (8, )

pour tout
s=ayvy +agup +a_v_+ 0

élément de la fibre E, ;) décomposée en (Rvy @ Rvg @ Ru_) @ T;S™~1L.
La connexion D est métrique pour £ et l’endomorphisme A; est
symétrique pour ¢. L’adjoint pour (dt? + gean) ® £ de

Vo:Q°%C,E) — Q(C,E),

noté indifféremment (Vq)* ou (dV°)*, est donné par la formule

(Vo)'a=D"a— 8@(%) + Ata(%)
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ot «a est une 1-forme d valeurs dans les sections de E.

Nous sommes maintenant en mesure d’entamer la partie analytique de
notre travail, a savoir I’étude des opérateurs :

AP = (V()*V, : Q°(C, E) — Q°(C, E),
OF = (dV°)* @ dV° : Q}(C, E) — Q°(C,E) ® Q*(C, E).

3.2.2. Etude des opérateurs AE et OF dans les espaces a poids.
Nous commencons par étudier le laplacien AZ :

PROPOSISITION 3.4. — L’opérateur AP est un isomorphisme
AP . CP*(C,E) — CP*(C,E)
si et seulement si 6 n’appartient pas a l’ensemble des poids critiques

{£V/Ap + 1, £/lip,p € N}

ot les A, sont les valeurs propres du laplacien de la sphére (8™, can)
sur les fonctions et les p, sont les valeurs propres de D*D sur les sections
de Ryg x T*Sn—1,

Démonstration. — Nous appliquons ici le théoréme 5.1 de [20] : comme
notre opérateur est elliptique autoadjoint, il est un isomorphisme entre
espaces de poids § si et seulement si est injectif 'opérateur obtenu sur la
tranche S™"~! du cylindre en remplagant 8; par i\ (oit Im A = §). Les poids
pour lesquels cet opérateur est singulier sont dits «critiques» et forment
toujours un ensemble discret ; comme

AP =D*D -8} + A7,
I’équation issue de cette « transformée de Fourier» en ¢ est :
(D*D + A2 + A u(x, \) = 0;
cette équation ne peut avoir de solutions non-nulles que si A est imaginaire
pur. De plus, si on écrit u = uyvy + upvp + u—v— + > u;w; suivant la

décomposition (E) adaptée & la connexion normale, on parvient & :

Auy + (A2 4+ 1) uy =0,
Au_+ (N +1u_ =0,

(D*D + )\2)(u0v0 + Z uiwi) =0.
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Les deux premieres équations montrent donc que les

+/p + 1,

ou les A, sont les valeurs propres du laplacien sur les fonctions sur la
sphere standard, sont poids critiques. Sont également poids critiques les

£/ lps

ot les p, sont les valeurs propres de D*D sur Ryg x T*S™~1. (]

Ces dernieres valeurs propres se calculent aisément en remplagant D
par son expression et & l’aide de la théorie de Hodge L? usuelle sur la
sphere standard. On parvient au terme de calculs sans difficultés mais
fastidieux au résultat suivant : p est valeur propre si et seulement si

p+1++/(n—2)2+4u
est une valeur propre du laplacien sur les fonctions, ou si
p+n-—3

est une valeur propre du laplacien de Hodge-de Rham sur les 2-formes.

Nous retiendrons en particulier de cette rapide étude que 6 = 0 est
poids critique (car po = 0) et qu’il existe donc un intervalle ]0, &o[ tel
que AF soit un isomorphisme dans les espaces & poids correspondants.
Nous n’aurons pas besoin d’une connaissance explicite des autres poids
critiques par la suite.

Nous allons maintenant étudier ’opérateur sur les 1-formes avec plus
de précision car les résultats obtenus auront cette fois-ci une grande
importance par la suite, en particulier dans le cas dit «critique». Nous
noterons une 1-forme a valeurs dans les sections du fibré conforme

Qr +w®dt

ol Q7 est une 1-forme tangente & S™~! & valeurs dans les sections de E
et w est une section de F. L’équation transformée en Fourier & étudier

s’écrit alors
dPQr =0,

(iA+ A)Qr — Dw = 0,
(dP)*Qr + (—iX + Ay)w = 0.
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Comme 'opérageur étudié est elliptique, les solutions sont régulieres. On
pose alors :
W= wyVy +wW_v_ + wovg + w,

0= Q+1)+ +Q_v_+ Qo'l)o +§,

ot wy ,w_ et wp sont des fonctions, @ est une 1-forme sur S, Q,, Q_ O
sont des 1-formes sur S™~! et © est une 1-forme & valeurs 1-forme
(autrement dit, c’est un champ d’endomorphismes sur la sphére, mais
nous préférerons la premiére interprétation).

Des calculs sans difficultés montrent que les équation précédentes
s’écrivent, pour les composantes en vy et v_, comme

dQy =0,
(Ei) dw:t - (Z)\ + 1)91 = O,
(dD)*Qi + (——i/\ + 1)w:|: =0,

(D désigne toujours ici la connexion de Levi-Civita de la sphére) et pour
les composantes en vy et en les w,,

(dQ = A(9),
dPO=-Q g,
dwo + @ — iAQ = 0,
dPT — weg —iIANQ =0,
(dP)*Qg — tr(Q) — idwp = 0,
L([dP)Q+Q —idw =0,

ou A désigne l'opération d’antisymétrisation X Y — X QY - Y ® X
appliquée & ’endomorphisme £, oil @ et y doivent étre vues comme des 0-
formes & valeurs dans 7*S™~! et 2 comme une 1-forme & valeurs 1-forme.

Nous commencons par rechercher les poids critiques correspondant aux
composantes en v4 et en v_. A titre d’exemple et comme les résultats ne
sont pas innocents pour la suite, nous allons les étudier tres précisément.

Comme la symétrie t — —t échange v et v_ (ainsi que les espaces
a poids Cg’o‘ et Cf’;‘), il nous suffira de traiter une seule des deux
composantes, par exemple celle en v_. Nous cherchons donc les solutions
de

do_ =0,
(E-) dw_ — (iA — 1)Q_ =0,
(dP)*Q_ — (iA+ Dw_ = 0,
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Nous décomposons alors

wo =w’ + wauk,
k>1
Q=) 0"dux + Y Q5u,
k>1 k>1

selon les vecteurs propres uy (resp. dug, 6vg) du laplacien sur les fonctions
(resp. sur les 1-formes) de la sphere standard. Nous avons noté ici uy les
fonctions propres associées aux valeurs propres qui seront notées A} (on a
bien sir ug = 1, A§ = 0), et vy les 2-formes propres associés aux valeurs
propres A}. Nos équations se scindent alors en trois ensembles :

ALQRY = 0, k>1,
(GA—1)"" =0, k>1,

(ix —1)QF* —wk =0, k>1,
—QFUAE L A+ 1wk =0, k>1,
(GA+1)w? =0.
On constate alors immédiatement qu’il n’y a un poids critique pour le
premier couple d’équations qu’en dimension n = 3 (qui est § = —1) et que

6 est poids critique du second couple d’équations si et seulement si (62 —1)
est valeur propre non nulle du laplacien sur les fonctions. La derniére
équation fournit enfin le poids critique § = +1. La transformation ¢ — —t
permet d’obtenir les poids critiques correspondant aux composantes en vy
(ici, les 6 € R tels que (62 — 1) est valeur propre non nulle du laplacien
sur les fonctions, ainsi que 6 = —1 et, en dimension 3 seulement, § = +1).

Les poids critiques correspondant aux composantes en Rvg @ T*S" ™1
se calculent d’une maniére analogue (mais encore plus fastidieuse). Pour
épargner la patience du lecteur, nous résumons les résulats qui nous seront
utiles par la suite : le seul poids critique de valeur absolue plus petite ou
égale & 1 est 6 = 0 (ce fait est facile & voir en dimension supérieure ou
égale & 4 grace a la formule de Weitzenbick classique [9] :

AP = D*D 4+ Ric+RP = D*D + (n — 2);

en dimension 3, il suit du calcul du noyau de D sur les 1-formes qui se
révele nul).

De plus, le noyau associé & un poids critique de OF est toujours inclus
dans 'image de Vg, comme le montre le «lemme de Poincaré & poids»
suivant :
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LEMME 3.5. — Soit £ une 1-forme d wvaleur dans les sections de
Rug ® T*S™~ L, vu comme sous-fibré de E muni de la connezion induite
de Vo. Si & appartient o CP* avec 6 # 0 et si dVo& = 0, alors il existe
une section x dans Cg"'l’a telle que Vox = €. Si 6 =0, x comprend des
termes linéaires en t.

Démonstration. — La connexion V est plate et s’écrit :
V() = dt ® Bt + D,

oll D est également plate. Notons & = a ® dt + b une forme vérifiant les
hypotheses de 1’énoncé, avec a section et b 1-forme tangente & S~ . Alors,

0= dVe¢ = dPb+ (Da — 6;b),

d’ou :
dPb=0, Da=0;b.

L’équation & résoudre est alors :
a = 0yx, b="Dx.

Comme

D/a(t)dt:/Da(t)dt=b+c

ol c est une forme indépendante de ¢ et fermée, il suffit de poser :
X :/a(t)dt -

olt ¢ est une primitive de ¢ pour D (se souvenir que H!(S*~1,R) = 0).
En faisant tendre ¢ vers 400, on voit que ¢ = 0 sauf dans le cas § = 0. []

REMARQUE. — Un calcul direct montre que le noyau pour § = 0 est
engendré par les
(100 — (0, dy1,0)) ® dt,

ol Y7 est une fonction propre pour la premiere valeur propre non nulle
du laplacien sur la sphere standard, et

Vo ((t1)vo — (0,£d¢1,0)) = (Yrvo — (0, d¢y,0)) ® dt.

Nous concluons cette étude en énongant un résultat de franchissement
de poids critiques, issu du théoréme 5.2 de [20].
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THEOREME 3.6. — Soit u € C’k+1 *(C,T*CQE) ou é n’est pas un poids
critique de Uopérateur OF. Si nous supposons

0F u e CE™

ot §' nest pas un poids critique de OF, alors il existe une section v de
T*CQ E, combinaison linéaire d’éléments des noyauz de OF pour tous les
poids critiques contenus entre § et & telle que

u_veck+1a

De plus, v = Vow ot w est une section de C k+2 * (sauf si 6 =0).

Par la suite, nous noterons &; les poids critiques positifs de OF : ainsi
(50 = 0, 51 = 1, (521, etc.

3.3. Construction d’une section asymptotiquement parallele.
Nous revenons maintenant a la variété M munie de la métrique g
asymptote a la métrique modele c. Dans toute la suite, nous identifierons

le bout
Cr={6,t)e M; t>T}

(avec T > Inrp) & S™ ! x [T, 00[C C.
Le but de cette section est de trouver une section s = (y, 6, ¢) asymp-
totiquement parallele pour V (nous souhaitons méme plus précisément

Vs = O(e—(1+6)t)

ol 6 est essentiellement €) et qui est une perturbation & I'infini de la section
Sg = et(%,dt, 1) qui correspond au cas plat, c’est-a-dire au changement
conforme qui transforme le cylindre standard ¢ = dt? + gecan en plan
euclidien de métrique e = e~2!c = dp? + p?gean (en posant p = e~ t).
Comme le cylindre modéle est conformément plat, la section sg est
paralléle pour la connexion Vg associée & la métrique ¢. On a alors

Vs = VOS + (V _ VO)S — O(k—2,a) (e—(-r-—l)t),

puisque so = et(1,dt,1) et V — Vo = Ok=2)(e~7%),

Nous considérons maintenant 'opérateur différentiel elliptique entre
espaces & poids

V*V: Cgv*(M,E) — C;~>%(M,E)
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avecm > 2et 0 < a< 1,8 €R, et ou 'adjoint est défini & ’aide de la
métrique riemannienne ¢ définie sur £ de maniére analogue a la métrique
du fibré conforme de la section précédente. Cet opérateur est asymptote
a linfini (sur le bout Cr) & Popérateur

(Vo)*Vo : C5»*(C, B) — C5~>°(C, E).
Notons 77 : R — R une famille de fonctions de troncature, telles que

1 sit<iT
t) = =27
() {0 sit>T.
Pour T > Inrg, soit Py l'opérateur
Pr =n7(V)*Vo+ (1 —nr)V*V

agissant sur les sections du fibré conforme E du cylindre modeéle C.

ProprosITION 3.7. — L’opérateur
r: Cg%(C, E) — C5™**(C, E)
est un isomorphisme dés que 3 n’est pas un poids critique et dés que T

est suffisamment grand.

Démonstration. — L’opérateur Pr est asymptote & Uinfini & (V)*V :
* — O(e="T
| Pr — (Vo) Vo”E(C;n,a(c,E),Csl_z,a(c’E)) =0(e™) (T - ),

donc Pr converge fortement (en norme d’opérateurs) dans 'espace de
Banach £(Cz"“(C, E),C’;n“2’a(C,E)) vers (Vo)*Vp. La proposition 3.4
assure la fin de la démonstration. []

Revenons maintenant & notre probléme : Vs appartient 3 C¥~2%(C, E),
donc d’apres la proposition précédente, il existe (k — 1) et

s1 = (Pr)"'V*Vso

dans C*¥~1.2(C, E) (remarquons ici que nous pouvons nous permettre une
légere perte de poids si (7 — 1) est critique pour A¥ : la valeur exacte de &
n’a que peu d’importance dans la suite du raisonnement). Rappelons aussi
que, suivant la convention énoncée dans la section 2.2, nous considérons
que la section Vs a été tronquée et prolongée par 0 en dehors du bout Cr :

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



80 M. HERZLICH

il est donc justifié d’écrire que si Vsg est dans Cf:f '*, alors il appartient

c s k—2
aussi a CF_9¢

—1 pour tout k < 7.

Comme 57 = 0 sur [T, o0|, on a donc :
V*V((l — 77T)81) =V*Vsy sur Cr.

Nous posons

s2 = s0 — (1 —nr)s1,
et nous avons obtenu une section asymptotiquement parallele du fibré
conforme de M pour la connexion V

Vsy € CF~2%(M, E)

dont le premier terme est la section triviale sq.
Nous utilisons maintenant les propriétés de décroissance des courbures
conformes W et C. Notant v = Vs, nous avons sur Cp

(dv)*’y =0,
dVy = —RVsy = 000:0) (e~ (1+e)t)

soit encore

(@) ®d%)y e i
Comme 'opérateur considéré ((dV)* @ dV) est asymptote & linfini &
'opérateur ((dVe)* @ dVe) déja étudié, nous déduisons de la partie 3.2
le résultat suivant :

ProposiTiON 3.8. — I existe une section ss du fibré E, de croissance
au plus linéaire en t a linfini, telle que

V(sz — 83) € Cy 3% (Cr, E).

ot 6 vaut :
e € si 1+ ¢ nest pas un des poids critiques 6; ;
o n’importe quel réel strictement inférieur a (6; — 1) si 1+¢€ = §; avec
J#F1;
e 0sie=0.
Démonstration. — Elle serait une simple application du théoréme 5.2
de [20] si 'on ne souhaitait pas corriger notre section initiale uniquement

par des termes appartenant a I'image de V. Nous sommes donc obligés de
reprendre la démonstration de [20] en ’adaptant & notre situation.
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Soit § comme dans ’énoncé. Nous distinguons deux cas : le cas oli € # 0
et le cas dit «critique» ou € = 0. Nous noterons ici

R=@@V)*@dY, Ry=(dv°)*@d"e.

Dans le cas non critique, remarquons tout d’abord que nous avons
Roy = Ry + (Ro — R)y, d’'ot

0,
Roy € Cinf(1+e,n+‘r) ’

car ((dV)* @ dV)y appartient & C?fa et les coefficients de (dV)* @ dV
different de ceux de (dV°)* @ dV° par des termes en O(®:®) (e~7?).

Nous allons maintenant construire par récurrence un couple de suites
(tn, kn) dont les éléments sont une section ¢, de E et un réel sy,
non critique et strictement plus grand que —1, vérifiant les propriétés
suivantes :

e (tn — S0) est de croissance au plus linéaire a l'infini;
e Vi, € C;:j;l’a;

o (dV)*(Vtn) =0et dV(Vt,) € C1Y%;

. inf(lin + %7’,1 +E) < Rn+1 < 1 +5

Posons tout d’abord :
to = S2, Kog=#kr—1.
Supposons maintenant (tg, kg), - - ., (tn, &n) construits. Alors
Rot, = Rt, + (Ro — R)t, € C}°

o A vaut inf(k, + 7,1 + €). On pose enfin g = inf(1 + 6,)). Nous
distinguons alors trois possibilités de construction de (tp41, Kn+1) :

— Si [kn, A] ne contient pas de poids critique, le théoréme 3.6 montre
que
Vt, € CyTH°.

Il ne reste qu’a poser t, 11 =t, et Kpt1 = K.

— Si [kn, A[ contient des poids critiques et A est non critique, alors la
section 3.2 montre qu’il existe u tel que

Vt, — Vou € C5TH*

(A défini comme au point précédent). De plus, u est de croissance au plus
linéaire en ’infini car le plus petit poids critique contenu dans [k, A[ est
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forcément positif (car k, > —1). Notons v ce poids. Il existe alors v,

élément de C%/>* (pour un v/ < v arbitraire) tel que

Av = Au.
Nous pouvons alors vérifier
(dV)*V(t, —u—v) =0,
{ dVV(t, —u—v) = —RY(t,) — RV (u+v) € C7%,
pour v/ suffissamment proche de v. On peut alors poser
tnt1 =tn —U—V, Kpy1 =M.

— Si [kn, A contient des poids critiques et A est critique, alors on
procede & l'identique en remplagant A par un A’ appartenant & A — -;—7‘, Al

Par définition de la suite, on a
inf(kn + 27,14 8) < Kpy1 <146,

ce qui montre que (k) est croissante, stationnaire et de limite 1 + 6. De
plus, dés que k., = 1+ 6 pour un entier m € N, la construction de la suite
a lieu par la premiére méthode et (¢,) est aussi stationnaire. Nous avons
alors, pour un entier m suffisamment grand,

Vim € Cyis®.

Il ne reste plus qu’a prendre ce t,, pour valeur de s3.

Dans le cas critique, nous avons & nous pencher sur le poids critique
61 = 1. La démonstration précédente fournit une section t,, de E telle que

V(sy —tm) € C5THe,

avec v < 1 arbitrairement proche de 1. Mais une étude plus approfondie
permet ici de pousser jusqu’au poids 1 : on peut tout d’abord supposer
que [v, 1] ne contient pas d’autre poids critique que 1 et que v + 71. Dés
lors,

Ro(V(s2 —tm)) € Cf’a.

On ne peut pas conclure a priori car le théoréme de franchissement de
poids critiques ne s’applique pas simplement (car 1 + ¢ = 1 est critique
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pour OF ). Néanmoins, comme Vg respecte la décomposition de F en Ru_,
Ruy, Rug®T*S™ 1, on peut étudier séparément chacune des composantes.

La valeur 6§ = 1 n’est pas critique pour les derniéres composantes, donc
le théoreme 3.6 peut étre utilisé directement pour celles-ci.

De plus, pour la composante en v_, ’étude précise réalisée en 3.2
montre que si 'on décompose selon les espaces propres du laplacien sur
la sphere, § = 1 n’est poids critique que pour la composante invariante
par rotation (déja notée w® ). On peut donc encore utiliser directement 3.6
pour toutes les autres composantes. Enfin, on remarque que la composante
invariante par rotation est controlée par la seule équation sans second
membre

@V)*(V(sz — tm)) =0,

autrement dit, on se trouve face & un probléme de dimension 1 dont la
solution est bien connue, & savoir contréler w® sachant que

0
(-é + 1) W ecs
avec V' strictement plus grand que 1 (car il n’y a pas ici de terme en
courbure de décroissance comparable & e~!). On en déduit donc qu’il
existe une constante c telle que

W —cete s,

La composante en v, qui intervient en dimension 3 se traite exactement
de la méme fagon; elle est controlée par la seule équation

(dY)(V(s2 = tm)) = =RV (s2 — tm)

ou le second membre comprend a priori des termes de décroissance
comparable & e~t. Néanmoins, comme V préserve la décomposition de la
fibre en les espaces propres de A;, le comportement de cette composante
en v est commandé au premier ordre par le comportement de (RY s¢).
Or un simple calcul montre que

v 0 0 0

RYv_ = (C. oo+ (Coog Jo- = (We g = C) e g

La composante en vy de RY (83 —t,,) est donc de décroissance plus rapide
que e ! et la remarque précédente s’applique.

Le résultat voulu est donc démontré. []

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



84 M. HERZLICH

Nous posons finalement

s=(p,0,p) =52 — 83

qui est la perturbation voulue de sy = et(%,dt, 1) par un objet de
croissance au plus linéaire en ¢. Des lors, si Vs appartient & Clsj_';’o‘,
S,

Ddy — pug+ ¢S = D(dp — ) + D8 — ug + ¢S € Cys.
ProprosiTION 3.9.
e §i6 >0, alors
q(s)(z,t) = 2up — |6]3
est de Cauchy quand t tend vers linfini. 1l existe donc
doo = Jlim g(s)(z,1).
En particulier, ¢ — qoo vit dans C§+2’a.
e Si 6 <0, alors q vit dans C5+%*.

Démonstration. — Commengons par le cas non critique ot 6 > 0 : la
connexion V est métrique pour la forme quadratique ¢, donc

V(a(s(z,1),5(z,1))) = 2¢(Vs(z,1),5(z, 1))
vit dans l’espace C§+1’a. Par intégration, la fonction est bien de Cau-
chy, donc convergente & l'infini et de plus, ¢(s,s)(z,t) — ¢oo Vit bien
dans C’g+2’a.
Dans le cas critique, on remarque que
q(Vs,s) — q(Vs, s0) € C5t>
avec un 3 > 0. De plus so = e*v_, donc
q(Vs, s9) = 2€*(Vs)y,
ot (Vs); désigne la composante en v, de Vs. Comme OF préserve
au premier ordre la décomposition (E), le comportement de (Vs), est
gouverné (& des perturbations décroissant exponentiellement & 'infini
pres) par celui de (RVs), donc (toujours & perturbation pres), par celui
de (Rv80)+.
Rappelons alors que
0 0 0
va_=(C —)v (C —)’U-—(W ——C’) . ,
e o Ot o + gy o Bt o IT gn-1
c’est-a-dire que la composante en vy de Vs est nulle au premier ordre : le
formalisme du cas non critique s’applique donc.

Enfin, dans le cas non critique ou1 § < 0, nous avons encore
q(Vs,s) € Cgtle

et il est immédiat de voir que q(s, s) appartient & Cg+2’a. [
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REMARQUE. — Si § > 0, ¢, est la courbure scalaire (normalisée) au
point & 'infini. Elle peut étre choisie & notre convenance : en effet, en
modifiant la section s par un terme be~*vy + s4 (ol b est un réel et
AE(be~tvy + s4) = 0) sa valeur devient goo + 4b.

Finalement, en posant aussi ¢, = 0 dans le cas ou 6 < 0, nous avons
dans tous les cas :

1 2 oo 8,00
(Ddy 25149 g+¢5) 29 € Ol
Nous posons alors 2 = (f¢)~! ou f est le facteur conforme utilisé en 3.1

et nous pouvons énoncer :
ProPOSITION 3.10.— Dans la carte inverse de la carte a linfini initiale,
la métrique g = Q%h et son tenseur de Schouten-Weyl S vérifient

Gij— i eChy, S— %qoo e Co,

(dans les espaces a poids de la boule épointée de R™) avec B > 0.

Démonstration. — 11 suffit de collecter les résultats obtenus tout au
long de cette section : tout d’abord, de la définition méme de § et du bon
comportement des espaces & poids par inversion, on calcule que

gij — 6i5 € che

avec un [ strictement positif (sa valeur exacte est sans importance).
De plus, nous savons que le tenseur de Schouten-Weyl de § vérifie (en
notant g = r=2h) :

ldel2 1 =
2902“’g= 5 9o0d + 51

S =59+ ngdgo—
©

ou S; vit dans lespace Cyrs du cylindre. Le bon comportement des
espaces a poids montre alors que

gl € Ci’?
quand on le mesure dans les espaces & poids de la carte inverse. []

COROLLAIRE 3.10.1. — Le théoréme C est vérifié.
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4. Régularité de la métrique finale.

4.1. — Nous pouvons maintenant passer a la derniére partie de la
démonstration des théorémes A et B. Nous effectuons pour cela un
changement de coordonnées, de la carte inverse vers des coordonnées
harmoniques pour la métrique g. Nous notons

Ll?i = Z_z’
|22

les coordonnées de la carte inverse.

PROPOSITION 4.1. — Il existe des coordonnées y*, harmoniques pour la
métrique g et telles que
zi—yte MY
avec 3’ < (8, arbitrairement proche de (.

Démonstration. — L’existence de coordonnées harmoniques a l'infini
est un fait bien connu pour les métriques asymptotiquement plates [7]. Le
méme résultat est naturellement valable dans une boule épointée. De fait,
nous avons

~ii T k—1,
Agl‘k = g”I"fj € C—ﬁ+?’
ou les ff] sont les symboles de Christoffel de g. En tronquant et en
prolongeant par 0 & P’extérieur d’une boule centrée en l’origine les z*,
on définit des fonctions (encore notées z*) telles que

k k-1,
Agz" € CZ507 (R™\ {0}).
On peut alors appliquer le théoréme d’isomorphisme (ou plus exactement

son analogue pour les espaces & poids de R™ \ {0}). Il nous fournit

une collection de fonctions (uk)lskgn de Cf;,l_o; (avec B’ comme dans
P’énoncé) telles que

k_ Ak
Agx® = Agzu”.

Des lors, les fonctions y* = z* — u* sont harmoniques, et peuvent se

prolonger par 0 en 0. La différentielle dy*/0x¢ se prolonge continiiment
par lidentité en 0, ce qui prouve bien qu’il s’agit d’'un changement de
coordonnées au voisinage de I’origine. []

L’intérét des coordonnées harmoniques repose sur la simplification
qu’elles introduisent dans I’écriture de la courbure de Ricci. Plus précisé-
ment, dans une carte harmonique {y*},

2
G 1 ~ke 0 ps Geb 9 5
Rlcij =—59 W Gij + @ (G*, 0cde)
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ol Q est linéaire en sa premiére variable et quadratique en sa seconde
variable.

La fin de la démonstration des théorémes se fonde alors sur une simple
application du théoréme de franchissement des poids critiques (dans sa
version «euclidienne ») que nous résumons dans le lemme suivant :

LEMME 4.2. — Soit f € C’f’g(Rn \ {0}) avec k > 1, B > 0, et telle que
AfeC® avec s>k—2,6>0.

Alors il existe un polynéme harmonique P a n variables et sans terme
constant tel que

f-PeCny
quitte & remplacer § par un 8’ < & et arbitrairement proche de 6.

Démonstration. — On calcule facilement que ’ensemble des poids
critiques du laplacien est ((n — 2) + N) U (—N). Le seul point & vérifier
est que les éléments du noyau de A sur R™\ {0} dans les espaces & poids
strictement négatifs sont des polyndmes, ce qui est bien connu (théoréme
de Schwartz). []

Application auz théorémes A et B.

En partant de . _
Ric = (n —1)goo § + 51,

et de la forme particuliere du tenseur de Ricci en coordonnées harmo-
niques, le lemme précédent montre que dans le cas non critique du
théoréme A,
§ij — 6ij — Pyj € C*0%¢
ou 6 > 0 et P;; est un polyndme harmonique de degré positif et sans
terme constant. Ce dernier est donc bien évidemment C™ et le lemme 2.3
permet alors de conclure :
gij € Cc?9.

Dans le cas critique, on ne peut obtenir mieux que
~ s+2,a
gij — bi — Pij € C217¢

(car 6 = —2 est un poids critique du laplacien) et la meilleure conclusion
possible est

avec 0 < ¢ < 1. Le théoréme B est obtenu de maniere similaire. []
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4.2. Remarques finales.

Le théoreme C permet de mieux cerner les liens entre la vitesse de
décroissance & linfini du tenseur de Weyl et le comportement de la
compactification : imposer & W de vivre dans un certain espace a poids
permet de controler la courbure de la métrique compactifiée dans un autre
espace & poids (puisque ceux-ci se correspondent par l'intermédiaire de
I’inversion).

Ainsi, dans le cas critique, la meilleure conclusion possible pour le
tenseur de courbure de Ricci de g est d’appartenir a I’espace C’g * de la
boule épointée qui ne s’injecte pas dans C%“. En revanche, 1’espace Cg’o‘
(pour 0 < § < @) s’injecte bel et bien dans C°°, ce qui permet d’obtenir la
conclusion du théoréme A.1. Dans le cas critique, nous obtenons seulement
que la courbure est bornée, et il est bien connu que nous ne pouvons
alors espérer controler la métrique qu’a 1’ordre C1'® (voir par exemple le
rapport [16]).

On peut néanmoins indiquer, en dimension supérieure ou égale & 4, une
condition optimale :

THEOREME 4.3. — Sous les hypothéses du théoréme A (cas critique), si
n > 4 et si le tenseur de Weyl s’étend de maniére C%* q lorigine dans
la carte inverse d’une carte a l'infini du bout, alors M est obtenue par
projection stéréographique & partir d’une variété riemannienne compacte
de classe C%%.

Cette condition est optimale car elle se réfere directement au com-
portement de la courbure conforme dans la carte «inversey. Malgré son
apparence trompeuse, elle est invariante par changement de coordonnées
a linfini (ce fait est une conséquence de la rigidité des coordonnées har-
moniques [7]).

Démonstration. — Les hypotheses de ce théoréme impliquent en par-
ticulier celles du théoreme A, donc nous obtenons en premier lieu une
compactification conforme de classe C1¢ et de tenseur de courbure borné.
Par ailleurs, si le tenseur de Weyl se prolonge C%® en 1’origine dans la
carte inverse, il se prolonge également de maniere C%“ dans les nouvelles
coordonnées harmoniques : en effet, le changement de coordonnées vit
dans CEE}_"I qui est un sous-espace de C1* pour # > . La suite de la
preuve repose alors sur le

LEMME 4.4.— Soit v une métrique riemannienne de classe C* (k > 1)
sur un owvert U de R™ tel que son tenseur de Weyl W soit C*=2 dans
ces coordonnées (avec ¢ > k). Alors il existe un facteur conforme de

TOME 125 — 1997 — ~° 1



COMPACTIFICATION CONFORME DES VARIETES 89

classe C®%, noté ¢, tel que ¢~ 2v soit C°t2>% qvec s = inf(k,£ — 2),
dans un systéme de coordonnées bien choisi.

Démonstration du lemme. — Si les {u'} sont les coordonnées initiales
de U, nous introduisons un nouveau systéme de coordonnées {v'} défini
sur un ouvert de U par

. n—2/1 ot ;
Auv’-l-l/( e(idlnlvkd—dln %D,Dvl) =0,
; Ov
'Uz(o) =0, 8_UE (0) = 6£ >
olt | - | désigne le déterminant en coordonnées u’. Il est toujours possible

(cf. [8, §11.5.4, p. 228]), de définir un tel systéme et celui-ci est de classe
C*k+tha en fonction des u’. Dans ces nouvelles coordonnées, si I’on pose
vt |-1/n

o=zl

Vklll/Qn,

la métrique p~2v vérifie le systéme d’équations

Weyl(p~2v) =W,
A(p—z,,’vi = 0,
dvol,-2, = dv'A ... Ado™,

ot Weyl désigne le tenseur de Weyl (pris trois fois covariant et une fois
contravariant) de la métrique p~2v et dvol sa forme volume.

Un calcul sans difficultés montre alors que ce systeme d’équations aux
dérivées partielles est & symbole injectif. []

Nous obtenons également un petit corollaire amusant du théoréme B,
qui donne une version globale — dans le cadre des variétés asymptotique-
ment plates — du théoreme de Schouten-Weyl :

COROLLAIRE B.1. — Si (M, g) est une variété C*-asymptotiquement
plate d’ordre T > 0, simplement conneze a linfini et conformément plate
(W = 0) au voisinage de linfini, alors il existe une compactification
conforme lisse de M qui est plate au voisinage du point d l'infini.

La méthode du théoreme 4.3 ne se généralise malheureusement pas au
cas de régularité plus élevée. En effet, deux systémes de coordonnées a
I’infini d’une variété asymptotiquement plate se déduisent I'un de ’autre
par une transformation constante plus des termes décroissant & 1’infini
en 7"~ ! (7 est le plus petit des ordres de décroissance de la variété dans
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chacun des deux systémes) [7]. Dans les cartes inverses, le changement de
coordonnées se prolonge donc de maniere C17 (puisque C-2_; est inclus
dans C»7 pour o > 7) au point & infini. Dés lors, les propriétés du
tenseur de Weyl & I’ordre C%" peuvent étre considérées comme de bonnes
conditions géométriques alors que des régularités supérieures ne sont pas
indépendantes des cartes choisies.
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