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SUR LE TEMPS D’EXISTENCE POUR L’EQUATION DE
KLEIN-GORDON SEMI-LINEAIRE EN DIMENSION 1
PAR

JEAN-MARC DELORT (¥*)

RESUME. — De nombreux travaux ont été consacrés & la minoration du temps
d’existence de solutions de I’équation de Klein-Gordon nonlinéaire, & données petites,
réguliéres, suffisamment décroissantes & I'infini. Le but de cet article est d’étudier ce
probléme, en dimension 1 d’espace, lorsque les données sont faiblement décroissantes a
Pinfini — ce qui interdit 'utilisation des techniques classiques dans de telles questions —
de taille ¢ < 1. On obtient, pour des nonlinéarités compatibles & 1’équation, une
minoration du temps d’existence (presque) de 'ordre de e~%. La méthode utilisée
repose sur l’exploitation de la courbure de la variété caractéristique de ’opérateur
au travers d’estimations d’ellipticité 2-microlocale.

ABSTRACT. — Lower bounds for the existence time of solutions to the nonlinear
Klein-Gordon equation with small, smooth, Cauchy data are known when these data
decay rapidly enough at infinity. The aim of this paper is to study that problem, in one
space dimension, for weakly decaying Cauchy data, of size e. The main result asserts
that if the nonlinearity is a combination of null forms, the existence time is (almost)
larger than e~%. The weak decay of the data prevents one from using classical methods
employed to treat such kind of problems. Instead, we exploit the curvature of the
characteristic variety of the equation, through the use of 2-microlocal ellipticity.

0. Introduction

Notons u une fonction sur R x R¢, muni de coordonnées (t,z) et u’
(resp. u) les dérivées d’ordre 1 (resp. 2) de u par rapport & toutes les
variables. Considérons ’équation de Klein-Gordon nonlinéaire

0.0.1 Ou+u=F(u,u, u”
(0.0.1) (u,u',
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270 J.-M. DELORT

dans laquelle F' est une fonction réguliere, nulle & ’ordre 2 en 0, linéaire
en u” et O Popérateur de d’Alembert 87 — A,.

Lorsque d > 3, Klainerman [9] et Shatah [14] ont prouvé l’existence
d’une solution réguliere définie pour tout temps & 1’équation (0.0.1),
lorsque les données de Cauchy sont assez réguliéres, assez décroissantes a
linfini, et assez petites. Hormander, dans sa monographie [6], a précisé
les estimations obtenues par Klainerman, et a démontré que pour des
données C*° & support compact de taille €, ’équation (0.0.1) admet en
dimension 2 (resp. 1) une solution sur un intervalle de temps [—T¢, T¢]
avec liminf._,o(elogT.) = +oo (resp. liminf._,gey/Te = +0c0). Il a en
outre conjecturé qu’en dimension 2, la solution existe globalement. Ce
dernier résultat a d’abord été prouvé pour des nonlinéarités particulieres
par Georgiev-Popivanov [5], puis, pour toute nonlinéarité vérifiant une
« condition nulle convenable » par Kosecki [11]. Dans le cas de nonlinéarités
arbitraires, une preuve reposant sur 1’utilisation de techniques d’algebres
de Lie a été proposée par Simon et Taflin [15]. Enfin, Ozawa, Tsutaya
et Tsutsumi [13] ont donné de ce résultat général une démonstration
purement analytique.

Dans le cas de la dimension 1, Hérmander pose également la question
du temps d’existence de la solution, en suggérant que celui-ci pourrait étre
minoré par Ce®/<’, voire infini pour certaines nonlinéarités. Yordanov [16]
a récemment construit un exemple simple montrant que, pour certaines
nonlinéarités cubiques, il existe des données C*° & support compact don-
nant lieu & une solution dont le temps d’existence ne peut étre supérieur
a e/<". Dans le cas semi-linéaire, la minoration du temps d’existence
en Cec/€ conjecturée par Hormander a été récemment prouvée par Mori-
yama, Tonegawa et Tsutsumi [12]. .

Nous nous proposons, dans cet article, de revenir sur cette question, en
dimension 1, dans le cas de ’équation de Klein-Gordon semi-linéaire, et
pour des données de Cauchy faiblement décroissantes a 'infini (i.e. dont
le comportement & I'infini est celui d’une fonction L?). Plus précisément,
nous allons démontrer, pour des nonlinéarités vérifiant la propriété de
compatibilité isolée par Kosecki [11], et pour de telles données de Cauchy,
que la solution existe sur un intervalle de temps (presque) de 'ordre
de 4.

Les estimations classiques utilisées pour I’étude du temps d’existence
de la solution d’une équation des ondes ou de Klein-Gordon nonlinéaire
reposent sur ’obtention d’inégalités d’énergie pour la fonction considérée,
et pour ses dérivées par les « champs de Klainerman » associés a I’équation.
Dans le probleme qui nous occupe ici, le champ a faire intervenir est la
rotation hyperbolique t0; + x0;. Or, un tel champ n’est pas utilisable
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TEMPS D’EXISTENCE POUR KLEIN-GORDON SEMI-LINEAIRE 271

sans hypothéses de décroissance & l’infini des données plus fortes que
celles que nous considérons ici. Dans le cadre dans lequel nous nous
plagons, toute amélioration du temps d’existence ne peut donc résulter
que de P'utilisation de la seule courbure de la variété caractéristique de
I’équation. Pour ces raisons, nous abandonnons les méthodes reposant
sur l'utilisation de 1’inégalité d’énergie, et nous inspirons des techniques
récemment développées par Bourgain [3], pour la résolution de I’équation
de Schrodinger périodique, et par Klainerman-Machedon [10], pour 1’étude
de solutions locales a 1’équation des ondes semi-linéaire & données peu
régulitres (cf. également les travaux de Kenig-Ponce-Vega [7], [8] consacrés
a ’équation de Korteweg-de-Vries). Les méthodes utilisées par Bourgain
et Klainerman-Machedon consistent en effet & rechercher la solution dans
des espaces H** de distributions tempérées u, dont la transformée de
Fourier vérifie

(L+&+ 72U+ o(r,0) Pae I?

oll o est une équation homogene de degré 1 (dans le cas de ’équation
des ondes) de la variété caractéristique. En d’autres termes, il s’agit de
résoudre ’équation considérée dans des espaces de Sobolev 2-microlocaux,
associés a l’'involutive donnée par la variété caractéristique, espaces ana-
logues & ceux construits par Bony [2] dans le cas d’une lagrangienne.
L’intérét de tels espaces réside dans le fait qu’ils refletent les pro-
priétés de courbure de la variété caractéristique. Une subtile méthode
d’orthogonalité L? permet &4 Bourgain [3], dans le cas de ’équation de
Schrédinger périodique, et & Klainerman-Machedon [10], pour ’équation
des ondes, d’exploiter ce fait, pour montrer qu’une nonlinéarité qua-
dratique convenable applique un espace H 5" dans un autre espace de
la méme forme. De plus, la résolution de I’équation linéaire renvoie ce
deuxiéme espace dans le premier, lorsque les indices s et s’ sont convena-
blement choisis. Cela permet d’obtenir les théorémes d’existence par un
simple point fixe.

Nous utilisons ici le méme type de méthode. Plus précisément, nous
ramenons par changement d’échelle notre probleme & un probléeme
d’existence locale & données peu régulieres, utilisant un artifice qui nous a
été signalé par G. Lebeau dans le cas de ’équation des ondes nonlinéaire,
et nous résolvons ce probléeme dans des espaces analogues & ceux de Bour-
gain et Klainerman-Machedon. La différence principale avec les travaux de
ces auteurs, réside dans le fait que la courbure de la variété caractéristique
de ’équation de Klein-Gordon tend vers 0 lorsque la fréquence tend vers
Pinfini. En conséquence, les estimations nonlinéaires que nous obtenons
dégéneérent pour les grandes fréquences. Néanmoins, les hypothéses de
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272 J.-M. DELORT

régularité sur les données initiales, ainsi que la structure particuliere des
nonlinéarités, permettent de compenser cette perte et d’établir ’existence
par un théoréme de point fixe.

Signalons en conclusion que des estimations de solutions de I’équation
de Klein-Gordon linéaire en dimension deux ont été obtenues par Fang-
Grillakis [4], par des méthodes voisines de celles de [10].

NotaTioN. — Dans I’ensemble de I'article, nous désignerons par || - || la
norme L2

1. L’équation de Klein-Gordon a données petites

1.1. Enoncé du théoréme.

Notons (t, ) les coordonnées de R2. Si (¢,z) — U(t, x) est une fonction
définie sur un ouvert de R?, & valeurs dans R™, on notera

Ut,z) = (wi(t, 2),...,um(t,2)).
Il s’agit d’étudier ’équation de Klein-Gordon semi-linéaire

QU +U = F(U,8,U,08,U),
(1.1.1) Ujt=0 = €Uy,
atUltzo = 6U1,

ol F' est un polynéme en ses arguments, Uy, U; des fonctions données
sur R & valeurs dans R™, et € > 0 un petit parametre.

On supposera que la nonlinéarité F' vérifie une condition nulle de la
forme suivante : notons

e q1(T,X;T,X’) la forme bilinéaire symétrique TT' — X X';
e ¢o(T, X; T, X') la forme bilinéaire antisymétrique TX' — T"X.

Nous ferons alors sur F' 'hypothése de structure suivante

(1.1.2) F(U,6:U,0,U)
=Go(U) + Y Gi;(U)q1(Bvui, Opuis; Byu;, Opuy)

1<i<j<m

+ Z G?j(U)(h(atui,3zui;3tuj,5xuj)
1<i<j<m
ou Gy, G}j, ij sont des polynomes en U, G étant nul & ’ordre 2 en U = 0. '
En d’autres termes, nous supposons donc que F' est combinaison linéaire
de formes vérifiant les conditions isolées par Kosecki dans [11].

ToME 125 — 1997 — ~° 2



TEMPS D’EXISTENCE POUR KLEIN-GORDON SEMI-LINEAIRE 273

On se propose de prouver le théoreme suivant :

THEOREME 1.1.1. — Soit N > 3 un entier fixé. Il existe une constante
¢ > 0 telle que pour tout couple (Uy,U;) dans la boule unité du produit
des espaces de Sobolev HY (R) x HN~1(R), le probléme (1.1.1) admette,
pour tout € € 10,1[, une unique solution

UeC(]-To T, HV(R)) N C'(] - T, T, HV ' (R)

dont le temps d’ezistence vérifie T. > ce~*|loge| .

Remarquons que lorsqu’on considére un probléme scalaire avec une
nonlinéarité ne dépendant pas des dérivées de la fonction, on dispose d’un
meilleur résultat :

TaEOREME 1.1.2. — Soit f : R — R une fonction C*, nulle d ’ordre 2
en 0. Il existe €9 > 0 tel que pour tout € € 10, €[ et pour toutes fonctions
up : R — R,u; : R — R dans la boule unité de H*(R) x L?(R), le probléme

Ou+u = f(u),
(1.1.3) Uj¢=q = €Uo,

atU{t=0 = €Uy,

admette une unique solution u € C°(R, H'(R)) N C*(R, L2(R)).

Démonstration. — Comme H'(R) est une algebre, 1'existence d’une
solution locale en temps au probléme (1.1.3) est claire. Si ’on pose

(1.1.4)  E(u,t) = % /((E),gu)2 + (8,u)? + u?) dz — /g(u(t, r))dz

ol g(u) vérifie ¢’ = f et g(0) = 0, on constate que pour tout ¢ dans
Iintervalle d’existence de la solution locale

E(u,t) = E(u,0) et |E(u,0)| <Cé

avec une constante C indépendante de ug,u;. Comme il existe C; > 0
avec [ |g(u(t,z))|dz < Ci|lu(t,.)||3:, on a:

2 2 3
(1.1.5) L(lloeutt, )72 + |utt, M) = Callutt, )] < Ce.
L’hypothese [|0,u(0,.)||22 + ||u(0,.)||%: < €? entraine alors, pour € assez
petit, lexistence de C’ > 0 tel que ||Qpu(t,.)|Lz + |[u(t, )|z < C’e pour
tout ¢ dans le domaine d’existence de la solution locale. L’existence globale

en découle immédiatement. []
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274 J.-M. DELORT

Bien entendu, la méme preuve s’applique dans le cas d’un systeme,
lorsque la nonlinéarité F(U) est indépendante des dérivées, et s’écrit de
plus sous la forme VyG(U) pour un potentiel scalaire G.

La preuve du théoreme 1.1.1, pour laquelle on ne peut faire appel a
aucune quantité conservée, va reposer sur une réduction & un résultat
d’existence locale.

1.2. Réduction & un théoréme d’existence locale.

Notons h un parameétre réel strictement positif. Si U est solution du
systéme (1.1.1), posons

U*(t,z) =U(t/h,z/h), U}(z)="Uj(z/h), j=0,1.
On a alors :
QOu* + h=2U0" = h2F(U", hO,U", hd,U"),
(1.2.1) U1 = eUL,
8tUh|t:0 = eh_lU{‘.

DEFINITION 1.2.1. — Soient s € R et N € N. On dit qu’une famille de
fonctions (U")ej0,1/2) de R dans R™ (ou de R dans R) est dans Uespace
H$(R) si UR est dans L? pour tout h fizé, et vérifie

(1.2.2) ||(Uh)h||215v

— sup (/|ﬁh(g)|2(1 + hlg))*" de h=2|log h|3) < +o0.
h€)0,1/2]

Nous désignerons dans toute la suite par :

o Ag le multiplicateur de Fourier 1¢j¢<1y;

e Aj; le multiplicateur de Fourier 1ygj-1<|¢|<2s} pour j € N*.

Alors, (U")}, est dans Hj; si et seulement si U est dans L?(R) pour
tout h fixé, et s’il existe une suite (c;(h)); dans la boule unité de ¢?(N),
et une constante C > 0 avec, pour tout j € N,

(1.2.3) AU < Cc;(h)h*|logh|~% (1 + 27h)~N.

La meilleure constante dans (1.2.3) est une norme sur Hj, équivalente
a (1.2.2).
Remarquons que A,Ué‘ vérifie

18;Ug 1| < Ce;(R)|Uoll an hM2(1 + 27R) N
pour une constante universelle C' > 0 et une suite (c;(h)); dans la boule
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TEMPS D’EXISTENCE POUR KLEIN-GORDON SEMI-LINEAIRE 275

unité de £2(N). Si on lie € et h par la relation € = ah'/4|logh|=3/2, on
voit donc que (U"|,—o)n est dans Hi,/‘i, sa norme dans cet espace étant
majorée par Cal||Up||n pour une constante universelle C.

De méme, (8,U"|;_o)n est dans Despace Hy /2.
Nous allons prouver le théoréme suivant :

THEOREME 1.2.2. — Soit N un entier supérieur ou égal ¢ 3. Il existe un
réel § > 0 tel que pour toutes familles (V1) helo,1/2)» (Wh)he]o,l /2[ €léments

de Hi,/‘l et H_,:,l_/f respectivement, de normes dans ces espaces magjorées
par b, le systéme

Qu™ + h=2U0" = h2F(U", ho,U", ho,U™),
(1.2.4) UM\yeg = VP,

atUh|t=0 == Wh,

admette une solution (U"), € C°([-1, 1],H§,/4) N CY([-1, 1],H{,1_/14).

Le théoréeme précédent entraine immédiatement le théoreme 1.1.1 : la
solution qu’il fournit lorsque

VP = ah'4|log h| 732Uk, W = ah™3/*|log h|3/2UT,

avec « assez petit devant §, donne par changement d’échelle une solution U
au probléme (1.1.1), définie sur un intervalle de temps de longueur supé-
rieure ou égale & h™! ~ ce~*|loge| 6.

Le théoréme 1.2.2 sera obtenu en considérant (1.2.4) comme un pro-
bleme d’existence locale & données peu régulieres, que 1'on résoudra par
une méthode inspirée de celle utilisée par Bourgain pour étudier I’équation
de Schrodinger périodique dans [3], et de celle permettant &4 Klainerman
et Machedon de construire des solutions & données peu réguliéres pour
I’équation des ondes semi-linéaire dans [10].

Introduisons les espaces qui nous seront utiles. Pour j, k € N, posons :

(1.25) @5 (r,6) = Yarsoylai-1<iel<2) Ligums crp /nmm 88 <20

sij>0,k>0,
+
(1.2.6) ©5k(7:6) = Lizr>01 il <1} Lgros < o /75705 <08
si k>0,
+
(1.2.7) ®5(m,6) = Larsopliz-1<igl<on ., /imaren <y
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276 J.-M. DELORT
sij>0et
+
(128) QOO(Tv g) = ]l{:i:7'>0} 1{|§|<1}1{|7:Fm|<1}a
de telle maniere que
1= oh(r&)+ ) &5(10).
J,k20 3,k>0

Pour u € L?(R?), posons :
(1.2.9) Afu = FH (@5, (r, £)a(r,£)).

DrrInNITION 1.2.3.— Soient s € R, s’ € R, N € N. On dit qu’une famille
(u")heo,1/2( de fonctions L? sur R? a valeurs dans R (ou dans R™) est
dans Hﬁ;s’ (R?) s’il existe C > 0, une suite (cjx(h))jx vérifiant

+o0o  +oo

> (Xlewm]) <1

j=0 k=0
telles que U’on ait pour tous j, k
(12.10)  [[AZuh|| < Cej(h)h®|log h|~3/227%' (1 4 27 + 25h) N,

La meilleure constante C > 0 dans [’estimation précédente définit la
norme sur Hy® .

Dans la suite, s sera le plus souvent égal & % et pour abréger les

notations, on posera alors
(1.2.11) K34 = h3/4|log h|~3/?

et nous omettrons de noter explicitement la dépendance de u en h.
Nous utiliserons également la notation suivante : si j et j' sont deux
entiers naturels, nous écrirons

j<j s j<i -2 et jeg sij-j| <3

Alors, si une expression A (Ajuljv) n’est pas identiquement nulle, on a
soit j/ < jetj~ 3", s0it j < j' et j' ~ 5", soit j ~ j' et =5 < j, ces cas
correspondant & chacun des termes dans la décomposition de Bony [1]
de uv en paraproduits et reste.

La principale étape dans la preuve du théoréme 1.2.2 réside en
Pobtention de majorations convenables pour le produit de deux éléments

23
de Hy'?.
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TEMPS D’EXISTENCE POUR KLEIN-GORDON SEMI-LINEAIRE 277

2. Inégalités nonlinéaires

2.1. Estimations de produits.

Le but de ce paragraphe est d’obtenir des majorations de la norme L2 de
produits de la forme (A;] ku)(A;.t, » V). Nous allons exploiter la courbure de
la variété caractéristique de ’équation de Klein-Gordon pour obtenir des
estimations meilleures que celles données par une majoration brutale, en
utilisant une méthode inspirée de celle de Bourgain [3]. Toutefois, comme
la courbure de cette variété 72 = £2 + 1 tend vers 0 lorsque la fréquence &
tend vers I'infini, le gain va présenter une dégénérescence pour les grandes
valeurs de &.

SiJ = (,7,5") € N3, K = (k, ', k") € Nt B = (e, ¢/, ") € {+,~}3,
notons :

(2.1.1) A(LK,E) = {(r,6,7,€); (1,€) € Supp &5,

(r,€) € Supp ®%y, (1 — 7/, € — €') € Supp ‘I’f'k}-

Soit b(7,&; 7, &') une fonction localement bornée sur R? x R2. Si u et v
sont deux fonctions & spectre compact, définissons B(u,v) par

—
Blu,v) = [ alr = ,6 ~ €)o(,€) bl 7, €) dr' €
et commencons par prouver la proposition suivante :

ProrosiTION 2.1.1. — Il eziste une constante C > 0 telle que pour tous
indices J = (4,7',3"), K = (k,k',k") dans N3, vérifiant k' < k < k", et
toutes fonctions u,v dans L?(R?) on ait :

(2.1.2) ||A ,,k,,( ((Ajku) (Ajfk,v)))”
< C2%/2inf (2972~ 1/49k/4(1 4 271)3/4)
x |A%ull - 1AL ol - 1Bl oo (acr,x,E))
ou j=min(j,j’,j") et E = (+,+,%).

On notera simplement A* ’ensemble A(J, K, E) intervenant dans (2.1.2)
dans le cours de la preuve. Remarquons d’abord que ’estimation

(2.1.3) ||A o (B((Afuw), (A 0) ||
< C2% D2 ALl - | AL 0] - Bl oo as)

est claire.
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278 J.-M. DELORT
En effet, on peut écrire
| F 1A% (B(ASw), (Af0)](1,6)]
< ([ 1Bt - e - [Bfeo ()P Par'ag’)
< ( / 0h(r — 7.6~ €)% (7, E)ar'ag)
d’ou (2.1.3) lorsque j=j ou j=j'.

Lorsque j” < j et j” < j', il suffit d’estimer le membre de gauche
de (2.1.3) par

L2(dT)

21"/2sgp||/|bl-I@L(T—T',f—é |- |AT v (7, 8)

§2""/2S'§1>H(/ Geu (=16 =) Bl (r 5')d7'd5')%‘m<da

IIA el l|b||L°°(Ai)

pour obtenir encore la majoration cherchée.

11 nous suffit donc d’établir (2.1.2) lorsqu’on remplace dans le membre
de droite la borne inférieure par son second argument. On peut en outre
supposer j” > 0. Considérons la fonction

(2.1.4) F&€)=vVh2+(€-€)2+/h2+¢7

définie sur R? et établissons le lemme suivant :

LEMME 2.1.2. — Il existe une constante C > 0 telle que pour tout
h €]0,1]
chl§ — €'|
2.1.5 —_
(2.15) 66| |

si & et & sont de signe contraire,

chi¢|
agf = 1+ h¢]

si0<¢/E<1et|t — € > 35lél,

(2.1.6) O .¢)| > (1+ hinf(¢'], |6 = €'])) "

_chig']
— 1+ h|§']

st & et &' sont de méme signe et |€'| > [€].

(2.7) A
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Dans tous les cas, lorsque €' — %£| > 155/€l, on a donc :

(2.18) Z—g(é,f’)

> ChSllp(lEl, |£,,7 ,§ - éll)
~ 1+ hsup([¢], [€'], 1€ — €'1)

x (1+ hinf(lg], 1€, 1€ — €)™

Démonstration. — On peut se limiter au cas £ # 0 et £ # 0. Posons
alors 0 = 1/h|¢| et & = € — 0€. La dérivée a étudier s'écrit :

oF . £E-¢ 3
(2.1.9) a_g,(gag )=- \/h—2 F(E-¢)2 + \/h—2 + £

__i[ 146 3-6 }
T2+ G+ 02)E  (2+(L-0)2)i]

Lorsque ¢ et ¢ sont de signe contraire, § > 3 et
2

OF (. 3 +0
d’otr (2.1.5).

Supposons % > 60> 1—(1)0. On a alors :

(2.1.10) g—g(g, ¢)

2

o ~1/2 o2 \-1/2
2(IJF(%,-JF()V) -1+ %_9)2)
2002 o? -1/2 o? -1/2
= 142
dooraror e (gt
o2 1/2 o2 1/2\ !
x((H_(%w)Q) +(1+ 7 50) )
2 - -1
> P (30740 (G -0 407)
2
On obtient donc
5 66|z ot 1

“(A+REN21+hE-¢]
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ce qui donne (2.1.6) puisque
l6—¢|= I€I-I% +0|<lg) et [¢]=1¢-]|3 -0 <|E-¢.
Le cas —— <f< - 100 se traite de méme.
Enfin, si 8 < —5, on a
oF 1_¢
'_'(ga 5/) > 2 ’
98¢ o

d’ou (2.1.7). []

Lorsque £ est proche de %E , hous utiliserons le lemme suivant :

LemMmE 2.1.3. — Il existe ¢ > 0 tel que pour tous 1,1’ de méme signe
vérifiant |n| < 155 1€ et |n'| < 155 1€ on ait :

, ch ,
@111 [F(& 56+m) = F(& 36+ 2 G 7l

Demonstmtion — Posons n=—0¢n =—-0'¢avec 0,0’ de méme signe
et |0] < 125, 10'] < 155+ On peut toujours supposer £ # 0 et 0 < ¢’ < 6.
On a alors

1 1 / o 0 1
F(e de+n) — e de+n) = [ S IF(e de—re)]an

(5’2 —Té) Iél(( (1 _7')2)1/24_(0-2_*_(% +’I‘)2)1/2)
olt ¢ = 1/h|€|. On a donc, en utilisant (2.1.10)
F(§, 3¢ +n) — F(&, Je+1)

0 1 1_

:lgl/(22l+r2;_ 221r21)dr

o \(@2+(5+7)%)2 (o2 +(3—7)%)2
clé|o? /" ch 2

1 b > " _
2 W Jo " E T
Pour prouver la proposition 2.1.1, écrivons

FlAL L (B(ALw), (AL )] (1,6) = Wi(r,€) + Wa(r, £)

avec

(2.1.12) Wy(r,6) = / bA,ku (r—7,6-¢)
e >Idotl T

xAJv (7',€")dr’ dE' D51 (7, €)

et prouvons :

TOME 125 — 1997 — ~° 2



TEMPS D’EXISTENCE POUR KLEIN-GORDON SEMI-LINEAIRE 281

LEMME 2.1.4. — Ii existe une constante universelle C' > 0 telle que

(2.1.13)  |Wh|| < Cinf(27/2,2F/4p=1/4(1 + 27R)3/4) 2k /2

X |AT ol - [ASul - 1]l Lo (ax)-

Démonstration. — Notons x la fonction caractéristique de l’intervalle
10, 1[, désignons par j I'indice max(j, j/, ") et posons :

J
[ 16,14 h2

: o (1+ h27)?

ol ¢ est la constante de (2.1.8). Décomposons

Wi(r,€) = Y (@7 + ) %, (1,€)
LET

avec

t N bﬁ\ e el
Wy (7',6) = jku(T T7,€ f)
(&'~ 3€)> 155 1€l — e o,
XAj,k,’U(T ,€ )X(—L— — )dﬁ dr’.
Montrons que @j@;ﬁ, x (resp. {D[@;t,,k,,) est orthogonal & @Z@ﬁk”
(resp. Wy, <I>;-t,, o) Si[€—=2'| > 2. 8i (7,£) est dans I'intersection des supports
de @, et @, il existe (75,€,) € Supp <I>j,k, avec &, > 3¢ + 1551€| pour
p=12e0<&/L-¢<10<&/L-¢ <1, tels que 'on ait
(1 = 15,6 = &,) € Supp @, pour p=1,2. On a alors

(2.1.14) F(&,€1) — F(§,&)
= h - - -+ h e o]
Y R A Y

d’ou, puisque k' < k, |[F(£,£]) — F(£,65)] < 4 x 2k

D’aprés (2.1.8), 9F/9¢'(£,€') ne s’annule pas lorsque ¢’ décrit inter-
valle [¢],&5] et par conséquent

h2?

|F(6.6) ~ FE&)| 2 575 +h2) 72l — &l

puisque [¢] est de Pordre de 27”. Comme |[¢ — ¢/| > 2, on a |¢] — &| > L
et le choix qui a été fait de L entraine une contradiction.
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On démontre de méme I'orthogonalité de w, <I>;S, w €t @;@;‘://ku et on
a donc

(2.1.15) HZ@*«D k” <52|}A+<I>ﬂ5,k,, |I”

et I'inégalité analogue pour @, . Or,

21 < |&Ra - [EFwvx (5 -9)

Ll(dr,dg,)“b”L‘x’(Ai)

!
K/271/2(| A + 3
<2202 A F |- [BFevx (5 — )| - lbllzscas):
Reportant dans (2.1.15) et sommant on obtient

|3 0F @k | < C2F 2L 2 Aful - 180 - 1Bl aty
2

et I'inégalité analogue pour w, . On a donc

(14 h29)1/2
(h2j)1/2
A%l - 1ALl - 1bllzeaz)

(2.1.16)  ||[Wh]| < C2k+kD/2 (1+ h2)

et comme en (2.1.3)

(2.1.17) ”W1||SC?GMI)/Q”A wull - 1AL vl - 1Bl oo at)-

Si 27/2 < 2k/4p=1/4(1 4 27h)3/4, (2.1.17) entraine (2.1.13).
Dans le cas contraire, on majore 25/2(1 +h=1277)1/2(1 4+ h27) dans la
formule (2.1.16) par

1/2 - ~
i) / (L4 h27)1/4 < ok/4p=1/4(1 4 9p)3/4

ok/4p=1/4(2p)1/2 (1 + —

d’on (2.1.13). []

Estimons maintenent W :
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LEMME 2.1.5. — Il existe une constante universelle C > 0 telle que :

(2.1.18) ||[Wa| < C2*/4p=1/4(1 4 27 p)3/42% /2

X HA;-*kull : ||A;'k/”|| Nl Loo (At Li—jrr <3, 157 —j7| <3} -

Démonstration. — Ecrivons

(2.1.19) Wy(r, £) = @jﬁ,k,, (T, £)/ bA u(r -7, 1¢—n)
[nl< 155 1€l —

X A;tk,v(fr’, %5 +n)dr'dn
=@, (1,6 (FF (1,€) + @y (1,€))

LeN

avec

(2.1.20) @(r,€) = / bASu(r -7, 16— 1)
Inl< 155 1€

T 1
xA;tk,U(T', &+ 77) 1{\/ZL<in<\/€+1L} dr’dy

L désignant la quantité
4 .11
L=—2F2p=1/2(1 4 29" p)3/2
Ve ’

ou c est la constante de (2.1.11).
Montrons que ﬁ?;’"@ji,, x €st orthogonal & @Z@;t,,  lorsque |[£ —¢'| > 2.
/

Si (1,&) appartient & Supp @;-t,, & N Supp 1’1}\; N Supp W, , il existe (Tp,np)

avec (7,, %§+np) € Supp @;7,9,, (T—"Tp, %5—77,,) € Supp @jk pour p =1,2,

VEL<m <VE+1L, VOL<n <V F1L.

En écrivant la relation (2.1.14) avec & = &+ et & = 2£+m, on
obtient :

|F(&, 36+m) — F(§ $€+m)| <4- 28

D’apres le lemme 2.1.3, le membre de gauche de cette inégalité se minore
en valeur absolue par

ch 2 9 ch 9
>
(1+h|€')3|771 772' = (1+2-7”h)3L
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Le choix de L entraine une contradiction. On a donc :

(2.1.21) > a7 k” < 5Z|{w+<1>i,,k,, I
¢
Si 'on pose f = A/;'k\u et g = A/;r,;'u, on écrit alors :

@} (r,6)| < / bl - |f(r =", ke~ )]
Inl< 135 €l
x |g(r, %{ +1)| Y ViL<n<vEFiLy dr’dn

2
([ Bl e
Inl < s el L 2 ')
x |g(', 36+ )| L Ver<n<veripy 47 dn)

KL\
x (\/2_2%_1)1 g

Majorant le dernier facteur par 2¥'/2L/2, on obtient d’apres (2.1.21) :

2 ’
<o L/If(r—f', se-nf

’ 2
x |g(r', 5€+m)|" dr’ drdEdn [[b]F oo 4x)-

(2.1.22) “ 3 @y o
I

L’estimation du membre de gauche de (2.1.22) par le membre de droite
de (2.1.18) au carré en résulte, compte tenu de la valeur de L, et du fait
que |7 —7"| < 3,|5'—j"| < 3 d’aprés 'expression méme (2.1.19). On traite
de méme la contribution des termes en @, . Le lemme est démontré. []

La proposition 2.1.1 résulte des lemmes 2.1.4 et 2.1.5. Nous allons
établir un second résultat du méme type :

ProposiTION 2.1.6. — Il existe une constante C > 0 telle que pour tous
indices J = (4, 5',5"), K = (k, k', k") dans N3, vérifiant k' < k < k", et
toutes fonctions u,v dans L*(R?) on ait, avec E = (+,—, £),

(2.1.23) ||A%0 (B((A%w), (A%0))]|
< 2K/ inf(21/2,h 1/49k/4(1 4 hinf(27,2j'))3/4)
x ATl - A7 ol - 1Bz A, x,B))-

On notera que, dans ’estimation précédente, le facteur de perte di a
Pannulation de la courbure de la variété caractéristique lorsque £ tend vers
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Vinfini, (14 hinf(27,27'))3/4, est plus grand que dans Destimation (2.1.2)
(pour j” < j et 77 <« j'). C’est I’hypotheése de structure sur les non-
linéarités que nous allons considérer qui permettra de compenser ce
comportement.

Dans toute la preuve de la proposition, nous noterons A* = A(J, K, E)
pour le choix d’indices E de ’énoncé. Nous utiliserons :

LEMME 2.1.7.— Soit G(&,€') la fonction \/h=2 + (€ — &)2—/h~2 + £2.
1l eziste C > 0 telle que pour tout h €]0,1], on ait :

chl¢]

oG, -2
(2.1.24) 8—5,(5,5) > Fm(l + hl¢'])
s1 € et £ sont de signe contraire,

oG . . chl¢]

(2.1.25) 8—5,(6,6) > T+ hie]
si € et & sont de méme signe et |€'] < €],

a_G / Ch|§| _ 2
(2.1.26) o (€€ 2 5 THIE T hE _£,|(1 +hl§ =€)

si & et & sont de méme signe et |€'| > |€]. On a donc dans tous les cas

ac
o€’

N chie]
= T+ hsup([el, T, 1€~ €1)

x (1+ hinf(|¢'], € — €))%

(2.1.27) (&,¢)

Démonstration. — On a,

oG £-¢ ¢

% hIrE-eP Vhrier

11 est clair que le troisiéme cas (2.1.26) se déduit du premier en remplacant
¢ par £ — &' et que l'on peut se réduire au cas £ # 0, £ # 0.

Supposons d’abord &'/€ < 0 et [¢'| < |€]. Posant u = ¢'/€ € [—1,0] et
o = 1/h|€|, on obtient puisque u < 0

(2.1.28) Z_g _ _é_{[(“rﬁ)-w_ (1+Z_z)_1/z]
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don oG 2 1-2 2 1/2 2\-1
(o) — 22U g - g -
s 2 14 2
5¢'| = 2 u2(1—u)2(1+(1—u)2) ( + )
1 o? 1 c h|¢]

> -
T~ 8024+u? \/1+02 ~ (1+h|€])? 1+ h¢
d’ou (2.1.24) lorsque |¢&'] < |¢|. Si |€'] > |€], on pose u = £/€ € [-1,0] et
on écrit
oG ¢ [ u—1 + 1 ]
o¢ — ¢l Vo2+(1—u)?2 V1402
ol o désigne o = 1/h|¢’|. On a donc

oG
o¢'

o? —1/2 2\—1
-z _ -1/2
z(1+(1_u)2) 1+ 0?)

2

o? u? —2u 1
2 (1—-u)? (1+02)3/2

o? S chlé|
(1+02)3/2 = (1+hl¢))3

2

> clu|
d’ott (2.1.24). L’inégalité (2.1.25) résulte immédiatement de 1’expression

de 0G/9¢'. []
LEMME 2.1.8.— Sous les hypothéses de la proposition 2.1.6, pour j” > 1,
1+h25 1/2 S
< ¢ olktky/2 (2T 04 inf(29. 927
<C2 ( ) (1+hinf(2/,2)

< N|8Tull - 1A gl - 18l Lo as)-

Démonstration. — La preuve est analogue a celle du lemme 2.1.4. La
transformée de Fourier de la quantité & estimer s’écrit

S0, (r, )l €)

LEL

avec
— — /
~ _ + ’ N A— 1ot
We(1,&) = /bAjku (r=7,6-&) A% (1€ )x(—L— - Z) d¢’dr’
ot x = 1jg 1y et L = C((1 + h27)/h 27" )(1+hinf(27,27"))22%, C désignant
une constante assez grande devant l’inverse de celle intervenant dans la

formule (2.1.27). Si £ et ¢ vérifient |[¢ — ¢'| > 2 et si (7,£) est dans
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Supp <I>ﬂ5,k,, N Supp W, N Supp Wy, il existe (7,,&,) € Supp®j,, pour
= 1,2, avec (1—7,,6-¢&,) € Supp<I>]k pourp =1,2et ¢L < & < (4+1)L,
B’ L<gE< @+ 1)L. Ecrivons alors

(2.1.30) G(§,€) -G, &)
= W2+ (- g = () - (A2 4 g i)
B = D W =

On a alors |G(&,&)) — G(£,£5)] < 4-2F et d’apres l'inégalité (2.1.27),

-1

h2J
1+h2

-(1+ hinf(27,27)) °L.

|G, &) - 66, &)] 2
On en déduit que @;-t,,k/,ﬁ?e et @;S,k,,@g, sont orthogonaux. L’inéga-
lité (2.1.29) en résulte comme dans la preuve du lemme 2.1.4. []
Démonstration de la proposition 2.1.6. Si le membre de gauche
de (2.1.23) est non nul, on a soit j K j' ~ j”, soit 7/ <K j ~ j”, soit
7" —5 < j ~ 7. Dans le premier cas, (2.1.29) entraine que le membre de
gauche de (2.1.23) se majore par

, . 1 1/2 .
k)2 ¢ [0i/2 ok/2 j
(2131) C2¥/2inf [27/22 (1+h2j”) (1+h29)]

[AaTeull - ATl - [1b]l Lo (ax)
2’9/2%]

(h29)1/2
”Ajku” AT vl 10l Loo ).

< C'9¥ 12 inf [21'/2

On en déduit I'estimation cherchée en distinguant les cas
20/2 < ok/Ap=1/4(1 4 2TR)3/4 et 29/2 > Qk/ApT1/4(1 4 27p)3/4,

Le cas j' < j ~ j” se traite de méme.
Si j” — 5 < j ~ j', la majoration (2.1.29) donne

” ]_ + h2 —
C 2 /2 int [2J /2 2'°/2W-] A ull - 18500l - [l oo at).
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La conclusion s’obtient en distinguant encore les cas
29712 < ok/Ap=1/4(1 4 29R)3/4 et 297/2 > QR/Ap~1/4(1 4 29 R)3/4,

Nous allons déduire des propositions 2.1.1 et 2.1.6 une inégalité valable
pour tout triplet (k, &, k").

Si (4,5',3"), (k, k', k") sont des éléments de N3 et si (e, e’,e”) est dans
{+,—}°, nous noterons (j1, 2, j3), (k1,k2, k3), (e1,e2,e3) les images de
chacun de ces triplets par une méme permutation du groupe symétrique
telle que k3 = max(k, k', k”). Nous nous proposons de prouver le théoréme
suivant :

THEOREME 2.1.9. — Il existe une constante C > 0 telle que pour
tous triplets J = (4,7,7"), K = (k, k', k"), E = (e,e',e") comme
précédemment, et toutes fonctions u,v € L%(R?) on ait :

(i) Siks=k" ete; # ez oubien ks £ k" ete; =ez on a:

(2.1.32) [|ASw (B((A%W), (A o) |l
< Cinf(27/2, p=1/4gsup(kika)/4(1 4 pinf(29, 292))3/4)
X 2inf(k1’k2)/2”A§:k'U|| : ||A?k“” : “b||L°°(A(J,K,E))-
(if) Dans les autres cas, on a :
(2.1.33) ||A% k0 (B((ASu), (A% )]
< Cinf (2772, h=1/4gsup(kuka)/4(1 4 27)3/4)
2mf(k“k2)/2||Ae/k/”” “A ul| - ||b||L°°(A(JKE))

Démonstration. — Notons ( , ) le crochet de dualité sur L? donné par

g = / £(t,2) (6, 2) dt da = (2—;)—2 / F(r,€) 50T € dr dé.

Comme AZ 4 kU = A:Fku il résulte des propositions 2.1.1 et 2.1.6 respecti-
vement que lorsque K <k<kK'

(2.1.34) || A% (B((A%w), (A%, 0)]
< C2%/2inf(2/2, h=1/ 4244 (1 4 27h)3/4)
Al - 1A% vl - 1Bl Lo A&, 5
(2.1.35) || A% (B((AK), (AT, )|
< C2F'/2inf(27/2, h1/42K/4(1 4 hinf(27,27"))%/4)
x a5l - AT vl - [1bll oo A, k,59)
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o ¢” vaut indifféremment + ou —. Les assertions (i) et (ii) dans le cas
k3 = k" en résultent. N
Supposons k3 = k, k' < k" et écrivons, en désignant par B I'opérateur
associé a une fonction b, de la méme forme que b,
”A;/Ikll (B(( ku) Iklv)) H
= ”Sup I<A IIkII(B((A ku) (Aelklv ,(p>|

< sup |<A]ku A%, (B ((A’,k,v)( ”k"‘)"))»'

lell<1
< s IASull - | A% (BU(AGED), (Admkno))]-

Si e’ =€, on applique alors I'inégalité (2.1.35) (dans laquelle on échange
j et j”, k et k") pour obtenir (2.1.32), et si ¢/ # €’ on applique (2.1.34)
(dans laquelle on échange j et j”, k et k") pour obtenir (2.1.33).

On traite de méme le cas k3 = k, k" < k'. Le cas k3 = k' se traite de
maniére similaire. Le théoréme est donc démontré. []

2.3. Estimations de nonlinéarités compatibles.
Définissons les fonctions suivantes sur R? x R? :
bo(r,€,7',€") = h72,
(2.21) bi(r, &7, &) = (r—7)7" = (£ - €)E,
ba(r, &, 7€) = (1= 1) — (- €)' =7¢ — &7
Il existe une constante C' > 0 telle que sur ’ensemble A(J, K, E) défini
n (2.1.1), on ait, pour p =0,1,2:

(2.2.2) [bo(r, 6,7, €] < 33 1+2Jh+2’c )(1+ 27 + 2¥'n).

La forme particuliere des fonctlons bo, b1, b2 permet d’améliorer cette
estimation. Nous utiliserons les notations définies avant I’énoncé du
théoréme 2.1.9 et, lorsque k3 # k", nous noterons ko 'unique élément
de {k1,k2} — {k"} et jo I'indice correspondant.

ProposiTION 2.2.1. — I existe une constante C > 0 telle que pour tous
triplets d’indices J, K, E tels que k3 # k" et e; = e, tout (1,€,7',&') €
A(J,K,FE), tout p=0,1,2 on ait :

(2.2.3) |bp(r,&,7,€)]
< % (291 (1 + 27 + 252h) + 252 (1 + 271h + 2 1)

+ 250 R(1 + 270k + 2%0R) + (1 + 2h)(1 + 273h)].
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Démonstration. — Considérons d’abord le cas k3 = k. On a alors
{e1,e2} ={€,€¢"}, ko=k, jo=17"
Pour estimer by, écrivons puisque €/ = "’ = +
(2.2.4) by (1, &,7',¢)
=7’ — g€~ (7 - £?)
=(TFVh2+)T £ Vh 2+ (7 FVh2+£72)
— (-7 -h?) + (VA 2+ 2Vh 2+ €2 — ¢ — h7?).

La somme des trois premiers termes se majore par la somme des trois pre-
miers termes du membre de droite de (22/3) Le dernier terme de (2.2.4)
s’estime par A2 + 2h2(1 + 27" h)(1 + 27 h), donc par

C(1+2°h)(1+27h)/h?

lorsque j' € j~j" ouj”" —5<j~j.
Il faut donc seulement examiner le cas j < j' ~ j”. Alors £ et £ sont
de méme signe et la valeur absolue du dernier terme de (2.2.4) vaut

BE-EP (VAT VR T €2 4 + 1Y)
C

< C2%(1 + h22%")=1/2(1 4 p20%")~1/2 < 73

uisque j < j' ~ j”. Pour estimer by, écrivons
p

(2.2.5) by(7,&,7,€) = (r FVh 2+ €)' —£(7' FVh2 +€72)
VR +E2FEVRE e
La somme des deux premiers termes se majore par oK +3" 4 ok +i" ot 1a
somme des deux derniers par 2h2(1+27 h)(1+27" h). Cela donne (2.2.3)
lorsque j' <K j~j" ouj”" —5<j~j.
Dans le cas j < j' ~ j”, € et & sont de méme signe, et la somme des
deux derniers termes de (2.2.5) s’écrit

(VA2 +8 - )¢ - e(Vh2 + &2 - 1),

quantité qui se majore en valeur absolue, puisque j' ~ j”, par

!
h—2 |€ I + h——2 |§I S g
/h=2 + £2 /h—2 2 h2
Les majorations de by, by dans le cas k3 = k' s’obtiennent de méme en
remplagant dans les arguments précédents & par € — &', 7/ par 7 — 7. []
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REMARQUE. — Les nonlinéarités considérées en (1.1.2) sont les seules
pour lesquelles 'inégalité (2.2.3) peut avoir lieu. Considérons en effet une
expression de la forme

A(64u)(0yv) + B(05u)(8,v) + D(8yu)(0,v) + D' (95u)(dsv).
La forme quadratique associée s’écrit alors
(2.2.6) A(r =)'+ B(§-€)¢ + D(r —7')¢' + D'(§ - ).

Prenons 7 = Vh=2+&2 et 7 = /h=2+ 2. Avec les notations de

I’énoncé de la proposition 2.2.1, on aura donc k' = k” = 0,k3 = k.
Nous supposerons de plus j < j’ ~ j”, i.e. |€ — &’| petit devant || et |€/].
On doit alors, pour que (2.2.3) soit satisfait, majorer la valeur absolue
de (2.2.6) par

(1+ Rl + RIE]) + %(1 + h|¢ — §’|)2.

(2.2.7) -

= Q

Posons \ = %(ﬁ—{'), v = % (€+¢') et supposons que, h étant fixé, A tend
vers F00, 7y vers +00 et A2/~ vers 0. On a alors

£~y T, E-E~2) T—1 ~ 20/,

d’oll un équivalent de (2.2.6) avec 2Ay(A + B) 4+ 2\|y|(D + D’). La valeur
absolue de cette quantité doit étre majorée pour |A|,|vy| assez grands
par (2.2.7), qui est lui-méme équivalent & C(|y|+4A?). Cela n’est possible
quesi A+ B=0et D+ D' =0.

On constate de méme que des nonlinéarités en (Gyu)v ou en (9,u)v sont
exclues.

Notons B(u,v) 'une quelconque des expressions suivantes, lorsque u
et v sont des fonctions sur R? :

B(u,v) = h™2uw,
(2.2.8) B(u,v) = (6yu)(0pv) — (0zu)(0v),
B(u,v) = (6yu)(9:v) — (Ozu)(0pv).

THEOREME 2.2.2. — Soient (u")pejo,1/2[ €t (V")heo,1/2] deuz éléments
3,1 Z11
de H'? (R?) avec N > 3. Alors (B(u",v"))), est dans Hy*| 2 et la forme
3,1 3,1 —1,-1
bilinéaire B est continue de H'? x HY'? d valeurs dans Hy2| 2.

Etablissons d’abord deux lemmes utiles dans la preuve du théoreme.
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LeMME 2.2.3. — Il existe une constante ¢ > 0 telle que pour tout triplet
d’indices J, K, E tels que A%, ((A%v)(A%u)) ne soit pas identique-
ment nul, on ait

(2.2.9) gsup(kk' k") > %(1 + hinf(2, 21" 2]'”))—1.

En outre, lorsque k3 > ki + 3 et k3 > ko + 3, on a, pour une constante
universelle C

(2.2.10) 2ks < %(1 + hsup(27,27)).

Démonstration. — Remarquons d’abord que si e = ¢/, 'expression
considérée est identiquement nulle sauf si ¢’ = e = ¢’ (pour des raisons
de support de la transformée de Fourier). Par symétrie, les seuls cas &
envisager sont donc ceux ou

(e;¢,€") = (+,+,+) ou (e€,e") = (+ — )
Si (7,&) est dans le support de la transformée de Fourier de
A;lik/l ((Aj/k/ ’U)(A;ku)),
il existe (7/,¢') avec (7,€,7',¢') € A(J, K, E) et on écrit alors, lorsque
(e,e/,€") = (+,+,4)

(22.11) 7—+y/h2+¢2
— (=7 = VhT = EP) — (7 F VA 1 E7)
=V +(E-EPEVh2+E - Vh2 42
11 suffit donc de montrer qu'’il existe C' > 0 tel que pour tous réels n,n’
avec [n| > ||

(2.2.12) VA 2+ 2+ Vh 2402 - VR 2+ (n+1')?
C . _1
Z 5(1 + hinf(|nl, 'l In + ')

Or, le membre de gauche se minore par

ch _
il T )

(2.2.13)

donc par
2c

7[[(1 + hzn/2)1/2 _ h|77’|] > %(1 +h27712)_1/2‘

L’inégalité (2.2.12) en résulte si |n+n'| > %|77'|. Sin+7n'| < %|n'|, alors n
et 0’ sont de signe contraire et (2.2.13) se minore par 2ch™!(1 + h%n2)1/2
qui est meilleur que la minoration cherchée.

L’inégalité (2.2.10) s’obtient en remarquant que ’hypothése permet de
minorer la valeur absolue du membre de gauche de (2.2.11) par 23 /4. ]
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Nous utiliserons également le lemme suivant :

LEMME 2.2.4. — Soit p > 0 et soient (c;); et (c;); deuz suites de £%(N).
Définissons une nouvelle suite (c); par

(2.2.14) =Y (1 +hinf(27,27)) P e;cl,
jijl

ot la sommation se fait par rapport auz indices j,j’ vérifiant soit j K
3~ 3", soit § K j~ j", soit §" —5 < j~ j'. Alors (cfu);n est dans 2
et il existe une constante C > 0 telle que pour toutes telles suites

(2.2.15) I()jmllez < Cllog Al [I(e5)jlle 11(5r ) llea-

Démonstration du théoréme 2.2.2. — Ecrivons, en supprimant les
exposants h

’u,=Z(A3ku+A]ku v = Z(A Ik/U+A /k,v)

j,k l kl

Pour estimer A;t,, w(B(u,v)) on doit donc étudier chacune des quantités

(2.2.16) 3N AL (B(ASGu, A yv))

53" kK

ol e, €', e” décrivent tous trois {+, —} et montrer que (2.2.16) se majore
par

(2.2.17)  Ch~Y*|log h|~/22F"/2(1 4+ 2" + 2'n) T
ch"k””u“HI%,% ||UHHI%,1
avec 2(; ]cjukul)2 <1
Nojus allons obtenir cette estimation en distinguant les cas k3 = k”,
ks=ketks=k.

a) Estimation de

(2.2.18) 33 | AS (B(ASu, AS ) |-

33" kK
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D’apres les inégalités (2.1.32) et (2.1.33) du théoréme 2.1.9, et 'iné-
galité (2.2.2), il existe C > 0 avec

(2.2.19)  ||A% 4 (B(A%u, A%0)) |
< % inf (27/2, p~1/49sup(kK)/4(1 | pinf(27,27))3/4)
x 2mfK)/2(1 4 97h 4 2R R) (1 + 27h 4 2¥h)
x [|Aggull - Aol

lorsque k < k" et k' < k”. Majorant la premiére borne inférieure par son
second argument, et utilisant (1.2.10) avec s = %, on majore le membre
de gauche de (2.2.19) par

(22.20)  C(R¥*)2h~/4(1 + hinf(2/,27"))*/*
x (14 20k +2%h) "N (1 4+ 27h + 2%h)

x cjk (h)Cig (R) ||ull [[v]l

—N+1

P37 i3
HE HE

avec 35 (3, |cjk|)2 <let 3 (Xp |c;~,,c,|)2 < 1. On majore donc (2.2.18)
par J J’

" 11 " _N 1
(2.2.21)  CHYM)2RT/49%"12(1 4 93 B 4+ 2%'h) "

x dynorlull 3.3 - o]
N

ol
(2.2.22)  djgr = Z > ok 21
33" kK (1420 h 4 2% h)
k/Sk// 3/4
K<k x (1+ hinf(27,27"))
x (1+27h +2kp) "N
) 1. —N
x (142 +2¥p) "
X Cik C‘/i/k/@('], K, h)
ounJ = (5,5,7"), K =”(k,k',k") et O(J, K, h) est bornée et, d’apres le
lemme 2.2.3, nulle si 25 h < c(1+h27)" ' ousi k" > k+3et k" > k' +3

et 28" h > C(14hsup(27,27")). Elle est de plus supportée dans j < j' ~ j”
ouj < jn~j"ouj”-5<j~j"
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Remarquons que I’on a toujours 'inégalité (sur le support de ©, et pour
k<K' K< k")

(22.23)  (1+20h+200) VT L+ 2R 2k

<11 1" _N . v -_—
<CO+2"h+2"h) " (1+ hinf(27,27)) TV,

En effet, si k" > j” cette inégalité est trivialement vraie lorsque k > k" —3
ouk’ > k”—3. Dans le cas contraire, 'inégalité 25" h < C(1+hsup(27,27"))
entraine également (2.2.23) pour k” > j”. Enfin, si j” > k" I'inégalité
résulte du fait que ’on a toujours j > j” — 5 ou j' > 5" — 5. On majore
donc Zdj/lk/l par
kll
2224)  ©3. Y 2K 2h1/2(1 4 hing(29,297)) TN
33" kK k" X ¢jk C O(J, K, h).

Utilisant que 25" > €(14/27)~! sur le support de ©, la somme en k, k', k”
dans (2.2.24) se majore par
(2.2.25) ¢S (1+ hinf(27,27)) N e e,

JJ’

ol (c] )j» (¢5r)jo sont dans la boule unité de £2, et ol la somme porte sur
iy NJ’;ou] L jn~j"ouj”—5<jn~j. Dapres (2.2.15), (2.2.25)
se majore par C|log h|'/2¢}/, pour une nouvelle suite (c}, );» dans la boule
unité de ¢2. Par conséquent (2.2.21) s’estime par (2.2. 17)

B) Estimation, dans le cas €' # €, de

(2226) Z Z ”A ”k“ jku,A;:kl’U))”.

33" k,k'
k’gk
k”sk

On est dans le cas (ii) du théoréme 2.1.9 et d’apres (2.1.33), (2.2.2), le
terme général de (2.2.26) se majore par

(2.2.27)  C(R/4)2h~T/49K"/2(1 4 99" 4 2¥'p) T

X i [[u IIvII 3.3

3 %
HN
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avec

72 ” N_l
(2.2.28) djr = Y 27F2p712(1 420" + 2F'h)
WRE (14 PR+ 20k 28R

" ) r—N+1

KISk 2R 2K

X Cjk C;:k/@(J, K, h)
oi1 © est d’apres le lemme 2.2.3 une fonction nulle si 2¥h < ¢(1 + 27h) !
et de plus supportée dans j < j' ~ " ouj’ K j~j"ouj’ —5<j~j.
Remarquons que 'inégalité (2.2.23) est vraie pour les valeurs des indices

intervenant dans (2.2.28). On 'a déja vu si j” > k" et c’est immédiat
si k" > j” (puisqu’ici k > k”"). Par conséquent ) d;~j~ se majore par

kl/
. g\ — T
2229) S ST 2R V2 (14 hinf(27,27)) N ey O
JJ’ k,kk"
k“Sk
Alors,
> 27420 < (k+1)27%/20 < C|log h| h'/?(1 + 27h)!/?
kbgk

puisque 2¥h > ¢(1 + 27h)~! sur le support de ©. Dans (2.2.29), la somme
en k, k', k" s’estime donc par

I _N42®
Cllogh| Y (1 + hinf(27,27)) " e cey
33"
avec (c;);j, (c )5 dans 2 la sommatlon se faisant pour j < j' ~ j” ou
jJ<j~j"ouj”—5<j~j' Le lemme 2.2.4 permet de conclure.
v) Estimation, dans le cas € = ¢€”, de

(2.2.30) Z > | AG ke (B(ASu, AS ) ||

33" kK’
k'sk
k”Sk

La proposition 2.2.1 s’applique avec {k1,k2} = {k’, K"}, ko = k' et donne,
lorsque (1,&,7',&') appartient & A(J, K, E),

(2.2.31)  |bp(1,€,7,€)| < 28“1’“c K >(1+2J h+2h+27"h+ 2" h)
+ —h—2(1 +27h)(1 + 27h).
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Pour évaluer la contribution du premier terme du membre de droite
de (2.2.31), utilisons l'inégalité (2.1.32) du théoréme 2.1.9 en retenant
seulement le 27/2 dans la borne inférieure.

On obtient une contribution au terme général de (2.2.30) majorée par

(2.2.32) %28“19“"’“")(1 + 27+ 28R+ 27 h 4 2% )

x QD2 AL o] - | AGyul
On estime alors la contribution & la somme (2.2.30) par

_ ) n. —N+1
(R3/42R=3/2(1 + 27"h + 2¥"h) 2k /2dj,,k,,||u||H}%,% : II””H,%’%

avec

(2233) dj”k” = Z Z 25/2\/52(sup(k’7k11)_k)/2

' kK (1427 h+ 2¥h 42 h 4 25 h)
— . N-—1

K" <k x (1+27"h + 2¥"h)
x (1+27h +2%h)~

x (1427 +2¥R) "

X cjk Cr ©(J, K, h)

N

avec la méme fonction © que dans (2.2.28).

Comme on a l’inégalité

73 " N‘_ y - i/ ’ -

1+ 27+ 2"R)" (14 27h+2%) V(1 + 2k + 2R) Y
< (14 hinf(2,27) + hinf(2%,2%)) 7V

% (1+2jh+2kh)-1(1+2j/h+2klh)_l

sur le support de © et pour k > k", on peut écrire :
S <3 Y 22 Rolen )bz
v P x (14 hinf(29,29)) 7V F?
x (1+h2¥) 10 ¢jy, g
La somme en k, k', k" se majore alors par

Cllogh| > (27h)}/2 (1 + hinf(27,27)) "V *2¢; ¢,
j?j’
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pour des suites (c;);, (cj,);+ dans £2, et une sommation sur j < j/ ~ j”
ouj < j~j"ouj”—5<j~ j. Cette dernitre quantité s’estime
par C|log h|c},, pour une suite (c},);» dans la boule unité de £2. On obtient
une estimation meilleure que (2.2.17).

Pour estimer la contribution du second terme du membre de droite
de (2.2.31) au terme général de (2.2.30), écrivons, en utilisant (2.1.32),
que celle-ci s’estime par

(2.2.34) %(1 + 27h)(1 + 27 p) 2 +K) /2= 1/4
x (L+hinf(27,297)) 4| A% o]l - Al

La contribution & (2.2.30) est donc majorée par
3/4\27 —7/4 3" K’ —N+1 k”/2
(2.2.35) CR¥*V2h T4 (1+ 2"+ 25'R) " 2K 2 dj

avec

(2.236) dj”k” = Z Z h—1/22‘k/2(1 + 2jh)(1 + 2]h)

i3’ k,k/ . -/ 11 \3/4
WkE  x (1+hinf(27,277))

K<k N-1

x (1+2"h+ 2¥"h)
x (1+2h+26n) "

x (1+2h+26m) "

X @(J7 K, h) Cik c‘/jlkl

avec la méme fonction © que dans (2.2.28).
Or, l'inégalité (2.2.23) est satisfaite pour les indices intervenant dans
la sommation. Par conséquent, on majore d;~ g~ par

2.237) ¢ ST hV227R2(1 4 hinf(27,29)) (1 + 27h)

"-/ , ’ -/ -1 . . ./ —N+1
I :,gk x (1+27h)~ (1 + hinf(27,27))
k”Sk

On majore cette expression par

@ Cjk C;-/k/.

Y S B2 R (14 hinf(2,27)) VO ¢ .
VIV N
K<k
k'<k
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La norme ¢! en k" de cette expression s’estime par (2.2.29) et on conclut
donc comme dans le cas 3).

L’étude de la somme

> 1A% (B(ASu, A% ) |
kK

k<k’

k”ﬁk,

se déduisant des cas 3) et «y) par permutation des indices, le théoréme 2.2.2
est démontré.

3. Existence locale & données peu réguliéres

Le but de cette derniére partie est de prouver le théoreme d’existence
locale 1.2.2. Pour cela, nous devons compléter les estimations de la
section 2.2 par celles faisant 1’objet de la section suivante.

3.1. Produits de facteurs de régularité différente.
Nous allons prouver le théoréme suivant :
TuEOREME 3.1.1. — Soit N un entier naturel vérifiant N > 3. Alors le
_1_1 3.1 i1
produit (u,v) — uv est continu de Hy2| 2 x Hy'? dans Hy%) 2.

En décomposant

u = Z(A;Lku +Aju), v= Z(A;ﬁk,u + ALpv),
ik Gk’

on constate qu’il suffit d’obtenir pour e, e’,e” € {+, —} une inégalité de
la forme :

B.L1) YD (A% ((A%u), (A% ) ||
53" kK
—1/4 —3/2 ok /2 11 k' N+
< Ch=Y4|log h|~3/22%"/2(1 + 2i"h + 2*"h)
X CI'/// //“u” ~1_1- ”'l)u 3.1
3"k H, 472 HE?

pour une suite () juxe vérifiant 353 |cf k,,l)2 <1l
j// k/l

Comme le membre de gauche de (3.1.1) est nul si e = € et €’ #e,
il nous suffit, compte tenu des symétries, d’envisager les trois cas
(e,e',€") = (+,+,+) ou (+,—,+) ou (—,+,+). Nous utiliserons :
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LEMME 3.1.2. — Soit (e,€e’,e”) l'un des choiz de signes précédents et
soit A(J, K, E) lensemble défini en (2.1.1). Il existe C > 0 telle que si
A(J,K,E) #0 etks >k +3, ks > ko + 3,

(3.1.2) ks < %(1 + hsup(27,27)).

De plus, il existe Ng et C > 0 tels que si k > k' + No, k > k" + Ny et
A(J,K,E) # 0 on ait

(3.1.3) 2k < %(1 +h2).

Démonstration. — L’inégalité (3.1.2) a déja été prouvée dans le
lemme 2.2.3. Pour prouver (3.1.3), remarquons que lorsque (e, e’,e”) =
(+,+,+) ou (+,—,+), égalité (2.2.11), P’hypothese k > sup(k’, k") + 3
et 'inégalité de Minkowski entrainent

(3.14) %2]6 S |£l‘ + (h—2 +§I2)1/2
d’ou (3.1.3) dans ces deux cas. Lorsque (e, e’,€e”’) = (—, +,+), écrivons

(3.15) T—vVh 2+ (-7 +/h 2+ (£ —€)2)— (1 —Vh 2 +£72)
— —\/h—2 +(E—¢€)2 + /h—2 +¢&72 - \/h—2 + €2,

L’hypothese et I'inégalité de Minkowski entrainent

2%(5 —2'7%) <inf[hTVI+ 22 + g AT+ RE - €)% + e €]

d’ou

(3.1.6) 2k < %(1 +hinf(27",29)).

L’inégalité (3.1.3) en découlesi j < j' ~ j” ouj”"—5 < j~ j ou2"h < 1.
1l suffit donc de voir que si Np est fixé assez grand, le cas J<j~j"et
27" h > 1 ne peut pas se produire. Ecrivons en effet

T—T'=T—m—(7'—m)
+\/h_2+§2—\/h_2+§’2

k" k' h(€ _él)(€+€l)
> =27 -2 4 (1+h2€2)1/2+(1+h2€/2)1/2-
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Puisque j' < j ~ j” et 20"h > 1, le dernier terme se minore par

ch=1(1+ hl¢|) dou
T—1'>-2-2""No 4 ch7l (14 hj¢)).

Or, par (3.1.6), on a 2Fh < C(1 + h27") < C'(1 + hl€]) donc 7 — 7/ > 0
si No a été fixé assez grand. Mais (7 — 7/,€ — £’) € Supp @, entraine

T — 7' <0, d’ot1 une contradiction. []

Démonstration du théoréme 8.1.1. — Notons (e, €', e”) I'un des triplets

(+a +7 +)7 (+7 ) +)7 ou (_7 +7 +)
a) Estimation de la somme
NN ave ((A%w), (ASL)]).

(3.1.7)
73’ kK’
k<K' +Ng

D’apres le théoreme 2.1.9 dans lequel on retient dans la borne inférieure

I’argument 27/2, le terme général de (3.1.7) s’estime par
~N+1

(3.1.8) C2UHK)/2p3/4p=19k/2(1 4 9ip, 4 2Fp)
ot v 1. —N
-3 B/27F 2 (14 27 + 2Fh) c;/k,”vHHI%,%.

X canllull 3.
N-—1

Alors (3.1.7) se majore par
" 1 n —N+1
Ch=4|1og h|~3/20%"/2(1 + 25"h + 2'R) "
! .”U“HI%’%

g p—
N-1

(3.1.9)

avec
(3110) dj”k” = Z Z h3/42(k—kl’+j)/2(1 + 2jllh n 2k//h)N 1
P e x (14 2h+2kp) N
-/ ’ _N
X (1+2]h+2kh) cjkc‘ljlkle

ou la fonction © est supportée dans j < j' ~ j” ou 7/ < j ~ j” ou
j" =5 < j ~ j' et peut, d’aprés (3.1.2), étre supposée nulle si on a
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K'>k+3et k" >k +3et 28 h > C(1+ hsup(2/,27")). Sur le support
de O on a alors

— -/ 7 '—N
Ny 4 9i'h 4 2K

— -/ ’ —1
N 420+ 2%R)

3.111) (1+2"h+28R)" (14 29k + 2%h)
< C(1+ hinf(27,27"))

On majore donc d;r g~ par

g . i —N+1
C Z Z h3/42(k k +j)/2 (1 + hlnf(2‘1,2‘7 )) Cjk C;/k/e.

53" kK
k<k'+No

Si ’'on somme d’abord en k”, puis en k, k', on obtient :
3 djugr < ORA ST 2921 + hinf(24,27)) 7V e;
k" 3,3’
ol la somme est étendue & j € j' ~ " ouj K j~j" ouj’-5<j~jy

et ot (¢;);, (¢js);+ sont dans la boule unité de £2. Cette derniere quantité

se majore par Ccj, avec (c}.);j» dans la boule unité de ¢2.

B) Estimation de la somme

(3.1.12) S JAs (A%w), (AZkw) |-
533"k
k'+No<k<k’'

Utilisant toujours le théoréme 2.1.9, on majore (3.1.12) par (3.1.9),
d;ngr étant ici donné par
j
/o 1 n N-—1
(3113) dj”k” — Z Z h3/42(k—k +])/2(1 +2] h+2k h)
53" kK ; -N+1
k”-l-NoSkSk, X (1+2‘7h+2kh)

Y] 1 —N
X (1+2Jh+2kh) Cjk; C;-/k/

la sommation en j,j' se faisant pour j < j' ~ j’ ou j/ <€ j ~
j” ou j” — 5 < j ~ j'. Pour les valeurs des indices intervenant
dans (3.1.13), 'inégalité (3.1.11) est trivialement satisfaite d’oll une ma-
joration de Y, dj» p» par

3’ Rk K o
! ]k"+No§k§k’ x (142 h) ik -
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Or,
S (142" < (K + 1)1+ 25 h) 7t < Cllogh
k”gk/
d’ou une majoration de (3.1.14) par

R/ logh| 3" 272 (1 + hinf(29,27)) Ve

J.3’
qui se majore — compte tenu du domaine de sommation des indices —
par Cc,, avec (c});» dans la boule unité de £2.
v) Estimation de la somme
(3.115) Z Z ”A 1 gt (A ku) ( /k/’U))”.
33" kE

k>k"+No
k>k'

Appliquons le théoréme 2.1.9 avec k3 = k. Le terme général de (3.1.15)
se majore par
oW +K")/2p=1/4(1 4 hinf(27,27")) ¥/ K3/ R 12R/2(1 4 27k 2FR) VT
/ ./ ’ “"N
x B34 (1 4 290 + 2¥h) T cjclig lall -3, - llol

3}
N-1 HN

d’ou1 une estimation de (3.1.15) par (3.1.9) avec ici

(3116) dj”k“ =Z Z h3/4h,_1/42k/2(1+hinf(2j/,2j”))3/4
i3’ ’ .11 n N-—-1
P skt e X (1+27h + 2Fh)
h2k x (1+ 27+ 2kp) "V
. 1 —N
x (1+27h +2Fh)
X Cjk C;/k/@(J, K, h)
la fonction © étant supportée dans j < j' ~ j” ou 7 < j ~ j” ou
j" =5 < j ~ j' et, d’aprés le lemme 3.1.2, étant nulle si on a & la

fois k' < k— Np et k" < k— Npet 2kh > C(1 + 2j/h). Par conséquent,
sur le support de la sommation dans (3.1.16), on aura

(14 27h + 2%h) > ¢(1 + 27'h + 2*h)
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d’oll, sur ce méme ensemble d’indices :
b

N+1 N

(1+2h+2FR)~
)V A+ 29 h)

1+ 2"h+2%n)" (1 + 29 + 25h)”
< C(1+hinf(27,27) + 25h

On majore alors y_ dj»j» par
k//

3.117) 3 ST m¥ARTVA(1 4 hinf(27,277)) Y (14 29 R)

i’ kK K k/2 : i o5 kpy—N+1
P i, X 22 (14 hinf(2/,27) + 2h)

k2k' X Cjk Cy1jr©.

Oron a
D 2621+ 25h) 7t < ChTY?|log bl

"

k”fk
d’ot une majoration de (3.1.17) par
1.1 ogh|” + hinf(27,20")) "V 2.
3.1.18 0 llogh| V2 (1 + hinf(27,27)) TV 2e; ]

3,3’

avec (c;); et (cj); dans la boule unité de ¢2. Il suffit d’appliquer le
lemme 2.2.4 pour conclure.

3.2. Démonstration du théoréme 1.2.2.

Pour prouver le théoreme 1.2.2 & partir des estimations obtenues dans
les paragraphes 2.2 et 3.1, il nous reste a établir quelques propriétés
de la solution de I’équation de Klein-Gordon linéaire, en démontrant
des résultats semblables & ceux de Klainerman-Machedon [10, §4]. La
méthode utilisée est identique & celle de ces auteurs.

LEMME 3.2.1.— Soient s € R, N € N et x € C§°(R). Il existe C > 0, ne
dépendant que d’un nombre fini de normes ||0%x||L1, telle que pour toute

1 1
u € Hjs\}z, x(t)u soit dans H;}2 avec |Ix(®)ull .1 <Cllu|l .-
HN2 HNi

Démonstration. — Nous utiliserons dans la preuve le fait que si ’on a
M > N + 3, il existe C > 0 telle que, pour toute suite (c¢), dans £, et
tout j
YW (14 29k 4 20h)~No-lk=tM

(32.1) > 287E#(1+2h+ 2k
e < Cl|ee)e]| -
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Cette inégalité résulte en effet de la majoration

(1+ 27 + 2Fh)

: < kel
1+2h+2¢h — 1+2

1
Soit alors u € HIS\,’2. Quitte a découper u en 1{p, oy + 1{p,<0yu, on
peut supposer que 4 est supportée dans {r > 0}.

Etudions d’abord A;."k(xu). La transformée de Fourier de cette fonction
est

(3.2.2) Z‘I)jk(r, 5)/)’5(7‘ —7') A/;re?(rl,ﬁ)dr’.
¢

Si (1,€) € Supp‘-I);'k et (7,€) € Suppq);'b ona|r—17/|+1>c2F4 Par
conséquent, la norme L? du terme général de (3.2.2) s’estime par

O 2 F=M | A < Cas2 H=1M 2| log h] =5/
x 272(1+ 2+ 2R) Nejo[ful| Ly
HN

2

On déduit alors de (3.2.1) que la norme L? de (3.2.2) s’estime par

Ch®|log h|~3/227%/2(1 + 27h + 2kh)_Nc;k||u”Hs,%
N

avec Y (3 |c;-k|)2 < 1 d’ou le résultat.
ik

Pour étudier A7, (xu), on écrit que si (7,£) appartient & Supp P et
(7',€) appartient & Supp @ﬁ, on a
[r=rl+ 127+ 7 +1
> |ir+ VA7 €| - VAT 1 €|
+']r’— Vh 2+ €| - \/h*2+§2‘+1

> c2|k—2|

et on conclut comme précédemment. |[]
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ProposiTION 3.2.2. — Soient s € R, N € N*, ug € HY(R), u1 €

1.-1

H37 L (R), f € Hy; ?(R?). Soit u la solution de

Ou+h 2u=f,
(32.3) U|t=0 = UO,
6tu|t=0 = Ui.

1
Alors, si x est dans C§°(R), x(t)u appartient a H;}2 et dépend contini-
ment de ug, u1, f dans les espaces indiqués.

Démonstration.—La solution de (3.2.3) & I'instant ¢ a pour transformée
de Fourier en z

sin(t/h~2 + €2)

(3.2.4) cos(tv/h=2+ &%) (§) + e i1 (€)
1 eitT _ eit\/h—‘2T62 .
f(r,§)dr

Cdr VE~2 4+ €2(1 — /"2 4 £€2)
1 oitT _ o—ity/n—21€2
T et i o)

f(r,€)dr.

LEMME 3.2.3. — La transformée de Fourier inverse

w=F (x(0) VI g 6))

1
8,5 L,
est dans Hy?, avec une norme dans cet espace majorée par C|lug|| H»
ot C ne dépend que d’un nombre fini de normes ||0%x||L:.

Démonstration. — La transformée de Fourier de la fonction considérée

est X(T — /h™2 4+ &2 )io(&). On a donc HA;kwll < Cm2 "M Ajuol| pour
tout M. En outre, si 7 < 0,

IR(r—Vh2+ &) <Cu(l+|r+Vh2+e|) ™

pour tout M, donc on a aussi [| A7 w|| < Car27 M| Ajuoll. []

D’apres le lemme précédent, la contribution & x(¢)u fournie par les deux
1
premiers termes de (3.2.4) est dans Hy?. En notant

+ —
VO = Lyr @y

TOME 125 — 1997 — ~° 2



TEMPS D’EXISTENCE POUR KLEIN-GORDON SEMI-LINEAIRE 307
écrivons la somme des deux derniers termes de (3.2.4) sous la forme
suivante :
eitr ( ‘I/_)

Vh=2+€ 1+
1-¥")

’LtT
_E/\/h—2+527-—\/h—2+§2
1 e~itV/h 2+ (1— ")
T hire ) rr e
1 ¢tVh e (1— )

(3:25) —

v f(r,&)dr

f(r,€)dr

f(r,€)dr

E \/m _ \/7 f(T7 &) dr
1 el _ e—it\/h‘2+§2 R
. U~ f(r,€)dr

mﬁ o)

eitT _ h—24¢2
4”/\/h 2+£2r—\/h 2482
=I+I4+1II+1V+V+4 VI

Ut f(r,€)dr

1-v
LEMME 3.2.4. — La fonction g+ —.7:_ (/—T_zf(T €)d )
est dans Hy Y (R). h=2+¢

Démonstration. — Traitons le cas du signe +. On a :

(326) Ajgr = Z / Jj,fT;T@f( r,€)d
+ Z/ \/—? f(r,€)dr.

On majore la norme L? en ¢ du terme général de la premiére somme par

H o (7,6)
T—h 246

R~ log h|7*/2(1 + 27h) "N F1c),

sup

: L2(dr) [ jkf”L?(drdﬁ)

soit par

avec Y (3 lcjk|)2 < +o00. Le résultat en découle, la seconde somme
ik

s’estimant de méme. []
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D’apres le lemme 3.2.3 les termes III et IV vérifient les conclusions du
théoréme. La somme des transformées de Fourier en t des termes I et I
s’écrit

(32 1[ (1-¥)(1,8)
- 2[R 2+ (r+/h 7+ ) 1 -
VR 2+ @(r—/hrte) I9
=G1+ G2+ G3
avec
( 1-97)(1-9t)
G _1 (1—‘11_)\I/+ f
(32.8) e+ h )
! (1—TH)u- ;
SR W/ Ty e

On a immédiatement

(3.2.9)  [|25:G1(r, )| < Ch*|logh|7¥/227*/2(1 4 27k + 2%h) "N ejn

Sur le support de Gs, on a |7 + v/h=2+&?| < 1 et donc |7] < 1+
vV h=2 + £2; par conséquent, H<I>jkG3|| est majoré par le membre de droite
de (3.2.9). Sur le support de ®;.G3, 'estimation est triviale. On estime de
méme (I);-l:ng. Par conséquent, la transformée de Fourier inverse de I + IT

1
est dans H f\;z, donc son produit par x également, d’apres le lemme 3.2.1.

Il reste & étudier les termes V et VI. Ecrivons

(3.2.10)  x(¢) ot — etV e Ut f(r,€)dr
VRt e —/h 7+ )
I AL (I
“Lvae o
avec

I(¢) = /(T —Vh 24 ) T Ut f(r,8)dr.
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On a alors .7-'5_ 1, e va__ll, avec une norme dans cet espace majorée
par une constante indépendante de ¢, et le lemme 3.2.3 entraine que la
transformée de Fourier inverse de

it h—24¢2

est dans H avec une norme dans cet espace majorée par C*. La série

X(2) (it)* Io(€)

converge donc dans H ’2 (]

Démonstration du théoréme 1.2.2. — Soit x € C§°(R), x = 1 au
voisinage de [—1, 1]. Définissons, pour n > 0, une suite U™ de fonctions
par la relation

DUn+1 + h—ZUn+1

= h72F (x(t)U™, by (x()U™), hs (x(1)U™)),
Un+1|t=0 =V,
QU™ iz =W,

(3.2.11)

U? désignant la solution du probleme homogene
QU +h720°=0, Ul—o=V, OU° =W

D’ apres (1 2.2), le théoréme 2.2.2 et le théoréme 3.1.1, 31 X(t)U”

dans Hy Ak , le membre de droite de (3.2.11) est dans H,*| %, avec une
norme dans cet espace majorée par

U™ 154 P (I, 3.)

olt P est un polyndéme sur R. D’apres la proposition 3.2.2, x(t)U™*! est

3.1
alors dans H'? avec une norme dans cet espace majorée par
2
(3.2.12) C(||V||H13V/4 + ||W||H;1_/14) +Clx@U" [} 34 (llx U"“H,%’ )

3,1 s
Comme x(t)U° est dans H N 2 avec une norme dans cet espace majorée
par le premier terme de (3.2.12), on constate immédiatement que la

3,1

suite (x(t)U™)n est bornée dans Hy'? si [V a4 + W y-1/s < 6 est
N N-1

assez petit.
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Pour obtenir la convergence, il suffit de remarquer que
h™%(F(U, hd,U, hd,U) — F(V, hd,V, hd,V))
s’exprime a partir d’expressions
B(U,U -V)GU), BV, U-V)GU), BV, V)GU,V)U-YV)
ou G(U), G(U,V) sont des polynémes et B est I'une quelconque des

expressions (2.2.8), et de répéter le raisonnement précédent. La limite
ainsi obtenue est, pour ¢ € | — 1, 1], solution de (1.2.4) et dans les espaces

-

indiqués dans 1’énoncé du théoréme puisque HZ'? est contenu dans
N

b
L1
2

CO(R, HY/*) et que U € Hi'# implique 9,U € Hy®? ¢ CO(R, Hy/Y).
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