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UNE GENERALISATION DE LA LOI DE
TRANSFORMATION POUR LES RESIDUS
PAR JEAN-YVES BOYER ET MIcHEL HICKEL (*)

RESUME. — Cet article prouve comment, dans le cadre analytique des résidus, les
représentations intégrales du type Bochner-Martinelli permettent d’obtenir une preuve
complete d’une généralisation de la loi de transformation. On montre ensuite comment,
dans une théorie tres générale due a J. Lipman, ce résultat peut s’étendre sans le recours
a des outils analytiques.

ABSTRACT. — This paper shows that integral representations of Bochner-Martinelli
type is a way to achieve a complete proof of an generalized transformation formula for
multidimensional complex residues. Then, without any use of analytic tools we extend
this result in the algebraic residue formalism due to J. Lipman.

1. Introduction

Soient R = O,, 'anneau des germes en 0 des fonctions holomorphes
sur C", et f = (f1,..., frn) une suite de O, qui admet 0 pour zéro isolé.
Pour tout A € O,, on définit le résidu de h, par rapport au germe de f
en 0, par

1 h(z)dz
@im)" Jo, fi(2) - fa(2)

(1.1) Res(fyo)(h) =

les nombres 7 et ¢; étant des réels strictement positifs suffisament petits;
I'y désigne le tube

Iy = {C e BON Q=€ i=1,...,n)

orienté par la condition d(arg fi) A...Ad(arg f,) > 0.

(*) Texte regu le 20 juin 1996, accepté le 30 juin 1997.
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316 J.-Y. BOYER ET M. HICKEL

Lorsque R = C[Z1,...,Z,]) et f = (f1,...,fn) est une suite de
C[Z1,...,Z,] qui définit une variété non vide et finie de C", on définit
pour tout h € C[Zy, ..., Z,] le résidu global de h par rapport & f par :

(1.2) Resg(h) = ) Ress,a)(h)-
acC™
H@)=0

Plus généralement, soient A un anneau commutatif, R une A-algebre
commutative et f = (f1,..., fn) une suite de R quasi-réguliere (cf. [Kul]
ou [M]) telle que P = R/(f; ... fn) soit un A-module projectif de type
fini.

En suivant J.Lipman [L, §3], on peut alors définir pour tout w
appartenant & A"Qg/a, ot Qr/a est le R-module des différentielles de
la A-algebre R, le résidu de w par rapport a f que nous noterons :

Res [fl,.t.u.,fn]'

Brievement, la définition procede comme suit : P étant un A-module
projectif de type fini, il existe une section A-linéaire o : P — R de la
surjection canonique de R dans P, et 'on peut définir sur Homa (P, P)
une application trace que 'on note Trp,a (cf. [B1, chap. II, § 5]). Soit R
le complété f-adique de R. La suite f étant quasi-réguliere, tout élément
r € R admet dans R une écriture unique de la forme :

(1.3) r= Z o(ra)f* ou r, €P.

aeENn

Par conséquent, il existe des 7y, € homa (P, P) uniques tels que :

(1.4) WeP, ro(p)= ) o(va)f"

aeNn

On définit 'élément r# € Homa (P, P)[[f]] par :

(1.5) r# = Z Yo f .

aeNn

Pour w =rdry A... Adr, € A"Qgr/a, soit :

(1.6) =Nyl et =) yaf

aeN? aeN?

ToME 125 — 1997 — ~° 3



UNE GENERALISATION DE LA LOI DE TRANSFORMATION 317

En notant ¢; le n-uplet a composantes toutes nulles sauf la i-iéme qui
vaut 1, on pose :

0 ; i,
) = > ) jas &7,

af; e
Ji ai=(ad,....d)ENn

0
ofi

0
S0 g (F) oo 5 ()

TESH

Il

det ( (r]#))

et 'on considere 1’élément de homa (P, P) :

(1.7) 'r#det(afl ) 3 bafe.

aeNn

On définit, d’apres J. Lipman [L, § 3], le résidu de w par rapport d f par :

(1.8) Res [fl,.c.d-,fn] = Trp /()

=Trp/a {’Yo OZ (=1)"™Yr(1),e1 © """ © Vr(n)sem }
TESn

On peut montrer que cette définition algébrique des résidus recouvre
les définitions analytiques des résidus données en (1.1) et (1.2) (cf. [Boy]).

La définition donnée en (1.8) respecte la loi de transformation (voir
[L, (2.8)]) : soient f = (fi,...,fn) et ¢ = (g1,...,9n) deux suites
quasi-régulieres de R ; si les A-modules R/(f1 ... fn) et R/(g1 ... gn) sont
projectifs de type fini et s’il existe une matrice A = (a; j)1<i j<n € Mu(R)
telle que

(1.9) 9 =Af,
alors pour tout w € A"Qg/a, 0n a :

det(A) w ]

(1.10) Res[ g ol
Lre-r9n

w
fl,...,f,,] ‘R"S{
L’utilité d’une telle «loi» est bien connue; cependant certaines démons-
trations, comme celle proposée dans la preuve d’un Nullstellensatz effec-
tif sur un corps de caractéristique quelconque dans [B-Y], ou encore,
dans le cadre analytique les calculs effectués dans [E] ou [K], nécessitent
d’exprimer le résidu par rapport a (f7F ... fBF1) ou (By,. .., Bn)
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318 J.-Y. BOYER ET M. HICKEL

appartient & N en fonction d’une somme de résidus par rapport a
(g2t ..., g2 ") ol (ay,...,a,) € N, ce que permet seulement la loi
de transformation lorsque 3; = 0 pour tout 7.

Lorsque R = O,, larticle [K] d’une part, le livre [T] d’autre part
proposent la formule :

‘ hdz
l...'l'm Ff ftl . fimfl

hdet Aajhh Qg i, dz
= Z c]l]m r

.g. gl
J1s-edm=1 9 91 9jm 9
ol
I
=0 fn Gy, =0l aml
oy, désignant le nombre de fois ot k apparait dans la liste (i1,...,%m).

Cette formule, proposée dans le cas général, est uniquement démontrée
dans le cas ou f et g ont un Jacobien non nul en 0.

11 est présenté ci-dessous une preuve analytique compléte de (1.11). En
fait, cette formule peut prendre sa place dans une théorie algébrique des
résidus, une démonstration en est donnée dans le paragraphe 4.

La preuve analytique, présentée dans le paragraphe 2, utilise des for-
mules de représentations intégrales de type Bochner-Martinelli (c¢f. [A],
[C] ou [Y]). L’idée de cette preuve est due & A. Yger; elle contient par ail-
leurs une méthode de démonstration originale de la loi de transformation
(cf. [Y]). On se place dans le cadre de O, et des suites f = (f1,...,fn)

et g = (g1,-..,9n) régulieres, mais la preuve est aussi valable dans le
cadre de C[Z1,...,Z,] et des suites f = (f1,...,fn) et g = (g1,---,9n)
de C[Zy,...,Z,] qui définissent une variété discrete non vide de C™. On

peut montrer que de telles suites sont quasi-régulieres (voir [Boy]).

Dans la démonstration algébrique, présentée dans le paragraphe 4, on
se place dans le cadre général d'une A-algebre commutative R o1 A est
un anneau commutatif, et I’on utilise le formalisme algébrique des résidus
mis en place par J. Lipman (cf. [L]). Dans le cas particulier ot I'on choisit
R = O, ou bien R =C[Z3,...,Z,] et pour éléments de R, X; = Z3,...,
Xn = Zp, le théoreme 4.3 fournit le théoreme 2.1 du paragraphe 2.

Nous remercions vivement A.YGER pour les discussions et idées qui
nous ont aidés a réaliser ce travail.
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UNE GENERALISATION DE LA LOI DE TRANSFORMATION 319

2. Une loi de transformation généralisée

TuroREME 2.1. — Soient f = (f1,...,fn) € g = (91,---,9n) deux
suites régulieres dans Oy, telles que g = Af ot A € M,(O,).
Pour (B1,...,0n) EN" et he O, ona:

(2.1.1) Res(flﬁﬁl,,“,ff"“,O)(h)

C(6,a) n o
= Z (ﬂ!a ReS((g:k,l+...+ak,n+1)1SkSn,0) (hdetA H a y )

ay,1t-tap, 1= i,7=1

al,n+~»~4:an,n=5n

o B = (B1,...,06n), @ = (aj)i<ij<n et C(B,a) est le coefficient
binomial

( . Yo+ Fara)l- - ( o J(ani+-+ann)

x1,15.--30n,1 A1,nj--Qxn,n
B!
k -
avec ([, Pr )= —FF .
O1,k530n, k a1k o !
Preuve de 2.1. — Soit U un ouvert, contenant 0, sur lequel on peut

choisir des représentants des germes des fonctions holomorphes en jeu
dans le théoreme. On notera de la méme maniere les représentants et
les germes, et quitte & réduire U, on peut supposer que f et g admettent
I’origine pour seul zéro. Le théoréme est une conséquence de la proposition
suivante, qui peut avoir un intérét pour elle-méme.

PropOSITION 2.2. — Soient U un ouwvert de C™ contenant B(0,p), W
un voisinage de 0B(0, p) inclus dans U, f = (f1,...,fn) des fonctions
holomorphes sur U qui admettent pour seul zéro l’origine et s une fonction
de classe C' sur W qui vérifie :

(5(0), f(©)) = Zsk(C)fk(C) #0 pour (€ W.

k=1
Pour toute fonction h holomorphe sur U et tout B = (B1,...,0,) € N,
on a:

(2.2.1) Res(ffﬁl,,,.,f,{’"“»ﬂ)(h)

- W (-1 lspdsyg Ad
IR BT Tl P 00 A

- B! (2im) T (s(0), F(OYmH

o
I
-

ot dsp = A ds;j.
i#k
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320 J.-Y. BOYER ET M. HICKEL

Le théoreme est une conséquence facile de cette proposition. En effet,
on choisit s défini par
n
Sk =Y ajkdj
j=1

pour 1 <k <metp >0 tel que B(0,p) C U. En notant

n(n—1)
(n—14[B)H(=1)" 2
(2im)™

K(n,B) =
la proposition donne :

(2.1.2) ﬂ!Res(flﬁﬁl,,..,f"”"“,0)(h)

det A 37 (—1)* g dgpy AdC

=Kt [ (% ) e

I¢l=p 5=l

En développant, le second membre de (2.1.2) s’écrit :

(2.1.3) nﬂ/ H{ D (alk, ’ank)li[ fg)

ICl=p ap kttan g =0k

det A i (—1)’“—1gk dg[k] AdC
k=1
gl 1

= K(n, ) / Z - ¢(6,9)

e ot rmma=m I (ana + -+ axn)!
; k=1

a) pttan, n=0n

n
a;, _(aka+Fakn) Qg
X (hdetA H a, J) Hgk W
ij=1 k=1

n
ou Qy = > (=1)* g dgp AdC.
k=1
On peut appliquer & chaque terme de (2.1.3) la proposition 2.2 ou f
est remplacé par g et s par g; on obtient

Z C(B,a) ReS((g:k,ﬁ-v-+ak,n+1)l<k<n 0) (hdetA H aa”),

apatotan 1= == i,j=1

ay,nttan,n=0n

ce qui termine la preuve du théoreme. []
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UNE GENERALISATION DE LA LOI DE TRANSFORMATION 321

Remarque 2.3. — Les formulations proposées en (1.10) et (2.1.1)
sont différentes mais elles contiennent les mémes informations. En effet,
dans (1.10), on peut supposer que 1 < i3 < ... < 4,,; on note S
le nombre de fois qu’apparait k& dans la liste (i1,...,%mn) et Pon choisit
(J1,- -+, Jm) € (N*)™ ou N* = N — {0}. On peut écrire :

(2.3.1) Qjyin """ Qi _ Qo (5).k
gjl o g]m 1<5<Bx ga’k‘(])
1<k<n
Br#0

ol oy, est une application de [[1, 8x]] dans [[1, n]]. En notant a; s le nombre
de fois que 'application oy, prend la valeur s, (2.3.1) s’écrit :

Qs k
I =
Qs k
1<k,s<n 9s

Br#0

Or pour B # 0, il existe (, % ) applications de [[1,34]] dans

A1,k 0%k
[[1,n]] qui prennent a; j fois la valeur s, et donc dans (1.10) on a

( B ) ( Bn )
Q1,15---5Qn1 Q1 ny---30nn

termes identiques a

/ hdet A Ajyiy " A i dz
r, Gir* Gimd"

D’autre part, ¢j, . j,. = (11 + -+ ara)!... (@1 + -+ anan)! et
Ci,... i,, = B! ce qui prouve que (1.10) peut s’écrire comme (2.1.1). []

Preuve de la proposition 2.2. — Dans un premier temps, on prouve
que (2.2.1) ne dépend pas de la section s choisie; puis la preuve est
faite lorsque f a un Jacobien qui ne s’annule pas sur U et enfin pour f
quelconque.

Soient 0 < p1 < p tel que dB(0, p) C W et X une fonction de classe C*
sur U qui prend la valeur 0 sur un voisinage de 9B(0,p;) et 1 sur un
voisinage de dB(0, p); on pose pour ¢ € U — {0} :

f(9)

(2.2.2) 50 = X(0) == (FQ), ()

+(1-x(0)

ot (5(0), () = 32 s(O)fx(©).
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322 J.-Y. BOYER ET M. HICKEL

On a (5(C), £(Q)) = 1; donc 85 = A\ B3 =
k=1

En particulier, on obtient

a( ﬁ §i zn:(—n’“—lgfk dspg A d¢)
j k=1

Jj=1 n

= (3 (-F (T80 ) st dspg 1 d¢) =0,

k=1 j#k

ce qui prouve que la forme
n n
hQs o= h ]85 3 (~1)F 180 dsyy A d¢
j=1 k=1

est fermée sur U — {0}. En utilisant le théoréme de Stokes, on a

/ hQ; = / h Qs
[¢l=p [¢1=p1

zn: (—l)k—lsk dS[k] Ad¢

ST (s(0), FO)
(1M fudfg A dC
= h
/|<|=m (F(Q), £(O)" 7!

Ceci prouve que la valeur de l'intégrale ne dépend pas de la section s.

c’est-a-dire :

NE!

1l

n
B; k
fj
j=1

Pour démontrer la proposition dans le cas ou f a un Jacobien qui ne
s’annule pas sur U, on considére f comme un systéme de coordonnées
sur U.

D’une part, d’apres la formule de Cauchy, on a :

_ 1 h(¢)d¢
Res(fflﬂwyffnu,o)(h) ~ (2im)n /17 fing"'ff"H

! / (h/det g—g)

o (@im)n Jry fPHt et
1 01#1(h/det L) .

df

TOME 125 — 1997 — ~° 3



UNE GENERALISATION DE LA LOI DE TRANSFORMATION 323

D’autre part, d’apres les formules de Bochner-Martinelli — ou celle de
Leray — (cf. [A], [Y] ou [C, p. 181]), pour fy € C™ proche de 0, on a :

n(n—1)
h _(n-1I(=1)" 2
(det@f/@()(fo) - (2im)™

5 (~1)* s s Ad
) / ( b ) 1;::1( ) sk dspp Adf
" det 9f/9¢ (s(©), £(¢) = fo)"
=p
En dérivant par rapport a fy 'intégrale ci-dessus, on obtient
h

alﬂl(_.__)
detofjoc’ h
afp (0) = K(n, B) / (det@f/@()

[¢I=p n
E (=1)*spdspy A df

nﬁ
DIEE

ce qui, dans ce cas, prouve la proposition.

Dans le cas ou f est quelconque, pour € générique, fc = f — e n’a que
des zéros simples dans U, et il existe a > 0 tel que, pour € assez petit, on
ait |fe(¢)| > a sur B(0, p). En prenant pour section f, on a :

/ n i ( 1)k_18k dS[k] Ad¢
n ’8 h H P = n+|g|
o, =1 (s(0), F(O))
n (D dfig ndg
K(n,B) /h [177 &

iep 51 (F©), £
i( k=1 fe ed fe g A dC
= lim K (n, 8 =l
B ,(,Z,, H G0 1O

En remplacant dans (2.2.2) f par f., le méme calcul qui a permis de
prouver que 5 est fermé sur U — {0}, prouve que la forme

( 1)k=1fe dfe g A dC

(F(0), £ ()™

||M:

hH
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324 J.-Y. BOYER ET M. HICKEL

est fermée dans U — V(f.). En notant P, les zéros de fe, le théoréme de
Stokes permet de remplacer

n i( 1R fe pdfe ) A dC
K(n,f) /h 172 &=

oL, i (Fe(O), £
par
S oper (D e pd e A dC
(2.2.3) K(n, 3 h ]2 = )
pee;(m ,pl,ﬂ H (), fel )"

Les zéros de f. étant simples, on est pour chaque terme de (2.2.3) dans
le cas précédant et (2.2.3) peut s’écrire :

> Res e goner p ().
P.eV(f.)

D’autre part, d’aprés le « principe de continuité» (c¢f. [G, p. 657]), on a

by Respoue _gonst py (M) = Resqpornn g g (h)

P.eV(fe)

ce qui termine la preuve de la proposition. []

3. Une application des techniques utilisées

Dans la preuve de la loi de transformation, comme celle écrite dans [G],
on prouve par un argument algébrique immédiat que si g = Af, f(P) #0
et g(P) =0, P étant un zéro isolé de g, alors

1 / hdet Adz
(2im)™ r, 917" 9n

(3.1) Vh € Op,

ol, r et ¢; étant des réels strictement positifs suffisament petits,
FP = {C € B(P,r) :|gi(Q)] = €, i = 1,...,n}

orienté par la condition d(argg;) A ... Ad(argg,) > 0.

Des exemples simples montrent par contre que, dans les mémes condi-
tions, il est possible d’obtenir

/ hdetAajhil '~'lljm7z‘md2 #0
Ty, 9ir - Gjm9’ '

Un argument analytique mis en ceuvre dans la preuve de la proposi-
tion 2.2 permet d’obtenir la proposition suivante qui généralise (3.1) :

TOME 125 — 1997 — N° 3



UNE GENERALISATION DE LA LOI DE TRANSFORMATION 325

ProposITION 3.2. — Soient U un ouvert de C" f = (f1,...,fn) et
g = (91,-.-,9n)des fonctions holomorphes sur U telles que g = Af ou
A = (aij)1<ij<n est une matrice & coefficients dans O(U). On suppose
que g admet un zéro isolé P qui n’est pas un zéro de f. Alors :

n

(3.21) VReOU), > ¢ jn /

Jyeeodm=1 To,

hdet A Qjy iy " Aoy ian dz

=0.
9jr* Gjm 9’

Preuve. — Comme dans la preuve de la proposition 2.2, on choisit W
un voisinage de B(P,r), s une fonction de classe C! sur W qui vérifie
(s(€), f(€)) # 0 pour ¢ € W. Soient U un voisinage de B(P,r), X une
fonction de classe C1 sur U qui prend la valeur 1 sur un voisinage de
OB(P,r) et zéro sur un voisinage de P. On pose pour ( € U:

«(Q) ) o
w05 A XO TG T

Le calcul fait dans la preuve de la proposition 2.2 montre que la forme

5(¢) = X(0)

R8P S =1k s dspg Ade
j=1 k=1

est fermée sur U, ce qui prouve que :

" kil(_l)k_lskds[k] A d¢
3.2.2 h s = =0.
(322 / 11+ (s(¢), F(¢)™H!

¢+Pl=r =

n
On choisit s défini par sy = > a;xgx; la formule (3.2.2) s’écrit, en
j=1
utilisant le calcul fait dans la preuve du théoreme 2.1,

Y CBRes (e, oy (hderd]] o) <0,

a1+ tan,1=6 =1

("l,n+"'+“n,n:ﬁn

soit encore :

Z cj1...jm / = Aajl’il — a]}mvim dz =0. D
j1v~--7j7n:1 lF"qP ng o g]7ng
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326 J.-Y. BOYER ET M. HICKEL

4. Une preuve algébrique de la loi de transformation

généralisée
LEMME 4.1. — Soient R une A-algébre commutative, g = (f1,..., fn)
une suite de R quasi-réguliére, A € M, (R) une matrice, Uy,...,U, des

variables algébriqguement indépendantes sur R et V = AU ; alors la suite
Uty Uny f1 = Vi, ..oy fn — Vi) de R[U] est quasi-réguliére.

Preuve de 4.1. — Soient (ail, ..,a;,) €R,

I:(Ul) . Un9f1 217"'7f’n_ainU'in)R[U]?
ke N*et
(4.1.1) > appUP(f —aU)f e IF!
BeN™, B’eN™
1BI+18"|=k
ol aﬁyﬂ'ER[Ul et (f_aU) (fl gy 117"'afn_ in zn)
Pour montrer que la suite (Ui, ..., Uy, fi —a;, Uiy, ..., fn—a;,U;,) est

quasi-réguliere, il suffit de traiter le cas ou ag.g € R ce que I'on suppose
maintenant. On montre par récurrence sur |3| que ag g appartient & I.

En notant Py l'opérateur qui & (4.1.1), considéré comme un polynome
en U, associe son terme constant, on a :

(Y aspU(f-a0)) = Y aopf?

BeN™, g'eN™ B'eN™
|8|+18' =k 18’ |=k
Les éléments de I*t! g’écrivent :
(4.1.2) Z cspUPF? otcgp €R.
BEN™ B’'eN™
181 +18'|>k+1

En particulier, leur terme constant est de la forme > ¢o g fﬁ' ; par

ﬂleN"
conséquent : 18'|=k+1
> apf = > copf’
B’ eN™ B'eN™
18 |=k |8 |=k+1
Cette égalité prouve que Y ao g fﬂl appartient & J¥*+1, ot J est I'idéal
ﬁIENn
18" |=k
J=(f1,--, fn)R
La suite (f1,..., fn) de R étant quasi-réguliére, on a ag g € J, en parti-

culier ag g € I pour tout 3 tel que |3'| =k
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UNE GENERALISATION DE LA LOI DE TRANSFORMATION 327

Soit o € N™ tel que |@| > 1. On suppose prouvé par récurrence sur |a
que ag g € I pour tout (8, 3") € N*" tel que |B| < |af et |B] + |B| = k.

En notant P, l'opérateur qui & (4.1.1), considéré comme un polyndéme
en U, associe le ccefficient de son terme en U%, on a :

(4.1.3) Pa( 3 awUﬁ(f—aU)ﬁ')

BeN™, g'eN™
1Bl+18'|=k
= D aapUf”
B'eN”
la|+]8'|=k
+Pa( > aﬂ,ﬁ'Uﬂ(f—aU)ﬁ)
BEN", B’eN™
1BI<|el, IBI+18'|=k
D’apres (4.1.2), les variables Uy, ..., U, étant algébriquement indépen-

dantes sur R, il existe des ¢, g € R tels que :

Pa( > aseUf(f-a)) = Y capUf”

ﬂeNn,ﬂ,eNn 'B/EN’H
181+18"|=k lee|+18'|=k+1
D’autre part, d’apres 'hypothese de récurrence sur (8, 3’) on a :
P. 3 appUP(f = al)?) € IFH1,
BENT", B’eN",

1BI<|al, |81+18'|=k
Par conséquent, 1’égalité (4.1.3) montre que > aapU” f# appar-
B/ eNn
lad+18'|=k
tient & I*+1. D’apres (4.1.2), les variables Uy, . .., U,, étant algébriquement
indépendantes, on en déduit :

Z aa”g/fﬂ/ c Jhti-lal,
B’ eN”
lal+]8"|=k
La suite (f1,...,fn) de R étant quasi-réguliére, a, g appartient & J
donc & I, pour tout §’. Par récurrence ag g appartient & I pour tout
(8,8'), ce qui prouve que la suite (U, ...,Up, fi—ay, Uiy, ..., fn—ai, U;,)
est R[U] quasi-réguliére.
En réitérant ce procédé, on obtient que la suite

n n
(Ul» o Ungi =Y a13Uiy o gn = Y an,iUi)
i=1 i=1

de R[U] est quasi-réguliere. []
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LEMME 4.2. — Soient R une A-algébre commutative, (f1,..., fn) une
suite de R quasi-réguliére telle que R/(f1... fn) soit un A-module pro-
jectif de type fini, X1,...,X,, des éléments quelconques de R, Uy,...,U,

des variables algébriquement indépendantes sur R, my,...,my, mj,...m,
des entiers et h = Y a,U* € R[U]. Alors
aeN?
> an U*dU A dX
(4.2.1) Res / /
Umtt ottt et
Amy,...omp dX
= Res fm']+1 m/"—i-l
1 yerosfn

etsim; >0, reR, ona:

'I"fi dX

(422)  Res| i | pmert fm"“}

= Res

rdX
fm1 +1 fml mn +1:l
s e

yooen

Preuve de 4.2. — Soient R le complété I-adique de R ou I est I'idéal
de R engendré par f1,..., fn, P=R/I =R/I et 0 : P — R une section
de la projection canonique 7 : R — P. R

Soient R' = R[Uy,...,U,], I' = (U1,...,Upn, f1,-.-, [2)R/, R le
complété I'-adiquede R, P’ = R'/I' =R//I' =R/I =Peto’ : P - R’
une section de la projection canonique 7’ : R’ — P.

D’apres la propriété universelle du séparé complété, I'injection canoni-
que ¢ de R dans R’ induit une application injective 7 de R dans R’ et par
conséquent on peut choisir ¢/ =70 0. R

Pour r € R identifié par 'injection canonique & un élément de R, on

note
r# = Z Tafa

aeNn
'élément de Hom 4 (P, P)[[f]] qui vérifie :

VpeP, alp)r= ) o(ra(p) [

aeNn

On a alors
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et par conséquent

o'(p)r =Y o' (ra(p) f*

aeNn

Ceci nous permet d’identifier les écritures de 7# et 7(r)#. D’autre part, si

I'on note
# det (( < X#)) Z Suf,

ona:
rdX
fm'1+1 m;, +1
1

yeeesJn

Res =Trp/a(Om;,....m2)-

Soit 4 € N™; pour tout p € P, on a o(p)rU® = Z o(ra(p) f*U” et donc

aeN?
(rUP)#* = UPr# | (+UP)# det (( )) 3 s.UP g
aeNn
Par conséquent
rdX
Res m}+1 m, 41| = Trp A(ém’ ...,m! )
fl l+a"'afnn+ / pentin
rUPAU A dX
= Res Ufl+1,~-~,U5"+1,f1m/‘+1,--., m +1

et si B # (B1,...,00),

R rUPdU AdX 0
(SN} ’ ’ ’ ’ =0,
R pien i m

ce qui montre I’égalité (4.2.1) :

S anUdU A dX

mi+1 1 m+1 ml+1
gL et prit e

Res = Res

a"hﬁ“wnhld)(
fm’1+1 fm;+1 :
1 N

Pour montrer égalité (4.2.2), on a

(rfi)#det((afz P) =3 tassi

a€ENn
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d’ou :
rfidX
Res f1m1+1 mn+1 =TrP/A(‘smlym7mz'—17.--,mn)
RV 4
R rdX
= Res 1 ) ,
TR S

ce qui termine la preuve du lemme 4.2. []

THEOREME 4.3. — Soient R une A-algébre commutative, deux suites de
R quasi-réguliéres f = (f1,..., fn) €t g = (91,--.,9n) telles que d’une part
g=Af ot A € M,(R) et d’autre part que les A-modules R/(f1... fn)
et R/(gy...gn) soient projectifs de type fini. Pour tous entiers 31, ..., [On
et des éléments quelconques h, X1,...,X, de R, on a :

(4.3.1) Res f1ﬁl+1 foat

P

hdX }

= E ig=1

a1+t tan, 1=
Ql,n+"'+an,n=ﬂn

C(8, ) Res [ hdet A J] az;}j dX
|
(

o1+ togntl
9 )

& 1<k<n

Preuve du théoréme 4.3. — Soient Uy, ...,U, des variables algébri-
quement indépendantes sur R et V = AU; d’apres le lemme 4.1, les
suites de R[U]

Uty oo s Uny f1 = Uryo ooy fo = Uy),
Uy, Unyg1 = Viy ooy Gn — Vi)
sont quasi-régulieres. Par conséquent, les suites
U U = Un, o fo = Un),
(UlﬂlH,...,Uf"“,gl — Vo s Gn — Vi)
sont aussi quasi-régulieres (voir [L, (3.2.c)]). Les modules :
RU)/(UPT U [y — Uy, fo = Un)s
RU/(UPH U g = Vi, g — Vi)

sont des A-modules projectifs de type fini.
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Soit A= (I O € Mz, (R[U]); on a:
0 A
U1[31+1 U1ﬁl+1
~ UTLZ‘HH Uff'"“’l
A-U | | a—W
fn=Un 9 —Va
Donc d’apres la loi de transformation (voir [L, (2.8)]) :
hdU A dX

(4.3.2) Res

UbHL UL — Uy, fn = Un
hdet AdU A dX
Ulﬁl+1,"'7U1?n+1»gl - Vl,"'agn - Vn

On va donner une autre écriture de chaque membre de cette égalité.
En utilisant

= Res

Bi
P =ult (1 -U)) ZUikfiﬂi_k
k=0

et en notant

8
> Uk 0
k=0 '
B = .
Bn
0 > Upfin*
k=0
btient
on obtien Ulﬂ_lH Ui6.1+1
I, 0 Ufl""'l _ UT,C;J;,H
In B A-U1 | 1ﬁl+1
fr = Un o+
qui donne en appliquant la loi de transformation :
R hdU AdX
es
UiGI+1a""U£n+1afl _Ula""f'n —Un

n

Bi
W1 X Uk du A dx }
= Res i=1k=0 .

1
(UPHL L UpaL Pl Bt
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Le lemme 4.2 appliqué au membre de droite donne :

hdU A dX

4.3.3 R
( ) . Ulﬂl+la"'7U1[13n+17f1_Ulw"vfn_Un

= Res

hdX
g

Concernant le second membre de (4.3.2), on remarque que

|Bl+n—1
gyﬁl+n _ V;Iﬂl+n +(gi - Vi) Z ‘/ikgl!ﬂ|+n—k—1’

k=0
n
[Bl+n
+
AR (ZGMU])
=1

Ilg| +/n’ [T} Qg n
Z . ; a’i,l cee ai,n
? n

« e
iy +otag, =840 e

(4.3.4)

x Ut ggen

On a |g] = 1 + -+ + Brn. Donc, pour chaque terme de 4.3.4, il existe
un entier k tel que a;, > Br + 1; on peut par conséquent trouver des
éléments ¢; ; € R[U] tels que :

n
[Bl4+n _ Z Bj+1
V; = CiﬁjUjJ .

Jj=1
On pose :
C = (¢ ;) 1<i<n € M, (R[U]),
1<j<n
|Bl4+n—1
> Vgt 0
D k=0 .
0 Iﬁlg IVk Lﬁ|+n—k—1
k=0
On a :
Ut ot
(1,,, 0 ) vg | | v
¢ D g -V 9
gn ~ Vi, g%fﬁn
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et en appliquant la loi de transformation :

(43.5) R hdet AdU AdX
3. es
Ulﬁl+la LR} UE"+1,g1 - Vla ceoyGn — Vn
n |Bl+n—1
n—k—1
e [PetA(IL > Vgt )dU/\dX}
U{’1+1, ey Uﬁn“,g'lﬁ'*”, o ,gLﬁHn
Orona:

Vz‘k — (gai,jUj)k

- 3 4 eyt e U Ugen
QG 1y Q4

a1t tai =k
Par conséquent :

n |Bl+n—1

@36) [ > vikglr—
i=1

k=0
_ k kn |Bl4n—k1—1 Bl+n—k,—1
E |4 A ...gLI 7

0<k;<|B|+n—1
1<i<n

n n
-y I Ty
A1y Qyn hJ

0<k;<|B|+n—1,1<i<n =1 i,j=1
ay 1t tay p=ky

ematetannskn (@15t ) TT NBl4n—ke—1
1,5 n,J —Reg—
X I l U; I l 9y .
7j=1 (=1

D’apres le lemme 4.2, seul les termes de 4.3.6 tels que

o+ ..+ ap =0,

arpt ...t apy = ﬁna
apportent une contribution non nulle & (4.3.5). Par conséquent, on

obtient :

hdet AdU A dX

4.3.7) Res
( ) U1ﬁ1+17""U7L13n+1391_Vla-”vgn_‘/n
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a.’ ++a’
- Z H( 10‘11‘,17' "Ln)

(0%
A 1,
ag,1+- +an1 =B1 i=1 ?

oy nt +0¢n n=8n

(3,7) 1<i<n
lﬂ|+n lﬁ|+n

hdet A [T a;57 I glPrn=ki=lqx
Res }

hdet A SidX
= Z C(g’!a) Res [ © pla J

a1+ tak,ntl
)

apitetani=h k J1<k<n

al,n+"'+an,n=ﬁn

Ceci prouve en utilisant (4.3.2), (4.3.3) et (4.3.7) le théoreme 4.3. []
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