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UN DIVISEUR DE ZERO INDUISANT UN
ELEMENT D’HOMOTOPIE CENTRAL
PAR NicorLas DUPONT (*)

RESUME. — Soit H une algebre graduée commutative (a.g.c.) telle que son algebre
de Lie d’homotopie contienne un élément central de degré 2. Nous montrons par un
exemple que ceci n’implique pas que H soit isomorphe & A/(Q2), ou A est une autre
a.g.c. et  un élément décomposable non diviseur de 0 dans A. Ceci répond par la
négative a la ( version rationnelle) d’une question d’algebre locale d’Avramov.

ABSTRACT. — Let H be a commutative graded algebra (c.g.a.) such that its
homotopy Lie algebra contains a degree 2 central element. We construct an example
showing that this does not imply that H is isomorphic to A/(Q2) where A is another
c.g.a. and 2 a decomposable element which is not a zero divisor in A. This answer
negatively to the “rational version” of a local algebra question by Avramov.

1. Introduction

L’a.g.c. de cohomologie rationnelle H*(E;Q) d’un espace topologique
connexe de type fini F est «presque» un anneau local. Ne manquent que
la stricte commutativité et le fait de considérer les seuls idéaux homogenes
pour la graduation. A une telle a.g.c. H est associée une algebre de Lie
d’homotopie rationnelle L*(H), celle de ’espace dont le type d’homotopie
rationnelle ne dépend que de H. Il était alors tentant de construire,
pour tout anneau local R, une algébre de Lie «d’homotopie» L*(R),
puis d’en faire I’étude en s’inspirant notamment de résultats d’homotopie
rationnelle connus.

Cette construction s’est faite en plusieurs étapes. Il est prouvé dans [7]
que si k est le corps résiduel de R, alors Tor®(k,k) est une k-algébre
de Hopf & puissances divisées. Notons car(k) la caractéristique de k.

(*) Texte regu le 13 décembre 1996, accepté le 18 mars 1997.
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338 N. DUPONT

D’apres [9] (car(k) = 0), [1] (car(k) # 2) et [10] (car(k) = 2), le dual de
Torf(k, k), Exti(k, k), est toujours I’algebre enveloppante d’une unique
(3 isomorphisme pres) k-algebre de Lie graduée L*(R) = L*1(R).

L’étude de L*(R) occupe aujourd’hui une place importante en algebre
locale. Parmi les résultats connus, citons par exemple que si R n’est pas
une intersection complete, alors

« pour tout n > 1, dim L™(R) > 0 (voir [5]);
o la suite (dim L"™(R)) est & croissance exponentielle (voir [4]).

Soit m lidéal maximal de R. Dans [3,4.3], Avramov a proposé le
probléme suivant : supposons que L?(R) contienne un élément central;
est-il vrai qu’alors R est isomorphe & A/(2) ol A est un autre anneau
local et 2 un élément de m? ne divisant pas 0 dans A?

Dans [3] et [8], il est montré que la réponse est positive pour certaines
classes d’anneaux locaux.

Nous nous intéressons ici a la « version rationnelley de cette question,
qui découle de [4] en remplagant un anneau local par une a.g.c. sur le
corps Q des rationnels et un élément de m? par un élément décomposable.

Le but de cet article est de donner un exemple montrant qu’alors la
réponse est négative.

Avant cela, nous allons rappeler comment ’algebre de Lie d’homotopie
L*(H) peut étre construite par I'intermédiaire du modele minimal de H.
Cette notion utilise le procédé «d’adjonction de variables» de Tate [11],
et est développée pour les a.d.g. dans [6].

Nous rappellerons aussi comment certains générateurs du modele mini-
mal de H, les «variables spéciales» d’André [2], correspondant aux

éléments de Gottlieb pour les a.d.g., induisent des éléments centraux
de L*(H).

2. Modéle minimal, variable spéciale
Avant de rappeler cette construction, fixons quelques notations. Nous
allons travailler simultanément avec deux degrés.

o Le premier, noté supérieurement, est le degré «topologiquey. On
supposera toujours que H = H>? avec H = Q.

o Le second degré, noté inférieurement, est celui qui donnera, apres
dualisation, 1'algebre de Lie L*(H).

Soit X = @@ X,, un Q-espace vectoriel gradué inférieurement.

n>0
Le symbole | .| désigne le degré d’un élément homogene.
On note AX l'a.g.c. sur Q, libre, engendrée par X, i.e. la Q-algebre
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ELEMENT D’HOMOTOPIE CENTRAL 339

graduée associative libre engendrée par X, divisée par 1’idéal engendré
par les éléments de la forme ab— (—1)!%/'?lba. En particulier, le carré d’un
élément de degré impair est nul.

Une différentielle de degré —1 pour AX est une dérivation § de carré
nul telle que §(X;) C (AX);—1 pour tout ¢ > 0. L’algebre différentielle
(AX, ) est appelée une a.d.g.c. libre. Elle est munie d’une graduation par
la longueur des mots, AX = @ A*X. Lorsque de plus, pour tout i > 0,

i>0
8(X;) C A*2X, on dit que (AX,§) est une a.d.g.c. libre minimale.

Les a.g.c. H admettent une présentation H = A(z1,...,2,)/(P1, ..., Pr)
ou les P; sont des sommes de monémes de longueur > 2. En munissant H
de la différentielle nulle et du second degré 0, elle devient une a.d.g.c. Un
modele minimal de H est une a.d.g.c. libre minimale (AX,§) telle qu’il
existe un quasi-isomorphisme (un morphisme induisant un isomorphisme
en homologie) d’a.d.g.c.

¢ (AX,8) — H.
Pour le construire, on procede de la fagon suivante (voir [6]). Les espaces
vectoriels Xy et X; admettent respectivement pour base {x1,...,z,} et

{y1,..-,yr}, avec 6(y;) = P, pour tout ¢ < r. Le morphisme ¢ est I'identité
sur X et il est nul sur X;. En particulier,
Q: (A(XO @Xl),é) — H

est surjectif en homologie. Chaque espace X;, pour ¢ > 2, est alors
construit pour «tuery (I’arme étant la différentielle) un systéme de cycles
de (AX);_1 dont les classes forment un systéme minimal de générateurs de
H;_1(AX<;_1) en tant que Ho(AX<;_1)-module. Le morphisme ¢ vérifie
©(X;) = 0 pour tout ¢ > 2. C’est bien un quasi-isomorphisme puisque

H.(AX,6) = Hy(AX,8) = H.

De plus, ce modele de H est minimal par construction et il est unique &
isomorphisme prés. En outre, X posséde un premier degré, X = @ X?,
pour lequel ¢ est de degré 0 et § de degré +1. i21

Soit sX, la suspension de X,.. C’est un Q-espace vectoriel gradué
inférieurement défini par (sX), = X,_;. L’algébre de Lie d’homotopie
L*(H) = L*'(H) de A est le dual de sX,, le crochet étant défini en
suspendant puis en dualisant la partie quadratique de la différentielle,
82 : X — A%X, qui augmente de 1 la longueur des mots (voir [8] pour
plus de détails). En particulier, et c’est ce qui va nous intéresser ici,
’élément 37; de L2(A) est central lorsque la composée

X 2 A%X) Loy X

est nulle.
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Lorsque y; est une variable spéciale d’André, i.e. lorsque pour tout z

j=r

de X, tel que §(z) = Y Q,y;, le polynéme @Q; est un bord, il est bien
j=1

connu que §y; est central. Pour la commodité du lecteur, nous rappelons

la preuve de ce résultat, essentiel pour la suite. Soit ¢ : (AX, 6) =, Hle
modele minimal de H tel qu’il vient d’étre construit.

2.1. LEMME. — Si y; est une variable spéciale, alors la composée
X 2 A2(X) By X
est nulle, donc sy, est central dans L*(A).

2.2. Preuve. — Définissons une dérivation
0: A Xo® X1) — A(Xo® X1)

par 8(Xo) = 0, 6(y;) = 1 et 6(y;) = 0 pour j # i. Montrons qu’elle
se prolonge en une dérivation § : AX — AX vérifiant les conditions
suivantes.

o 0 est de degré —1;

o 00 =66;

o 0(X>2) C ALX.

j=r
On raisonne par récurrence. Pour z € X3, on a 6(z) = > Q,y;; on
i=1

pose #(2) = a; on1 a; € (AX)1 est tel que §(a;) = Q;. Les conditions sont
bien satisfaites. Supposons que 6 soit prolongée jusque X,,, pour n > 2.
Soit t € X, 11 : alors 06(t) est défini et appartient & (AX),_;. Donc
606(t) = 066(t) = 0. Ainsi 66(t) est un cycle de degré > 1. C’est donc le
bord d’un élément o de (A*1X),, et l'on pose 0(t) = «a, ce qui acheve le
pas récurrent.

Supposons maintenant que péa(z) = y;z’, avec z,z' € X. Posons :

6(x) =y’ + B+ avec B € A2X et vy € AZ3X,
Alors
05(2) = o/ — yib(a’) + 0(5) + 0() = 86(z).

Puisque § est décomposable et 6 est une dérivation, 66(z) et 0(~y) appar-
tiennent & A*2X. De plus, 8 ne contient pas de monéme divisible par y;
et donc 6(3) est aussi décomposable. On en déduit que z’ est un multiple
de y; et donc y;2' = 0 puisque y; est de degré 1. []
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3. Exemple

Rappelons qu’il s’agit de construire une a.g.c. H telle que L?(H)
contienne un élément central mais telle que H ne soit pas isomorphe
au quotient d’une autre a.g.c. A par un idéal engendré par un élément
décomposable qui ne soit pas un diviseur de 0 dans A.

Notre exemple est le suivant.
H = A(a,b,c,d, e)/(ab, a’c+ d3,b%d + €3,d%e?, ¢2, cd, ce)

ou |a| = 20, |b| =16, |c| = 26, |d| = 22 et |e| = 18.

Il est facile de vérifier que H est bien une a.g.c. Le choix des degrés,
qui peut paraitre étrange, est justifié par le fait que tous les générateurs
mais aussi toutes les relations ont des degrés différents, ce qui limite les
possibilités d’isomorphisme.

Soit maintenant (A(Xo & X1 & X32),6) le début du modele minimal
de H. On note {z,y, z,t,u,v,w} une base de X; avec

S(x) =ab,  6(y) =a’c+d® 6(2) =b%d+ €3,
§(t) = d®e?, S(u)=c%, 6(v)=cd, 6(w) = —ce.
Alors X, contient clairement le sous-espace vectoriel (r) avec
5(r) = abex — By + &z — et.

Nous allons maintenant montrer que z est une variable spéciale. D’autre
part, le fait que 22 soit nul interdit d’éliminer (aprés isomorphisme) abcx
de I'image de la différentielle. Ce sera le point clé pour nous permettre de
conclure.

3.1. LEMME. — Soit s un élément de Xy tel que 6(s) = Pz + a, ou
a € A(Xo) ® X1 ne contient pas de monéme divisible par x. Alors, quitte
a ajouter un élément décomposable a s, P est un bord.

3.2. Preuve. — On a Pab + 6(a) = 0. En particulier, §(«) est divisible
par ab. Mais, quitte & ajouter un élément décomposable & s, on peut
supposer que « ne contient pas de monoéme divisible par ab.

Posons
a=(Q1b+ Q2)y+ (Pra+ Py)z + Rit + Rou + R3v + Rqw

ou ni P; ni @ ne contient un monéme divisible par b, et ni Q; ni P, ne
contient un monome divisible par a. On obtient alors ’égalité suivante :

(P 4 Qqac+ Pibd)ab + Qbd® + Q2 (a’c + d*)
+ Prae® 4+ Py(b*d + €3) + Ryd?e? + Ryc® + Ryed + Ryce = 0.
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On obtient donc les égalités suivantes :

P+ Qiac+ Pibd =0,

Q1bd® + Qo(a’c + d®) + Prae® + Py(b%d + €3)
+ Rid*e* + Rac® + Raed + Ryce = 0.

Cette derniére égalité montre que (); doit appartenir a I’idéal engendré
par (a®c, b, e®,e2,c?, ¢, ce) donc & I’idéal engendré par (b, c,€?), et que Py
doit appartenir & I'idéal engendré par (ac, d3, d?e?, c?, cd, ¢) donc & I'idéal
engendré par (d3, d%e?, c).

Mais alors Qiac + Pibd = —P est bien un bord. []

Il nous reste a prouver le résultat suivant.

3.3 LEMME. — L’a.g.c. H n’est pas isomorphe (comme a.g.c.) a A/(Q2)
ot A est une autre a.g.c. et Q un élément décomposable qui ne divise pas 0
dans A.

3.4. Preuve.—Supposons que ce soit le cas. Soit (A(XO@Xl BDX>o), 5) le
modele minimal de H. Il n’est défini qu’a isomorphisme pres mais ’espace
vectoriel gradué des générateurs est unique. Donc un modeéle minimal de A
ne peut étre que de la forme

(A(Xo® Y1 ® X52),6)
et un modele minimal de A/(Q) de la forme
(AXo® Y1 & (1) ® X»2),8)

avec (5’(331) =0, X1=Y1 <l‘1> et 6/(X22) C A(X() DY @ XZQ).
Du lemme classique de relevement, on déduit ’existence d’un isomor-
phisme

6: (A(Xo® X1 ® X>2),0) = (AXo® Y1 ® (z1) ® X52),6").

Le choix du premier degré des générateurs de Xy et de X; (tous
différents) montre que, modulo des multiplications par des rationnels, la
restriction de 6 & X est l'identité, et la restriction de la partie linéaire
de 0 & X est aussi l’identité.

Rappelons que X5 contient (r) avec
8(r) = abecx — b*y + d*z — et.
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De plus, X2 contient aussi (Z, ) avec
6(i) =du—cv, 6(j)=eu—cw.

La commutation de € aux différentielles et le fait que §'(X>2) est
contenu dans A(Xo @ Y7 @ X»2) montre que si 6(z) = azy + 3, alors a
est un ¢’-bord. Clairement, aucun élément contenant un monéme c, d, e,
b2 ou d? n’est un &’-bord.

On ne peut donc qu’avoir (z) = (x1). Mais dans ce cas, il faut qu’un
élément de la forme (abc + b« + d>8 + ey)z; soit un &§'-bord, ce qui est
impossible car pour des raisons de degré, §'(x;) = ab et |x1]| est impair. []

4. Remarques et questions

1) On voit facilement que I'ajout des générateurs u, v et w dans X;
est nécessaire pour notre propos. Si 'on supprime par exemple w,
alors e?(cax — by) + bdt est un cycle sans étre un bord duquel il est impos-
sible «d’extraire» le monéme contenant x, c’est-a-dire que z n’est plus
une variable spéciale.

2) Il semble difficile de généraliser la preuve du lemme 3.3. En effet,
remarquons que les idéaux I et J respectivement engendrés par (ab, ab® +
c?,cd) et (ab,c?, cd) dans A(a, b, c,d) sont les mémes. Donc en particulier
A(a,b,c,d)/I = A(a,b,c,d)/J. Cependant ab est un diviseur de zéro dans
A(a,b,c,d)/(ab? + c?, cd) car bd(ab) = d(ab?® + c?) — c(ed), mais ab ne Pest
pas dans A(a, b, c,d)/(c?, cd).

3) Existe-t-il un tel exemple d’une a.g.c. H qui soit de plus de dimension
finie 7 Nous soupgonnons que non.

4) Existe-t-il une a.g.c. H telle que L?(H) contienne un élément central
ne correspondant pas & une variable spéciale? Nous pensons 1a encore
que non.

5) Peut-on utiliser le méme genre d’idées pour apporter une réponse
au probleme d’Avramov dans le cas local 7 Bien siir la situation est alors
plus complexe car un anneau local n’est pas toujours une algebre sur son
corps résiduel, et méme si c’est le cas, il n’existe pas de premier degré
pour limiter les possibilités d’isomorphisme. Nous pensons cependant que
cela est possible.
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