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ALGEBRE DES DESCENTES ET
COGROUPES DANS LES ALGEBRES
SUR UNE OPERADE
PAR BENOIT FRESSE (*)

RESUME. — On considére I’algébre des descentes graduée complétée =~ = I1, %,
associée aux groupes symétriques Sp. Les idempotents eulériens €™ € " forment
une famille d’idempotents orthogonaux dans . On fixe une opérade algébrique P et
on travaille dans la catégorie des P-algebres graduées. Soit R une P-algebre graduée
connexe munie d’une structure de cogroupe. On montre que " agit de fagon naturelle
sur R; par suite, on obtient une décomposition naturelle R = @,e™R. On montre que
la composante e'R engendre R librement comme P-algebre. Dans le cas des algebres
commutatives P = Com, on retrouve un théoréme de structure classique sur les algébres
de Hopf commutatives.

ABSTRACT. — DESCENT ALGEBRA AND COGROUPS IN ALGEBRAS OVER AN
OPERAD. — We consider the complete graded descent algebra A = II,,X, which
is associated to the symmetric group Sn. The eulerian idempotents e™ € ¥ form a
sequence of orthogonal idempotents in ¥”. Fix an algebraic operad P ; we work in the
category of graded P-algebras. Let R be a connected graded P-algebra equipped with
a cogroup structure. We show that R suports a canonical X" -action. As a consequence,
we obtain a decomposition R = @, e™R. We show that the component e! R generates
R freely as an P-algebra. In the case of commutative algebras P = Com, we recover a
classical structure theorem on commutative Hopf algebras.

1. Introduction

Une algebre de Hopf commutative est la donnée d’une algebre com-
mutative R munie d’un coproduit v : R — R ® R et d’une antipode
t : R — R vérifiant des relations classiques. Rappelons que le produit
tensoriel représente le coproduit dans la catégorie des algébres commu-
tatives. Aussi on peut généraliser la notion d’algeébre de Hopf pour les

(*) Texte regu le 1°7 avril 1998, accepté le 1°* juin 1998.
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408 B. FRESSE

algebres associatives, les algebres de Lie, les algebres de Poisson : dans la
définition, on remplace le produit tensoriel par le coproduit dans la catégo-
rie d’algébres considérée. Génériquement, cette structure porte le nom de
cogroupe. Dans cet article, on va travailler dans le cadre des algebres sur
une opérade. Une opérade est une structure algébrique spécifiant un type
d’algebres. Par exemple, on a une opérade pour les algebres commuta-
tives, pour les algebres associatives, pour les algebres de Lie, ou pour les
algebres de Poisson.

Il est bien connu (cf. [14]) que si R est une algébre de Hopf commutative
graduée connexe définie sur un corps de caractéristique nulle, alors R est
une algébre commutative libre. F. Patras a donné récemment une démons-
tration élégante de ce théoréme (cf. [17]) qui a également lavantage de
fournir un module de générateurs canonique. Le but de cet article est de
généraliser ce résultat pour les cogroupes des catégories d’algebres sur une
opérade. On établit le théoréme suivant :

THEOREME 1.1. — On suppose le corps de base de caractéristique nulle.
Soit P une opérade non-graduée unitale connezxe (cf.§3). Soit R une P-
algébre graduée connere munie d’une structure de cogroupe. On a une
décomposition canonique (appelée la décomposition en poids)

R=RY

i>1
avec la propriété suivante. Notons
T;(P,RM) = P(i) ®s, RV

la composante de degré i de la P-algébre libre engendrée par R(Y. Le
produit de P-algébre induit un isomorphisme

T,(P,RY) = RO,

En particulier, la P-algébre R est librement engendrée par R().

Dans le cas de l'opérade des algebres commutatives P = Com, la
composante T; (P, —) est la composante de degré i de 1’algébre symétrique
et on retrouve exactement le résultat classique (cf. [17]). Mentionnons que
si R est la cogebre tensorielle munie du coproduit de déconcaténation et
du produit «shuffley, alors il est connu que la décomposition en poids
de R fournit la décomposition en poids de ’homologie de Hochschild et
de I’homologie cyclique (cf. [6], [7], [11], [12, chap. IV]).
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COGROUPES ET ALGEBRE DES DESCENTES 409

La démonstration de F.Patras est basée sur 1’étude de la structure
de 'anneau des endomorphismes de R. Plus précisément, on se sert du
produit de convolution dans End R pour construire des idempotents dans
l’anneau des endomorphismes de R. Cette méthode n’est pas possible
dans le cas général et doit étre modifiée. En voici la raison. Fixons une
opérade P. Une P-algebre désigne une algebre sur cette opérade P. Le
coproduit dans la catégorie des P-algebres n’est pas donné par le produit
tensoriel. En général, ’expression du coproduit de deux P-algebres R et
de S dépend de la structure d’algébre de R et de S. Aussi,si f: R — Ret
g: S — S sont de simples applications linéaires, alors il n’y a pas moyen
d’étendre f et g au coproduit RV S.

Voici notre méthode. On fixe un cogroupe R. On introduit ¥, I’algébre
des descentes de Solomon, qui est munie d’un coproduit A, d’un produit *
appelé le produit de convolution, et d’un produit supplémentaire o appelé
le produit de composition. On se sert du produit de convolution * pour
construire une application 3" — End R qui commute au produit de com-
position. Le coproduit de X" permet d’exprimer une relation de compati-
bilité entre I’action de X" sur R et la structure d’algebre de R. In fine, c’est
cette relation de compatibilité qui permet d’étendre ’action de s,t € ¥
au coproduit RV R. Les idempotents donnant la décomposition en poids
de R sont contenus dans %".

Détaillons maintenant le contenu de ’article :

1) L’algébre des descentes de Solomon. — On rappelle la description
par générateurs et relations de I’algebre des descentes de Solomon .

2) Action de lalgébre des descentes sur un cogroupe. — On construit
Paction de ’algebre des descentes sur un cogroupe.

3) Décomposition d’un cogroupe. Théoréme de structure. — Dans ce
paragraphe, on montre comment prouver le théoréme de structure énoncé
plus haut pour les cogroupes dans la catégorie des algébres graduées sur
une opérade au moyen de ’action de ’algebre des descentes de Solomon.
Dans le cas gradué, on retrouve les résultats de l’article [2]. La nouvelle
démonstration a I’avantage de s’étendre au cadre différentiel gradué.

4) Théoréme de structure pour les cogroupes dans les algébres de Hopf
sur une opérade. — On étend le théoréme de structure du paragraphe
précédent aux cogroupes dans la catégorie des algebres sur une opérade
qui sont munis d’une structure de cogébre compatible.

5) Théoréme de structure pour les groupes dans les cogébres sur une
opérade. — Dans ce paragraphe, en vue des applications en algébre
homologique, on énonce les résultats duaux a ceux obtenus dans les §§ 2-3.
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410 B. FRESSE

Conventions. — On fixe un corps de base k de caractéristique nulle.
On travaille principalement dans la catégorie des modules gradués qui est
munie de son produit tensoriel habituel, 'opérateur de symétrie suivant
la régle des signes. Un module gradué est supposé étre nul en degré
strictement négatif. On dit qu’un module gradué est conneze s’il est nul
en degré zéro. Soit C une cogebre. On utilise la convention de Sweedler
pour représenter le coproduit de ¢ € C'; explicitement :

Afc) = ZC(I) ®cp) eC®C.
(@

Remerciements. — Je suis infiniment reconnaissant a P. Cartier pour
m’avoir indiqué les travaux de F. Patras. Je lui dois en particulier ’'idée
d’étendre ses démonstrations au cadre des algébres sur une opérade.

2. L’algebre des descentes de Solomon

Dans ce paragraphe, on introduit 1’algebre des descentes de Solomon
en donnant une description par générateurs et relations. Pour une présen-
tation plus classique, on se reportera & [21] ou & [20, chap. 9].

2.1. Compositions.—On appelle composition une suite finie d’entiers
I = (i1,...,ir); Pentier 7 est appelé la longueur de I. On dit que [
est réduite quand les entiers 41, ...,%, sont non nuls. A une composition
quelconque I, on associe la composition réduite I obtenue en retirant les
termes nuls.

2.2. L’algebre des descentes de Solomon. — On notera ¥ I’algébre
graduée des descentes de Solomon pour les groupes symétriques. En fait, 3
est une bigebre cocommutative munie d’un produit associatif supplémen-
taire qu’on appelle le produit de composition. On note respectivement
*x et A le produit et le coproduit de bigebre; on note o le produit de
composition.

Rappelons d’abord la structure de bigebre. Pour le produit *, ’algébre
3 est librement engendrée par des éléments notés p; ou ¢ € N*. L’unité
du produit * est notée py. Le coproduit A est défini par

Apn = Z i @ pj-
i+j=n
En fait, (p;, i > 0) est la cogébre cocommutative colibre & un cogénérateur

et 3 est 1'algebre de Hopf libre engendrée par cette cogebre. Considérons
une composition I = (iy,...,4,); on note traditionellement

Pr =pi, * %P, .
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COGROUPES ET ALGEBRE DES DESCENTES 411

Comme po est I'unité pour *, le produit p; se réduit a pj.

Le produit de composition est défini de la fagon suivante. Soit M =
(mw) une matrice p X q. On note respectivement :

e C(M) la composition obtenue en sommant sur les colonnes :
CM)=(mi1+-+mpi,...,Mig+ - +Mpg);

o L(M) la composition obtenue en sommant sur les lignes :
LM)=(mi1+--+miq ..., Mp1+ - +Mpg);

o T(M) la composition obtenue en énumérant les entrées de M colonne
par colonne :

T(M) = (ml,l, N ,mpyl, e ,mlq, e ,mp’q).
Soient I et J deux compositions de longueurs respectives p et q. On pose

propj = ZPT(M)a
M

ol M décrit ’ensemble des matrices p x q telles que L(M) = I, C(M) = J.

On a les formules de distributions

1) A(uxv) =" uay * o) @ wz) * V),
(u),(v)

(2) Afwov) =} u ©va) @ ue) © V),
(u),(v)

(3) uo (v*w) = Z(u(l) o) * (u() o w).

(u)

L’identité (1) est contenue dans les axiomes de bigebre; les relations (2)
et (3) se montrent par un calcul facile & partir de la définition du produit
de composition ci-dessus.

2.3. L’algebre des descentes complétée. — On note X" I'algebre
obtenue en complétant ¥ par rapport aux sous espaces

>y = {p1, |I| > N).

C’est ’algebre des descentes complétée 3" qui contient les idempotents
définissant la décomposition en poids d’un cogroupe.
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412 B. FRESSE

D’abord, soit

I=an.

n>0
L’élément I est une unité pour le produit de composition. On note ¥™ les
éléments de X* définis par la formule

Y™ = I

On observe que I est groupe-like. Donc les 1™ le sont également et ceci
entraine ’'identité

wn o ,‘pm — wnm'

Les idempotents eulériens e*, i > 0, sont les éléments de X" définis par

n+1(I—p0)*n’ ol — (61)”_
n !

el =logl = Z(—l)

Le premier idempotent e! est primitif car il est défini comme le logarithme
d’un élément groupe-like.

Les éléments e’ forment un systéme complet d’idempotents d’orthogo-
naux pour le produit de composition. Explicitement, on a les relations
d’othogonalités

C e sii=j
ool = { 7
0 sinon
et la formule de décomposition

I:Zei.

i>0
Cette formule est un cas particulier de la formule de décomposition

YY" = Z niet.

i>0

Pour une démonstration de ces propriétés, on se réferera a [4], [10],
(20, chap. 9]. On pourra aussi se reporter & l'article [18] pour avoir une
interprétation géométrique de la théorie combinatoire des idempotents
eulériens. Pour les applications des idempotents eulériens en algebre
homologique, on se reportera aux références [6], [7], [11], [12, chap. IV].
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COGROUPES ET ALGEBRE DES DESCENTES 413

3. Action de ’algébre des descentes sur un cogroupe

On fixe une opérade non-graduée P. On suppose P unitale conneze.
Plus précisément, P a une unité 1 € P(1) et on suppose

PO)=0 et P1)=k-1.

Soit R une P-algebre graduée. On désigne par u(ry,...,r,) Pimage de
p®(r1®---®ry) par le produit de P-algebre P(n) ® R®™ — R. L’unité
1 € P(1) agit comme 'identité. Explicitement, on a

1(r)=r, VreR.
On note T(P, V) la P-algebre librement engendrée par V. Par définition

T(P,V) := P P(n) ®s, Ve

n>0
Pour p € P(n), v1,...,v, € V, on note p(vi,...,v,) le tenseur
LR (v ®- - ®uy) € T(P,V).

Pour une présentation de ces notions, on renvoie le lecteur aux références
[5], [8], [9] ou au livre original de P. May [13].

3.1. Coproduit dans la catégorie des P-algébres. — Rappelons
que la catégorie des P-algebres graduées est munie d’un coproduit noté V.
Ce coproduit peut étre réalisé de la facon suivante. Soient R;, Rs des
P-algebres graduées. Considérons les morphismes

do
T(Pa T(Pa Rl) @ T(Pv R2)) — T(Pa rRo R2)
dy
définis par :

o le morphisme dj est induit par les produits de P-algebre
T(P,R;)) — R;, i=1,2;

o le morphisme d; est le composé de I'injection canonique et du produit
de 'opérade

T(P,T(P,R) ®T(P,Rz)) — T(P,T(P,R1 ®Ry)) — T(P,R1 ® Ry).
Le module gradué R; V Ry est le coégaliseur de dy et dy, c’est-a-dire

R1 V Ry = coker(dy — dy).
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414 B. FRESSE

De plus, le produit
T(P, T(P, R ® R2)) —— T(P, R Rz)
passe au quotient pour induire le produit de P-algebre de R; V Ro

T(P, R1 \% Rz) e R1 \% Rz.

Cette construction montre que R; V Ry possede en fait une structure
de P-algébre bigraduée. Plus précisément, le module T(P,R; & Rj)
est bigradué par le degré en R; et le degré en Rp. On vérifie que
cette bigraduation passe au quotient sur R; V Ry. Comme le bidegré de
T(P, Ry ® Ry) est clairement préservé par le produit de P-algebre, il en
va de méme pour R; V Rs.

La catégorie des P-algebres graduées a un objet nul : le module 0 muni
du produit trivial. Par suite on a une projection canonique

R1VR2-—>R1@R2.

Cette projection a une section naturelle, qui est la somme des injections
canoniques
Ry — R{VRy; «— R,.

Finalement, on obtient que R; @ R, est un facteur direct canonique de
RV Rs qu’on désigne comme la composante linéaire du coproduit R,V Rs.
(En fait, R; ® R, est la somme des composantes de bidegré (*,0) et (0, *).)

3.2. Cogroupes dans les algébres sur une opérade. — Un
cogroupe dans la catégorie des P-algebres graduées est une P-algebre
graduée connexe R munie d’un coproduit v : R — RV R vérifiant les
relations usuelles

(1) YVR-y=RVy-7,
() RVO-y=0VR-v=R.

La relation (2) entraine que la projection de v sur la partie linéaire du
coproduit R@ R — RV R est égale a l'identité sur chacune des copies
de R. On note

V:RVR—R

I’application égale a l’identité sur chacun des facteurs. L’observation
précedente permet de montrer l’existence d’une antipode ¢ : R — R
vérifiant les relations

V.-RVi-y=V-tVR-v=0.
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COGROUPES ET ALGEBRE DES DESCENTES 415

On se reportera aux articles [2] et [3] pour une étude détaillée de la
structure de cogroupe dans le cadre des algebres sur une opérade.

Dans la suite de l'article
¥ :R— R'"™ e VM™:R'™ R
représentent respectivement l’itéré n-ieme du coproduit « et ’itéré n-ieme

de la codiagonale V.

3.3. Action d’une cogébre sur une P-algébre. — Soit C une
cogebre cocommutative augmentée. Soit R une P-algebre. Une action de C
sur R est la donnée d’une application C ® R — R vérifiant la relation de
distribution

c Ty .. yTh) = ZN(C(I) Ty Cln) * Tn),
()

pour tout c € C, p € P(n), r1,...,mn € R.

LeEMME 3.4.— Soient Ry, Ry des P-algébres avec une action de C. Alors
Ry V Ry est munie d’une action de C naturelle qui est caractérisée par la
propriété suivante : les injections canoniques

Ry — RiVRy «— Ry

commutent a ’action de C.

Preuve. — Décrivons 'action de C sur R; V Rs. Rappelons que R, V Ro
est un quotient de T (P, Ry @ Rz2). On munit Ry & Ry de l’action diagonale
de C. On définit alors une application

CQT(P,R1® Ry) — T(P,R1 ® Ry).
Explicitement, si
u(ri,...,rn) € P(n) ®s, (R ® R2)®™,

alors on pose

o p(ryy .. Ty) 1= Zu(c(l) “T1,--+,C(n) - Tn) (pour c € C).
(c)

L’action de C sur Ry, R, vérifiant la relation de distribution, on montre
que laction de ¢ € C sur T(P, Ry & Ry) coégalise d1, da. Donc par passage
au quotient, on obtient une application

C® RV Ry — R1V Rs.
Comme le coproduit de C' est coassociatif, I'action de C sur T'(P, R1 & R»)
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416 B. FRESSE

vérifie la relation de distribution par rapport au produit de P-algebre.
Finalement, le produit de R; V R étant induit par le produit de
T(P, R1 & R2) par passage au quotient, ’action de C sur Ry V Ry vérifie la
relation de distribution. Cette preuve montre également que ’action de C
sur Ry V R, est caractérisée par la propriété énoncée dans le lemme. []

La proposition suivante est une conséquence immédiate du lemme 3.4.

ProprosITION 3.5. — Pour i = 1,2, on se donne une P-algébre R; avec
une action de cogébre C; @ R; — R;. La P-algébre RV Ry est munie d’une
action de C; ® Co naturelle qui est caractérisée par la propriété suivante :
les injections canoniques

R1 —>R1\/R2 — R2

commutent a laction de C; ® Cs.

Mentionnons que les P-algebres R;, Ro sont munies de 'action de
C1 ® C5 obtenue par restriction via les projections canoniques

C, «— C1®Cy — O5.

THEOREME 3.6. — Soit R une P-algébre graduée connexe munie d’une
structure de cogroupe. On a une unique action

"R — R

vérifiant les propriétés suivantes.

1) L’élement p,, agit comme la projection sur la composante de degré n
de R. Doncpy =0 et I =3 p, agit comme l’identité.

On a les identités :
2) pouru € 2, p € P(n) et ri,...,rm € R,

U'[t(Tl,...,T‘n) = ZM(U(l) “T1, 5 Um) 'T‘m)7
(v)

3) pour u,v € " et r € R,
(wov) - r=u-(v-r),
4) pour u,v € X" et r € R,

(uxv) - r=V-u®uv-yr.

Rappelons que ¥ € ¥* est défini comme le produit I*™. Aussi, de la
relation de distribution 4), on déduit immédiatement :
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COGROUPES ET ALGEBRE DES DESCENTES 417

LEMME 3.7.— L’action de Y™ € ¥" surr € R est donnée par la formule
P = V4,

Cette proposition généralise la construction classique des opérations
d’Adams sur une algébre de Hopf commutative (cf. [7], [17]).

Le reste de ce paragraphe est dévolu a la preuve du théoreme 3.6. On
comparera cette preuve avec [16, chap. II].

Construction de l'action. — Le module C' = (p;, ¢ > 0) est une sous-
cogebre de . La propriété 1) définit une action de C sur R. Du fait que
le produit de R respecte le degré, cette action est distributive par rapport
au produit de R.

Par suite, la proposition 6.4 fournit une action de C®" sur RV". En
fait, on peut clairement identifier cette action :

OBSERVATION. — Rappelons que RV™ est une P-algébre n-graduée. Le
tenseur p;; ®- - -®p;,, agit sur R¥™ comme la projection sur la composante
de multidegré (i1, ...,i,).

La relation 4) force la définition de laction ¥¥ ® R — R. Soit
I=(i1,...,i,); on pose :

pl.r:V(n).pil ®®pzn "y(")r.

Il reste & vérifier les propriétés 2), 3) et 4). En fait, la relation 4) est une
conséquence immédiate de la définition et de I’associativité de 7 et A.

Preuve de la relation 2).— Soient 71, . .., 7, € R. On montre la relation
pour

prop(re, ... Tm) = v ‘P ® @D, -’y(") (T, ).
Comme 7 est un morphisme de P-algebres, on a 'identité
7(")u(r1, ceyTm) = ,u(’y(")rl, .. ,’y(")rm).
Aussi, on a l'identité

Pi, ® - @pi, Y Vur1, . )
=3 (i), ® - ®Pi(1),) YT, -, Pigm)y @+ @Picmyn )Y ).

On somme sur les entiers i(¢), tels que
i(Dg+--+i(myg =1 pour k=1,... n.
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418 B. FRESSE

Finalement, si on forme les compositions
I(6) = (i(0)1,...,i(0)n), €=1,...,m,
alors on obtient I'identité
pr-p(re, ., Tm) = ZN(PI(U Tl PI(m) * Tm)-

On voit immédiatement que > P1(1) ® @ Pr(m) €st le coproduit m-iéme
de pr.

Preuve de la relation 3). — On fixe I = (i1,...,4p) €t J = (J1,...,%q)-
On va calculer la composée

pr-ps=V® .p, @ @p;, 1P .-V .p, @ @p;, -+

1l s’agit essentiellement de regrouper les facteurs appartenant & ¥*, les
coproduits et les codiagonales. On commence par permuter v et V() :

Farr. — Le diagramme suivant commute

(@)
R4 R

(,y(p))\/q l l ,Y(P)

(v@yve RVP

(RVP)Va _ Shuffle | (RVa)VP

Ensuite, on commute (y(®)V4 et Pj ® - ®pj,
AFFIRMATION. — On a l’identité
(YPY\V.p @ ® pj,
= mel,l ® “ee ®pmp’1 ® e ®pm1)q ® . ®pmp’q . (ry(p))\/q
M

ot M = (my ) décrit Uensemble des matrices p X q telles que C(M) = J.

Preuve. — On a vu que ’application
pj, ® - ®pj, - RV9I —, RV4

est la projection sur la composante de multidegré (ji,...,74). Dans
le membre de droite, on projette sur les composantes de multidegré
(M1, s Mp1ye..,Migy. .., Mpq) aVEC

m171+.'.+mp11=j17""m17q+'.~+mp!q=jq‘

L’affirmation résulte du fait que chaque copie de v(®) : R — RVP préserve
le degré total. []
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AFFIRMATION. — La composée
Pi, ® - ®p;,- (V(@)VP.Shuffle Py, @ ®Pmy, @ ®Prmy , @ ® P,
est égale a
(v(q))\/p - Shuffle P, ; @ ®@ Prmyy @+ @ Py, @+ @ Py,

si L(M) =1 et est nulle sinon.

Preuve. — Comme pour Paffirmation précédente, cet énoncé résulte du
fait que chaque copie de V() préserve le degré total. []

Pour conclure, on utilise le fait que v est associatif et le fait que V est
associatif et commutatif; finalement, on obtient ’identité

propr=3 V® . p. @ ®pm,, @ ®Pm, @ ®Pm,, 7",
M

ol M décrit ’ensemble des matrices pxq telles que L(M)=Tet C(M)=J.
Ceci complete la preuve de la relation d’associativité 3). [

4. Décomposition d’un cogroupe. Théoréme de structure

THEOREME 4.1. — On suppose le corps de base de caractéristique nulle.
Soit P une opérade non-graduée unitale connexe. Soit R une P-algébre
graduée connexe munie d’une structure de cogroupe.

1) On a la formule de décomposition canonique
R=HeR,
i>1

Uaction des e € " sur R étant fournie par le théoréme 3.6.
2) Le produit de P-algébre induit un isomorphisme

P(n) ®s, (¢!R)®" = e"R.

Par suite la P-algébre R est librement engendrée par el R (soit explicite-
ment T(P,e'R) = R).

4.2. Poids. — L’image de €’ est également notée R(¥. Comme dans le
cadre des algebres de Hopf commutatives, on appelle R(®) la composante
de poids © de R. Mentionnons que vu la formule de décomposition
Y™ = 3 n'e, la composante R s’identifie 4 1’espace propre de 3™ associé
4 la valeur propre n’.
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4.3. Module des indécomposables. — Si R est une P-algebre, alors
on note QR le module des indécomposables de A. Le module QR est le
conoyau de I'application donnée par le produit de P-algebre

P Pr) @ R*" — R.

n>2

Le théoréme précédent entraine en particulier que e'R est isomorphe
4 QR. En d’autre termes, e' R est une section canonique du module
quotient QR.

Preuve du théoréme 4.4. — On comparera cette démonstration avec
celle de [16, chap. III].

1) Commengons par une série d’observations.

Comme 9™ est groupe-like, ™ agit comme un morphisme d’algebres
sur R. En conséquence, vu 1'observation faite au § 4.2, le produit de P-
algébre préserve le poids. Explicitement

T € R(il), c . Th € R(in) S u(rl, o a"‘n) c R(i1+"'+i"),

Comme R = 0 pour i < 0, ceci entraine que 'image de P(n)®g, R®™ par
le produit est contenu dans la partie de poids supérieur & n, soit @,-,,, R®,

De méme, on montre que RV™ est multigradué par le poids. L’élément
r € RV™ est homogene de poids (a1, ...,ay,) si

PRV v () = kP kS,

En fait, lalgébre T(P, R®") a une graduation en poids naturelle, qui
induit la graduation de RV™ par passage au quotient. On a clairement

RVn(l,...,l) — P(Tl) ® R(1)®7l'

Le morphisme V(™ préserve le poids total (car il revient au méme de dire
que le produit de P-algébre préserve le poids total).

Le produit de P-algebre induit une application

I, : P(n) ®g, RVE" — RM™,

Réciproquement, 'image de Paction de (e!)®" sur RV™ est contenue dans
RV?(1-»1) On note alors S, le morphisme composé

(n)

R(n) v RV™ (eh)®" /nt R\/n(l,.n,l) Pr_oj_} 'P(n) ®s,, R(l)@n.

On va montrer que II,, et S, sont des isomorphismes réciproques.
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2) On a d’abord le diagramme commutatif

g " pvn () /n! | pva(,.1) Y™ po)
I N
R™ — 5, pn)gs, RWEr Ir, R
D’ol on déduit
1\®n 1)\*
,S, = v® . (e )' ) = (e)™ — en.
n! n!
Ce qui montre que I, S, est I'identité sur R(™.
3) Reste & montrer S,II, = 1. Soit p(ry,...,r,) un élément de

P(n) ®s, RV On a

(e n
SpIl, (p(re, ..o, ma)) =Pr03-( A (e, )

. ,u(fy(”)rl, .. ,7(")1",,)

=— Z Proj p (e 'y(”)rl,.. (el)®” ™r,).
((61)®")

Rappelons que e! est primitif. Donc chaque facteur du coproduit

(et ‘(8;;)‘ € X®" est un produit tensoriel de po et de e'. De plus,
1\® 1\®
(€)qa) @ @ (e)m)

contient au total n facteurs e!. Comme Paction de po®- - -®pg sur un y{™ry
est nulle, il ne faut considérer que les termes (e’ )(1) Q@ (e a’)‘ ot les el
ont été également répartis. Ces termes sont indexés par les permutations
de S,;ona

(el %C?:p()@@el@@po,

avec e' & la position o(k), o désignant une certaine permutation. Dans ce
cas, (e! ?')‘fy(”) est la projection sur la o(k)-iéme copie de la composante

linéaire de RV™. En effet, v(™) (r) est I’identité sur la partie linéaire de RV™,
et la partie quadratique est nécessairement annulée par

p0®...®61®...®p0‘
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D’ou on déduit immédiatement

1 .
:I—’L—!_ Z PI'O_] N((el)g?’)’(n)”'l, ey (61)28;3,7@)%) = H(’f’l, (RN} 7‘").
((et)®m)
Soit S, I, =1. []

4.4. Algeébres différentielles graduées. — Une P-algebre différen-
tielle graduée (en abrégé dg-P-algébre) est une P-algeébre R avec une
différentielle 6 : R — R, qui est une dérivation pour le produit de P-
algebre. Explicitement, ¢ vérifie 'identité de Leibniz

n
p(ri,y ... Tn) = Z:t,u(rl,...,éri,...,rn),
=1

pour u € P(n), r1,...,mn € R. On préférera utiliser la terminologie de
dg-P-algebre réduite pour les dg-P-algebres nulles en degré 0.

THEOREUME 4.5.— On suppose le corps de base de caractéristique nulle.
Soit P une opérade non-graduée unitale connexe. Soit R une dg-P-algébre
munie d’une structure de cogroupe. (On demande que le coproduit de R,
v: R — RV R, soit un morphisme de dg-P-algébres.)

1) Dans la formule de décomposition du théoréme 4.1

R=@eR
i>1
chaque composante est stable par la différentielle.
2) Le produit de P-algébre induit un isomorphisme de dg-P-algébres
T(P,e’R) — R
et R est la dg-P-algébre libre engendrée par e'R.

Preuve. — On a vu que ¥¢ = V50 (c¢f lemme 3.7). Par suite, 1
commute & la différentielle. Comme R = P, e’ R est une décomposition en
espace propre pour 9¢ (cf. 4.2), on en déduit immédiatement que chaque
composante e'R est stable par la différentielle. De ce résultat, on obtient
en particulier que le produit T(P,e!R) — R est un morphisme de dg-P-
algebres, et c’est un isomorphisme d’apres le théoreme 4.1. []

4.6. Homotopie. — Si V est un dg-module, alors m,V désigne
I’homologie de V. Clairement, si R est une dg-P-algébre, alors m,.R
est une P-algebre graduée. Rappelons que QR désigne le module des
indécomposables de R. Mentionnons que la différentielle de R induit une
différentielle sur QR. Le résultat suivant généralise un théoréme classique
pour les algebres de Hopf différentielles graduées commutatives réduites
(cf. [19, Appendice B]).
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COROLLAIRE 4.7. — Soit R une dg-P-algébre réduite munie d’une
structure de cogroupe. Alors w,.R est une P-algébre graduée libre et on a
Qm.R = m.QR.

Preuve. — En fait, si R = T(P,V) est la P-algebre libre engendrée
par V, alors, d’apres la formule de Kiinneth, 7, R = T'(P, 7. V). Supposons
que R soit un cogroupe. Alors R = T(P,e'R) et m.R = T(P, m.(e'R)).
Rappelons que e! R est une section canonique de QR (cf. 4.3). Le corollaire
s’ensuit immédiatement. []

4.8. Remarque. — En fait, dans les applications en algebre homo-
logique mentionnées dans l'article [2], c’est ce corollaire qui est utilisé.
Cependant, comme dans la preuve du théoréme 4.5, on utilise de maniere
cruciale que e! R fournit une section de QR dans R, il n’est pas possible de
prouver le théoreme 4.5 avec les méthodes développées dans l'article [2].

Pour cette raison, dans les exemples de larticle [2], on établit d’abord
que 7, R est un cogroupe avant d’appliquer le théoreéme de structure a 7, R.
Rappelons 'argument sous-jacent généralement utilisé. Soient R;, Ry des
P-algebres; on a un morphisme canonique

W*(Rl) V7T*(R2) — 7T*(R1 \Y Rz)

Pour P = Com, le coproduit est donné par le produit tensoriel, et le
morphisme ci-dessus est un isomorphisme d’apres la formule de Kiinneth.
Ce résultat est aussi valable pour P = As, Popérade des algeébres
associatives, et P = Lie, 'opérade des algebres de Lie. Un autre exemple
(le cas P = CLeib, Popérade des algébres de Leibniz) est traité par
J.-M. Oudom dans Particle [15]. En conséquence, si R est munie d’une
structure de cogroupe, alors 7, R est munie du coproduit

TR — m.(RV R) — mRVmR.

Dans tout les cas, pour pouvoir utiliser cet argument, il est nécessaire
d’avoir une formule explicite du coproduit pour pouvoir établir la formule
de Kiinneth

T (R1) V mu(R2) =~ m(R1V Ry).

Car malheureusement, cette formule n’est pas vraie pour toute opérade
(c’est par exemple le cas pour 'opérade de Poisson P = Pois). Donc,
dans le cas général, le théoréme 4.5 semble nécessaire pour comprendre la
structure de m, R.
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4.9. Algebres compléetes. — Maintenant, notre but est d’établir
un théoreme de structure des cogroupes dans le cadre des algebres non-
graduées. Il est nécessaire de remplacer ’hypothése de connexité par une
hypothése de complétude pour établir le théoreme.

On a une notion évidente d’idéal pour les P-algebres qui coincide avec
la notion classique d’idéal pour P = Com, d’idéal bilatere pour P = As, et
d’idéal de Lie pour P = Lie. Soit R une P-algebre. On note R™ I'image de

Prcer* —r

i>n
par le produit de P-algébre. Dans le cas P = Com, As, R™ est la puissance
n-itme de R; dans le cas P = Lie, R™ est le n-iéme terme de la série
centrale descendante. En général, R™ est un idéal de R et le quotient
R/R™ est une P-algebre qui est nilpotente en un sens naturel. On dit
que R est compléte (ou pronilpotente) si

R =lim R/R".

On a un procédé de complétion pour les P-algebres. Par ce procédé,
on transporte toute construction de la catégorie P-algebres (comme la
construction de la P-algébre libre ou du coproduit des P-algebres) dans
la catégorie des P-algebres complétes. On a donc une notion de cogroupe
pour les P-algebres complétes. Dans ce cadre, le théoreme de structure
des cogroupes s’énonce comme suit :

THEOREME 4.10. — On suppose le corps de base de caractéristique nulle.
Soit P une opérade unitale conneze. Soit R une P-algébre compléte munie
d’une structure de cogroupe. Alors R est une P-algébre compléte libre.

Dans Darticle [2], le théoréme de structure pour les algébres graduées
connexes apparait comme un cas particulier du théoreme précédent.
Ici, & 'opposé, on va montrer que le théoréme précédent se déduit du
théoreme 4.1.

4.11. Modules gradués non-signés. — Plus exactement, on déduit
le théoreme 4.10 de la variante du théoreme 4.1 dans le cadre gradué non-
signé. Dans ce cadre, on suppose que la permutation de deux tenseurs ne
produit pas de signe.

Essentiellement, cela signifie que 'on modifie ’opérateur de symétrie
de la catégorie monoidale dans laquelle on travaille. Dans les deux cas
(signé ou non-signé), on munit la catégorie des modules gradués du produit
tensoriel habituel

UaVin= P eV,

i+j=n
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Dans le cas signé, 'opérateur de symétrie cy,y : U®V — VU est donné
par
coy (@) = (=1 My @,

Dans le cas non-signé, il est donné par
cov(u®v):=vQu.

Il devrait étre clair que les résultats des paragraphes précédents restent
valables dans le cadre des modules gradués non-signés.

Preuve du théoréme 4.10. — Le principe de cette démonstration est
classique. A une P-algeébre R on associe la P-algebre graduée (non signée)

grR:= @R”/R”H.

n>1

Supposons que R soit un cogroupe dans la catégorie des P-algebres
compléetes. Alors gr R est cogroupe dans la catégorie des P-algebres gra-
duées (non-signées). Donc d’aprés le théoréme de structure pour les
cogroupes dans les P-algébres graduées (non-signées), on a un isomor-
phisme

T(P,e'gr R) — grR.

Soit V' C R, une section de e'grR C grR dans R. On considere le
morphisme
T(P,V) — R

induit par 'inclusion V — R. L’assertion précédente entraine que ce mor-
phisme induit un isomorphisme par passage au gradué associé. Donc c’est
un isomophisme entre les algébres complétées. []

5. Théoréme de structure pour les algébres de Hopf sur une
opérade

Dans ce paragraphe, on suppose que P est une opérade de Hopf (cf. [5]).
On commence par rappeler la définition de cette notion. Notre catégorie
de base est la catégorie des cogebres non-augmentées.

5.1. Opérades de Hopf. — Rappelons qu’on peut définir une
notion d’opérade dans toute catégorie monoidale symétrique. Les cogébres
(graduées) forment une catégorie monoidale symétrique : le produit ten-
soriel de deux cogébres est muni d’une structure de cogebre naturelle. Une
opérade dans cette catégorie monoidale est appelée une opérade de Hopf.
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En fait, P est une opérade de Hopf si chaque P(n) est muni d’une structure
de cogebre compatible avec ’action de S,, et si les produits d’opérades

P(n) @ P(ir) ® -+ ® Plin) — Plis + -+~ +in)

sont des morphismes de cogebres. Si P est une opérade de Hopf, alors le
produit tensoriel de deux P-algebres est muni d’une structure de P-algebre
canonique. Ainsi P = Com, ’opérade des algebres commutatives, P = As,
I’opérade des algebres associatives, et P = Pois, 'opérade des algebres
de Poisson sont des opérades de Hopf. Une P-algébre de Hopf est une
cogebre H munie d’une structure de P-algebre compatible. Explicitement,
on demande que le produit de P-algebre

P(n) ® H®™ — H
soit un morphisme de cogebres.

5.2. Cogebres augmentées/non-augmentées. — Insistons sur le
fait que I'on travaille avec des cogébres non-augmentées. Cependant, &
une cogebre non-augmentée C, on peut associer la cogebre augmentée
CL =k C.Sice C, alors le coproduit de ¢ dans C; ® C, est obtenu
en ajoutant

cR1+1®@ceCRkdkxC

au coproduit de ¢ dans C'® C. En particulier, si C est munie du produit
nul, alors C est primitive.

Soit H une cogébre connexe (Hy = 0). Pour P = Com, As, Pois, H
est une P-algebre de Hopf si H, est respectivement, une algebre de Hopf
commutative, une algeébre de Hopf non-commutative, une algébre de Hopf-
Poisson commutative (cf. [1]).

ProposITION 5.3. — Le foncteur d’oubli de la catégorie des P-algébres
de Hopf dans la catégorie des P-algébres crée le coproduit.

Preuve. — Soient Hy, Hy deux P-algebres de Hopf. On note A;, A, le

coproduit de Hy, Hy. On note iy : Hy — H{V Hy et io : Hy — H{ V Hy
les injections canoniques. On définit le coproduit de H; V Ha

A H1 VHQ —_— (Hl VHQ)@(Hl VHQ)
comme la somme, pour k£ = 1,2, des morphismes

H; —éﬁ% H; ® Hy, L%) (Hl VH2)®(H1 \/Hz).
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On vérifie sans difficulté que A est coassociatif. De plus, si on se donne
une paire de morphismes de P-algebres de Hopf, H; — X, Hy — X, alors
il existe un unique morphisme de P-algebres complétant le diagramme

Hl ——>H1VH2<——H2

Nl

X

On voit que ce morphisme est compatible avec la structure de cogebre de
H,V H,. Cette affirmation est une conséquence immédiate de la définition
du coproduit de H; V Hs et du fait que A : X — X ® X est un morphisme
de P-algebres. []

ProposiTiION 5.4. — Soit H une P-algébre de Hopf munie d’une
structure de cogroupe. (En particulier, on demande que le coproduit de
H,v: H — HV H, soit un morphisme de P-algébres de Hopf.) On
considére laction de " sur H fournie par le théoréme 3.6. Cette action
est compatible avec la structure de cogébre; plus précisément, pour u € £"
etr € H, on a lidentité :

Alw-r)= Y (u) ra) ® (ue) - Te)-
(u),(r)

Prewve. — Si I = (i1,...,in), alors on a
pI‘T':v(n) - Piy ®"'®pin .fy(n)r'

On va permuter A avec chacun des facteurs de la composée de droite.
Il n’est pas difficile de montrer que le diagramme suivant commute

v v(n)
H'™ H

N |
v(")®v(n)

HVn®HVn_______> H®H

Maintenant, on utilise le diagramme :

H 7(") HVn Pi1 " Pin HV'rL
(M) @y (m) Z(Pii"'Pi;L)®(P,-'1/"'P¢g)
H ® H HVn ® HVn HVn ® Hv'n
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La somme

E(Pi; <P, ) ® (piy -+ piy)
s’étend sur l'ensemble des compositions I’ = (i},...,i,) et I" =
(¢7,...,37) telles que

W =dr, . i, i = .
Le premier carré du diagramme commute du fait que « est un morphisme
de cogebres. Rappelons que HV™ est multigradué et que p;, ---p;, agit
sur HV™ comme la projection sur la composante de multidegré (i1, . .., i,).
De méme, (pi; - piy,) ® (piy -+ piy) agit sur H'™ ® H'" comme la
projection sur la composante de multidegré (if,...,,,4{,...,i) pour

la graduation évidente de HV™ @ HV™. Comme A préserve le degré total,
on en déduit que le deuxiéme carré du diagramme commute. Finalement,
on a obtenu
A(pr-m)= > pr @pr - (Ar),
I
Comme Y 1,17 Pr @pr est le coproduit de p;y dans ¥, la proposition est
prouvée. []

On a
Ae™ = Z e el
i+j=n
En conséquence on déduit de la proposition précédente et du théoreme 4.1
le résultat suivant :

THEOREME 5.5. On suppose le corps de base de caractéristique
nulle. Soit P une opérade de Hopf. On suppose P non-graduée et unitale
connezxe. Soit H une P-algébre de Hopf munie d’une structure de cogroupe.

1) On considére la décomposition en poids fournie par le théoréme 4.1
H=eH.
i>1
Le coproduit A : H — H @ H préserve le poids total. Explicitement
A(e"H) C @ eH®e H.
i+j=n
En particulier, A est nul sur la composante e* H.

2) Le produit de P-algébre induit un isomorphisme de P-algébres de
Hopf
T(P,e'H) — H

et H est la P-algébre de Hopf libre engendrée par e'H muni du copro-
duit nul.
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6. Théoréme de structure pour les groupes dans les cogébres
sur une opérade

Dans ce paragraphe, on suppose que P est une opérade avec P(n) de
dimension finie pour tout n.

6.1. Cogebres sur une opérade. — Une P-cogébre graduée est un
module gradué X avec des coproduits

Pn)® X — X"

équivariant par rapport a laction de S,, et associatif par rapport au
produit de l'opérade. De plus, on suppose que 'unité de 'opérade agit
comme 'identité. Si 4 € P(n), z € X, alors p*(z) désigne 'image de p®zx
par le coproduit de X.

Le dual du produit d’opérade

Pn)@P(i1) @ - @ Plin) — Plir+ -+ +in)
induit un coproduit de P-cogebre sur

C(P,V) = P(P(n)* @ ver)s-.

n>0

En fait, C(P, V) représente la P-cogebre colibre coengendrée par V.
Comme pour les algebres, on a une réalisation explicite du produit
cartésien de deux P-cogebres graduées X; et X,. Considérons les mor-
phismes
bo
C(P, X1 & X2) =3 C(P,C(P, X1) ® C(P, X2))
61
définis par :

« le morphisme g est induit par les coproduits de P-cogebre
Xi—%C(,P,Xi), i:1,2;

« le morphisme 6; est le composé du dual du produit de I'opérade et
de la projection canonique

C(P,X18X,) — C(P,C(P, X180 X3)) — C(P,C(P, X1)oC(P, X2)).
On vérifie que égaliseur de 8, 6 est préservé par le coproduit de
C(P,X1®X5). Donc ker(8o—¥81) est une sous-P-cogebre de C(P, X1®X>).

En fait, on constate que ker(6y — é1) s’identifie au produit X; x Xo.
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Finalement, on peut définir la notion de groupe dans les P-cogebres :

6.2. Groupes dans les cogébres sur une opérade. — Un groupe
dans la catégorie des P-cogebres graduées est une P-cogebre graduée
connexe X munie d’un produit v : X x X — X vérifiant les relations
usuelles

(1) ’)/‘XX’)’:’)’-")’XX,
(2) - Xx0=v-0xX=X.

On note A : X — X x X Papplication égale & I’identité sur chacun des
facteurs. Comme pour les cogroupes, I’existence d’une antipode ¢ : X — X
vérifiant les relations

Y- XXt-A=y-1xX-A=0

est automatiquement assurée.

On peut dualiser les résultats obtenus dans les paragraphes précédents
pour les P-algebres. On va simplement énoncer les résultats principaux
obtenus pour les P-cogebres graduées. Le fait de travailler avec des
cogebres permet de s’affranchir des hypothéses de finitude dans les appli-
cations en algeébre homologique (cf. [2, § 5]).

6.3. Action d’une cogébre sur une P-algebre. — Soit C une
cogebre cocommutative augmentée. Soit X une P-cogebre. Une action
de C sur X est la donnée d’un produit vérifiant la relation de distribution
suivante. Soient ¢ € C et z € X. Pour pu € P(n), on note

ﬂ*(x) - Z$1®...®xn.
La relation de distribution s’écrit

p(c-z)= Z(C(l) ‘Z)®-® (C(n) - Tp).
(c)

PROPOSITION 6.4. — Pour i = 1,2, on se donne une P-cogébre X;, avec
une action de cogebre C; @ X; — X;. La P-cogébre X1 x Xo est munie
d’une action de C1 ® Cy naturelle qui est caractérisée par la propriété
sutvante : les projections canoniques

Xy — Xix Xy — Xy

commutent a l'action de C1 ® Cs.
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Comme pour les P-algebres, on munit X;, X5 de 'action de C; ® Cs
obtenue par restriction via les projections canoniques

Cip — Ci1®Cy — Cs.

THEOREME 6.5. — Soit X une P-cogébre graduée connexe munie d’une
structure de groupe. On a une unique action

X —X

vérifiant les propriétés suivantes :

1) L’élement p, agit comme la projection sur la composante de degré n
de R. Doncpyo=0 et I =7 pyp agit comme l’identité.

On a les identités :

2) Soient p € P(n) etz € X ; on note p*(z) =>. 21 ® -+ @ Tp. Pour
u € X", ona

pru-z) = (ua) 1) ® @ (Ugn) - Tn)-
()
3) (uov)-z=v-(u-x), pouru,v € X" etz € X.
4) (u*xv)-z=v-u®v- Az, pouru,v € L" etz € X.

THEOREME 6.6. — On suppose le corps de base de caractéristique nulle.
Soit P une opérade non-graduée unitale connexe. De plus on suppose
chaque module P(n) de dimension finie. Soit X une P-cogébre graduée
connexe munie d’une structure de cogroupe.

1) On a la formule de décomposition canonique
X = ®i>1€'X,

Paction des et € " sur X étant fournie par le théoréme 6.5.
2) Le coproduit de P-cogébre induit un isomorphisme

"X = (P(n)* @ (1 X))
Par suite X est la P-cogébre colibre coengendrée par e! X (soit explicite-
ment C(P,e! X) = X).

Soit X une P-cogebre graduée. Une codérivation est un morphisme
6 : X — X de degré -1 vérifiant la relation de Leibniz suivante : avec les
notations introduites plus haut, on a

bpt(z) =) 411 ® @6z @ ® Tn.
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Une dg-P-cogebre est une P-cogebre X munie d’une codérivation é avec
62 = 0. On a un théoréme de structure pour les groupes dans les dg-P-
cogebres dual au théoreme 4.5. On va uniquement énoncer la version duale
du corollaire 4.7. Si X est une cogebre, alors PX désigne le module des
éléments primitifs de X, qui est défini comme le noyau des coproduits

X — PP e xe)*.

n>2

ProrosiTION 6.4. — Soit X une dg-P-cogébre connexe munie d’une

structure de groupe. Alors m, X est une P-cogébre graduée colibre et on a
m(PX) = Pr.(X).
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