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SUR LA COHOMOLOGIE GALOISIENNE
DES CORPS p-ADIQUES
PAR LAURENT HERR (*)

RESUME. — Ce travail fait suite a I’article de J.-M. Fontaine paru dans la Grothen-
dieck Festschrift, ou il construit une équivalence entre la catégorie des représentations
p-adiques du groupe de Galois absolu G d’un corps local K d’inégale caractéristique
(0,p > 0) et une catégorie de modules sur un certain anneau, munis de deux opéra-
teurs aux propriétés particulieres. Nous donnons ici a I’aide de ces nouveaux objets
une construction explicite des groupes de cohomologie galoisienne d’une représentation
Zp-adique de p-torsion de Gk . Lorsque K est une extension finie de Qp, nous mon-
trons ensuite comment on peut retrouver a partir de la les résultats classiques de Tate
concernant ces groupes : la finitude et le calcul de la caractéristique d’Euler-Poincaré.
Les méthodes utilisées semblent étre plus simples que les arguments cohomologiques
habituels, ne serait-ce que parce que 1’on ne se sert pas de la théorie sophistiquée du
corps de classe local et que tout est essentiellement explicite. Nous obtenons aussi
au passage des résultats importants concernant la structure des modules associés aux
représentations, ainsi qu’une filtration en trois crans sur leur cohomologie.

ABSTRACT. — ON GALOIS COHOMOLOGY OF p-ADIC FIELDS. — This work
follows J.-M. Fontaine’s paper in the Grothendieck Festschrift, where he constructs
an equivalence between the category of Zy-adic representations of the absolute Galois
group G of a local field K of mixed characteristic (0,p > 0) and a category of modules
over a certain ring, endowed with two operators satisfying special properties. We give
here an explicit construction of the cohomology groups of a Zj-adic representation
of Gk killed by a power of p, using these new objects. When K is a finite extension
of Qp, we show then how one can find again Tate’s classical results about these
groups : the finiteness and the calculation of the Euler-Poincaré characteristic. The
methods used seem to be rather simpler than the standard cohomological arguments
because we don’t need sophisticated theories like local class field theory and everything
is essentially explicit. One gets also interesting information about the structure of
the modules associated with representations and a 3-step filtration on their Galois
cohomology.
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564 L. HERR

Introduction

Dans tout ce texte, K est un corps complet pour une valuation discrete,
de caractéristique 0, & corps résiduel k parfait de caractéristique p > 0.
On choisit une cloture séparable K de K, on note son corps résiduel k

et on pose _
Gk = Gal(K/K).

On appelle représentation Z,-adique de Gi la donnée d’un Zy-module
V de type fini muni d’une action linéaire continue de Gk . Ces représen-
tations forment une catégorie abélienne que 1’on note

Repy, (Gk)-

Si V est annulé par une puissance de p, on dit que la représentation est
de p-torsion. Si V est un F,-espace vectoriel, on parle de représentation
mod p de Gkx. On note

Repp—tor (GK) (resp. RepIFp (GK))

la sous-catégorie pleine de Rep; (Gk) formée des représentations de
p-torsion (resp. mod p).

Soit V' une représentatiqn de p-torsion de Gg. On peut définir ses
groupes de cohomologie H'(Gk,V'). Rappelons les résultats classiques
suivants :

TugorEME A (annulation de la cohomologie, [Se2, chap. II, prop. 12]).
Les groupes H*(Gk, V') sont nuls pour i > 3.

TugoriME B (finitude de la cohomologie, cf. [Tat]). — Lorsque k est
fini, les groupes H*(Gk,V) le sont aussi et la caractéristique d’Fuler-
Poincaré vaut :

x(V) = [ card(H! (G, ) ™" = pr 1K@l lonez, (),
1<i<2

TugorEME C (dualité locale, cf. [Tat]). — Soit V*(1) = Hom(V, pipe)
le dual de V tordu a la Tate. Si k est fini, il existe un isomorphisme
canonique de H?(Gg,ppo) sur Qu/Z,. Pour i € {0,1,2}, le cup-
produit induit alors une dualité parfaite entre les groupes H'(Gk,V) et
H?>7Y(Gg,V*(1)).

Les démonstrations classiques de ces résultats (voir [Se2] ou [Mil]), qui
utilisent de fagon déterminante ’étude du groupe de Brauer, sont longues,
difficiles et peu «explicites». On se propose ici d’utiliser I’équivalence de
catégorie décrite par J.-M. Fontaine [Fol] dans la Grothendieck Festschrift,

TOME 126 — 1998 — n° 4



COHOMOLOGIE GALOISIENNE DES CORPS p-ADIQUES 565

entre représentions Zy-adiques de Gk et «®-I'x-module étales» pour
associer a V un complexe canonique qui calcule sa cohomologie. On
étudie en détail quelques propriétés de ce complexe, et on en déduit une
démonstration «élémentaire » des théorémes A et B. On obtient également
une décomposition canonique des groupes de cohomologie H¢(Gk,V).
Nous montrerons dans une publication ultérieure comment on peut aussi
retrouver le théoréeme C par ce type de techniques.

Lorsque le corps résiduel de K est fini, on peut généraliser les résultats
précédents a la cohomologie continue des représentations Z,-adiques
quelconques, ou méme a celle des représentations p-adiques de Gy, i.e.
des Qp-espaces vectoriels de dimension finie munis d’une action linéaire
continue de Gk, de la facon suivante.

Rappelons qu’on dit qu’un systéme projectif (A, 7, )nen vérifie la
condition de Mittag-Leffler si, pour tout entier naturel m, l'image des
applications de transition A, ,, — A, est constante pour m assez grand.

Si T est une représentation Zpy-adique de Gk et ¢ un entier naturel,
le théoréme de finitude B entraine alors que le systéme projectif des
H(Gg,T/p"T) vérifie la condition de Mittag-Leffler et de ce fait 'appli-
cation naturelle

H'(Gk,T) — lim H'(Gk,T/p"T)

prn
n>1

est un isomorphisme. De plus, si V' est une représentation p-adique de Gg

et T un réseau de V stable par I'action de Gk, alors, pour tout entier
naturel ¢, on a :

H'(Gk,V) ~Q, ®z, H'(Gk,T).

Par passage a la limite et extension des scalaires, on déduit donc des
théorémes A & C, le résultat suivant :

THEOREME. — On suppose k fini. Soit T' une représentation Z,-adique
de G . Alors ses groupes de cohomologie continue H' (Gk, T') sont des Z,-
module de type fini, nuls pour i > 3 et si T est sans torsion, on a la
relation :

> (=1)'rang; H'(Gk,T) = —[K : Q,]rang; T.

€N
De plus, il existe un isomorphisme canonique de H*(Gg,Z(1)) sur Z,, et,
si T*(1) désigne le dual de T tensorisé par Zy(1), alors, pouri € {0,1,2},
le cup-produit induit une dualité parfaite entre les Z,-modules H (G, T)
et H* (G, T*(1)).

SiV est une représentation p-adique de Gk, on a les résultats analogues

en remplagant Z, par Q,.

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



566 L. HERR

Voici le plan de cet article :

e §1 : on rappelle la construction de Fontaine qui permet d’associer
a toute représentation de p-torsion V de Gx un « ®-I'x-module étale de
torsion M sur Og(g)»;

¢ §2:on construit en utilisant M un complexe canonique de longueur 2
qui calcule la cohomologie galoisienne de V', ce qui prouve le théoréme A ;

e §3: on construit un inverse a gauche ¥, du Frobenius ¢,; agissant
sur M et on étudie quelques unes de ses propriétés;

o §4:on montre comment retrouver le théoreme B & ’aide des résultats
du paragraphe précédent ;

e §5 : on utilise des calculs de ramification pour prouver un résultat
énoncé au paragraphe 3 qui est le coeur technique du théoreme sur la
structure du noyau de .

Cet article est une version remaniée par endroits, d’apres des sugges-
tions de J.-M. Fontaine, de la thése de I'auteur sous sa direction. Plus
précisément, la partie 3.3 donne une présentation plus agréable de la struc-
ture du noyau de 'opérateur 1), entre autre par un usage plus poussé de
la notion de «réseauy; le § 5 généralise un peu I’étude initiale de ’action
du groupe I'x sur le quotient d’un corps de séries formelles de caractéris-
tique p par les puissances p-iémes. Cet article a probablement gagné ainsi
en clarté et en concision.

Je tiens donc & terminer cette introduction en remerciant chaleureu-
sement J.-M. Fontaine d’avoir eu la patience de guider mes pas dans ce
travail, qui, sans lui, n’aurait sans doute pas vu le jour.

1. Préliminaires

1.1. Construction de quelques anneaux.
Pour les détails on renvoie le lecteur & [Fol, A3.1-3.2].
1.1.1. Le corps FrR.

1.1.1.1. Définition. — On note C' le complété de K pour la topologie p-
adique, ve la valuation de C normalisée par vo(p) = 1 et Fr R 'ensemble
des suites (z(™),en de C telles que, pour tout n € N,

(x(n+1))p = (M

On munit Fr R d’une addition et d’une multiplication en posant pour tout
z = (z(™),en et tout y = (y™),en dans Fr R :

Ty = (w(”)y("))neN, THy= (myg_loo(l.(m+n) + y(m+n))pm)neN.
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COHOMOLOGIE GALOISIENNE DES CORPS p-ADIQUES 567

On obtient alors un corps algébriquement clos de caractéristique p,
complet pour la valuation v définie par

v(z) = v (2'?)

et son corps résiduel s’identifie & k de la facon suivante : & z € k, on associe
élément ([z]?” " )nen de Fr R, ot [z] est le relevement de Teichmiiller de =
dans C. On note R I'anneau de la valuation. Le groupe G = Gal(K/K)
opere contintiment sur Fr R.

1.1.1.2. Lien avec le corps des normes. — Dans tout cet article,
sauf dans le §5, K., désigne la Zy-extension cyclotomique de K conte-
nue dans K ; son corps résiduel k., est une extension finie de k. Pour
tout n € N, on note K™ D'unique extension de K de degré p" conte-
nue dans K. Pour une extension de corps quelconque L/T, on désigne
par £,/ ensemble ordonné filtrant des extensions finies de T' contenues
dans L.

Pour toute extension finie L de K, on peut définir le corps des normes
Ex(L) de L/K (pour toute la théorie, on renvoie & [Win]). Rappelons
qu’en tant qu’ensemble,

Ex(L)= lm T,
TESL/K

les applications de transition étant les normes. Pour z = (:1cT)Te 1k et
Y= (Yp)e,,x € Ex(L), on définit la somme et le produit par

Ty = (xTyT)TEEL/K’

T+ Y= (T,g?g/T NT’/T(xT/ + yT/))TGgL/K7
la limite étant prise suivant le filtre des sections de £, /. Alors, Ex (L) est
un corps de caractéristique p, complet pour la valuation discréte donnée
par

v(z) =ve(zk)
et son corps résiduel s’identifie & celui de L.

Cette construction est en fait fonctorielle et donne, par passage a
la limite inductive, une équivalence entre la catégorie des extensions
algébriques de K, et celle des extensions séparables de Ex(K). Le
corps _

EK(K ) = ll__)m E K(L)

L€z,
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568 L. HERR

est donc une cloture séparable de E Kk (K). Le groupe Gk opere de fagon

continue sur Ex (K ) par fonctorialité; cette action permet d’identifier
Gal(E**P/Ex (Kx)) a Gal(K/Kx) et, pour tout L € £z /e, ona:

Ex(L) = (EK(I—{—))Gal(I—(—/L)‘

Il existe de plus un plongement continu et Gg-équivariant j, de
Ex(K) dans FrR qui est défini de la fagon suivante : soient L une
extension finie de K., contenue dans K et L™ Dextension maximale
modérément ramifiée de K dans L; pour tout » € N, on note &.(L)
I’ensemble des extension finies T' de L™ contenues dans L et telles que p”
divise [T : L™]; alors, si ¢ = (‘TT)TESL/K est dans Ex (L), la famille

—r[T:L™)
(-"7? )TG&»(L)

converge suivant le filtre des sections de &.(L) vers un élément j (z)™
de C' pour tout r € N et

ik (@) = (@) )ren
est dans Fr R. On montre ensuite que ’application
x: Ex(K) —FrR
ainsi construite convient et que son image est dense dans Fr R (cf. [Win,

cor. 4.3.4]). On décrira ce plongement d’une autre maniére au paragraphe
suivant.

1.1.2. Les anneaux Og k) et Ognr.

1.1.2.1. Construction. — Pour toute Fp-algebre A, on note W(A)
Panneau des vecteurs de Witt & coefficients dans A. On pose

W = W (k)
et on note Ky le corps des fractions de W. L’anneau W (Fr R) est muni

naturellement d’un Frobenius o et d’une action continue de Gg,, qui
commutent entre eux. Soit

[e] = (€ = (€™)pen, 0,0,...,0,...)
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COHOMOLOGIE GALOISIENNE DES CORPS p-ADIQUES 569

un élément de W (Fr R) tel que ¢(©) = 1 et (V) # 1. Notons &, le corps des
fractions du séparé complété, pour la topologie p-adique, de 'anneau

W((ld = 1)) =Wl - 1) [

11 s’identifie & un sous-corps de W (Fr R), stable par le Frobenius et ’action
de Gk, car on a les relations :

(7([6]) = [e]P, Vg€ Gk, g([e]) = [E]X(g).

ou x : Gk, — Zj, désigne le caractere cyclotomique. On en déduit que le
groupe Gk, opere contintiment sur le corps & a travers le quotient

Gal (| Ko("V1)/Ko)

neN

qui est isomorphe & un produit de Z, par un groupe fini I'i,;, cyclique
d’ordre p — 1 si p # 2 (resp. d’ordre 2 si p = 2). On pose

£ = (&)

C’est un corps valué complet dont ’anneau des entiers Og, est la
complétion p-adique de W((mg)) ol

o = TYE(;/EO([G] - 1)

(cf. [Fol, A.3.2]). Si (Ko)oo désigne la Z,-extension cyclotomique de Ky
contenue dans K, le corps résiduel Ey de & est le corps des normes de
Pextension (Ko)oo/Ko-

On considere alors ’anneau de valuation discréte Ognr qui est la réunion
des sous-Og,-algebres étales de W(Fr R) : son corps des fractions &™
est la réunion des extensions finies non ramifiées de £, contenues dans
W (Fr R)[1/p]; son corps résiduel, qui s’identifie & un sous-corps de Fr R,
est une cloture séparable E5¢P de Fy . Les anneaux Ognr, E™ et E5°P sont
stables par o et par I'action de Gg,.

On pose
g(K) — (gnr)Gal(I?/Kog)'

C’est un corps valué complet, dont ’anneau des entiers est

Og (k) = (Ognr) SN K/ K=)
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570 L. HERR

I'idéal maximal de Ogx) est engendré par p; son corps résiduel Eg
s’identifie au corps des normes de ’extension K,/K et est une extension
séparable de Ey de degré

dg = [Koo KN (Ko)oo].

Les anneaux £(K), Ogk) et Ex sont stables par le Frobenius o et
munis d’une action continue de I'y = Gal(K/K). De plus, I'x opére
trivialement sur le sous-corps k de Ek, mais ce n’est en général pas le cas
pour le corps résiduel k.

On pose
GEy = Gal(E*?/Ek) = Gal(E™/E(K)) ;

il s'identifie & Gal(K/K,), sous-groupe fermé invariant de Gg.

Il est important de noter que ces constructions ne dépendent pas du
choix de €. De plus, les corps Fy, Ex et E5°P se plongent de fagon naturelle
dans Fr R et ils s’identifient alors aux images par l'application jg, de

EKO((KO)OO), EK(KOO) et EK(K)

1.1.2.2. Quelques précisions sur l’action de Galois. — Si t est un rele-
vement dans Og(k) d’'une uniformisante de Eg, alors Og k) s’identifie
4 la complétion p-adique de W(koo)[[t]][1/t]. Mais, en général, il n’est
pas possible de choisir ¢t pour que W (ks )[[t]] soit stable & la fois par
Paction de I'x et par celle de o : en effet, si ¢’était le cas, la représentation
obtenue en induisant de K & K, la représentation triviale serait de
hauteur finie; elle deviendrait donc cristalline sur I'un des (Ko)(™ d’apres
un résultat de N.Wach (c¢f. [Wac, § A.5]) et cela impliquerait que K
est non ramifié sur (Kg)(™ ! Un tel choix est toutefois possible lorsque
dx = [keo : k], C’est-a-dire lorsque K est contenu dans une extension non
ramifiée de (Kp)oo, auquel cas on peut prendre pour t ’élément 7y défini
plus haut. On peut méme préciser un peu plus cela :

LeEMME 1.1. — Pour tout g € Gk, l’élément g(mg)/mo est une unité de
Panneau W([mo]]. Si lextension Koo /K est totalement ramifiée et si m est
une uniformisante de Ex, alors pour tout g € Gk, l’élément g(m) /7 est
une unité fondamentale de Eg, c’est-a-dire un élément de ’anneau des
entiers congru ¢ 1 modulo l’idéal mazimal.

Preuve. — Soit O¢ le séparé complété pour la topologie p-adique de
'anneau des entiers de K et soit § : W(R) — O¢ ’homomorphisme de
W-algebres introduit par Fontaine (cf. [Fo2]). On voit que le noyau de la
restriction de 6 & W{[mo]] est Iidéal engendré par mp. Comme 6 est G-
équivariante, pour tout g € Ik, les éléments my et g(mp) engendrent le
méme idéal de W{[mg]).
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COHOMOLOGIE GALOISIENNE DES CORPS p-ADIQUES 571

Quant a la deuxiéme assertion, elle provient simplement du fait que
si Koo/K est totalement ramifiée, le corps résiduel de Fk est k, sur
lequel Gk opere trivialement. []

1.1.2.3. « Topologie naturelley sur un Og,-module de longueur finie. —
Soient X une indéterminée sur W et M un W((X))-module de longueur
finie. La topologie naturelle sur M est celle dont une base de voisinages
ouverts de 0 est formée par les sous-W[[X]]-modules de type fini contenant
un systéme générateur de M sur W((X)). Si Pon fixe un tel sous-
W/[[X]]-module N, alors on peut aussi prendre comme base de voisinages
ouverts de 0 pour cette topologie les parties de la forme X™N, pour n
parcourant N.

Soit M un Og,-module de longueur finie. Comme M est alors tué par
une puissance de p, on peut le voir comme un W ((7g))-module de longueur
finie et donc le munir de la topologie naturelle définie plus haut.

1.2. Lien avec les représentations Zy-adiques de Gk : ’équi-
valence de catégorie Dg.

Rappelons que, si I' est un sous-groupe ouvert non trivial de I,
Fontaine appelle ®-T'-module sur Og k), la donné d'un Og(x)-module M
muni :

1) d’un opérateur o-semi-linéaire, le « Frobenius» ¢ = ¢pr : M — M,

2) d’une action I'-semi-linéaire continue du groupe I' qui commute avec
celle de ¢.

On dit que M est un ®-I'-module étale de torsion si, en tant que Og (k-
module, il est de longueur finie et engendré par 'image de ¢.

Les ®-I-modules étales de torsion sur Og(g) forment une catégorie
abélienne, les fleches étant les morphismes Og(g)-linéaires qui commutent
a ¢ et a l’action de I'. On note

et,p-tor
STMG "

la catégorie des ®-I'x-modules étales de torsion .

On peut associer & toute représentation V' € Rep,_¢o,(Gk), le Og(k)-
module : G
DK(V) = (Ognr ®Zp V) Bx .

Il est muni d’une action naturelle de I'r = Gk /GEg, et on considere
P’action de ¢ induite par celle du Frobenius o sur Ogxr ; ¢’est alors un $-T'g-
module étale de torsion.
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572 L. HERR

Inversement, & tout ®-I'x-module étale de torsion M sur Ogk), on
peut faire correspondre la représentation de p-torsion de Gk suivante :

VK(M) = (Ognr ®O£(K) M)a-®¢M=1'
Ces deux constructions définissent des foncteurs additifs exacts et Fon-
taine a montré que l'on a :
THEOREME 1.2 (cf. [Fol, A.1.2.4-A.1.2.6]). — Le foncteur Dk est une

équivalence de catégorie de quasi-inverse Vi entre

t,p -
Rep,_,(Gk) et 'I)I‘Mg;;;jf.

De plus, les facteurs invariants sur Z, d’une représentation de p-torsion
V de Gk coincident avec ceur de D (V) sur Og(ky (@ des unités pres).

2. Les complexes Cy
On fixe une fois pour toutes un générateur topologique noté v du
groupe I’k et on pose
T=7= 17 p= ¢ - L
L’objectif de cette partie est de prouver le résultat suivant qui est a la
base de tout cet article :

THEOREME 2.1.— Soit V' une représentation de p-torsion de Gk . Alors,
pour tout entier naturel i, le groupe H'(Gk,V) est isomorphe au i-éme
groupe de cohomologie du complexe Cy (Dx (V) (ot le premier terme est
en degré —1) :

0— Dg(V) — Dg(V)® Dg(V) — Dg(V) — 0—0---,

z+— (p(z),7(2))
(y,2) — 7(y) — p(2)-
En particulier, cela prouve que pour tout i > 3, les groupes H*(Gk, V)
sont nuls. D’ot1 une preuve simple du théoreme A.

REMARQUE. — Si 4’ est un autre générateur topologique de Iy, on
“dispose d’un isomorphisme canonique de complexes

Cor(Dk(V)) — Co (Dk(V) 5

'idéal de Z,[[I'x|] engendré par 7/ = v’ —1 est le méme que celui engendré
par 7; si 'on pose 7/ = § 7, isomorphisme est donné par les applications
x +— z en degré 0, (y,z) — (y,8(2)) en degré 1 et t — 6(t) en degré 2.

L’idée de la démonstration de ce théoréme est la suivante : le foncteur
Dy se prolonge en une équivalence entre la catégorie des Gx-modules
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COHOMOLOGIE GALOISIENNE DES CORPS p-ADIQUES 573
discrets de p-torsion et celle, notée @FM;’;?E%’)” ot formée par les limites
inductives de ®-I'x-modules étales de p-torsion sur Og(g). Ces catégories
ont assez d’injectifs, contrairement & QFMgg’(}t{")’. Or calculer la coho-
mologie des Gg-modules discrets de p-torsion revient & dériver dans la
catégorie dont ils sont les objets, le foncteur H%(Gk, ). Mais pour un
Gk-module discret de p-torsion V, on a :

Il s’agit donc de dériver dans la catégorie <I>I‘Mi(§‘g('f{t)’p

a un objet M associe le groupe de ses éléments fixes par ¢ et -.

~t°r Je foncteur qui

Rappelons qu’un foncteur F' entre deux catégories abéliennes C et C’ est
dit effacable si pour tout objet M de C et tout z € F(M) il existe dans C
une injection u de M dans un objet N tel que F(u)(x) = 0 dans F(N).

On considere alors le foncteur Cy -, de @FME‘S(‘?)”’ O dans la catégorie
des complexes de groupes abéliens, qui & un ®-I'x-module ind-étale M

associe le complexe Cy (M) :
0O- MM —MoéeM —M-—0—-0---,

z+— (p(2),7(2)),
(y,2) — 7(y) — p(2)-

Ce foncteur est additif, exact et fidele. Il définit donc un foncteur coho-
mologique (H* = H'oCy ., 6%);en de @FMBS(’?}’” ~*°r dans la catégorie des
groupes abéliens.

Comme en degré 0 il coincide avec la cohomologie galoisienne de
Gk via Dk, il suffit de montrer qu’il est effacable en degré plus élevé
(cf. [Poi, cor. p. 65]).

2.1. Preuve de ’effacabilité.
Elle découle du lemme suivant :
LemME 2.2. — Soient M un objet de T Mg ” ;:)or et x un élément

de M. Alors, M se plonge dans un ®-I'x-module étale de torsion N, tel
que = € p(Ny).

Supposons en effet le lemme démontré. I suffit de vérifier ’effacabilité
du foncteur H® en degrés 1 et 2.

Soit M un objet de @TMRIPEr . ] st réunion de ses sous-®-T-

Og(k)
modules étales de p-torsion. En degré 2, si x € M, par le lemme 2.2, M
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se plonge dans un objet N, de @FMB:E;?” " tel que z € p(N,), et z

s’envoie sur 0 dans H2(N,).

En degré 1, soient y,z € M tels que 7(y) = p(z). Par le lemme 2.2,
M se plonge dans un objet N, de @FM%‘S('?)’I’ T tel qu'il existe z € N,
vérifiant p(z) = y. Soit s un entier tel que

p’r=p°z=0.

Notons alors N, . la somme directe de N, et du Og(k)/p°Og(k)-module
libre de rang 1 engendré par un élément v et prolongeons ¢y, et v a Ny .
en posant :
o) =v, y(v)=v+7(z)— 2.

On vérifie que ¢(y(v)) = v(4(v)) et on voit que le fait que 7(v) € N,
implique que l'action de 7 se prolonge en une action semi-linéaire et
continue de I'x sur N, ., qui devient ainsi un objet de @FM};‘?(’?}*F ~tor
Par construction, on a :

y=plx—v), z=1(z—v).

On en déduit bien que (y, z) s’envoie sur 0 dans le groupe H!(N, .).

Pour prouver le lemme 2.2, il nous faut d’abord étudier de plus pres
I’action de ¢ sur M.

2.2. Réseaux dans des ®-I'x-modules sur Og,.

DEFINITION 2.3.— Soient X une indéterminée et N un W ((X))-module
de longueur finie. On appelle X-réseau de N tout sous-W{[[X]]-module de
type fini A de N qui engendre N en tant que W ((X))-module.

Remarquons qu’il revient au méme de parler de Og,-module de lon-
gueur finie ou de W ((mp))-module de longueur finie.

PROPOSITION 2.4.— Soit M un ®-I'x -module sur Og,, de longueur finie
comme Og,-module. On a les propriétés suivantes :
1) M contient un mo-réseau stable par ¢ et Ty, sur lequel p est bijective.
2) Pour tout x € M, il existe un entier naturel r et un élément y de M
tels que :
7" (z) = p(y)-
Preuve.

1) On commence par construire un mp-réseau stable par ¢ sur lequel p
est bijectif. On reprend essentiellement la preuve de [Fol, B1, Lemme 1.4.3].
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Soient n > 1 un entier tel que p™ annule M et (e;)1<i<q4 un systéme
générateur de M sur W((m)); il existe alors une matrice ((a; ;))1<i,j<d
a coefficients dans W ((ng)) telle que pour tout ¢ dans {1,...,d} :

¢(6i) = Z aji€j5.
1<j<d
Choisissons un entier s > 0 tel que, pour tous ¢,7 :
w5 aiy €Ty Wiimol] + p"W ((mo))-
Soit alors r € N tel que p"~*(p — 1)r > s. Comme o(m) = 78 (mod p),
on a a(wgn_l) = ﬂ'gn(mod p™). Donc, pour tout i :
d

n—1 n—1c, 1 n—1
Sl Te) =3 (mE T P a ) (8 Tey).

Pour tout ¢, posons
n~1r
fi=m 8 €;
et soit R le sous-W([mo]]-module de M engendré par les f;. D’apres la
formule précédente, R est stable par ¢. Comme les f; engendrent M
sur W((mo)), on voit que R est un mg-réseau de M stable par ¢.

On va maintenant montrer que :
Yz eR, lim ¢"(z)=0.
T—=+00

T = Z il,‘ifi,

1<i<d

Six € R s’écrit

on a:
d

EOEDY (ZU on_l(p_l)raj,i))fj-

j:l 1=

U

iy

-1

On en déduit que ¢(z) € 7r0n 'R. De méme, sit € Netsiy € nyf R,
alors ¢(y) € P $(R) C 7r(()1+tp)p R. Donc :

hm ¢"(z) =0.

T—+400

Par conséquent, Y n(—¢")(x) converge dans R. L’application p est donc
inversible sur R et on a :
=2_ (=9

reN

Le fait que M soit un W ((mg))-module de longueur finie implique que R
est un voisinage ouvert de 0 dans M.
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Soit z € R. La continuité de 'action de I'y sur M implique que la suite
des 4*" (x) — tend vers 0 dans M donc que v*" (z) —z et aussi v*" (z) sont
dans R pour r assez grand. Soient x1, s, ..., x4 des générateurs de R sur
W {[mo]] et soit 7 un entier > 1 tel que les 47" (z;) sont dans R. En utilisant
le fait que Panneau W{[m]] est stable par Ik, on voit que

72I=¢:£:’7%7a)

0<t<p”

Pest aussi. C’est encore un mg-réseau de M stable par ¢. De plus, pour
tout x € R/, la suite des ¢"(z) tend vers 0, donc p est encore inversible
sur R’.

2) Comme le réseau R’ que lon vient de construire est un voisinage
ouvert de 0 dans M sur lequel p est inversible, il suffit de prouver que,
pour tout z € M, la suite des 7"(z) tend vers 0 lorsque r tend vers +oo,
ce qui résulte de la continuité de I’action de Iy sur M. []

2.3. Preuve du lemme 2.2.

Soient M un objet de @FM%’:: '}:;)r et  un élément de M. Comme
Og (k) est un Og,-module de type fini et I'x un sous-groupe ouvert de I'g,,
on peut voir M comme un ®-I'x-module de torsion sur Og,. D’apres la

proposition 2.4, on peut trouver un entier naturel r tel que
(v = 1) (z) € p(M).

Si r =0, il n’y a rien a prouver. Si r > 1, on choisit t, € M tel que
7"(z) = p(tp). Soit n un entier tel que p™ annule M. On considére alors
la somme directe N, de M et du Og(k)/p"Og(k)-module libre de rang r
engendré par des éléments tq,...,%.. On prolonge I'action de ¢ et de ~
a N, en posant pour tout ¢ € {1,...,7}:

B(ts) =t + 777 x), Y(t:) =t +tio1.

Par construction, on a

plty) ==
et ¢ commute avec <y : en effet, comme c’est le cas sur M, il suffit, par
semi-linéarité, de remarquer que pour tout ¢ € {1,...,r},on a:

o(v(t:)) = $(ti) + ¢(ti-1)
=t +ti1 +7(777(2)) + 77 (2)
=7t + 777 (2)) = 7(o(t:)-
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De plus, il résulte facilement de ce que 77(¢;) € M pour tout i que
Paction de 7 se prolonge en une action linéaire et continue de I'x sur V.

Le Og(k)-module de longueur finie N, est ainsi muni d’une structure de
®-T'k-module sur Og (k). Le fait qu'’il est étale se déduit immédiatement
du fait que M lest. []

3. L’opérateur

A la différence du théoreme A, le complexe Cy~(Dx(V)) ne semble
pas donner une preuve directe simple du théoréme B. Dans cette partie,
on introduit un inverse & gauche additif ) du Frobenius ¢ de Dk (V); il
permettra au paragraphe suivant de donner un complexe quasi-isomorphe
4 Cy ~(Dg(V)), dont on pourra dévisser de fagon naturelle la cohomologie
pour prouver le théoréeme B. Dans cette décomposition, la structure du
noyau de 1 joue un role fondamental et constitue le résultat essentiel de
cette partie (th. 3.8).

3.1. Définition.

3.1.1. Cas de l'anneau Og(g). — L’extension £ /o (E") est de degré
p, de méme que 'extension résiduelle qui est purement inséparable. Ceci
implique que ’on a 'inclusion :

T‘I‘gnr/a(gnr) (Ognr) C po(ognr).
Comme o est injectif, on peut alors définir une application
w = wognl‘ : Ognr —_— Ognr

en posant pour tout x € Ognr :
I
7./)(1‘) == 50 (ﬂgnr/a(gnr)(x)).

C’est un homomorphisme de groupe, Gi-équivariant, qui vérifie, pour
tout a et tout b dans Ognr :

P(ao(b)) =by(a) et (1) =1
Il induit une application
Y =Yook  Osx) — Og(k)

commutant avec l'action de Iy, par restriction aux éléments fixes
par Gg,.
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8.1.2. Cas général.

ProrosiTiON 3.1. — Soit M un ®-I'x-module étale de torsion sur
O¢(k)- 1l existe une unique application additive

v=ym:M—M
vérifiant
(1) Y (apm(2)) = Yo, (@), Va € Ogk), € M.

Cette application est surjective et vérifie Ypr o ppr = idpys et
(2) ’lL'M(O'(a)CE) = a’l,ZJM(:IJ), Va € Og(K), reM.

Preuyve. — L’unicité résulte de ce que, comme M est étale, il est
engendré, comme Og(g)-module par I'image de ¢ps.

On peut vérifier 'existence ainsi : 'équivalence de catégorie Vi (th. 1.2)
associe & M une représentation de p-torsion V', qui nous permet d’identifier
M & Dk (V) et ¢pr & la restriction de o ® idy. Via Dk o Vi, on constate
que l’application ¥ : M — M induite par ¥o,.. ®idy convient. Le reste
de la proposition est évident. []

3.2. Premiéres propriétés.
Dans toute la suite du § 3, n est un entier > 1, M est un ®-I'x -module
étale sur Og(k), tué par p™ et V = Vg (M).
On pose
¢y = longg (V).

Alors M est un Og(x)-module de longueur £y ; c’est donc aussi un
Og,-module de longueur dg ¢y ; comme Og, est la complétion p-adique
de W((mo)) et comme M est de p-torsion, M est encore un W((mp))-
module de longueur dgfy (cf. 1.1.2).

PropPosITION 3.2. — On a les propriétés suivantes :

1) L’application ¢ est continue.

2) Pour tout entier v > 1, Ker(y") est un sous-0"(Og(x)-module de M
de longueur finie égale a (p™ — 1)8y (donc aussi un W ((o"(mg)))-module
de longueur (p" — 1)dkly ), stable par I'x et :

r—1
M =Ker(y") @ ¢"(M), Ker(y") = €D ¢'(Ker).

De plus, Uapplication de (Ker )" dans Ker(y") qui d la famille (a;)o<i<r—1
associe Z:;OI ¢*(a;) est un isomorphisme de groupes Tk -équivariant.
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3) Pour tout x € M, y(z) est Uunique élément y de M tel que
x — @(y) € Kerp.
4) L’application naturelle

Ker ) — M/¢(M)

est un homéomorphisme o(Og (k) )-linéaire et I'x -équivariant.

5) Si on note My Uensemble des éléments y-nilpotents de M, l'ap-
plication de @ieN Kervy dans My qui & la suite presque nulle (a;)ien
associe Y,y ¢'(a;) est un isomorphisme de groupes qui commute avec
Uaction de Tk .

Preuyve. — L’assertion 1) est immédiate sur la définition de 1. Montrons
le 2). On déduit, par récurrence sur r du (2) de la proposition 3.1 que,
pour tout entier r > 1, si a € Og(k) et x € M, alors ¢" (0" (a)x) = ay)”(z)
et Ker(y)") est bien un sous-o"(Og(k))-module de M. Comme Og k) est
fini sur 0" (Og k), M est un 0" (Og () )-module de longueur finie et Ker 1"
aussi.

Pour tout z € M, et tout entier naturel r, on a z—¢" (¢¥"(z)) € Ker(y").
Donc

M = ¢" (M) + Ker(y").
De plus, si ¢"(z) appartient & Ker(¢)"), alors z = ¢"(¢"(z)) = 0, donc
¢"(z) = 0 et la somme est directe.

En particulier, tout  dans M s’écrit (de maniére unique) sous la forme
x = ¢(y) + z avec y, z dans M et 9)(2) = 0, et on a donc ¢"(z) = "~ (y)
pour tout » > 1. On en déduit alors par récurrence sur r que :

r—1

Vr>1, Ker(y") =Y ¢ (Kery).

=0
Mais cette somme est directe : en effet, soit m un entier compris entre 0
et (r—1); alors I'égalité Z:;Ol ¢*(x;) = 0 pour des éléments z; dans Ker )
entraine, en appliquant ™ :

r—1

Tm== Y ¢7(@) st m<r—2, a,1=0.
i=m+1

Dans tous les cas, z, € ¢(M) NKery et est donc nul ainsi que ¢™ ().
On en déduit que pour tout entier r > 1, I’application de (Ker )" vers
Ker(¥") qui & (z;)o<i<r—1 associe Y7—, ¢'(z;) est une bijection. Elle est
de plus clairement additive.
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Enfin, on a

long,- (0, ,,) (M) = p"longo, ., (M),
100g,r (0 ) (¢7 (M) = longo, ., (M).

Comme M = Ker(¢)") & ¢" (M), on obtient

10ngyr (0, ) (Ker ¥) = long,r (o, ) (M) = long,r(o, ) (¢"(M))
=(p" — 1)longO£(K)(M) =(p" —1) 4y.

D’ou le 2).
Les trois autres assertions s’en déduisent aisément. []

ProposiTiON 3.3. — Le W {((mg))-module de type fini M contient un
mo-réseau N stable par 1 et [k tel que :

YN)=N et M=N+ M.

Commencgons par établir un lemme :

LEMME 3.4. — Soit N un sous-W|[mg|]-module de M. Alors :
1) ¢(N) est un sous-W{[mo]]-module de M.

2) Si N est de type fini sur W{[mo]], Y(N) Uest aussi.

3) Posons q, = ﬂgnﬂl. Si N est stable par ¢, on a :
VreN, VieZ, " (¢N)>D ¢GPOIN,

Preuve.

1) Pour tout z € N et tout A € W/[ng]], on a Mp(z) = ¢Y(o(N)x).
Comme 9 est additive, (V) est bien un sous-W{[mg]]-module de M.

2) Comme W/{[mo]] est fini sur W{[o(m)]], si N est de type fini sur
W([mo]], il lest aussi sur W{[o(m)]] donc ¥(N) est de type fini sur
o= (Wlo(mo)]l) = W([mo]]-

3) Pour tout z € N et tout r € N, ¥"(¢"(z)) = z, donc ¢"(N)
contient N. Soit ¢ un entier relatif :

o si i est négatif : ¥"(g¢ N) contient ¢"(N) et donc N d’apres ce qui
précede;

o si i est positif : comme o(my) = 7y mod p, ¢(¢n) = ¢&(mod p),
donc ¢(¢ix) = (¢5)? ¢(z), pour tout z € N. Donc g5 N est stable par ¢
et 9" (g5, N) contient ¢t N. []
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Ce lemme implique :

COROLLAIRE 3.5. — Soit N un mg-réseau de M stable par ¢. Alors pour
tout entier relatif © et tout entier naturel v, Y™ (¢, N) est un mg-réseau
de M.

Preuve de la proposition 3.3. — On va procéder en deux étapes : on
construit d’abord un mp-réseau Ny stable par 9 et [k et sur lequel ¥ est
surjective; puis on élargi Ny de sorte qu’il vérifie la seconde condition.

1) Par la proposition 2.4, on sait que M contient un my-réseau N stable
par ¢ et I[x. Pour tout r € N, on a " (N) C 4" T(N) et le corollaire 3.5
nous montre alors que (¥"(N))ren est une suite croissante de mo-réseaux
de M. On va prouver qu’elle est stationnaire et on pourra donc prendre
pour N la limite de cette suite (qui sera bien stable par Tx puisque N
Pest, et 1 et I'x commutent).

Rappelons qu’on a choisi n > 1 tel que p™ annule M. Toujours gréice
au corollaire 3.5, ¥(q;;*N) est un mp-réseau pour tout entier i et il existe
donc un entier s tel que ¢;*N contienne les mo-réseaux (g, °N) pour
1€ {0,...,p— 1}. Considérons alors la suite d’entiers définie par :

$1=358, Sry1=S5+1r,

ol t, est la partie entiere de s, /p. On va prouver par récurrence que pour
tout entier r > 1, ¥"(N) est contenu dans le mp-réseau g, °~ N : c’est clair
pour 7 = 1; supposons alors que ce soit vrai pour un entier r > 1. Alors,
par division euclidienne, s, = pt, + i,, ol 4, est un entier compris entre 0
et (p—1), et Y"F1(N) est contenu dans (g, * N) = q;, (g, "~ N), donc,
par choix de s, dans g; !N = g, "' N. Ce qui achéve la récurrence.

Or la suite (s,),>1 est majorée par la partie entiere de sp/(p — 1) que
Pon notera £. On en déduit que pout tout r, ¥"(N) est contenu dans
le mo-réseau g;*N qui est un W{[m]]-module noethérien, donc la suite
croissante ¢" (V) est bien stationnaire.

2) Construisons maintenant A/. Donnons-nous un mp-réseau Ny de M
stable par ¢ et Ik et tel que ¥(Np) = Np.

Le lemme 1.1 entraine que pour tout g € I'k, les éléments ¢, = wg"
et g(¢gn) engendrent le méme idéal de W{[mo]] ; par conséquent le mp-réseau
¢;* Ny est stable par I'x. Comme

-1

¥(gn 'No) C (g, " No) = a5, " Y(No) = 4" No,
il Pest aussi par 1.
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Par le corollaire 3.5, (4" (g, *No))ren est une suite décroissante de 7o-
réseaux de M contenant tous Ny (= 9" (Np) pour tout entier naturel r).
Cette suite est donc stationnaire et on note A sa limite. Il est clair que
N est un mo-réseau de M stable par 1 et I'x et que I'on a (N) = N.

Enfin, soit z € M. Choisissons un entier naturel r tel que y = q,plrx soit
dans Nj. L’élément " (x) appartient alors & g, !N, et par construction
de N, il existe 7 tel que ¢ (z) € N. Comme 1) est surjective sur N, il
existe 2 € N tel que ¥™ (z) = " (2). Onaalors z = z+(z—2z) avec z € N'
et (.TI — Z) € Myy. D

ProPosITION 3.6. — On a les propriétés suivantes :

1) Soit M’ le plus grand sous- W-module de M contenu dans (y—1)(M).
Le W-module M/M' est de longueur finie.

2) Si K est une extension finie de Q,, le groupe M /(¢ —1)(M) est fini.
Preuve. — Soit R un mp-réseau de M stable par ¢ sur lequel ¢ — 1 est
bijectif (cf. prop.2.4). On a
(¥ =1)(M) > (¥ = 1)(e(M)) = (¢ — 1)(M) D (¢ ~ 1)(R) = R.

Comme 1 — 1 est bijectif sur My;, on a aussi (¢ — 1)(M) D My ; de ce
fait,
(¥ = 1)(M) DR+ My

et, pour vérifier 1), il suffit de montrer que, si M"” = R + M,;, alors le
W-module M/M" est de longueur finie.

Soit N/ comme dans la proposition 3.3. On voit que
M/M" = (N + Mpni)/(R + Mui)

g’identifie & un quotient de N/NN N R. Ce dernier W-module est de
longueur finie comme quotient d’un mp-réseau N de M par un autre mo-
réseau contenu dans N.

Enfin, si [K : Qp] est fini, k est fini, donc W est fini sur Z, et tout W-
module de longueur finie est un groupe fini. Donc M /M’ et son quotient
M/(3p — 1)(M) sont des groupes finis. []

3.3. Le théoréme de structure.

3.8.1. Un résultat auziliaire. — Posons
m = o(mp).

Soit N un W ((m1))-module de longueur finie muni d’une action I'x-semi-
linéaire et continue de I'x. La continuité de cette action implique que,
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pour tout z € N, la suite des 7"(z) tend vers 0. Comme l'action de 7 est
W-linéaire, N a une structure naturelle de W{[r]]-module et tout sous-
W|[m1]]-module de N stable par I'x (en particulier tout m;-réseau) est
aussi un sous-W{[r]]-module.

PROPOSITION 3.7.— Soit N un W ((m1))-module de longueur finie muni
d’une action semi-linéaire et continue de T. On suppose que laction de T
est inversible sur N, que N est aussi un W ((7))-module de longueur finie
et qu’il existe un mwi-réseau de N stable par I'x qui est aussi un T-réseau.
Alors :

1) Tout m1-réseau de N stable par I'x est encore un T-réseau.

2) Pour tout my-réseau S de N, il existe des mi-réseaux Sy et S2 de N
stable par Tk tels que S C S C Ss.

3) Pour tout T-réseau T de N, il existe des mi-réseauz Ty et Ty de N
stable par T'x tels que Ty C T C Ts.

Preuve.

1) Soient Sy et S deux mi-réseaux de N stables par I'x. Supposons que
So soit un 7-réseau et montrons que S en est aussi un :

a) Si Sp C 8, alors S contient un 7-réseau. En outre Iy opere
lindairement sur le W-module de longueur finie S/Sp; on en déduit que 7"
opere trivialement sur ce quotient pour r assez grand donc que 7S C S,
ou encore que S est contenu dans le 7-réseau 77".Sp. On en déduit que S
est bien un 7-réseau.

b) Si S C Sy, alors S est contenu dans un 7-réseau. Comme I'x opeére
linéairement sur le W-module de longueur finie Sp/S, on voit que 7° agit
trivialement sur Sp/.S pour s assez grand. Donc S, qui contient le T-réseau
73S0, en est un aussi.

c) Dans le cas général, Sy +.S est un 7-réseau grace & (a), et (b) montre
donc que S aussi.

2) Si Sp est comme ci-dessus et si S est un m;-réseau de N, il existe
des entiers 7,5 € Z tels que 7{Sp C S C 7]Sp et I'assertion résulte de
ce que, comme l'idéal de W{[[m;]] engendré par m; est stable par Ik (cf.
lemme 1.1), les mi-réseaux 5.5y et 7].Sp le sont aussi.

3) Remarquons d’abord que, pour tout ¢ € N, il existe r € N tel
que 1Sy C 78y : en effet la suite des 7] Sy + ¢Sy, pour r € N,
est une suite décroissante de sous-W-modules de Sy contenant 7°Sp.
Comme Sp/7°Sp est un W-module de longueur finie, il existe r tel que
7780 + 7880 = 7,718y + 7Sy et, comme Sy est séparé et complet pour la
topologie 7;-adique, on en déduit que 77Sp C 7*Sp.
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De méme, pour tout j € N, il existe s € N tel que 7775y C 77 °Sp :
en effet, comme N est la réunion des 7, *Sp, la suite des 7795y N *So,
pour s € N, est une suite croissante de sous-W-modules de 7775, dont la
réunion est 777Sy. Comme les éléments de cette suite contiennent Sy et
comme 777S55/Sp est un-W-module de longueur finie, il existe s € N tel
que 71, °So N 7798y = 7798y et 7798y C my *So.

Si T est alors un T-réseau de N et si Sy est comme plus haut, il existe
des entiers i,7 € N tels que 78Sy C T C 7798y et il suffit de prendre
Ty = 77 So et Ty = m; °Sp ol 7 et s sont comme ci-dessus. []

3.8.2. Enoncé du théoréme. — Rappelons (prop. 3.2) que Ker 1) est un
W ((71))-module de longueur finie égale & (p—1) £y. Soit R’ un mp-réseau
de M stable par ¢ et Tk (un tel réseau existe d’apres la prop. 2.4). Pour
tout £ € M, on a

z = ¢(¥(z)) + (z — d(¥(x))) ;

donc, dans la décomposition en somme directe M = ¢(M) @ Ker ), on
voit que
R' = ¢(R") & (R' nKery)

et que R’ NKer est un 7 -réseau de Ker ¢ stable par I'k.

THEOREME 3.8. — Le noyau de ¥ a la structure suivante :

1) Soit ex lindice de ramification absolu de K. L’action de T est
bijective sur Ker, qui est un W((7))-module de longueur finie, égale a
exly =exlongp, (M).

2) Tout mi-réseau de Ker1) stable par Tk est aussi un T-réseau.

Remarquons que, comme la topologie de Ker 1 induite par celle de M
est sa topologie de W ((m;))-module de longueur finie, ce théoréme, compte
tenu de la proposition précédente, implique que cette topologie coincide
avec sa topologie de W ((7))-module de longueur finie.

Nous allons d’abord énoncer un lemme, puis en déduire le théoreme.

3.3.3. Le lemme fondamental. — Remarquons que si F' est un corps
valué complet & corps résiduel de caractéristique p, le groupe Ug des
unités fondamentales de F' est, de facon naturelle, un Z,-module.

LEMME 3.9. — Supposons Uextension K, /K totalement ramifiée, soient
7 une uniformisante de Ex, w = y(n)/7 et a € Z,. Rappelons que w
appartient ¢ Ug, (cf. lemme 1.1).
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1) Il eziste sur Ex une et une seule action k[[7]|-linéaire continue
(A\,z)— Axxz pour XE€E[]], x € Ek,

telle que, pour tout © € Ex, Axx =Xz si A € k et v*z = w*y(z).
On suppose que p divise .

2) Alors o(Ek) est un sous-k[[r]]-module de Ex et T est inversible
sur Ex /o(Ek), qui devient ainsi un k((7))-espace vectoriel de dimension
finie égale a ek .

3) Sur ce quotient, l'image Sy de O, est aussi bien un T-réseau qu’un
Ty -réseau.

La démonstration de ce lemme constitue le cceur technique de cet article
et est 'objet du §5. Dans la suite, on écrit Ex o, pour Ex muni de la
structure de k[[7]]-module ainsi définie et, si p divise «, on note o(EKk)q
le sous-module considéré et EK,a le quotient Ek o/0(EK)q-

8.8.4. Preuve du théoréme. — Rappelons que n désigne un entier tel
que p™ annule V (et donc aussi M) ; pour tout anneau A, on note W,,(A)
I’anneau des vecteurs de Witt de longueur n & coefficients dans A.

1) Remplacement de K par une extension finie galoisienne non ramifiée.
Soit K’ une extension finie galoisienne non ramifiée de K contenue
dans K ; par restriction G = Gal(K/K') opére aussi sur V. Rappelons
que M s'identifie & Dg (V) = (Ogm @z, V)55 si M’ = Dg/(V),
alors M’ s’identifie & (Ognr @3z, V)9’ et aussi & Og(K') ®o, ., M.

Avec des notations évidentes, on voit que
) Og(k)y = Og(k'nK..)
tandis que
Og(kry = W(K") @w(knke) Os(knKo)s

ce qui fait que M’ = Wy (k") ®w, (k'nk.) M, donc aussi que
Kerar = Wi (k') ®w, (knk) Ker .
De plus, M = (M’)Gal(K'/K'NKx) g
Ker day = (Ker g ) G /K /MK o)
Supposons le théoréme vrai pour M’. Soient
a=Tk:Tg), v =% 7=9-1
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Alors 7' est bijectif sur Kerypy qui est un W, (k')((7'))-module de
longueur finie égale & ek £y = ek £y ; on voit aussi que 7', et a fortiori T,
est bijectif sur Kery,s et que

Kerar = Wi (k') (7)) @wn (krnkao) (1)) Ker a5
en particulier, Ker ¢ps est un W, (k' N koo )((7'))-module de longueur finie
égale & egly .
Par ailleurs, W,,(k)((7)) est libre de rang a sur W,,(k)((7’)), donc

longy, k)((ry) (Ker ¥ar) = alongy, iy ((r)) (Ker ¢ar).
On a aussi
a=[K'NKyx: K]=[k Nke : k|
et W, (k' Nkoo)((7)) est libre de rang a sur W, (k)((7')), donc

lonan(k)((.,_,))(Ker TZ)M) = alonan(k,ﬂkm)((T,))(Ker wM),
ce qui fait que
longyy, (ky((ry) (Ker ¥ar) = longw, (wrakeo)((r)) (Ker¥nr) = exlyv,

d’oti Passertion 1) du théoréme pour M.

Enfin, soient S un mi-réseau stable par I'x du W(k)((m1))-module
Ker s et soit S; le sous-W (k' N ks )-module de Ker ¢5, engendré par S.
Alors S; est encore un mi-réseau de Ker i), stable par I'x et, d’aprés la
proposition 3.7, il suffit de vérifier que Sy est bien un 7-réseau. Mais

8" =W(K') @w (k'nko) S1

est un 7;-réseau de Ker ¢y (vu comme W (k')((1))-module de type fini)
stable par I'x, donc a fortior: par I'k.

Si I’on admet le théoréme pour M, il en résulte que S’ est un 7'-réseau
du W(k')((r'))-module Ker ¢/ . Comme S s'identifie & (S')GalK'/K'NKe)
on en déduit que Sy est un 7'-réseau du W (k' Nkoo)((7'))-module Ker 1.
Puisque S est stable par 7, c’est alors un 7-réseau de Ker 157, vu comme
W (k)((7))-module.

On peut donc, pour prouver le théoréme remplacer K par K'.

2) Réduction au cas ot M est simple. On s’y raméne par récurrence
sur la longueur de M. En effet, soit

0—-M —M-—M' -0
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une suite exacte de ®-I'x-modules étales sur Og (k). Comme 'action de
est surjective sur M’, elle induit une suite exacte

0 — Keryp — Kerpy — Keryppr — 0.

La bijectivité de 7 sur Ker 1); se déduit de la bijectivité de 7 sur Ker ¢y,
et Ker s, de méme que l’assertion sur la longueur de Ker 1y, résulte
des assertions analogues pour Ker ¥y et Ker .

Si S est un mi-réseau de Ker iy, stable par I'x, son image S” dans
Ker s est un mi-réseau de Ker ¢y stable par I'x, tandis que le noyau
S’ de la projection de S sur §” est un 7;-réseau de Ker 1y, stable par Iy .
Le fait que S soit un 7-réseau de Ker 1y, résulte alors de ce que S’ est un
7-réseau de Ker s et S” un 7-réseau de Ker psr.

3) Fin de la preuve. Soient Gy le noyau de laction de Gg sur V,
L=FKC% et J = Gal(L/K). Grace &4 1) on peut supposer les exten-
sions Ko,/K et L/K totalement ramifiées. Le fait que L/K le soit impli-
que (cf. [Sel, cor. 4, p. 75]) que J est le produit semi-direct d’un p-groupe
invariant P par un groupe cyclique J’ dont ’ordre m est premier a p.
Gréce & 2), on peut supposer que V est simple; ceci entraine que V est
tuée par p et aussi que P est trivial (car VF est un sous-F,[J]-module
de V non trivial : ¢f. [Sel, th. 2, p. 146]), donc que J = J'.

Soit Ej = (EseP)GvNGallK/K=) Te groupe de Galois (respectivement
le groupe d’inertie) de 'extension Er,/FEk s’identifie & I'image du groupe
Gal(K/K.,) (respectivement du sous-groupe d’inertie de Gal(K/K,.))
dans J. Comme J est d’ordre premier a p, cette image est J et EL/Fg
est une extension totalement ramifiée, cyclique d’ordre m. Si ¢ est la plus
petite puissance de p telle que m divise ¢ — 1, ceci entraine (cf. [Sel, cor. 1,
p. 75]) que le corps résiduel k de Fx contient un corps a ¢ éléments, que
nous notons Fy, qu'’il existe une uniformisante 7z, de Er, telle que m = 7"
est une uniformisante de Ex et que le caractere

no : J — Fy,

défini par no(g) = g(71)/7L, engendre le groupe dual de J.

Par ailleurs, si V* = Homp, (V,F,) désigne la représentation duale, on
voit que V* est de dimension 1 sur le corps

F= Ende[Gal(E/Km)](V) = Endp,51(V),
qui est aussi un corps a q éléments. On choisit un générateur de V* sur F,

ce qui nous permet d’identifier V* & F' muni de ’action de J donnée par un

*

caractére n: J — F* : pour g € J et v* € V*, on a donc g(v*) = n(g)v*.
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La projection de M sur M/¢(M) induit un isomorphisme, compatible
avec toutes les structures, de Kery sur M/¢(M), ce qui nous permet,
pour prouver le théoréme, de remplacer Ker v par M/¢(M).

Si G = Gal(K/K), on a
M = (OEnr ®Zp V)G = (Esep ®1Fp V)G
= HOme[G](V*, Esep) = HOHI]FP[J](V*, EL)

et c’est un Eg-espace vectoriel de dimension £y = dimp, (V) = [F': Fp).

L’ensemble T des [F,-plongements de F' dans Fy a dimp, (V*) = £y élé-
ments. Pour chaque t € T, notons a; 'unique entier vérifiant 0 < a; < m
tel que t o = ng*. Notons

eV — Ep,
I’application définie par
e:(v*) = t(v*) npt.
Pour tout g € J et tout v* € V*, on a alors :

ec(g(v*)) = t(n(g)v*)my = ngt (9)t(v*)my = g(t(v™)) 7y = g(e(v™)).

Les e; sont donc dans M et ils sont linéairement indépendants sur Fi ;
de ce fait, ils forment une base de M sur E. Si e, = ¢(e;) = o oey, il en
est de méme des e}. Les applications

0:(Ex)T — M, 0 :(Fx)T — M
définies par
0((zt)er) = Zl’tet, 0((yt)ter) = Zytei
teT teT

sont donc des isomorphismes de Ex-espaces vectoriels.

L’action de I'x sur Ex s’étend de maniére unique a Ey, : si y(7) = w,
on ay(ry) = wt/™ry. Pour tout t € T, e}(v) = t(vP) 77 et on en déduit
que, si ap = paz/m, on a y(e;) = w™ e} . Par conséquent, 'application ¢’
peut aussi étre considérée comme un isomorphisme de k[[7]]-modules

0 : P Exa, — M.
teT
Si I'on écrit un élément z € M sous la forme z = ZteT T; ey, avec les
z, € Ek, on voit que ¢(z) = ) ,.rxte;. On obtient ainsi, par passage
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aux quotients & partir de Iinverse de 6’ une bijection

v: M/p(M) — D Ex o,

teT

qui est aussi bien un isomorphisme de o(F )-espaces vectoriels que de
k[[r]]-modules.

La premiere partie du théoréeme résulte alors de la deuxieme assertion
du lemme 3.9. D’apres la proposition 3.7, il suffit de vérifier la deuxiéme
partie pour un m;-réseau S de M/¢(M) stable par I'x particulier. Si, avec
les notations du lemme 3.9, on prend pour S l'image inverse par v de
@D.cr Sa.» la troisieme assertion du lemme permet de conclure. []

3.4. Le cceur de M.

DEFINITION 3.10. — Si N est un W ((X))-module de longueur finie, on
appelle X -pseudo-réseau de N tout sous-groupe A de N stable par X qui
contient un X -réseau Ay et est contenu dans un X-réseau Ao de N.

Autrement dit, un X-pseudo-réseau est un sous-groupe ouvert stable
par X qui est contenu dans un X-réseau.

Si k est fini, N est un Z,((X))-module de longueur finie égale a
[k : Fp]longyy ((x))(IV). Un X-pseudo-réseau n’est alors rien d’autre qu'un
X-réseau de N, considéré comme Z,((X))-module.

On appelle ceur de M le sous-Zy[[7]]-module de M :
(M) = (¢ — 1)M NKerp.
Siz € M, alors (¢ — 1)(z) € Ker si et seulement si ¢(x) = = de sorte
que ¢(M) = (¢ — 1)(My=1).
PROPOSITION 3.10. — Le ceeur de M est un T-pseudo-réseau de Ker ).

Preuve. — On sait (prop. 2.4) que M contient un my-réseau R sur lequel
p = ¢ — 1 est bijective; donc le groupe (¢ — 1)M contient le my-réseau R
et est ouvert dans M. Par conséquent (¢ —1)M NKer 1y = ¢(M) est ouvert
dans Ker .

Soit N comme dans la proposition 3.3. On a My—; C N et de ce fait :
(M) = (¢ — 1)(My=1) C (¢ = )(N) NKery) C (N + ¢(N)) NKerp.

Mais N est un sous-W{[mo]}-module de type fini de M, donc ¢(N) est
un sous-W{[[m]]-module de type fini de M ; comme W{[mo]] est fini sur
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W ([m1]], on voit que N est aussi un sous-W |[[m1]]-module de type fini de M ;
il en est donc de méme de N + ¢(N). Finalement, (N + ¢(N)) NKer ¢ est
contenu dans un sous-W{[m;]]-module de type fini de Ker v, donc dans un
mi-réseau de Ker ). L’assertion résulte alors de ce que, compte tenu de la
proposition 3.7, le théoreme 3.8 implique que tout 7;-réseau de Ker ¢ est
contenu dans un 7-réseau. |

COROLLAIRE 3.11. — Si [K : Q] est fini, c(M)/7(c(M)) est un groupe
fini d’ordre pls:Qlév

Comme Ker ) est un Z,((7))-module de longueur
[k‘ : Fp] lOIlgW((T))(KQI' ¢) = [k : FP]GKEV = [K : Qp]gv,

ce corollaire résulte du lemme suivant :

LEMME 3.12. — Si A est un Zy((X))-module de type fini tué par une
puissance de p et B un X-réseau de A, alors B/XB est un groupe fini
d’ordre p*, ou £ est la longueur de A sur Z,((X)).

Preuve. — Remarquons que pAN B et B/(pAN B) sont des X-réseaux
de pA et A/pA respectivement. De plus, comme A est sans X-torsion, le
lemme du serpent donne la suite exacte :

pANB B B/(pAn B) 0

0= XpanB) ~XB  X(B/pAnB)

Par récurrence sur la plus petite puissance de p qui annule A, on peut donc
supposer que pA = 0. Dans ce cas, A est un F,((X))-espace vectoriel
de dimension finie ¢ et B est un sous-Fp[[X]]-module libre de rang ¢.
Donc B/X B est un F,-espace vectoriel de dimension ¢, i.e. un groupe fini
d’ordre p¢. ]

4. Calcul de la cohomologie galoisienne
Rappelons que n est un entier > 1, M un ®-I'x-module étale sur Og (k)
tué par p", V = Vi (M) et &y =longy (V).

Dans ce paragraphe, on adopte la convention suivante : dans tout
complexe considéré, le premier terme écrit est placé en degré —1.

4.1. Un complexe filtré quasi-isomorphe a Cy (M).

Rappelons que la cohomologie galoisienne de V' est la cohomologie du
complexe Cy (M). On va commencer par montrer que cette cohomologie
peut aussi se calculer en remplacant ¢ par 1 dans les fleches de ce
complexe. De fagon précise :
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PROPOSITION 4.1. — Soit Cy (M) le compleze
0O—M —MoeM —M—0—0—.--
z— ((¢ = 1)(z), 7(2)),
(¥,2) — 7(y) = (¥ — 1(2).

Soit f: M@®M — M &M définie par (y,z) — (—(y), 2). Alors, le
morphisme de complexes
Csgy(M): 0 — M — MM —M— 0 —---
I O S
Cy(M): 0 — M — MM —M— 0 —---
est un quasi-isomorphisme.

Preuve. — Comme ¢ est surjective, on voit que Cy (M) est le quo-
tient, via le morphisme de complexes précédent, de Cy (M) par le sous-
complexe :

0—-0—Kery®d0—Keryp -0—---.
et la bijectivité de 7 sur Ker signifie que ce sous-complexe est acycli-

que. [J

4.2. La filtration canonique de Cy, ~(M).

Pour étudier la cohomologie du complexe C(M) = Cy (M), on va le
munir d’une filtration en trois crans par des sous-complexes

Cy (M) =C'(M) D CH(M) D C*(M) D C3(M)
en posant
CY(M):0— My—q ——> My—1 —0—0—---,
C3(M): 0— My—y —— Mp—g —0—0— -,
et C3(M) est le complexe nul.
Pour 7 € {0, 1,2}, on définit
gr' C(M) = CY(M)/CHH(M).

Remarquons que, comme My—; s’identifie & y Gal(K/ Ke) le complexe
gr?C(M) = C?(M) s’identifie au complexe

0 — VGal(K/Keo) T, y/Gal(K/Kee) __, 0,0 ...
Le complexe gr! C(M) est

Pour ¢ =0, on a la description suivante :
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LeMME 4.2. — Le compleze gr® C(M) est quasi-isomorphe a :

0—-0 M - M 0
(1 — 1) (M) (¢ — 1)(M)
Preyve. — il suffit de montrer que le sous-complexe suivant de
gr’C(M) :
0= g7 — (= D) ® 77— — (H = (M) =0 = -

My—1 My=1
est acyclique, ce qui résulte imédiatement de ce que ¥ — 1 induit une
bijection de M/My=y sur (¢ — 1)(M). (]

4.3. La filtration associée sur la cohomologie.

L’anneau Z,[[I[x]] s’identifie & ’'anneau Z,[[7]] des séries formelles en 7
a coefficients dans Z,. Pour tout Z,[[I'x]]-module topologique N, on note
(H' Tk, N));ez les groupes de cohomologie du complexe

0-N-5N—0—0—---

Lorsque N est un I'x-module discret, on voit facilement que ces groupes
s’identifient aux groupes de cohomologie habituels.

On a défini une filtration en trois crans du complexe Cy ,(M); la
suite exacte longue de cohomologie associée & une suite exacte courte
de complexes donne alors une filtration en trois crans des groupes de
cohomologie H (M) :

THEOREME 4.3. — Pour tout entier naturel i, on a :
o Hi(gt"C(M)) = H'"!(Tx, M/ (¢ — 1)(M)),
o Hi(grlC(M)) = {0} saufsii=1 et H'(gr' C(M)) = c(M)/7(c(M)),
o Hi(gr2C(M)) = Hi(Tx, My—y) = Hi(Tx, VElE/Kw))
ainsi que la filtration suivante :
HY(M) D H (T, My—1) D H(Tg, My—),

avec
HY(M) 0 H'(Tx, My=1) ol
———— ~ H'(gr' C(M et —————= ~ H'(gr C(M)).
HZ(FK,szl) (g ( )) HZ(FKaM(z):l) (g ( ))
Preuve. — Les assertions concernant gr’C(M) et gr?C(M) sont évi-

dentes. Pour gr! C(M), on remarque que ¢— 1 induit un isomorphisme I'x-
équivariant de My=1/Myp=1 sur (¢p—1)(My=1) = (p—1)MNKer ¢ = c(M).
L’injectivité de I’action de 7 sur Ker 1 permet de conclure. Le reste découle
alors immédiatement de I'examen de suites exactes longues de cohomolo-
gie et de la nullité de certains groupes. ]
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4.4. Preuve du théoréme B.

Compte-tenu des résultats du § 3, le théoréme B se déduit immédia-
tement du théoreme 4.3. En effet, VE2I(K/K) est un groupe fini et les
H(gr? C(M)) sont triviaux sauf peut-étre HY et H! qui sont finis du méme
ordre. Si 'extension K/Q, est finie, comme M /(¢ —1)(M) est un groupe
fini (proposition 3.6), les H'(gr® C(M)) sont triviaux sauf peut-étre H®
et H? qui sont finis du méme ordre; enfin, les H*(gr! C(M)) sont triviaux
sauf peut-étre H' qui est un groupe fini d’ordre plf:Qrlév (cor.3.11). []

5. Preuve du lemme fondamental

I’objet essentiel de ce paragraphe est d’établir le lemme 3.9. On va en
fait démontrer un résultat un peu plus général, & savoir le méme énoncé
en remplacant K, par une Z,-extension totalement ramifiée arbitraire
de K. De fagon précise :

THEOREME 5.1.— Soit Ko, une Z,-extension totalement ramifiée de K.
Soient I' = Gal(K /K), v un générateur topologique de I' et 7 = v — 1.
Soient E le corps des normes de lextension Ko, /K, T une uniformisante
de E, w = ~y(m)/m et o € Zp. Lélément w est une unité fondamen-
tale de E.

1) Il existe sur E une et une seule action k[[]]-linéaire continue
(A, z)— Axx pour A€Kk[r]], z €E,

telle que, pour tout x € E, Axx = Ax st A € k et v*xx = w*y(z).

On suppose que p divise «.

2) Alors o(E) est un sous-k[[r]]-module de E et T est inversible sur
E/o(E) qui devient ainsi un k((7))-espace vectoriel de dimension finie
égale a ek .

3) Sur ce quotient, l’image S, de l’anneau des entiers O de E est
aussi bien un T-réseau qu’un W -réseau.

L’assertion 1) est évidente. Dans toute la suite on suppose que le
nombre p-adique « est divisible par p. Le fait que o(E) est un sous-k[[7]]-
module de E est aussi évident. Pour prouver le reste, nous allons avoir
besoin d’un résultat sur les nombres de ramification de ’extension K, /K.

5.1. Les nombres de ramification de .

Remarquons d’abord que le corps résiduel de E est k sur lequel I" opeére
trivialement. En particulier, pour tout g € T, (¢(w) — 7)/7 appartient
a l'idéal maximal de Og. Notons v la valuation sur E normalisée par
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v(mw) = 1. On définit alors les nombres de ramification de -y, en posant,

pour tout n € N,
P (m)
in(y) = v( - 1).

Comme I' opere fidelement sur E, ce sont des entiers > 1. On vérifie que
la suite des i,(7y) est strictement croissante et que, si v, est la valuation
p-adique,

Ym € Z,, Um‘l = g, m(V)
'4 T p(m)

ProPosITION 5.2. — Les nombres de ramification de v vérifient :

1) pour tout n € N, i,11(7) = in(y) (mod p"*1);

n+1

2) pour tout n suffisamment grand, in11(7y) —in(y) = ex p"T, ot ek

est lindice de ramification absolu de K.

Preuve. — Posons ug = io(7y), et pour tout entier n > 1,

Up = Up-1 + (ln('Y) - in—l(’Y))/pn~

La premiere assertion signifie que les u,, sont des entiers et la seconde
que U, — Up—1 est constant pour n assez grand. Mais, d’aprés [Win,
cor.3.3.4], les u, ne sont autres que les nombres de ramification en
numérotation supérieure de la Z,-extension K, /K. Alors 1) n’est autre
que le théoreme de Hasse-Arf (c¢f. [Sel, p. 84]) et 2) est aussi un résultat
classique (cf. [Wym, §5]) qui peut s’obtenir soit par la théorie du corps
de classes, soit par des calculs un peu pénibles mais élémentaires. []

REMARQUES.

a) En fait, la preuve de ces résultats sur les nombres de ramification
de l'extension K.,/K est beaucoup plus simple dans le cas particulier
ol nous en avons besoin, celui ou K, est la Z,-extension cyclotomique
de K (supposée totalement ramifiée). Lorsque K est le corps obtenu en
adjoignant les racines 2p-iemes de 1 au corps des fractions de W, un calcul
facile montre que, pour tout n € N, i, = p"*! —1si p # 2 (resp. p"*+? — 1
si p =2) (cf [Sel, prop. 17, p. 85]); le cas général s’en déduit en utilisant
le théoréme de Herbrand (cf. [Sel, p. 82]).

b) L’assertion 1) est aussi un cas particulier d’un théoréme de Sen
[Sen, th. 1]) valable pour tout «automorphisme sauvagement ramifié» de
n’importe quel corps complet pour une valuation discréte & corps résiduel
parfait.
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COROLLAIRE 5.3. — On a

hm Z"(’Y) peK

n—+oo pnt p—1
et pour n suffisamment grand :
int1(7) < (2p = 1)in (7).

Preuve. — On déduit de 2) qu'il existe un entier N tel que

, . Nt PPN —1
Vn >N, in(y) =in(y)+p erT

et la limite est évidente. On a donc, pour n suffisamment grand :

in(7) . _Pex

T 2p-1)

ou encore
in(7) + exp™t < (2p — )in(y),

c’est-a-dire i,11(y) < (2p — 1)in(7) sien outre n > N. ]

5.2. Le calcul de vo(7°+Z) pour s € N, & € E/o(E).
On note vy : E/o(FE) — Z U {oo} 'application définie par :

Vi € E/o(E), wvo(Z) = sup{v(z),z € z}.

Cette borne supérieure est atteinte. Si Z est non nul, vy(Z) est un entier
premier & p, sinon vg(Z) est infini.

LEMME 5.4. — Pour tout entier n premier 4 p, choisissons un élé-

ment Z,, de E/o(E) tel que vo(Z,) = n. Alors tout élément T de E/o(E)
s’écrit de maniére unique sous la forme :

T = Z AnZn, avec Ay € k pour tout n

n>>—oo
(n,p)=1

et vo(Z) est le plus petit entier n tel que A, # 0.

Preuve. — Pour tout n premier a p, choisissons un relevement xz,, de Z,,
dans E tel que v(z,) = n; pour tout n divisible par p, posons z, = 7".
Alors tout x € E s’écrit sous la forme Zn>v(z) AnTpn OU les A, sont des
éléments de k. Par réduction modulo ¢(E), on obtient 'écriture voulue.
Le reste du lemme est évident. []
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LEMME 5.5. — Pour tout s € N, posons ws = [Jo<; . 7" (w)-

1) On a v*(m)/m = ws et, pour tout x € E, v x z = w2y*(z).

2) Si s est une puissance de p, pour tout x € E, 8%z = (w¥y® —1)(x).
Preuve.—L’assertion 1) est immédiate par récurrence sur s et 2) résulte

alors de ce que, si s est une puissance de p,on a 7° = (v — 1) = (y* - 1)
dans k[[7]]. [J

LEMME 5.6. — Pour tout n € Zy, et tout s€ N, on a:
’U(UJ? - 1) = pvp(n) ivp(s)('y)-

Preuve. — Tout n € Z, s'écrit sous la forme p”»(™m avec m unité
p-adique. On a alors :

v(w? — 1) = o™ = 1P ") = prepw™ — 1).

Comme m est premier & p, on a v(w* — 1) = v(ws — 1) =iy, (5 (7). [J
LEMME 5.7. — Pour toutr € N et tout x € E, on a:
1) v(rP" *z) > v(z) +i.(y) avec égalité si (v(z),p) = 1.
2) v(tP" * ) > v(x) + pir(y) si x € o(E).
Preuve. — D’apres le lemme 5.5, pour tout n € Z, on a 77 % 71" =

WS (wprm)™ — 7" = (wpt™ — 1)7™ et, compte-tenu du lemme 5.4, 1) et 2)

sont des conséquences immédiates du lemme 5.6. []

LEMME 5.8. — Soient © € E et T sa classe modulo o(E). Pour tout
seN:

1) Sip|io(7), alors vo(7° x T) = vo(T) + s ip(7Y);

2) Si p ne divise pas io(7y), st i1(y) < (2p — D)io(7y) et si vo(Z) = io(y)
(mod p), alors vo(T° * Z) = vo(Z) + 6(s), ot 0 : Z — Z est application
définie par : pour tout (q,r) € Z?, avec 0 <r < p— 1,

0(a(p — 1) + 1) = qi1(7) — (g — r)io (7).

Preuve. — On peut supposer que Z # 0, donc que vo(Z) est un entier
premier & p.

1) Soit z un relevement de Z dans E tel que v(z) = vo(Z). Si p divise
io(7y), on voit, par récurrence sur s, que, pour tout s € N,

(T *x x) = v(z) + sip(y) ;
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comme c’est un entier premier a p, on a
vo(75 * ) = vo(7° * T) = vo(Z) + sio (7).

2) Supposons donc ig(y) premier & p. En procédant par récurrence, on
peut supposer que s = g(p—1)+r > 1 et que I’assertion est prouvée pour
tous les entiers naturels < s. Distinguons deux cas :

a)Sir#0,ona:
vo(T57 % Z) = vo(Z) +0(s — 1) = v0(Z) + qir(y) — (¢ — 7 + 1)io(7)-
Comme i1 (7y) = ig(7y) modulo p, on a
(T Z) = vo(Z) + (r — Dio(7) = rio(7) £0  (mod p)
et on peut choisir un relevement z de 7°~! x z dans E tel que v(z) =
vo(7°~ ! * 7). D’apres le lemme précédent, on a
v(7* 2) = v(2) +i0(7) = vo(Z) + qir(7) — (¢ — 7+ D)io(v) + 0 (7)
= vo(Z) + i1 (v) — (¢ — 7)io(y)
= vo(Z) + 0(s).
Mais cet entier est congru modulo p & (r + 1)ig(7y) donc premier a p et on
a bien vo(75 * T) = vo(T* 2) = v(7 % 2) = vo(T) + 0(s).
b) Sir=0,alorss>p—1et
vo (" PV % 2) = v0(Z) + (¢ = D (i1(7) —i0())-
C’est un entier congru & io(y) modulo p donc premier & p et on peut choisir
un relevement y de 75~ x Z dans F tel que v(y) = vo(75~ @~V % 7).

Le lemme précédent nous montre, par récurrence sur n, que pour tout
entier n vérifiant 0 <n < p—1, (™ xy) = v(y) +n ig(y). En particulier,

o(TP "t xy) = u(y) + (p— 1io(y) =0 (mod p).
On peut donc écrire 7P~ xy = wp 4w avec wy € o(E) et w € E tels que :
v(wo) = v(rP ™+ y),
et ou bien w = 0 ou bien v(w) # 0 (mod p) et v(w) > v(wy).
On voit que w est un relevement dans E de 7°*Z et que vo(7°*Z) = v(w).
L’assertion 2) du lemme précédent montre que :

v(T * wo) > v(wo) + pio(y) = v(y) + (2p — io(y) > v(y) +i1(7)

tandis que l'assertion 1) montre que v(7P * y) = v(y) + i1 ().
Comme 7P xy = T * wo + 7 * w, on a v(7 * w) = v(7P * y) ou encore

v(w) +io(7) = v(y) +i1(7) = vo(Z) + ¢i1(7) — (¢ — Dio(7).
Donc vo(7% * &) = v(w) = vo(Z) + gi1(y) — gio(y) = vo(T) + 0(s). []
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5.3. Fin de la preuve du théoréme 5.1.
On note E, le corps E muni de sa structure de k[[7]]-module définie
par ’action .

Compte-tenu du lemme 5.5, la proposition 5.2 et son corollaire nous
permettent, quitte a remplacer K par 'extension de degré p" de K
contenue dans L, avec n suffissmment grand et v par 4*" de supposer

que 41(7) —i0(y) = pex et que i1(7) < (2p — 1)io(7).
Soit m l’idéal maximal de I’anneau des entiers de E. Pour tout t € Z,
notons M’ I'image de I'idéal fractionnaire m* dans le quotient E/o(E).
On distingue alors deux cas :

a) Le cas ot p divise ig(y). — On voit, par récurrence sur s € N, que
v(73(m)) = 1+ sig(7y), ol Pon déduit que i,(y) = p™io(y) pour tout
entier naturel n. La suite des i,(7)/p™ est donc constante et, d’apres le
corollaire 5.2, io(y) = pex/(p — 1).

On en déduit que ’ensemble I des entiers i premiers & p tels que
0 <1 <ip(y) a ek éléments.

Pourte€ Z,i €1 et s € N, posons :
Vi, = pt+i+ sio(y).

Pour t fixé, on voit que les entiers l/fys sont deux & deux distincts et

parcourent I’ensemble des entiers premiers a p supérieurs a pt.

Comme, pour tout ¢ € I et tout t € Z, pt + ¢ est premier a p,
Passertion 1) du lemme 5.8 montre que :

VseN, Viel, Vt€Z, wvo(r®mPiti) =pt+i+sig(y)="rvi,.

On en déduit, en appliquant le lemme 5.4, que pour tout ¢t € Z :
(i) le sous-k[[T]]-module M, de E,/o(E,) engendré par les (wPt+% );cr
est libre de rang ey ;

(i) M; =mP* et 7% (M;) = Mt+io(/p,

Comme E,/o(E,) est la réunion des M, le théoréme 5.1 s’en déduit
facilement.

b) Le cas ot p ne divise pas io(7y). — Posons cette fois-ci
I={i€Z|i=io(y) (mod p) et io(y) <i <io(y) + exp}.
C’est encore un ensemble & ex éléments.
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PourteZ,i€1l et seN, posons :
Vi, =pt+i+0(s).

Sise Netsis=gqg(p—1)+r est la division euclidienne de s par p — 1,
ona:
0(s) = qi1 () — (g — r)io(7) = gpex + 1 io(7)

On en déduit que, pour ¢t fixé, la famille des l/f’s est en bijection avec celle
des
fiqr = Pt + 1+ qpex + 1 io(7),

pour i € I, g € Net r € N vérifiant 0 <r < p— 1.

On vérifie qu’ici encore, pour t fixé, ces entiers sont deux & deux
distincts et sont tous premiers & p. L’assertion 2) du lemme 5.8 montre
que

VseN,Viel, Vt€Z, wvo(r°xnPt+i)=pt+i+0(s)=v],

et donc que

(i) le sous-k[[7]]-module M; de E./o(E,) engendré par les (mPt*+);cr
est libre de rang ek .

En regardant les valeurs prises par les entiers p} grr O vérifie aussi que

(i) M; est contenu dans WPT0) et contient mPEHP 0 De plus,
7% (M) contient mP(t+ex+io(n),

Ici encore E, /o (E,) est la réunion des M; et le théoréme 5.1 s’en déduit.
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