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DUALITE LOCALE ET HOLONOMIE
POUR LES D-MODULES ARITHMETIQUES
PAR ANNE VIRRION (*)

RESUME. — L’objet de cet article est ’étude du foncteur de dualité D dans le cadre de
la théorie des D-modules développée par Berthelot en caractéristique mixte. Le premier point
est de dégager les structures nécessaires & une définition satisfaisante de ce foncteur, puis
d’établir le théoreme de bidualité et la commutation de la dualité & extension des scalaires.
Dans un deuxiéme temps, sous ’hypothése d’existence d’un relévement de Frobenius F', on
montre la commutation des foncteurs D et F* pour les D-modules & gauche, et des foncteurs
D et F' pour les D-modules & droite. Un outil essentiel ici est la théorie du foncteur image
inverse exceptionnelle développée par Grothendieck et Hartshorne. La troisieme et derniere
partie est consacrée & 1’étude de la dimension cohomologique de certains D-modules, munis
d’un isomorphisme avec leur image inverse par Frobenius. Grace au théoréme de descente par
Frobenius établi par Berthelot, on déduit une caractérisation homologique de I’holonomie, de
la méme fagon qu’en caractéristique nulle.

ABSTRACT. — LOCAL DUALITY AND HOLONOMY FOR ARITHMETIC D-MODULES. — The
object of this article is the study of the duality functor D in the context of D-modules
developped by Berthelot in mixed characteristic. The first part consists in extracting the
required structures to obtain a good definition of this functor; next we establish the biduality
theorem and prove the commutation of duality to scalar extension. In the second part we
show the commutation of D and F* for left D-modules and that of D and F' for right D-
modules, under the hypothesis of the existence of a pull-back by Frobenius F. An essential
point here is the theory of exceptional inverse image functor developped by Grothendieck and
Hartshorne. The third and last part consists in the study of the cohomological dimension of
some D-modules endowed with an isomorphism with their inverse image under Frobenius.
Through the theorem of Frobenius descent established by Berthelot, we deduce a homological
characterisation of holonomy as in characteristic zero.
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Introduction

Le sujet de cet article est ’étude du foncteur de dualité locale dans le
cadre de la théorie des Df-modules développée par P. Berthelot [Be3] pour des
variétés algébriques X sur un corps k de caractéristique p. Il s’agit d’une part de
prolonger & ce contexte la théorie des D-modules en caractéristique nulle, dans
Pesprit des travaux de Bernstein [Bol], Bjork [Bjl], Kashiwara [Kal], Malgrange
[Mal], Mebkhout [Mel], [Me2], [Me3], [Me4], Saito [Sal], [Sa2], Schneiders [Scl],
[Sc2], [Sc3], ete. D’autre part, il faut s’assurer que ce foncteur est compatible
aux données spécifiques a la caractéristique positive, comme le morphisme
de Frobenius ou certains morphismes d’anneaux d’opérateurs différentiels qui
apparaissent naturellement. On s’attachera d’abord & dégager les hypotheses et
données nécessaires & une définition satisfaisante du foncteur de dualité D dans
ce contexte. On montrera ensuite le théoreme de bidualité et la compatibilité
de D & I’extension des scalaires et & ’action de Frobenius. On étudiera enfin les
propriétés cohomologiques des Df-modules cohérents munis d’un Frobenius (qui
généralisent la notion de F-isocristal).
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DUALITE LOCALE ET HOLONOMIE EN CARACTERISTIQUE p 3

Supposons X relevable en un schéma formel X lisse sur le spectre formel
d’un anneau de valuation discréte V, d’inégales caractéristiques (0,p), de corps
résiduel k, d’idéal maximal m, complet pour la topologie m-adique. Notons X;
sa réduction modulo I'idéal m**1, pour i > 0. On considére alors une famille de
faisceaux d’anneaux d’opérateurs différentiels @gcm) (resp. ngZL)), pour m > 0,
sur X (resp. sur X;), engendrés localement par un nombre fini d’opérateurs
différentiels. On note @gc’") le complété m-adique de Dgcm) et par passage a la
limite inductive sur m, on définit le faisceau DJ&. En tensorisant par Q, on obtient
I'objet central ’DJr de la théorie de Berthelot. C’est un faisceau d’anneaux
cohérent [Be3, 3. 6 1] et de dimension cohomologique finie [Bed, 4.4.7).

De facon plus générale on s’intéresse aux opérateurs différentiels de @

a coefficients dans une Ox-algébre B, munie d’une structure compatible de
D&’Q-module a gauche. La principale motivation pour cette généralisation est
de pouvoir utiliser ces résultats pour les faisceaux d’opérateurs différentiels
a coefficients dans des algébres de fonctions a singularités surconvergentes
[Be3, 4.2]. Rappelons que ces objets apparaissent naturellement dans 'étude de
la cohomologie rigide [Be2]. En effet, soit K le corps des fractions de V, X la
fibre générique de X au sens des espaces rigides analytiques [Ral],etsp: X — X
le morphisme de spécialisation. Si Z est un diviseur de X, on définit dans [Be3]

des Ox-algebres 'E;m) (Z) qui sont naturellement munis d’une structure de @gcm)-
module & gauche. Localement, si f est une section locale de Oy définissant le

diviseur, @:(xm (Z) =2 O{T}/ (7" p), cet isomorphisme étant indépendant
du choix de f (voir [Be3, 4.2.3]). Le falsceau des fonctions sur X & singularités
surconvergentes le long de Z, noté Ox(TZ), est obtenu comme limite inductive
des @fxm)(Z ) et est par conséquent muni d’une structure naturelle de D&—module
a gauche. On considere alors le faisceau d’anneaux D} 1(12)g, ou

. a(m) ~(m)
DI('2) =lim (By " (2) B0, Dy )

(voir [Be3, 4.2.5.3]). Il est cohérent [Be3, 4.3.6], de dimension cohomologique finie
[Hul] et le foncteur sp, transforme un isocristal surconvergent le long de Z en
un DI (1Z)g-module cohérent [Be3, 4.4.3, 4.4.5]. Notons également que Ox('Z)qg
est un D} % g-module cohérent [Be7, 3.1].

Ainsi, les Oy-algebres B introduites ici nous permettront de traiter le cas de
ces anneaux d’opérateurs différentiels.

On va donc s’intéresser aux modules cohérents sur ces différents faisceaux
d’anneaux. Remarquons que certains d’entre eux ne sont pas nécessairement

de dimension cohomologique finie; en particulier les Dggl), pour i > 1, ou les
B® ‘D&’Q lorsque B n’est pas supposé de dimension cohomologique finie.
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4 A. VIRRION

On travaillera donc avec des complexes parfaits (voir [I11]), les notions de
perfection et de cohérence coincidant lorsque les anneaux sont de dimension
cohomologique finie.

Dans un chapitre préliminaire, on détaillera la construction de ces faisceaux
d’opérateurs différentiels et on rappellera un certain nombre de définitions et de
résultats dus a Berthelot et qui seront nécessaires pour la suite.

Le premier chapitre sera consacré a définir un foncteur de dualité D adapté a ce
contexte. La théorie classique de la dualité développée par Illusie [I11] transforme
les complexes parfaits de modules a gauche en complexes parfaits de modules &
droite. On supposera donc que ’on dispose d’axiomes supplémentaires, qui seront
vérifiés dans les cas qui nous intéressent, permettant de définir un foncteur de
dualité & valeurs dans les complexes parfaits de modules a gauche. Notons que
Pon travaillera dans des catégories dérivées sur des anneaux de bimodules dont le
centre ne contient pas de corps, ce qui engendre des difficultés qui n’apparaissent
pas dans le cas complexe. On montrera ensuite le théoreme de bidualité dans
ce contexte et on vérifiera que D commute & 'extension des scalaires. Dans le
cas d’un V-schéma, formel lisse, on en déduira en particulier une suite exacte des
coeffcients universels [CE1].

Sous I’hypothese d’existence d’un relevement de Frobenius F', on montrera
dans le second chapitre que D commute & F™*. Pour ce faire, on utilise la théorie
du foncteur image inverse exceptionnelle F' developpée par Grothendieck et
Hartshorne [Hal], qui fournit une caractérisation infinitésimale des modules &
droite. On montrera que les foncteurs F* et F' sont d’une certaine manieére
compatibles et possédent des propriétés de descente [Bed] similaires, propriétés
qui constituent le point clé du théoreme de commutation.

Supposons ici que & soit un corps parfait, que V = W{(k) et qu’il existe un
relévement de Frobenius F': X — X°. Dans la théorie classique des D-modules,
on sait [Mal] que

dimcoh(Dx) = dim(X),

résultat qui repose en partie sur I'inégalité de Bernstein. De plus, tout Dx-
module cohérent admettant localement une bonne filtration, on peut définir
sa variété caractéristique. On s’intéresse alors aux modules dont la variété
caractéristique est de méme dimension que X, les modules holonomes. Ceux-
ci jouent un role essentiel dans cette théorie, notamment dans la correspondance
de Riemann-Hilbert [Bol].

Dans le cadre de la caractéristique p, les choses sont un peu plus compliquées.
En particulier on ne dispose plus de la filtration par ’ordre sur 'D;CQ, ni de
I'inégalité de Bernstein modulo p, et on sait seulement que Y

dimcoh(DTx’Q) < 2dim(X) + 1.
On se restreint alors & la catégorie des D&’Q-modules € munis d’un isomorphisme
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DUALITE LOCALE ET HOLONOMIE EN CARACTERISTIQUE p 5

& & F*E, les F- i Q-modules On peut alors grace au théoreme de descente
par Frobenius [Be4] leur associer canonlquement une variété caractéristique

définie sur le gradué de CDg(), le faisceau DY X jouant en caractéristique p le
role de Dx en caractéristique 0. On vérifie alors que l'on dispose encore de
linégalité de Bernstein pour les F'- Dl Q—modules cohérents et, par conséquent
d’une définition géométrique de lholonomle [Be6]. Précisons que ces résultats,
établis par Berthelot, ne sont pas encore publiés.

L’objet du dernier chapitre est d’étudier la dimension cohomologique des
F-Di x,g-modules cohérents et de donner une caractérisation homologique de
lholonomle Gréce aux résultats des chapitres précédents, notamment la suite
exacte des coefficients universels et la commutation de DD et F*, on se rameéne
dans un premier temps au cas des Dg?)—modules cohérents. Ensuite, puisque le

faisceau D X , engendré par les dérivations, admet un gradué régulier pour la
filtration par l'ordre, on peut conserver les méthodes utilisées par Malgrange
[Mal] pour Dx en caractéristique 0. On montre donc que les F—@;C’Q—modules
cohérents vérifient les mémes propriétés de dimension qu’en caractéristique 0.
On en déduit notamment que leur dimension cohomologique est majorée par d,
la dimension de X sur k, qu’ils sont munis d’une filtration par la codimension
et qu'un F —D&’Q—module cohérent € est holonome si et seulement

% t _ .
&tD&,Q(E’ Dx’Q) =0 pour 12 75 d.

Cet article est issu des travaux effectués dans la premieére partie de ma these
de doctorat [Vil], [Vi2], et que j’ai parfois modifiés ou améliorés. La seconde
partie donnera lieu & un prochain article, [Vi3], dans lequel je montrerai que I'on
dispose encore du théoreme de dualité relative pour les morphismes propres.
Pour cela je construirai une résolution canonique du type Cech-Alexander qui
jouera le role du complexe de de Rham, [Vi2], [Bel], [112], [Grl].

Je tiens & remercier Pierre Berthelot pour P'attention qu’il a prétée a la
préparation de ce premier article et pour les différentes discussions que nous
avons eues a ce sujet. Je remercie également les membres de 'Institut Henri
Poincaré pour leur accueil lors du semestre Cohomologie p-adiques et applications
arithmétiques, qui a eu lieu en 1997 et durant lequel j’ai rédigé la majeure
partie de cet article. Je remercie enfin le Centre Emile Borel et le Réseau
p-adic methods in arithmetic algebraic geometry, du programme HCM de la
Communauté Européenne, pour le financement de ce séjour.

0. Rappels et définitions

Soit p un nombre premier fixé. On note Z,) le localisé de Z par rapport a
I’idéal (p) et V un anneau de valuation discréte d’inégales caractéristiques (0, p),
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6 A. VIRRION

d’idéal maximal m, complet pour la topologique m- adique. Soient S un Z,)-
schéma (resp. V-schéma formel) et X un S-schéma (resp. schéma formel) lisse.
On supposera, dans le cas formel, que m - Og (resp. m - Ox) est un idéal de
définition de S (resp. de X).

Il s’agit dans ce chapitre de rappeler les définitions des différents anneaux
d’opérateurs différentiels, construits par Berthelot [Be3], que nous étudirons
dans la suite de cet article. On considérera, de fagon plus générale, leur pro-
duit tensoriel sur Ox avec des algebres B sur lesquelles ils opérent, qui seront,
par exemple, des algebres de fonctions a singularités surconvergentes. On rap-
pelera également le théoreme de descente par Frobenius et la majoration de la

dimension cohomologique de certains de ces anneaux en fonction de la dimension
de X (voir [Bed]).

1. Opérateurs différentiels de niveau fini.

1.1. — Soient m, n et r trois entiers. On considere I'immersion diagonale
X «— X"™1/S et on note J(r) I'idéal de Oxr+1,5 correspondant. On définit
en [Be3, 2.1] 'enveloppe & puissances divisées partielles de niveau m (resp. et
d’ordre n) de (Oxr+1/s5,J(r)) et on la note Px (m)(r) (resp. P ) (r)). Pour
i =0,...,r, les projections p; : X"*1/S — X munissent ?}’(m)(r) de r+1
structures de O x-algebre. On définit alors le faisceau des opérateurs différentiels
de niveau m et d’ordre < n sur X relativement a S comme étant le dual O x-
linéaire de P (1) pour sa structure gauche

DY) = Homg (poxP. (my(1), Ox).

Lorsque n varie, on dispose des injections ‘D();ni — ‘D;n,)l, pour n < n/; et le

faisceau des opérateurs différentiels de niveau m [Be3, 2.2.1] est défini par

D¢ = | J DY
neN

Supposons que I'on ait des coordonnées locales t1, ..., t; sur X relativement a S.
On note

Tz=p){(t1)—p8(t1), Z—':l,,d

Alors P% (,,,1(1) est un Ox-module libre de base les

d
B =Bk Nk <o,
i=1

ToME 128 — 2000 — ~° 1



DUALITE LOCALE ET HOLONOMIE EN CARACTERISTIQUE p 7

les Ti{ki}, k; € N, désignant les puissances divisées partielles des 7; [Be3, 1.3.5].
Pour k € N% et Zle k; < n, on note (9'%) la base de Dgzn,)l duale de la base
(z{k}) de P% (my(1)- Pour k € N, les 9™ forment une base de D,

1.2. — Soit (ﬂ(m))mzo un systeme inductif de O x-algébres commutatives,
(m)

muni d’une structure compatible de (D), >o-module & gauche. Alors [Be3,
2.3.5], pour tout m > 0, B(m) ®ox ’D()zn) est muni d’une structure naturelle de
faisceau d’anneaux sur X, telle que les morphismes naturels B(™) — B(™) @,
D();n) et Dg’(n) — Bm) Rox 1)(};") soient des homomorphismes d’anneaux, que
b®1)(1®@P)=b® P pour tousb € Bet P € 'D()}"), et que, pour tout systéme
de coordonnées locales sur X, tout k, et tout b € B(™) on ait

k A 4
(k)Y . - L1 glk—i) (1)
1e8®)-be1) E:{i}g b® 9.
i<k 7
2. Passages a la limite.
2.1. — Supposons que 'on soit dans le cas formel. On note par un indice 4

les différentes réductions modulo ’idéal m**! et, pour tout m > 0, on pose

’\(m) ~ ’\(m) . m
B Roy Dy = (@(Bgm) Rox, 'Dg(i)).

7

Alors les @(m) Qox @;n) définissent un systeme inductif de faisceaux d’anneaux

sur X et on note Bf ®¢, CD} la limite inductive obtenue.

2.2.— Supposons alors, toujours dans le cas formel, que les O x-algebres B(™)
vérifient les conditions suivantes [Be3, 3.1.1] :

a) Pour tout ouvert affine U, T'(U, B(™) est un anneau noethérien.

b) Pour tous ouverts affines U et V tels que V C U, 'homomorphisme
(U, B™) — T'(V, B(™) est plat.

. ; (m) (m) . 3Ms  Sm) .
Alors les faisceaux d’anneaux B'"™ ®¢, Dy, " et B "®p, Dy ~ sont cohérents

~(mHl) A ~(mtl
a gauche et a droite [Be3, 3.1.2, 3.3.4]. Si de plus (B(m+ ) Rox CD&?IJr )) ®z Q est
plat sur (@(m)@)(gx @;n))@)z(@, alors, d’apres [Be3, 3.6.1, 3.5.4], (BT®IDX Dl )©zQ

est cohérent & gauche et & droite et, pour tout m > 0, (Bf ®J{9X @&) ®z Q est

= (m)

un (B ®oy @;n)) ®z Q-module plat.

NoTa BeNE. — Ces hypotheses sont vérifiées lorsque B(™) = O x, mais on ne
sait pas si ‘D} lui-méme est cohérent (voir [Be3, 3.6.1, i]).

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



8 A. VIRRION

3. Image inverse par Frobenius.

3.1. — Soit m un entier. On suppose & présent que ’on se trouve dans 'une
des deux situations suivantes :

1) S est un schéma, muni d’'un m-PD-idéal (a,b,a), et p est localement
nilpotent sur S.

2) S = SpfV et l'idéal maximal m de V est muni d’'une m-PD-structure,
auquel cas on pose a = m.

On suppose de plus que p € a et que I’on dispose d’un morphisme F : X — X'
de S-schémas (resp. formels) lisses tel que sa réduction modulo I'idéal a soit, le
morphisme de Frobenius relatif de Xy = X xg Sy sur Sp, out Sy = V(a).

3.2 (voir [Be4, 2.3]). — Si € est un Dg?,l)-module a gauche, alors F*€ est
muni d’une structure naturelle de @g’”l)—module 4 gauche. Ainsi, si B'(™) est
une O x/-algébre commutative munie d’une structure de Df,?p -module a gauche

compatible, F*B'("™) est munie d’une structure de DU module & gauche
compatible avec sa structure de O x-algebre. On note B™*1 cette O x-algebre
et on a [Be4, 2.3.6] :

ProposiTiON. — F™* induit une équivalence de catégories entre les B/(m) R0,

(m+1)
X

Dg?})—modules a gauche et les Bpp1 Qo D -modules a gauche.

3.3 (voir [Be4, 4.1.1]). — De méme, dans le cas formel 2), soit (B'™),,>0
(resp. (B(™),,>0) un systéme inductif de Oy -algebres (resp. de O x-algebres)
commutatives munies d’une structure compatible de (Dg?f))mzo—module (resp.
(‘Dgzn))mzo—module) 4 gauche et d’un systéme compatible d’isomorphismes
D linéaires F*B/(m) = B(m+1)_ Alors on a

~1(m) ~ (m)

F (8" o, DY) = lim F*(B{"™ ®0,, DY)

et, comme dans le cas algébrique, [Be4, 4.1.3] :

PRrROPOSITION. — Le foncteur F* induit une équivalence de catégories entre les
q g

~ ~ A ~(m+1) ~  ~(mtl
Bl(m) Qo D;T/L)-modules a gauche et les B(m )®Ox ’D;n )-modules a gauche.
Nota BENE. — On verra dans le chapitre II que l'on peut également, a

partir du Frobenius, définir un foncteur pour les modules & droite, induisant
une nouvelle équivalence de catégories.

4. Dimension cohomologique de D&Q.

Supposons encore que 'on soit dans le cas formel §3.1, 2). On note alors

ToME 128 — 2000 — ~° 1



DUALITE LOCALE ET HOLONOMIE EN CARACTERISTIQUE p 9

8§ = SpfV, X le 8-schéma formel considéré, X sa réduction modulo I'idéal a et A
un faisceau d’anneaux cohérent sur X.

4.1.—Soient z un point de X, U un voisinage ouvert de x dans X et M un A~
module cohérent. Rappelons la définition de la dimension cohomologique de M
et de A, au voisinage de ,

o dimcoh, (M) = inf{n € N; V'V C U ouvert, z € V,
pour tout A|y-module N,
on a Ext’_(Mg,N,;) = 0 pour tout i > n}.
o dimcoh(A) = sup{dimcoh, (M), YM un Ajy-module cohérent,
U étant un voisinage ouvert de z}.
Si M est un A-module cohérent, on pose :
dimcoh(M) = sup {dimcoh, (M)},

zeX
fermé

dimcoh(A) = sup {dimcoh,(A)}.
zeX

fermé

On dira qu'un A|j-module P est localement projectif si le foncteur Hom Alu(fP, )
est exact. On vérifie facilement le résultat suivant :

4.2. PROPOSITION.
a) Les conditions suivantes sont équivalentes :

i) dimcoh(M) < n;

ii) pour tout U C X ouvert, M admet localement une résolution de
longueur < n par des Ajy-modules localement projectifs et cohérents.

b) Les conditions suivantes sont équivalentes :
i) dimcoh(A) < n;

il) pour tout U C X ouvert, tout Ajy-module cohérent M admet locale-
ment une résolution de longueur < n par des Ajy-modules localement
projectifs et cohérents.

4.3. THEOREME (voir [Bed, 4.4.4, 4.4.7]). — Supposons que la dimension rela-
tive dx de X sur 8 soit constante sur X. Alors :

i) dimcoh(Dg?)) = dimcoh(@gcm)) = 2dx + 1 pour tout m > 0;
i) dimcoh(D} ®7 Q) < 2dy + 1.
Idée de la démonstration. — Supposons pour simplifier que V = W (k), ou k

est un corps parfait de caractéristique p et § = Spf'V.

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



10 A. VIRRION
i) On considere la filtration m-adique sur @g? ) et ‘Dgg ). Alors, on a
gr™ @g?) ~gr™ ‘Dg?) = ’D()?) ®y k[p],
ol p est la classe (ie p. Ainsi, on a

~(0
dim coh gr‘“DgC) = dimcohgr™ ‘Dg?) < 2dy + 1.

De plus
dim coh @g?) < dimcohgr™ ‘Dg?) < 2dy+1,
~ (0 ~(0
dimecoh DYy’ < dimcohgr™ Dy < 2dy + 1.
Soit J I'idéal de Ox engendré par les coordonnées locales t¥,. .., ¢! et par p. Alors

m = Ox/J est un Dg? )_module cohérent et on vérifie que

~(0
Et2fE DY) £0 et ErZE 0N, DY) £ 0.
X
Donc,
di (0) . @(0) _
imcoh(Dy") = dimcoh(Dy ") = 2dx + 1.
En outre, grace & 1’équivalence de catégories (3.3), on montre par récurrence sur

m > 0 que dimcoh(@gcm)) = 2dx + 1.
ii) Puisque @ est plat sur Z, on a dimcoh(@(ﬂ;) < 2dy + 1. Enfin, par

platitude de DJ&’Q sur @&m{; (voir [Be3, 3.5.4]), on conclut que 'on a la majoration
dim coh(DTxQ) < 2dx + 1.

NotAa BENE. — Rappelons que, comme on ’a vu dans l’'introduction, on
conjecture que dim coh(‘D&’Q) = dx.

I. Dualité, bidualité et extension des scalaires

Cette partie est consacrée a établir le théoreme de bidualité ainsi que la
commutation du foncteur de dualité & ’extension des scalaires, dans la situation
du chapitre 0.

Afin d’obtenir ces résultats pour les différents faisceaux d’anneaux qui nous
intéressent, on les montrera de facon générale pour un faisceau d’anneaux A, ce
qui nous amenera a dégager les structures nécessaires dans le cas non commutatif.
En outre, ces anneaux n’étant pas nécessairement de dimension cohomologique
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DUALITE LOCALE ET HOLONOMIE EN CARACTERISTIQUE p 11

finie, on travaillera avec des complexes parfaits. On rappelle qu'un complexe de
A-modules M est parfait s’il admet localement une résolution & degrés bornés et
a termes localement projectifs de type fini [I11, § 2]. Ainsi, si A est de dimension
cohomologique finie, les notions de perfection et de cohérence coincident.

On considere un anneau de valuation discrete V d’inégales caractéristiques
(0,p), d’idéal maximal m, complet pour la topologie m-adique, S un Z,)-schéma
(resp. un V-schéma formel) et X un S-schéma (resp. schéma formel) lisse.

On supposera, dans le cas formel, que m - Og (resp. m - Ox) est un idéal de
définition de S (resp. de X).

1. Quelques notations et résultats préliminaires.

1.1. — On considere un faisceau d’anneaux commutatifs R et deux faisceaux
de R-algebres plates A et B sur X (non nécessairement commutatives). Notons
f:R— Aetg: R — Bles morphismes canoniques et fixons quelques notations :

o D(9A) (resp. D(A?)) désigne la catégorie dérivée des complexes de A-
modules & gauche (resp. a droite);

o D(%A,B%) (resp. D(A?, BY), resp. D(%A,9B)) la catégorie dérivée des com-
plexes de (A, B)-bimodules (resp. & droite, resp. & gauche) tels que les deux
actions de R induites coincident ;

o Dpori(9A) (resp. Dpare(A9), resp. Dige(A4)) la sous-catégorie pleine de
D(9A) (resp. D(A?)) formée des complexes parfaits (resp. de Tor-dimension
finie), D(.7parf)(.,Bd) (resp. D<"tdf)(.,Bd)) la sous-catégorie pleine de D(., BY)
formée des complexes parfaits & droite (resp. de Tor-dimension finie & droite),
c’est-a-dire localement isomorphes a un complexe borné de bimodules a termes
localement projectifs de type fini (resp. plats) comme B-modules a droite.

Lorsque 'on considerera aussi bien une structure droite qu’une structure
gauche, on remplacera l'exposant g par «*». On notera DP la catégorie dérivée
des complexes a cohomologie bornée et Dgarf la catégorie DpartMDiqs. Notons que
Dgarf est une sous-catégorie de Dpare N D® et que ces deux catégories coincident
lorsque X est quasi-compact.

On a alors, comme dans le cas commutatif [I11, § 7], les résultats suivants.

1.2.1. ProPOSITION. — Sous les hypothéses 1.1, soient & € Db, ((9A) et
F € D°(A,*B). On a:

i) Rﬂ-(omgA(E,H’) € D°(*B);

i) SiF e D?.,parf)(g‘A7* B) (resp. D?qtdf)(gfl,* B)), alors Rﬂ{omgA(E,?) appar-
tient @ Dgarf(*B) (resp. D%, (*B)).

Preuve.
i) Si F € DP(9A,BY) (resp. F € DP(%A,9B)), alors F est un complexe de
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12 A. VIRRION

A @ B%-modules (resp. A ®x B-modules), ot BY est ’anneau opposé. Soit J
une résolution droite de F par des A ®x B%-modules injectifs (resp. A @ B-
modules injectifs). Puisque B est un R-module plat et que R est commutatif, B°
est également plat sur R. Ainsi J est un complexe & termes injectifs comme A-
modules a gauche. Donc

R%omgA(E, F) = Homg,(E,7),

et est muni d’une structure naturelle de complexe de B-modules & droite (resp.
4 gauche), induite par celle de J. De plus, £ étant parfait, il admet localement
une résolution bornée par des A-modules localement projectifs de type fini de
longueur égale & parf.amp(€) (voir [I11]). Done, par dévissage, on se ramene
au cas ou € = A et comme F est & cohomologie bornée, il en est de méme
de ]Rf}{omA(.A, F).

ii) L’assertion étant locale, et DS, (*B) (resp. Dy (*B)) étant une sous-

catégorie triangulée de D®(*B), on peut supposer par dévissage que & est un
A-module localement projectif de type fini. Il est alors localement facteur direct
d’un A-module libre de type fini et on est ramené au cas ou € = A, qui est
immeédiat.

1.2.2. PROPOSITION. — Sous les hypothéses 1.1, on suppose de plus que l’on a

un troisieme faisceau de R-algébres plates C de morphisme structural h : R — C.

Soient € € D}, (%), F € D (41 (A,BY) et § € D°(9B,*C). Il existe dans

DP(*C) un isomorphisme canonique
RHom, (€,F) @% § — RHom, (€,F € G).
De plus si G € Df’. tdf)(gB,*G)), c’est un isomorphisme dans la catégorie

Diye(*€). De méme si F € D{ (%A, B?) et 51 G € Dé’.’parf)(gB,*(‘Z), c’est
un isomorphisme dans D8, ;(*C).

Preuve. — D’apres assertion ii) de la proposition précédente, Rﬂ'{omgA(S, F)
appartient 4 D?;.(B?). Donc le foncteur dérivé

R¥tomg (€,9) ®% —: D°(B,*C) — D(*@)

est bien défini. De plus, ?@“53 G € Db(%A,*C), donc d’aprés 1.2.1, i), nous avons
Rﬂ{omgA(E, F ®% G) € Db(*€). Construisons une fleche :

Rﬂ{omA(E, St) ®% 9 - R:H:OTT&A(S, ?®H’Jd3 9)
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DUALITE LOCALE ET HOLONOMIE EN CARACTERISTIQUE p 13

Supposons que § € D*(9B, €%) (resp. D*(9B,9€)). Soient J une résolution droite
de F par des A ®x B°-modules & gauche injectifs et P une résolution gauche de G
par des B ®x C%-modules (resp. B ®x C-modules) & gauche plats. Puisque € est
plat sur R, P est aussi une résolution de F par des B-modules & gauche plats et
dans D°(*C) on a :

RHom, (€,F) ®% G — Hom,(€,7) @5 P.
De plus, il existe un morphisme naturel de complexes
Hom, (€,9) @ P — Homy (€, @5 P)
d’oti une fleche
RHom, (€, F) @5 § — RHom, (€,I @5 P).

Or J ®p P est une résolution droite de F @3 P, car P est a termes plats sur B.
Donc on a les isomorphismes suivants !

R¥Hom,(€,9 @3 P) — RHom, (€, F @5 P) — RHom,(E,F @3 9).
On obtient ainsi, par composition, une fleche :

R¥Hom, (€,5F) ®% § — RHom,(€,F @3 9).

Il reste a vérifier que cette fleche est un isomorphisme. On se rameéne par
localisation et dévissage au cas ou € est un A-module localement projectif de type
fini, donc localement facteur direct d’un A-module libre de type fini. Il suffit alors
de prendre € = A et on vérifie immédiatement que 1’on obtient un isomorphisme.

De plus, si G € D'(’_,tdf)(g’B, *@), puisque F € Df”tdf) (%A, B?), on a d’une part
F @5 G € Df ap(%;C) et, dapres 1.2.1, i) RHom,(€,F @4 G) € Diy(*C).
D’autre part, toujours d’apres 1.2.1, ii), RHom,(€,F) € Dl(B?). Par consé-
quent, RHom, (€,F) @% G € D{y(*C), d’ou Dassertion.

On raisonne de méme lorsque I € Df . (%A, B) et G € D{ .1 (“B,*C).

1.3. — On considere & présent deux faisceaux d’anneaux commutatifs R et 8,
un faisceau de R-algebres plates A et un faisceau de S-algebres plates B sur X,
de morphismes structuraux f : R — A et g : § — B. On suppose de plus qu'il
existe des morphismes d’anneaux u: R — Setv: A — B telsquevo f =gou.
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14 A. VIRRION

1.4. PROPOSITION. — Sous les hypothéses 1.3, soit &€ € Db, +(%A). On a dans

Db

parf(‘.Bd) des isomorphismes canoniques

R¥om,,_(B & €,B) — RHom, (€,B) —~ RHom, (€, A) &} B.

Preuve. — Vérifions d’abord que ces complexes appartiennent & Dgarf(Bd).

a) Puisque &€ € DY ((%A), par extension des scalaires le complexe B ®} &
appartient a Dgarf(g’B). On applique alors la proposition 1.2.1, ii) en remplagant

R par 8 et A par B. On en déduit que R¥om, (B ®% €,B) € DJ,.+(BY).

b) De méme grace a 1.2.1, ii), ou l'on remplace cette fois B par A,
Rf}fomgﬂ((‘l,fl) € Dgarf(ﬂd) et par extension des scalaires, Rﬂ{omgA(E,A) L B
appartient a DY (B%).

¢) Ici, B n’étant pas supposé plat sur R, on ne peut pas utiliser la proposi-
tion 1.2.1 pour s’assurer que Rf}{omgA(E, B) € Dgarf(‘Bd). On dispose dans le cas
général du résultat suivant, analogue au cas commutatif, et dont on ne donnera

pas la démonstration, celle-ci étant également analogue au cas commutatif.

LEMME. — Soient f : A — C un morphisme d’anneaux, P un A-module
a gauche plat et I un C-module a gauche injectif. Alors I est un A-module a
gauche acyclique pour le foncteur Homg, (P, —).

Reprenons la démonstration du point ¢). Soit J une résolution droite de B
par des B ®g Bp-modules a gauche injectifs. Considérons le morphisme naturel
de A-algebres A — B ®g Bo qui envoie a € A sur v(a) ® 1. Il permet de munir
J d’une structure de complexe de A-modules & gauche. Soit P une résolution
gauche de € par des A-modules & gauches plats. Grace au lemme précédent, on a
I’isomorphisme naturel R}ComgA(E, B) = Homg,(P,7), qui munit Rf]fomgA(E, B)
d’une structure de complexe de B-modules & droite. Les isomorphismes énoncés
nous permettrons de conclure que c’est un complexe parfait & cohomologie
bornée, ce que ’on pourrait démontrer directement, localement et par dévissage.
Construisons le premier isomorphisme.

Pour cela reprenons les résolutions J de B et P de € précédentes. On a alors
les isomorphismes naturels

RHom, (b®% &, B) =~ Homg(BRaP,J
9z A B
2 Homgy,(P,7) = RHom, (€, B),

le deuxiéme isomorphisme étant obtenu par adjonction. Pour définir le second
isomorphisme de la proposition, on définit d’abord un morphisme dans D®(A%),
par fonctorialité & partir du morphisme (A,.A)-bilinéaire v : A — B

Rf}(omgA(E,A) — Rﬂfomgﬂ(é', B).
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Et, puisque RJ{omgA(E,CB) € Db,.«(B?%), par extension des scalaires ce mor-

phisme se factorise par Rﬂ-fomgA(E,.A) oL B — Rﬂ{omgA(S,B) défini dans

Dgarf(Bd). On vérifie enfin localement que c’est un isomorphisme en se ramenant

par dévissage au cas ou € = A.
2. Foncteurs de passage de gauche a droite et de droite a gauche.

Comme on vient de le voir, la théorie classique de la dualité a valeurs dans
un anneau non nécessairement commutatif transforme les complexes parfaits de
modules a gauche en complexes parfaits de modules & droite.

Pour obtenir un foncteur a valeurs dans la catégorie des modules & gauche,
on est donc amené a modifier la définition du foncteur de dualité, et pour cela &
introduire certaines données supplémentaires.

2.1. — Considérons ici deux faisceaux d’anneaux Qg et A sur X, tels que Qg
soit commutatif et A quelconque, et munis d’un morphisme d’anneaux Q4 — A.
On suppose que ’on dispose des données suivantes :

a) Un Og-module wy, localement libre de rang 1, de sorte que ’on peut former
le (04, A%)-bimodule wg ®, A, ot f € Q4 et o’ € A agissent par

w®a— (wf)®a et w®ar— w® (ad).

b) Une deuxiéme structure de A-module & droite sur wq ®¢, A induisant

N

la structure de O4-module définie par la multiplication a gauche et telle que
wa ®o, A, muni de plus de la structure précédente de A-module & droite, soit un
A-bimodule & droite. C’est-a-dire un (A%, A%)-bimodule .

¢) Une involution de A-bimodules & droite §4 : wq ®o, A = wy ®@, A qui
échange ces deux structures de A-module & droite.

Notons a présent w;‘:l le O4-module J{omoﬂ(w,q,o,q) localement libre de
rang 1. Les isomorphismes naturels

A®o, wy' = Homy (wa, A) — Hom y4(wa o, A, A)

munissent A ®g, w;ll d’une structure de A-bimodule & gauche.

On suppose enfin de plus que 'isomorphisme naturel Og-linéaire et A-linéaire
a droite
p:wy' ®o, (Wa®oy A) > A

est également A-linéaire & gauche. On déduit alors de linvolution 64, par
fonctorialité et grace a ¢, une involution de bimodules & gauche 84 sur A®g, w;ll
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16 A. VIRRION

qui échange les deux structures gauches. D’autre part on obtient la A-linéarité
a droite de 'isomorphisme naturel A-linéaire & gauche

P (.A Ry, w;ll) R0, wa AN A,

puisque ¥ = p o (64 ® Ba).
Soient € un A-module & gauche et F un A-module & droite. Alors, via les
isomorphismes

wa ®o, € AN (wA SN .A) Ra &, F ®ao, w;ll AN F®a (A ®Ro, w;ll)

wa Ve, — et — o, w;ll définissent des foncteurs de la catégorie des A-modules
a gauche dans celle des A-modules a droite et réciproquement. Il résulte des
isomorphismes ¢ et ¥ que ces foncteurs sont quasi-inverses. D’ou la proposition :

2.1.1. PROPOSITION. — Le foncteur wa®q, — est une équivalence de catégories
de la catégorie des A-modules a gauche dans celle des A-modules a droite, de
foncteur quasi-inverse — ®g, wy' -

Nous appellerons structures tordues les structures de A-module ainsi obtenues
par tensorisation par wg ou w;l, et, lorsque cela sera nécessaire, nous préciserons
par un exposant «!» qu’une opération s’effectue par l'intermédiaire de ces
structures.

2.1.2. Nota BeNE. — On dispose donc de la A-linéarité a droite et a gauche
pour les isomorphismes ¢ et 1, et de deux involutions 64 et B4 échangeant
les structures tordues avec les structures naturelles de A-modules. En outre on
obtient deux isomorphismes A-linéaires a droite et a gauche

a:wA®oAA®koZIL>A, azgpo((SA@id),

a:(wa®o, A) Oa'(A®gwy') — A, a=ao(5a® Ba)

En caractéristique nulle, 'anneau des opérateurs différentiels usuel Dy, g, et
le faisceau inversible wy = A%X Qk /8" ou dx est la dimension de X sur S,
vérifient ces conditions, avec 04 = Ox, A = Dx/s et wa = wx. En particulier
wx ®ox Dx/s est muni d’une involution qui échange les deux structures de
D x/s-module a droite et qui correspond localement & transformer un opérateur
différentiel en son adjoint (voir [Sal, 1.7]).

De méme ici on dispose, pour tout m > 0, sur 9()}") et wxy = A Q%{/s des
données précédentes (voir [Bed, 1.3.4]).
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2.2. LEMME. — i) Soient € et & deuz A-modules & gauche, F et F' deux
A-modules a droite. Il existe des isomorphismes canoniques :

0:F @€ (wa®o, &) @a (F Do, wy'),
9 . (wA ®o, 8,) ®4& - (wA R0, 8) Ra 8’,
0" :F R4 (F ®wy') — F @4 (F R0, wih).
ii) Si € est un A-module & gauche injectif (resp. localement projectif, resp.
plat, resp. de type fing), alors wqa ®o, € est un A-module & droite injectif
(resp. localement projectif, resp. plat, resp. de type fini). En outre la méme

conclusion s’applique au A-module ¢ gauche T ®¢, w;ll ; lorsque F est un A-
module & droite et vérifie les hypothéses correspondantes.

Preuve.
a) Considérons isomorphisme défini & partir de & :

F R4 (w4 ®oy A) ®a(A®o, wy")) ©a€ > FRAE.
On obtient alors # grace aux isomorphismes naturels suivants
F®Ra ((wA R0 A) @4 (A R0, w;ll)) ®4 &
s (wa @0, A®AE) @4 HT @A R0, wit)
5 (WA @0, €) ®a (F ®a, wih).

Les isomorphismes 6 et 8” s’en déduisent en prenant F = wy o, & et
P ; p : )4
€ =3 ®g,wy , les foncteurs wq ®g, — et — ®o, wy étant quasi-inverses.

b) Puisque le foncteur wa®g, — est une équivalence de catégories, il transforme
un A-module & gauche injectif en un A-module a droite injectif.

c¢) Supposons que & soit localement projectif. Considérons une suite exacte
N — N — N” de A-modules & droite. On veut montrer que la suite

Homy(wa ®a, €,N') — Homy(wa g, €,N) — Hom,(wa ®o, €, N")
est exacte. Or
Hom 4a(wa ®oy, €,N) > Homg, ((wa @, €) o, wi', N ®a, wi')

— Homg,(E,N ®q, wih),

car —®g, w;ll est une équivalence de catégories. Sachant que w;ll est plat sur Oy,
on obtient le résultat annoncé.
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18 A. VIRRION

d) Soient € un A-module & gauche plat, M; et Mo deux A-modules & gauche,
et M; < My un morphisme injectif. Considérons les isomorphismes définis au i) :

07 1 (wa®a, &) ®a My — (wa ®e, M1) ®4 &,
05 1 (wa ®o, &) ©a Mz — (wa @0, Ma) ®4 E.

Comme wy ®g, M1 — wg ®g, M2 est un morphisme injectif de A-modules a
droite, on en déduit que wy ®g, € est un A-module & droite plat.

e) Soit € un A-module & gauche de type fini. Il existe un morphisme surjectif
A-linéaire & gauche 7 : A™ — &, n € N. D’ou, par fonctorialité et exactitude, un
morphisme surjectif A-linéaire a droite

i (t(wA ®o, .A))n — wa ®o, €.
En composant avec 'isomorphisme
8%+ (wa @, A" = (Hwa @0, A))"

qui échange les deux structures droites, on obtient un morphisme surjectif de
(wa ®o, A)™ dans wg @, €, A-linéaire a droite pour la structure naturelle
de wq ®o, A, qui fait de ce dernier un A-module & droite de type fini.

On montre de la méme fagon les résultats analogues pour un module a droite
F et on déduit de ce lemme le résultat suivant :

2.3. COROLLAIRE. — Le foncteur wq ®¢, — est une équivalence de catégories
de Dpare(9A) (resp. Dgarf(gﬂ)) dans Dypart(A?) (resp. Db, (A%)), de foncteur

parf
uasi-inverse — Qe Wy
q Oa¥y -

3. Complexe dual et théoréme de bidualité.

3.1. — Considérons a présent un faisceau d’anneaux commutatifs R, un
faisceau de R-algebres commutatives 04 et un faisceau de R-algebres plates
non nécessairement commutatives A, sur X. Notons les morphismes structuraux
f:R—Aeth:R— Q4. On suppose de plus que 'on dispose d'un morphisme
de R-algebres fY: Q4 — A et qu'il existe un Og-module wy localement libre de
rang 1 tel que (Oq, A, wy) satisfasse les hypotheses 2.1. On peut & présent définir
le foncteur de dualité.

3.2. DEFINITION. — i) Soit & € D} ((%A). On pose

D(€) = RHom, (&, A[dx]) ®o, wy ',

ot dx est la dimension relative de X sur S, et on dit que D(E) est le complexe
dual de €.

ToMmE 128 — 2000 — ~° 1



DUALITE LOCALE ET HOLONOMIE EN CARACTERISTIQUE p 19
ii) Soit F € Dgarf(.Ad). On pose
D'(F) = wa ®o, R%omﬂd (F,Aldx]),

et on dit que D' (F) est le complexe dual de F.

3.3. PROPOSITION. — Le foncteur D (resp. ') est un foncteur de la catégorie
(9A) (resp. D (A%)) dans elle-méme.

parf

Db

parf

Preuve. — En effet, RHom, (€, A) est un foncteur de DY, ;(%4) dans DY, (A%
d’apres la proposition 1.2.1, et on conclut grace au corollaire 2.3. Méme chose
pour D,

3.4. Nota BENE. — Pour calculer ces complexes duaux on utilisera fréquem-
ment la méme résolution de A[dx]|, que nous noterons J. Précisons de quelle
résolution il s’agit.

Soit J une résolution droite de A[dx] par des A ®x A’-modules injectifs.
Comme A est plat sur R, J est un complexe & termes injectifs comme A-modules
a gauche et & droite. Donc d’apres 2.2, J ®q, w;l (resp. wq ®o, J) est une
résolution injective de A[dx] ®q, w;ll (resp. de wy ®g, Aldx]) dans la catégorie
des A-bimodules & gauche (resp. & droite).

De plus, il existe un quasi-isomorphisme 8y : J ®¢, w;ll — I ®o, w;l (resp.
831 wa®e, I — wa®e, J) qui prolonge 'involution 84 : A®g, w;ll — AR, w;ll
(resp. 64 : wa Qe A — wa Vo, A) définie en 2.1.

8.5. PROPOSITION. — Soit € € D} ((%A) (resp. F € D}, ((A%)). Il existe un
isomorphisme canonique

a: D' (wa ®e, &) — wa ®a, D(E)
(resp o' : D(F ®o, wy') — D'(F) @, wz')-

Preuve. — i) Soient € € DY, +(%A) et J la résolution droite de A[dx] introduite
en 3.4. Alors :

lD)’(wA RXo, 8) = wa Vo, fHomAd (wA X, £, j) = f]'fomAd (w,q Ko, E,wa ®o, j)
Le quasi-isomorphisme 65 sur wq ®¢, J induit un quasi-isomorphisme 63 sur le
complexe de A-modules a droite Hom 44(wa ®o, €,wa ®a, J). On obtient donc
un isomorphisme :

D' (wa ®a, €) = Hom 4 (wa ®o, &, (wa ®a, J)),

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



20 A. VIRRION

ol Hom 44 «est pris» pour les structures de A-module & droite tordues. Ainsi,
grace a 2.3, on obtient :

D' (wa ®q, €) = Homg,(€,7) = wa ®o, (Homg,(€,7) ®o, wi')-
D’otut ’isomorphisme «, puisque :
wa ®o, D(E) = wa ®a, (Homg,(€,7) ®a, wy').
ii) On définit de fagon symétrique o’ grace a (.

3.6. THEOREME. — Soient € € DY, ((9A) (resp. F € D}, ((A%)). Il existe dans

Dgarf(gfl) (resp. DY, (A%)) un isomorphisme canonique :

1: € SDoD(E) (resp. M : F D oD(F)).

Preuve. — i) Construisons une fleche
L2 & — RHom,, (RHom, (€, Aldx]) ®o, wit Aldx]) ®o, wi'

Soit J la résolution droite de A[dx] introduite en 3.4. Considérons le mor-
phisme A-linéaire & gauche défini par ’évaluation :

ev : & — Hom 4q(Homg,(E,7),7).
Gréace a 2.1.1, on a un isomorphisme A-linéaire a gauche :

Hom 44 (Homg,(€,9),9) — Homg, (Homg,(€,9) ®a, wi', (I ®a, wi')).

On déduit alors du quasi-isomorphisme (5 sur J ®g, w;ll qui échange les deux
structures de A-module a gauche 3.4 un morphisme :

ev: & — Homg, (Homg,(€,7) ®o, wy',I ®o, wz')

ou la structure gauche sur J ®g, w;l utilisée pour ﬂ{omgA est la structure
naturelle. Ainsi puisque, par définition :

Do D(E) = Homg, (Homg,(€,T) ®a, wyi',T) @, wz',

on obtient le morphime ¢ : € — D o D(E).

On montre que c’est un isomorphisme en se ramenant au cas ou € = A, par
localisation et dévissage.
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ii) De la méme facon, pour ¥ € D} (A%), on construit un morphisme

(:F - D oD'(F) & partir du morphisme d’évaluation
ev : F — Homg, (Hom 44(F,7),7),

puis grace au quasi-isomorphisme 65 sur wq ®@, J qui échange les deux structures
de A-module a droite et on montre que c’est un isomorphisme en se ramenant
au cas ou F = A, par localisation et dévissage.

3.7. PROPOSITION. — Les isomorphismes de bidualité sont compatibles avec les
isomorphismes o et o' qui transforment la dualité a gauche en dualité a droite.

Preuve. — Soient € € D} ((%A) et F € D, ;(A%). 1l s’agit de vérifier que les
diagrammes naturels suivants sont commutatifs :

’

WA @, & ———— I oIV (wq ®o, E)

(3.7.1) ae | | e
wa R, Do ]D)(g) L—) D’(wA R, ]D)((CJ)),

F ®0, Wi v Do D(F @, wy')

(3.7.2) L®Mj lmwrl

r—1

D' oD (F) ®a, wy' SRR D(D'(F) ®o, wi')-

La vérification de ces deux commutations est laissée au soin du lecteur. Il ne
s’agit en effet que d’expliciter chacune des fleches et de faire les calculs explicites.

4. Compatibilité a I’extension des scalaires.

4.1. — On considere maintenant des faisceaux d’anneaux Qg, Op, A et B
sur X, un Qg-module wy, un Oz-module wg, localement libres de rang 1, tels que
(Oa, A, wa) et (Op, B,ws) satisfassent les hypotheses 2.1. Notons f0 : Oq4 — A et
g° : Og — B les morphismes d’algebres considérés. Supposons de plus qu’il existe
des morphismes d’anneaux w : Qg — Og et v: A — B tels que vo fO = g° o w,
que wg = wy ®e, Op et que le morphisme :

id®v:wA®oAA—>wA®oA3%’WB®033

soit semi-linéaire par rapport & v pour les structures de A-module & droite
tordues. C’est-a-dire que pour tous a,a’ € A et x € wy, on a :

(id@v)((z@a)t-d') = ((z@v(a))" - v(a)).
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De méme puisque

w;l = Hom,,_ (ws, Op) = f]-(omoB(wA ®o, Os, 0p)
=) U-Comoﬁ(wA, 08) & O0p ®o, Wy,

le morphisme naturel suivant est semi-linéaire par rapport a v pour les structures
de A-module a droite tordues

v®id: A Qg wy' — By, wy 2B Ro,ws -
On obtient alors un isomorphisme naturel de B-modules & droite (resp. & gauche)

ve/a: (wa ®g A) ®aB = wa ®o, B = wp ®o, B.

(resp. ep/a 1 B ®a (A ®owy') — B Ro, wy').

4.2. PROPOSITION. — Soient F € D~ (AY) (resp. D, +(A%)). Il existe dans

D~ (9B) (resp. Dgarf(gB)) un isomorphisme canonique :

ns/a: BOY (FRowy') = (FO%B) oy wg'
Preuve. — Soit P une résolution gauche de F par des A-modules & droite plats.
On dispose alors des quasi-isomorphismes suivants
P @A (B R0, wg') — (PRaB) ®o,wy' — (FRYB) ®o, w3,
B Oa(P@o,wg') — B&R(F o, wy')-
Il reste donc & construire un isomorphisme de complexes :
B &4 (PR, wy') — P @A (B Ro, wz').
On considére alors les isomorphismes composés (idp ®35) 0 6 :
B (PR, wyi') —= POA'(B G0, wy')
PR (BRowy') 2P A (BRo, wg')-
Nota BENE.—Soient (Qq4, A, wa), (0, B,ws) et (O¢, C,we) vérifiant 2.1 et tels
que ((O4, A, wa) et (Op, B,ws)) (resp. (Op, B,ws) et (O¢, C,we)) vérifient (4.1).
Alors (04, A,wa) et (Oc, C,we) vérifient également 4.1. En effet, d’une part :
we = wp o, Oe = (wa ®o, 08) ®o, Oe = wa ®o, O,
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et d’autre part, puisque c¢;5 0 €3/4 = €¢/a €t que B4 est une involution, on a :

Nle/A = Tle/B © NIB/A-

4.3. — Montrons & présent que le foncteur de dualité commute a ’extension
des scalaires. Pour cela, toujours sous les hypotheses 4.1, reprenons deux
faisceaux d’anneaux commutatifs 8 et R, supposons que Q4 (resp. Op) soit une
R-algebre (resp. S-algébre) commutative de morphisme structural h : R — Qg
(resp. k: 8 — O3p) et que A (resp. B) soit une R-algebre (resp. S-algebre) plate
de morphisme structural f : R — A (resp. g : § — B). On suppose enfin qu’il
exite un morphisme d’anneaux u : R — 8 tel que kou = w o h. On a donc le
diagramme commutatif suivant :

h f°
R Oa A
8 . Os - B

4.4. PrROPOSITION. — Soit € € D} ((%4). Il eziste dans DS, (9B) un
isomorphisme canonique

p:BRLDE) = D(B Y E).

Preuve. — On a
BRLD(E) = B % (RHom, (€, Aldx]) ®o, wi').
Or on a un isomorphisme 7g,4 dans Dgarf (9B) d’apres la proposition précédente :
B @Y% (RHom, (€, Aldx]) ®o, wy') = (RHom, (€, Aldx]) ®% B) ®o, wi'-
Eliminons le probleme du décalage. A multiplication par —1 prés on a :
B @Y% (RHom, (€, Aldx]) ®o, wy') = (RFHom, (€, A) @ b)[dx] ®o, w3
De la proposition 1.4, on déduit I'isomorphisme dans Dgarf(g‘B) :
(RHom, (€, A) @% B)[dx] ®o, wg' = RHomy(B &% €, B)[dx] ®e, wy -
Toujours & multiplication par —1 pres on a :
RHomy(B @4 €, B)[dx] ®o, wg' = RHom(B ®Y €, Bldx]) ®o, wg'-
On obtient ainsi le résultat énoncé.
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4.5. COROLLAIRE. — Soit F € D? .(A?). Il existe dans DP_ .(B?) un

parf parf
isomorphisme canonique
u D (F) @Y B 5 D(F Y B).
Preuve. — 11 suffit d’apres 2.3, de montrer qu’il existe dans Dgarf(gB) un

isomorphisme canonique :
(D'(F) 8% B) ®o, wp' — D'(F % B) ®o, wy'
que 'on définit & partir de p grace aux isomorphismes 73,4 et o’ (voir 3.5).

4.6. — Soit u : S — R un morphisme de Z)-schémas (resp. de V-
schémas formels). On considére deux morphismes de schémas (resp. formels)
lissesh: X — Retk:Y — S et un morphisme w : ¥ — X tel que how = uok :

y -2 X
4
S — R.

On se donne un faisceau d’anneaux A (resp. B) sur X (resp. Y), un mor-
phisme d’anneaux f° : Ox — A (resp. ¢° : Oy — B) et un Ox-module
(resp. Oy-module) localement libre wyq (resp. ws) tels que (Og, Ox,A,wx) (resp.
(0s,0y,B,wsp)) satisfasse 3.1 et que wp = w*wy. Notons encore

wiw thTOR - kT 04, hiw 'hT'OR - wl0x, ki k7105 — Oy,
wiw 0x - Oy, fOrwlOox w4

les morphismes canoniques. On suppose alors enfin qu’il existe un morphisme
d’anneaux v: w™rA — B tel que vo fO = g% ow et que :

id®v : wq ®g, v A — wy ®0, B

soit semi-linéaire par rapport a v pour les structures de A-module a droite
tordues. On dispose donc du diagramme commutatif suivant :
—1;-1 h -1 £ -1
w h™ 0p — w O0x — wjy

0 TR B

kl0g 0y — B

De plus (w™lh710g,wl0x,w A, wlwy) et (Os,0y,B,ws) vérifient les
hypotheses 4.3 sur Y. On déduit alors de la proposition 4.4 que le foncteur de
dualité est compatible aux morphismes de schémas (resp. de schémas formels).
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4.7. COROLLAIRE. — Sous les hypothéses 4.6, si € € DY, +(%A), alors il existe

dans D?

part (YB) un isomorphisme canonique :

Bl wD(E) 5 D(B ek, wle).
A A

Preuve. — Puisque w™!

d’apres 4.4, on a

est un foncteur exact, w™'€ € D} (9w~ A) et

B, Dw '€) = D(BRY_, wle).
A A

De plus, D(w™1€) = Rf]{omgw_lﬂ(w“lﬁ, wAldy]) ® -1, wlwy" et on aun
morphisme canonique :

w? Rf}{omgw_lA(é',A[dy]) — R¥Homg _,, (we, wlAldy)).

On vérifie alors localement et par dévissage que c’est un isomorphisme.

4.7.1. — On a le résultat analogue pour F € D}, ((A%).

5. Applications aux opérateurs différentiels.

5.1.— Supposons & présent que 1’on soit dans le cas formel. Notons 8 (resp. X)
le V-schéma (resp. 8-schéma) formel (resp. lisse) considéré et S; (resp. X;) sa
réduction modulo idéal m**! pour tout entier 7 > 0. On a donc les diagrammes
cartésiens suivants :

Xi — Xin Xi — X
| o | @ |
Si —— Siy1, Si — 8.

Soit (‘B(m))mzo un systeéme inductif de Oy-algeébres commutatives plates sur Og,
muni d’une structure compatible de (D§™),,>¢-module & gauche. Notons B{™
la réduction de B(™) modulo I'idéal m“t! pour tout i > 0, et (@(m)@ox@&m))mzo
le complété m-adique du systéme inductif de Ox-algebres (‘B(m) ®0y ‘Dgcm))mzo.

Fixons un entier m > 0. Soient

d 1 4 1
wx=/\Qx/3, wi:/\QXi/Sz"
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ou d est la dimension relative de X sur 8. On a, pour tout ¢ > 0, les isomorphismes
Ox,-linéaires canoniques (voir [Be3]) :

B Rox, ‘DE?Z) = 0x, Qoy (@(m)@mx@&m)), w; = 0y, o, wx,
B ®ox, DY 2 Ox, oy, (B ®ox,,, DK,).
w; = OXi ®Ox~+1 Wi+41-

Considérons I'involution 6, sur w; ®¢ X, ‘D(X ™) qui échange les deux structures de

’Dg;n) module & droite (cf. [Be4, 1.3.4. 1]) L’isomorphisme naturel ‘D( ") linéaire
a droite :

w;i oy, (3§m) Rox, Dgz‘)) SAdN ‘Bgm) Rox, (‘-Ui Rox, Dg?:))

permet de définir sur w; oy, (Bgm) oy, ’Dg?il)) une deuxiéme structure de
Bgm) oy, D()?:)—module a droite et une involution 6, = id ®6,,, que ’'on note
encore 6,,. Par passage & la limite on vérifie que wy ®o, (@(m) ®0y @gcm)) est
également muni d’une deuxiéme structure de B(™ R0y @&m)—module a droite

et d’une involution 6™ qui échange ces deux structures. On vérifie, par des
calculs directs en coordonnées locales, que (Og;, Ox;, ﬂ(m) Rox, D(":) ,wi) (resp.

(Os, Ox, Bm) R0y D( ,wx)) satisfait, pour tout ¢ > 0, les hypotheses 3.1 sur X;
(resp. sur X).

Reprenons le diagramme (1) (resp. (2)). On en déduit alors que
(OS OX17 ) ®Ox D()?l ,(4}1) (OSH.lv OX-H.] b B(+1 ®Ox +1Dg( _3_1 7wl+1)

(resp. (Og,, Ox,, Bgm)®oxi ’D(;:), wi) et (Og, Ox, @(m)@)ox@&m),wx)) vérifient 4.5.
Ainsi grace au corollaire 4.7, on obtient les commutations suivantes :

5.2. COROLLAIRE. — Sous les hypothéses 5.1, pour tout ¢ > 0, on a :

i) Soit € € Dparf(gﬂ(+1 ®ox,,, ’Dgg?rl). Il existe un isomorphisme canoni-

que
L ~ L
05, ®%,,, D(E) = D(Os, 85, &)
dans Dparf(ngm) Roy, ‘Dg?z)).

ii) Soit € € Dgarf(gﬁ(m)®ox@g€m)) Il existe dans D°
un isomorphisme canonique

(ngm) ®ox, Dg(":))

parf

05, ®, D(€) = D(0g, ®%, €).
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Preuve. — Posons D; = Bgm) Rox, QDS?Z) et D= @(m)@ox@&m). D’apres 4.7,

on sait que, si € € Db ((9Diy1),

D; @%,,, D(€) > D(D; ®%,,, €)

141 i+1

et si & € DY, ((9D),

D; ®% D(€) = D(D; @4 €).
Les diagrammes (1) et (2) étant cartésiens, on sait que
D; = 0x, ®ox,,, Di+1 = 0s, ®os,,, Dis1,
D; =2 0x, ®o, D = 0g, ®o, D.

Par hypothese, D;11 est plat sur Og,,, pour tout ¢ > 0, et D est plat sur Os.
Donc on a

Di = OS@ ®OS,;+1 ®2+1 - OS; ®OS D.
On obtient alors le résultat annoncé.
5.3. — De plus, si m’ > m, 'homomorphisme canonique
wx @0y DYV — wx @, DY)

est linéaire pour les structures de @&m)-module a droite définies par w+. En effet,
il suffit de le vérifier localement, ce qui est immédiat d’apres la description de
celles-ci en termes d’opérateurs adjoints. On vérifie de méme que ’homomor-
phisme canonique

)

A( —~ ~ ~ N o~ ~(m/
wx ®oy (B " ®ox®§§”)) — wx ®oy (3(7" )®ox9& ))

est @(m)@)ox@&m)—hnéaire a droite pour les structures tordues. Ainsi

)

(Os,ox,@(m,@ox@&m,),Wx) et (Os,ox,@(m ®ox93gcm),mc)

vérifient 4.1 et 4.3 sur X. On déduit alors de la proposition 4.4 le résultat suivant.

5.4. COROLLAIRE. — Sous les hypotheses 5.1, si m' > m, et si & est un élé-
ment de Dﬁarf(gi’g(m)@ox@&m)), alors il existe dans Dgarf(f’@(m )®ox@;(xm,)) un

1somorphisme canonique

NN
(B ®OXDX )®(’£(m)§ox5&m)) (8)
~ 3™ s Hm)y oL
D((B D ()~ o~ &).
(( ®Ox X )®(B( )®ox‘Dgcm)) )
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NoTaTIONS. — Soit A un faisceau sur X muni d’une structure de Oy-module.
On pose :

Ag=A®zQ.

(m)

5.5. COROLLAIRE. — Sous les hypothéses 5.1, si € € Dgarf(gﬁ @Ox@gg"))

et si Dg est le dual & valeurs dans (gﬁ(m)@)ox@(xm)) ®Q, on a un isomorphisme
canonique

Do (€ ®z Q) — D(€) ®z Q.

Nota BENE. — Ceci se déduit aussi directement de 1.2.2, du fait de la platitude
AMa  Hm),

de Q sur Z. En effet, posons A =B " ®0, Dy~ ; alors

]D)Q(g ® ZQ) Rj{omg (8 Rz Q"AQ) ®Ox0 <“)A Q[dX]

et d’apres 1.2.2, on a les isomorphismes dans Dparf (.Af’Q)
RﬂfomgAq(ﬁ ®z Q, Ag) = RIlom, (€, Ag) = RHom, (€, A)g.
5.6. — Soit my € N. On pose :
. ~(m)
5 &}, Dl = lim (3

m>mg

Bo, D).
Ainsi, on a :

. Sm)~  ~
B! @l Dig=B"® DiwzQ= lim (B 80,DY" ©zQ).

m>mgo

Alors, par passage a la limite, (Os g, Ox g, B ®o liQ,wx @) satisfait 3.1 sur X
et on vérifie aisément que

~(m) ~
(05,0, 0x¢:B" ® 5, Dhgrwxe) et (950,0x0:B B0, DYY, wrg)

vérifient 4.1, pour tout m > my. Si (M) € Dgarf(@(mt))@(?x,q@g?&))’ on pose :

m) ~
(m) (3 ®OXD&mé) ®%§(mo)§ B(mo)) 8(m0)7 Vm > mo,

tet (mo)
(B"® g D Q)®(B(m0)® ﬁ(mw)e .

gzli_m>£(m -~

m>m0

On déduit alors directement de la proposition 4.4 le corollaire suivant.

ToME 128 — 2000 — ~° 1



DUALITE LOCALE ET HOLONOMIE EN CARACTERISTIQUE p 29

5.7. COROLLAIRE. — Sous les hypothéses de 5.1, il existe un isomorphisme

canonique dans Dgarf(gg’r ®ng CD&’Q) :

~, (Bt el DL ) ek (mo)
D(€) — (B' ®u, Dxq) ®(g<mo>§ox5%ﬂ) D(e™).
5.8. Suite exacte des coefficients universels.

Reprenons les hypotheses 5.1; supposons que § = SpfV, que les Ox-algebres
B(m) vérifient les conditions a) et b) de [Be3, 3.1.1], pour tout m > 0, et que les

faisceaux d’anneaux @(m)@)ox@&m) sont de dimension cohomologique finie.

On sait alors que les @(m)@)ox@&m) sont cohérents & gauche et & droite (voir
[Be3, 3.3.4]) et que les catégories

D (4B B0, DY) et DO, (4B

parf

@)Ox@f(xm))
coincident (chap. 0, §4.3).

Soit Xy la réduction de X modulo m et k le corps résiduel de V. Notons
respectivement D et Dy les foncteurs de dualité relatifs a B(m)@)ongCm) et
B(()m) ®ox, D(;;), et posons

D =B™ o, DY, Do =B ®o,, DY .

On déduit alors du corollaire 5.2 la suite exacte des coefficients universels
suivante.

b

coh

COROLLAIRE. — Soit € € D?_ (D). On a la suite exacte

0 — Do @p H (D(E)) — H*(Do(Do ®% €))) —> Tork (Do, HTH(D(E))) — 0.
Preuve.—On déduit de [CE1, VI, 3.3] la suite exacte des coefficients universels
0 — kv (D(E)) — H' (k% D(E)) — Tory(k, HTHD(E))) — 0.

Puisque @gcm) est sans p-torsion et que par hypothese B(™) est plate sur V, D est
plate sur V et le morphisme naturel k®“{7‘D — k®vyD est un quasi-isomorphisme.

De plus, k£ @y D = Dy. Ainsi d’une part, on a ’isomorphisme Dy-linéaire
k @y H' (D(E)) = Do ®p H*(D(E)),
et d’autre part dans Dgarf(’Do) les isomorphismes

k@Y D(E) =5 Do @5 D(E), Dok @Y% &) =5 Do(Do @ &).
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Or d’apres 5.2, ii), il existe un isomorphisme canonique
k@%D(E) = Dok Q% &).
On obtient ainsi des isomorphismes Dy-linéaires
H (k @5 D(E)) = H (Do(Do @ €)),

TJory(k, H' T (D(E))) = Tork (Do, HTH(D(E))).

5.9.— On vérifie facilement que tous les résultats énoncés dans ce paragraphe
pour les modules & gauche restent valables pour les modules & droite.

I1. Dualité et Frobenius

On reprend les hypotheses du chapitre 0, § 3.1 & savoir : soit m un entier. On
suppose que l'on se trouve dans I'une des deux situations suivantes :

1) S est un schéma, muni d’'un m-PD-idéal (a,b,), et p est localement
nilpotent sur S.

2) S = SpfV et l'idéal maximal m de V est muni d’une m-PD-structure,
auquel cas on pose a = m.

On suppose de plus que p € a et que I’on dispose d’un morphisme F : X — X'
de S-schémas (resp. de S-schémas formels) lisses tel que sa réduction modulo
I'idéal a soit le morphisme de Frobenius relatif de Xo = X xg Sy sur Sy, ou
So = V(a).

On suppose enfin que S est localement noethérien, afin de pouvoir utiliser
les résultats de Grothendieck sur I'image inverse exceptionnelle tels qu’ils sont
développés dans [Hall.

Il s’agit d’abord d’établir la commutation du foncteur de dualité & 'image
inverse par Frobenius. Pour cela, on introduit le foncteur F*, défini en [Hal]
sur les complexes O x-cohérents, et dont I’action sur les D-modules & droite
est comparable & celle de F* pour les D-modules & gauche [Be4]. On montre
également la compatibilité de l’isomorphisme de bidualité (chap.I, §3.6) a
P’action de Frobenius.

1. Les foncteurs F* et F".

On supposera dans ce paragraphe que 'on se trouve dans le cas algébrique.

1.1. — Nous avons vu dans le chapitre précédent que la dualité transforme
naturellement un D-module & gauche en D-module & droite. Pour que la catégorie
des modules a gauche soit stable par dualité, on a utilisé le faisceau dualisant wx,
qui est, dans notre contexte, muni d’une structure de D-module a droite. D’autre
part, on sait que le foncteur F™* préserve la structure gauche (chap.0, §3).
Introduisons donc & présent un foncteur pour les modules & droite.
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Nota BENE. — Il faut noter que dans cette situation il ne suffit plus de
donner I'action des dérivations pour définir une structure de Dg}n)-module sur
un Ox-module. On utilise alors l'interprétation en termes de stratifications et
costratifications (voir [Be3, 2.3] pour les modules & gauche et [Be4, 1.1] pour les
modules & droite).

1.2. — Soient Y un schéma localement noethérien, et f : X — Y un
morphisme fini. Considérons le foncteur image inverse exceptionnelle pour les
morphismes finis f’ défini en [Hal, III, § 6]. Lorsque f est un homéomorphisme,
f* est simplement donné, pour tout M € D*(Y), par

M = RHom_ (0x, M)
Oy

vu comme objet de DT (X).

C’est le cas pour le morphisme de Frobenius. En effet la réduction de F' modulo
I’idéal a étant un homéomorphisme et, a étant un nilidéal par hypothese, F' est
encore un homéomorphisme.

De plus, puisque Ox est localement libre de rang fini sur Ox/, si M est un
O x/-module quasi-cohérent, alors

F'M = M®o,, 0%, ot 0% =%Hom,  (0x,0x)

et F*M est un Ox-module quasi-cohérent. Donc, si M appartient & Djl’c(X ,

alors F*(M) € D{,(X), la catégorie dérivée des complexes bornés inférieurement
de Ox-modules & cohomologie quasi-cohérente.

1.3. ProOPOSITION (cf. [Be4, 2.4.1]). — Soit F un Dg}’,’)-module a droite. Alors
F*F est muni d’une structure naturelle de ’D()Q"H) -module a droite.

1.4. PrROPOSITION (cf. [Bed, 2.4.2]). — Il existe un isomorphisme naturel ¢ :
wx — FPwx:, indépendant de m, et fD(;LH)—lméaire a droite pour tout m > 0.

1.4.1. — Ce résultat utilise d’une part la définition des structures de D-
modules & droite sur wx et wx: par les costratifications (voir [Be4, 1.2.1]) et
d’autre part la transitivité de 'image inverse exceptionnelle (voir [Hal, III]).

1.5. — Considérons maintenant la situation plus générale ou les faisceaux
d’opérateurs différentiels sont & coefficients dans une O x-algebre B.

Soient B’ une O x-algébre commutative, munie d’une structure compatible
de CDg;',l)-module 4 gauche et notons B = F*B’. On a vu au chapitre 0, §3.2,
que B est munie d’'une structure de ’D();nH)-module a gauche compatible avec
sa structure de Ox-algebre et que le foncteur F™* induit une équivalence de
catégories entre les B'®o,, Dg?,’)—modules a gauche et les B®o, D()?H'l)—modules
& gauche. Voyons maintenant ce qu’il en est pour les modules & droite.
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1.6. Remarque (voir [Be4, 2.4.5]). — Le foncteur F” définit un foncteur de
la catégorie des B’ ®o,, ‘Dg?f)—modules a droite dans celle des B ®o, Dg}nﬂ)-
modules & droite.

Notons que, si F est un B’ Qo,, D()?f)—module a droite, puisque B = F*B’
et que F est un B’-module, F*F est muni d’une structure de B-module grace &
I’isomorphisme d’adjonction

F’F = Homg _ (0x,%F) — Homy (B, ).

1.7. ProposiTiON (cf. [Bed, 2.5.2]). — Il existe un isomorphisme canonique
B ®ox 'Dg;nﬂ)-bilinéaz’re d gauche et & droite

B @0, DY 5 F*F(B' @0, D).
1.7.1. — Remarquons que ’on dispose d’isomorphismes bilinéaires :

F*F* (B ®o,, DF) 5 0x ®o,, (B' ®o,, DY) ®o,, 0%

= FPPF*(B' ®o,, D).

Ainsi, Ox étant localement libre de type fini sur Ox/, F*(B’' ®cy CD()?)) (resp.
F*(B' ®o,, D()?,L))) est un B ®o,, ‘Dg}nﬂ)—module a gauche (resp. & droite)
localement projectif de type fini.

1.8. — Ainsi, et puisque les foncteurs F* et F” sont exacts, on a déduit de
[Be4, 2.3.6], puis de 1.6 les résultats suivants :

1.8.1. COROLLAIRE. — Le foncteur F* induit une équivalence de catégories
entre les catégories Dparf(gB/ R0y 93(;,‘)) et Dpar(9B @y Dg}nﬂ)).

1.8.2. COROLLAIRE. — S0it F dans Dpare(B’ ®0,, Dg}'f)d). Alors F*F appar-
tient & Dpars(B ®o, DY),

1.9. PROPOSITION (cf. [Bed, 2.4.3, 2.4.4 et 2.4.5]). — Soient & un B’ ®o,,
@g?,l)-module a gauche et F un B’ ®o,, Dg??)-module a droite. Il existe des
isomorphismes canoniques B Qo ’Dg?lﬂ)-lz‘néaires :

1) ne: F*(wx: ®aoy, &) — wx oy F*E,

i) ng: F'T ®oy wy' — F*(F R0y wxt)
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1.9.1. — Précisons quels sont ces isomorphismes :
i) Soit ¢! : FPwyx/ — wx lisomorphisme CD;”H)—linéaire a droite introduit
en 1.4. Alors ng est I'isomorphisme composé de 'isomorphisme naturel :

Fb(wX/ oy, 8) = Fb(wX/) ®ox F*E
et de I'isomorphisme :
el ®id: F (wx:) ®oyx F € 5 wx ®oy F*E.

ii) Il suffit de considérer I'isomorphisme précédent pour € = F®o,, w}}, puis
de le tensoriser avec w;cl.

1.10. CorOLLAIRE (cf. [Bed, 2.4.6]). — Le foncteur F” est une équivalence
de catégories de la catégorie des B’ ®0y @g?f)—modules a droite dans celle des
B ®oy iDg?hLl)-modules a droite.

Par exactitude des foncteurs considérés, on déduit immédiatement de 1.9
et 1.10 :

1.11. PROPOSITION. — Soient £ € Dpa,f(gB’@)ox/ ’Dg?,’)) et F € Dpart(B' ®o0,,
Dg?,’)d). Il existe des isomorphismes canoniques B o, ‘Dg;nﬂ)—linéaires :
i) ne: FP(wx ®o,, &) — wx ®oyx F*E,

ii) 75 : F*F Qo, wy' — F*(F ®o,, wy)-

1.11.1. COROLLAIRE. — Le foncteur F” est une équivalence de catégories de
Dpari (B’ ®o,, DY) dans Dyar(B @0y DI4).

1.12. — Revenons 3 l’isomorphisme 1.7 en prenant B’ = Ox,. On a un
isomorphisme D;"H)—linéaire a gauche et a droite :

rD(mH) F*Fb’Dg?f)
notons-le 1. On obtient donc un isomorphisme de Dg?“’l)—bimodules a droite :

ld®’l/) wx ®ox ‘D(m+1) ——>wX Rox F FdD( ),

et, puisque Fb‘Dg{, est un ‘Dg?f)-module a gauche et un CDS;"H)—module a droite,
grace 4 1.9, on a :

ntwx oy F* ‘D("f) SNy (wxf Q04 Fd® )).
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Enfin, on a un isomorphisme naturel :
Fy(wx: @0y, FyDY)) = Fy(Fylwx: ©o,, DRY))-
Notons f I'isomorphisme de ’D();nﬂ)—bimodules a droite obtenu par composition :
frwx ®ox DY 5 FY (Fi(wx ®o,, DEV)).

On dispose de plus sur wx ®oy @g}"H) et sur wx’ ®o,, ‘Dg?f) d’involutions

qui échangent les deux structures droites (voir [Be4, 1.3.4)); notons-les § et §'.
Montrons que ces involutions sont compatibles avec f :

1.12.1. ProprosITION. — Avec les notations précédentes et en posant
¢ =wy oy, DY,

le diagramme suivant est commutatif :

wx ®ox Dg;n-'—l) wx ®ox 'DS?H-U

/| |

F*(F*(8"))

Fq(Fg(€") F(Fy(€) ——— F,(F4(€).
Preuve. — Revenons & la définition de ’Dg??L pour n > 0 (cf. [Be3| et
chap. 0, §1.1).

Soit P7% (m)(l) l’enveloppe a puissances divisées partielles de niveau m et
d’ordre n de I'immersion diagonale X < X?2/S. On pose :

P% (m) = Spec(P% (my (1))

Notons pg et p; (resp. qo et q;) les projections X2 — X (resp. X? 5 X, u
(resp. v) le morphisme naturel PR 41y — X2 (resp. PY (my — X’2), enfin

Py=PoouU, P;i=piou, ¢y=¢goovV, ¢;=qiou.

On a alors :
DY) = Home (P0.P% (my» Ox) = PouPh(Ox)-
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Considérons les diagrammes commutatifs suivants (voir [Be4, ,§ 2]) :

T FP n
X, (m+1) " Px1 (m)

X2 FxF X’2

Poum qouth

F
X —— X'

N

1 ~
wx ®ox DFn = wx oy Phup'h(Ox) = ph,p’s(wx),

On a donc :

wx! ®OX’ gf)?j’,{ = Q(l)*q/l(’)(wX’)

On est alors ramené & vérifier que les quatre diagrammes suivants commutent :

Po.Po(wx) ————— poup(wx) ——— plph(wx)
| | |
PoFpqt(wx) —— pouFpdi (wx) ——— phLFpq’f(wx)

I I |

Fbe‘lo*q o(wX’) B FbeQo*q 1(wx) —— FbeQuq o(wxr)

ot I'isomorphisme du haut correspond & § et celui du bas & F”F*(§").

Les deux diagrammes supérieurs commutent par compatibilité des costratifi-
cations de wx et wx/ avec l’isomorphisme <p wx = F*(wx/) (voir 1.4) et par
fonctorialité des isomorphismes pj,p’5 = p},p’ 0

Les deux diagrammes du bas commutent par fonctorialité de ’isomorphisme
(voir [Bed, 2.5.2]) :

T}’(m+1)(]—) = OX ®Oxl ?ﬁl,(m)(l) ®OX’ OX
par rapport aux costratifications et & 1'isomorphisme ¢°(wx) = ¢’ (wx-).
1.13. — On dispose également d’un isomorphisme Dg;”“)-linéaire a gauche
et a droite :

P 1wy ®oy Hwx ®o, DY) — DY,
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correspondant & I’isomorphisme composé des isomorphismes canoniques :
— 1 ~
wxl Qoy (wx oy DE?H )) = I}Comox (wx,wx ®ox ‘D()?IH))
= Homy (wx,wx) @ox CD(;LH)
= Ox ®oy DT L DY,
De méme, on a un isomorphisme D()?f)-linéaire a gauche et a droite :
1=l t plm)y ~, plm)
P rwyxr ®oy, (wx Doy Dxr ) — X -
Reprenons I'isomorphisme canonique, construit en 1.12, ‘D()?’H)-bilinéaire a
droite : .
f twx Qoy 'D()?H- ) AN Fb(Fb(wx' ®(9X, 'D()?‘,L)))
On en déduit un isomorphisme ’Dg}nﬂ)-linéaire a gauche et a droite :
. _ Ny ~. -
d®f : wy' ®ox '(wx ®ox DFT) <5 wi' @oy '(F*(F* (wx: ®o,, DKI))).

En le composant avec I'isomorphisme 1 défini au § 1.9, ii), on obtient un isomor-
phisme naturel, que ’on note h :

h:wx! ®oy Hwx ®ox DY) 5 F*F (wi! ®o,, (wx ®o,, D).

Montrons que 9 et h sont compatibles avec ¢ et ¢’ :

1.13.1. ProprosSITION. — Avec les notations précédentes, le diagramme suivant
est commutatif :

m h * —
(.U)_(l ®OX t(WX ®OX D()( +1)) — F Fb(wX} ®Oxl t(wX' ®OX’ Df)?})))

?lsﬁ llF*(Fb(wl))
P
Df;{‘n-!-l) F*Fbgg’;})

Preuve. — Cela résulte de la fonctorialité des morphismes considérés, puique :
Homy (wx,wx ®ox D)) & Hom,, (FPwx, F*(F*(wx' ®oy, D)),
Home, (FPwx:, P (F(wx:@o,, DY) & F*Hom,(wxr, F* (wxr @0, DL)),
F*:}Comox'(wX/’Fb(wX’ ®ox' 'D(}?’l))) = F*Fb j{omox/(wx',w)(' ®Ox, Dg?/l))
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1.14. — On déduit de ¢ et § un isomorphisme @g}nﬂ)-linéaire a gauche et a
droite
a:wy! ®oy ‘Dg?l“) Roy Wx — Dg;nﬂ),

correspondant & 1’isomorphisme composé des isomorphismes :

Wi ®oy (DT ®o, wx) 125 Wy ®o, Hwx ®oyx DY) L DY,

De méme, on a un isomorphisme D()?f)—linéaire a gauche et a droite :
o 1wyl ®o,, o ®o,, wx: — DGV,
Reprenons
h:wy! oy Hwx ®ox DTTY) 5 FrF? (wy! ®o,, Hwx ®o,, D).
Par composition avec id ®6 et F*F”(id ®6'), on obtient 1'isomorphisme :
k:wy! @ox DU @0y wx = F*F(wx! Qo,, DT ®o,, wx).
On déduit de 1.12.1 et 1.13.1, la compatibilité de k, ¢, a et F*F*(a’).

1.14.1. PROPOSITION. — Avec les notations précédentes, le diagramme suivant
est commutatif :

m k * —_— m
wy' ®ox D& +) Rox wx —— F Fb(wX,l R0y, D(X,) R0y, Wx')

zl a zl F*(F*(a'))

(m+1) v « by (m)
DY F*F’Dy./ .
1.15. — Considérons enfin, les involutions, que l'on note B3 et (3, sur

‘Dg’(nﬂ) Royx Wx' et 'D&T) ®o,, Wy (voir [Bed, 1.3.4.3]). Elles sont définies par :

B = (id®¢) o ((id®6§) ®id) o (¢~ ®id),

B = (id®y¢’) o ((i[d®8) ®id) o (¢’ ! ®id).
De plus, de I'isomorphisme

o DY =, ()
on déduit :
P eid: DU @, wit = F* DU @0, wi'-
En le composant avec I'isomorphisme 7 défini au § 1.9, ii) :
n: F*FP DT @0y wy! = F*(F* (DY ®0,, wxl),

on obtient un isomorphisme, que I'on note ¢. On déduit facilement de 1.12.1 et

de 1.13.1 que ¢, B et B’ sont compatibles :
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1.15.1. ProrosiTioN. — Avec les notations précédentes, le diagramme suivant
est commutatif :

4 m -
DY @0y wi! — ' P (DY B0y, wid)
ﬁl l F*(F(8)
£
DY @0y wyx! —— F*(F* (DY ®0,, wxb)).

1.16. NoTA BENE. — Les résultats 1.12.1, 1.13.1, 1.14.1 et 1.15.1 restent vala-
bles lorsque I'on remplace ng;n'H) par BQo, ‘Dg}"*‘l) et Dg?f) par B’ ®o,, 'Dg?,l).
En effet, B = F*B’ et les morphismes correspondants sont obtenus canonique-
ment a partir des morphismes de départ par fonctorialité.

2. Passages a la limite.

2.1. — On suppose désormais que X et X’ sont des V-schémas formels lisses
et on les notera X et X’. On notera également par un indice 7 les différentes
réductions modulo I'idéal a**! pour i > 0, o1 a est I’idéal maximal de V. Soit
(B’(m))mzo (resp. (B(m))mZO) un systéme inductif de Oqy-algébres (resp. de
Ox-algeébres) commutatives munies d'une structure compatible de ('Dgz,") )m>0-
module (resp. (Dgcm))mzo-module) a gauche et d’un systéme compatible d’iso-
morphismes Dgcmﬂ)-linéaires : F*B/(m) =~ B(m+1) Qoit m € N un entier fixé.
Pour simplifier et traiter parallelement les différents cas, nous noterons a présent
les faisceaux d’anneaux considérés comme suit :

~Hm)~ A ~im) s A

D =880, D, B &0, DI,
31T ®T x! ‘D&"’ ﬂlt ®16x/ ‘DTX’,Q’
~(m+1) ~  ~ ~(m+1) ~ A

'D:B(m )®Ongcm+1)’ B(m )®Ong€7&1)’
Bt @}, DI, B! @), Dl .

Nous disposons pour ces complétés de résultats analogues a ceux du paragraphe
précédent pour les foncteurs F* et F”, & savoir :
2.2. PROPOSITION (cf. [Bed, 4.1.3, 4.2.4)).

i) Soit & un D'-module 4 gauche. Alors F*E a une structure naturelle de
D-module a gauche.

i) Soit € € Dparf(gﬁl). Alors F*€ € Dpart(D).
iii) Soit F un D'-module & droite. Alors F*F a une structure naturelle de
D-module a droite.
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iv) Soit F € Dpart(D'?). Alors F*F € Dpart(D?).

2.3. ProposITION (cf. [Bed, 4.1.2, 4.2.2]). — Il existe des isomorphismes D-
bilinéaires canoniques :

DS FPD, FY(D) ®p FY(D') =5 D
2.3.1. Nota BENE. — Considérons les faisceaux d’anneaux

DY) =1im DY, F DY) = lim F*(DY), FDE) = lim (D).

% 7 7

Alors, par passages a la limite, F *‘ﬁggl) est muni d’une structure de @gcm-"l)-
module & gauche et de D(x@ -module & droite et F"Dggl) est muni d’une structure
de @&mﬂ)-module a droite et de ’Dggl)—module a gauche. De plus on a :

F*(B"™ 8o, DY) - lim F; (B ™ ©o,, DL,
K3
F(B' @), DL,) 5 lim F*(B" ™ &0, DY),
m
P 3" 80, DY) > lm F(BL™ @o,, D)
'L

1(m) A

P31 el D) = lim F*(B

m

0, DEV).

Ainsi, par passage & la limite, F*(D’) est muni d’une structure naturelle de D-
module & droite et de D’-module & gauche et F*(D’) est muni d’une structure
naturelle de D-module & gauche et de D’-module & droite.

2.3.2. — Si &€ est un D’-module & gauche, alors F*E est canoniquement
isomorphe & F*(D') @1 €, et si F est un D’-module & droite, alors F*F est
canoniquement isomorphe & F ®p F*(D’).

2.4. PROPOSITION (cf. [Be4, 4.1.3, 4.2.4]). — Le foncteur F* (resp. F*) induit
une équivalence entre la catégorie des D'-modules & gauche (resp. & droite) et
celle des D-modules & gauche (resp. & droite).

On en déduit comme en 1.8 :

2.4.1. CoROLLAIRE. — Le foncteur F* (resp. F*) induit une équivalence
entre la catégorie Dpayt(9D') (resp. Dpart(D'?)) et la catégorie Dpart(9D) (resp.
Dparf(Dd))'
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2.5. Nota BENE. — Par passage a la limite sur les isomorphismes D(;ZH)—

linéaires a droite ¢; : wx, = Fi"ng, on obtient un isomorphisme naturel de

@&mﬂ)—modules a droite (resp. Dl-modules & droite) ¢ : wx = FPwy:.

2.6. ProposITION. — Soient & un D'-module ¢ gauche et F un D'-module a
droite. 1l eziste des isomorphismes canoniques D-linéaires :
i) ne : Fb(qu/ ®Ox' 8) = wx oy F*g,

ii) n3: F*F ®o, wy' — F*(F o, wy').

Preuve. — i) Considérons le cas

D — @'(m)é%x,@:(g)’ D= @(mﬂ)@)ox@&mﬂ)_

La donnée d’une structure de D-module & gauche ou & droite n’étant plus
équivalente a celle d’'une PD-stratification, on ne peut pas utiliser les mémes
méthodes qu’en 1.9.

De plus, € n’étant pas supposé cohérent, on ne peut vérifier ’énoncé modulo
a*t1 et passer a la limite.

Soit € un D’-module & gauche. On construit de la méme fagcon que dans le
cas algébrique, grace & ¢ : FPwy = wy (voir 2.5), un isomorphisme Ox-linéaire :

Ne : Fb(wx/ oy €) = FPuy ®oy F*E = wy ®p, F*E.
1l reste donc & vérifier que ng est D-linéaire.
On considere d’abord le cas ot & = D’. Modulo I'iaéal a**!, I'isomorphisme

étant Bgmﬂ) oy, ®%+1)—linéaire a droite, pour tout i > 0, par passage a la
limite np est D-linéaire & droite.

Reprenons € quelconque. On dispose d’un isomorphisme canonique de D-
modules & droite (voir 2.3.2) :

F(wy ®oy €) — (wy ®o,, €) @ F*(D').

Gréce a lisomorphisme 6" du chapitre I, § 2.2, i), on sait que le terme de droite
est naturellement isomorphe au D-module & gauche (wy ®o,, F*(D')) ®1 €. De
plus, on a un isomorphisme D-linéaire & droite et D’-linéaire & droite canonique :

wxr ®ox, Fb(ﬂl) AN Fb(wx/ ®Ox/ D/),

ot F? est pris pour la structure naturelle de D’-module & droite de D’. En utili-
sant I'involution de passage & 'opérateur adjoint §g, définie au chapitre I, § 5.1,
on obtient un isomorphisme D-linéaire & droite :

Fb(wx/ ®0xl D/) Spr & = Fb(wx’ ®Oxl 9/) Qpr 85
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ot1, pour le terme de droite, F” est pris pour la structure droite tordue et ou
le produit tensoriel agit par la multiplication & droite sur D’. Ainsi via l’iso-
morphisme 7ng construit précédemment, le terme de droite est isomorphe a
(U.)x ROy F*D/) R E.

Enfin, en utilisant I’isomorphisme naturel F*D’ ®qy & — F*& défini en 2.3.2,

on obtient par composition un isomorphisme D-linéaire & droite :
ne : F*(wx ®o, &) = wx ®o, F*E,

dont on vérifie facilement qu’il coincide avec ne. On conclut ainsi que ng est
D-linéaire a droite.
Le cas des autres anneaux considérés pour D et D’ se traite de fagon identique.

ii) On déduit 7y comme en 1.9 de e en prenant &€ = F ®g,, w;c,l.

Enfin, les foncteurs considérés étants exacts, on en déduit les corollaires
suivants :

2.7. COROLLAIRE. Soient € € Dparf(ng) et F e Dparf(Dld). 1l existe des
isomorphismes D-linéaires canoniques :

i) ne : F*(wr ®o,, &) — wx Qoy F*E,
i) ng: F*F @0, wy' —— F*(F ®o,, wy')-

2.8. — On dispose donc dans le cas formel et pour les faisceaux d’anneaux
complétés D’ et D des résultats identiques au cas général pour des faisceaux d’an-
neaux non complétés. On peut montrer également que les diagrammes 1.12.1,
1.13.1, 1.14.1 et 1.15.1 existent encore pour les complétés et sont commutatifs.
11 suffit pour cela de passer a la limite sur les diagrammes obtenus par réduction.

3. Commutation des foncteurs D et D' a F* et F".

3.1. — Revenons a la situation générale de ce chapitre et reprenons les
hypotheses 1.5 dans le cas algébrique et 2.1 dans le cas formel. On supposera
également, pour pouvoir utiliser le foncteur de dualité du chapitre I, § 3.1, que
B’ est une O xs-algebre plate sur Og ou que B'(™) est une V-algebre plate, selon
les cas. Puisque I'on dispose de résultats analogues dans le cas algébrique et dans
le cas formel 2.8, on ne les distinguera que lorsque cela sera nécessaire.

On notera donc D’ I'un quelconque des faisceaux d’anneaux d’opérateurs
différentiels sur X’ ou X' et D sur X ou X, & savoir :

~r(m) ~ (m) ~r(m) ~

D/ = B, ®OX/ th(TrIL), 'B ®Ox/®x/ ) B ®Ox/®:(x7t) )
B/T ®J(r‘)x/ D&” 3/T ®I9x/ DT Q)
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m ~(m+1) ~  ~(m Amtl) ~ ~(p
D =B ®oy Dg{ +1), B(m ®Ongc +1)’ B " )®OngC,(;1)’
t
B! @l DY, B! @l Dl o

3.2. THEOREME. — Sous les hypothéses 3.1, on a :

i) Soit & € Dgarf(gD’). Il eziste un isomorphisme canonique dans Dgarf(ng)

p: D(F*E) = F*D(E).

ii) Soit Fe Db, ((D'Y). 1l existe un isomorphisme canonique dans D, (D)

P D(FF) = FPD(F).

Preuve. — i) Par définition,
D(F*€) = Ri){ong(F*E, Dldx]) ®ox wy -
Or D = F*F’(D') et F* est une équivalence de catégories. Donc on a un
isomorphisme D-linéaire :
D(F*€) = RHom,,, (&, F*D'[dx]) ®ox w'-
En outre F*D’ = D’ ®0,, O%. On déduit alors du chapitre I, §1.2.2, I'isomor-
phisme D-linéaire a droite :

RHom,,, (€, F*D'[dx]) = F* R¥Hom,,,(€,D'[dx]),
et donc I'isomorphisme :

D(F*e) = F° R¥tom,,, (€, D'[dx]) ®ox wy'

On conclut grace & Iisomorphisme ng pour F = Rf}fong,(S, D'[dx]), (voir 1.11
ou 2.7).

ii) On construit l'isomorphisme p’, pour les modules & droites, de fagon
totalement symétrique.

On dispose donc de la commutation du foncteur de dualité aux images inverses
par le morphisme de Frobenius, a la fois pour les modules a gauche et pour les
modules & droite. Il s’agit maintenant de s’assurer que ces isomorphismes p et p’
sont compatibles aux passages de gauche & droite dans le dual (chap.I, §3.5).
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Conservons les notations précédentes.

3.3. THEOREME. — Sous les hypothéses et notations de 3.1, on a :
i) Soit & € Db, ¢(9D’). Le diagramme suivant est commutatif :
id®p n?
wx oy D(F*E) —— wx oy F*D(E) Fb(wX/ Ro,, D(E))

| D'(n) ' P
n p
Dl(w_x ®OX F*e) —>]D>'(Fb(wx/ ®ox, 8)) —->Fb(]D)’(wX/ ®ox, 8))

ii) Soit F € DY, ¢(D'?). Le diagramme suivant est commutatif :

/(b -1 p'®id by -1 n * /My -1
]D)(F ff) Rox Wy — F]D)(St) Roy Wy — F (]D) (.rf) 0y wX,)
o't l I l F*(a'™1)
_ n " _ P < _
D(F°F Qoy wx') D(F*(F ®o,, wxt)) — F*(D(TF ®o,, wy))-

Preuve. — Je ne donnerai ici que les idées essentielles de la démonstration
afin de ne pas alourdir par des diagrammes trés encombrants la rédaction de
cet article. De plus je ne considérerai que le cas i), le cas ii) étant totalement
symétrique.

Soit € € DY

parf

F*(ag!) ol o (id ®@pe) : wx ®ox D(F*E) = F (D (wxs ®o,, €))-

(9D"). Considérons le premier morphisme :

Notons pour simplifier D = D[dx] et D' = D’[dx]. Grace au chapitre I, §2.1,
ona:

wx oy D(F*E) — RHom,, (F"E, D),
F(wx: ®o,, D(€)) == F* RHom,,_,(€, D).
D’autre part, par définition :
F' (D (wx: ®o,, €)) = F* (wx’ ®oy, ]RJ-Code(wX/ ®o,, €,D"),
D' (F(wxs ®o,, €)) = wx ©ox RHom_, (F*(wx: ®oy, €), D).

On vérifie facilement que par construction et via I, § 2.1, n~ o (id ®p) correspond
au morphisme canonique :

R¥Hom, (F*&,D) -2 RHom, (F*&, F*F*(D
9p 9D

= R¥tom,, (&, F*(D')) = F* RHomy,, (€, D).
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De méme, F”(a~') correspond au morphisme canonique :

F*R¥om,,,(€,D') = F* RHom_, (wx' ®o,, & " (wx’ @o,, D))

Fb (8
#_) F|7 Rf}{om'D/d(wX/ ®OX’ E,UJX/ ®OX/ DI)
~. b
— F (wX/ ®Ox' RI}ComD,d (wX/ ®@X, S,D/)).
Notons u le morphisme composé :
* ~ b
U Rf}(ong(F g,D)y—F (wxr R0y Rﬂ{omD/d(wX: ®0y S,fD’)).
Considérons ensuite le second morphisme :

Poge oD (ne) 0 Al s wx @ox D(F*E) = F (D (wxs ®o,, €)).

Alors, toujours par construction et via I, §2.1, I/(n) o ™! correspond au
morphisme canonique :

]RIJ-Cong(F*S, D) = R3om,_, (wx ®ox F €, (wx ®oy D))

A, ]RJ-Code(wX Rox F*E€,wx ®ox D)
= wy ®Qox ]Rﬂ-(ode (wX Rox F*g,D)
-1
1 wx Box R¥Hom_, (F*(wxs ®o,, €),D).
De méme, p’ correspond au morphisme canonique :
wx ®ox Rﬂode(Fb(wX/ ®Ox/ 8),@)
2, wx ®o, RHom o (F*(wx' ®o,, &), F"F*(D"))
-, wx oy RJ—ComD/d (WX’ ®0y, E,F*(‘D’))
L) wx ®OX F* Rﬂ'fom@ld(wx/ ®0X’ 8,@’)

N }'7‘b (wX/ ®Ox’ Rﬂom@/d(wxl ®(5)X, 8,@’))

Notons v le morphisme composé :

v : RHomg, (F*€,D) = F’ (wx’ ®o,, RHom_,(wx ®oy, € D).

On veut donc montrer que u = v.

ToME 128 — 2000 — N° 1



DUALITE LOCALE ET HOLONOMIE EN CARACTERISTIQUE p 45

Reprenons l'isomorphisme f défini en 1.12, 1.16 et 2.8. On obtient apres
décalage un isomorphisme canonique que l’on note encore f :

frwx ®ox D F'(F*(wxs ®o,, D).

Notons w I"isomorphisme canonique composé :

Rﬂ{ode(wX ®ox F & wx oy D)

-, RHom,_, (Fb(wX/ ®o,, &),wx ®oyx D)
4, RHom,_,(F* (wx: ®oy, £), F4(Fy(wx: ®oy, D))
= RHom,_, (wx' o, & Fylwx: ®o,, D))
= F"(]RJ-ComD,d (wxr ®oy, & ,wxr ®oy, D))
= P (wx ®0y ]Rf]'fom@/d (wx' ®o,, €,D)).

Alors, grace a la proposition 1.12.1, & .16 et 2.8, et par fonctorialité, on vérifie
que le morphisme u est égal au morphisme composé, noté u’ :

]R?fomg@(F*S,‘D) AN ]RiHomD (wx ®ox F*E wx Roy D)
—6-> R&Com@l(wx Roy F*E wx oy D)
LN Fb(wX/ D0 5 Rj‘(OTnD/d (wa @0y, 8,‘D/)).

Il reste donc & s’assurer que «’ = v. Or, par définition, on a f = n~! o (id ®).
Le résultat se déduit alors par fonctorialité.

3.4. — On a donc établi la compatibilité des foncteurs D et D' & F* et F*
et au passage de gauche a droite; on aura également besoin de s’assurer que
les morphismes de bidualité (chap.I,| §3.6) sont eux-méme compatibles aux
foncteurs F* et F”. Précisons ce qu'il §’agit de vérifier.

Soit & € Db, ;(#D’). On sait, d’aprés 1.8.1 et 2.2, que F*& € Db, ((¢D). On
dispose donc de deux isomorphismes de bidualité :

€2 DoD(E) dans DY, (9D"),

S F*E = DoD(F*E) dans Db, (9D).

Par fonctorialité, on déduit de ¢™ un isomorphisme F*.™ dans Dgarf(g‘D) :
F*/™: F*& =5 F*Do D(€).
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On peut alors utiliser le théoréme 3.2 & deux reprises pour obtenir le

diagramme suivant :
m+41

F*¢ —  DoD(F*€)

F*Lm l l D(pm)——l
(pmth)~t
F'DoD(f) —— D(F*D(E)).
On aura donc la compatibilité voulue lorsque I'on aura vérifié que ce diagramme
commute, c'est-a-dire p™+! o D(p™) "L o L = FXM,

De méme, si F € Db, (D'?), on a un diagramme naturel :

par
L/m+1
PPy — D oD(FF)
F|7L/m l j{ D/(plm)—l
(p/m+l -1

P’ o '(F) ———— D'(F'D'(¥))

et on veut p/m+1 ° ]D)/(p/m)—l oM+l — pb,m

3.5. THEOREME. — Sous les hypothéses 3.1 et avec les notations de 3.4, on

i) Soit & € D}, ((9D"). Alors lisomorphisme 1™ : € == DoD(E) de bidua-
lité est compatible a F™*.

ii) Soit F € DY, (D'Y). Alors Uisomorphisme ™ : F 5 D' o D'(F) de

bidualité est compatible d F®.

Preuve. — i) 1l s’agit donc de s’assurer que le diagramme ci-dessus est
commutatif. Conservons les notations précédentes.

Soit J une résolution droite de D’ par des D’ ®o, D'®-modules injectifs
(chap.1, §3.4). Comme F* et F” sont des équivalences de catégories, F*F"J
est une résolution droite de F*F*D’ par des D-bimodules injectifs. Or F* F*D’
est canoniquement isomorphe & D. Donc F*F®J est une résolution droite de D
par des D ®¢, D’-modules injectifs.

Reprenons la construction des morphismes de bidualité pour F*& et pour &£
(chap.1, §3.6). Il s’agit d’abord des morphimes O x-linéaires naturels d’évalua-
tion :

ev™ 1 F*& — Hompy(Homg,(F €, F*F9), F*F"7),
1Q@er—eval(l®e).
Par fonctorialité :
F*ev™: F*€ — F* Homg,q(Homggy (€,9),9)
1®e— 1®eval(e).
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Rappelons que I’isomorphisme de bidualité ;™! est défini en I, § 3.6 comme le

morphisme composé de ev™t! et des morphismes canoniques :
0™ Hom g (Homg,(F*E, F*F°9), F* F*J)
= Homgy (Homgp(F*E, F*F*I) @0, wi', '(F*F'I @0, wy)),
B : Homgy (Homgp(F*E, F*F*T) Qo wy', ((F*F’I ®oy wy'))
— Homgo (Homgpy(F*E, F*F*T) @0y wy', F*F*I ®o, wy')
~ Do D(F*E),

ot1 B correspond au quasi-isomorphisme sur F* F*I®¢ x w;{l défini par 'involution
B qui échange les structures gauches sur D ®g, w;{l.

On vérifie d’abord sans difficulté — par des calculs directs — que les deux
morphismes d’évaluation coincident. C’est-a-dire que

fzofao fiofooev™ = F*ev™,
ou fo, f1, f2 et f3 sont définis naturellement par
Hom pa (Homgp(F*E, F*F*J), F* F*J)
L2, Hom.pa (Homay (€, F*T), F*F*)
L, Som.pa (F* Homoyy (€,9), F*F*)
—f:—> Hom p.q (Homg,y (€,7), F*J)

L2y F* Hompya(Homey (€,9),9).

On vérifie ensuite, par fonctorialité et puisque F*, F® et — @y w)_(l sont des
équivalences de catégories, que, si ’on note :

Homg.,(Homey (F*E, F*F*T) @o, wx', F*F*I ®o, wx')
g—~0> Homg., (Homg,y (€, F*0) oy wx, F*F*I @0y wy')
—g:—> Homg (F* Homgyy (€,9) ®oy wy', F*F*I @0, wy')
=2 Homgy,(F* (Homggy (€,9) ®o,, wir), F*(F*I ®o,, wyx1))
g—:’> Homggy (Homggy (€,9) oy, wyt, F*I ®o,, w;(})

4, B Homgy (J-Cong/(E,J) R0y, w}},ﬂ R0y, w}}),

~
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alors F*0™ o fso fao f10 fo =gs0g30gaogyogood™tl. Ainsi, on a:

F*™ o F*ev™ = F*0™ o fy0 fy 0 f1 0 fo 0o ev™T?
=gs0g30g20g10go0 0™ o™t
Remarquons que toutes les structures gauches utilisées pour le foncteur Hom
surF*F"J ®ox w;(l, F*(F*I®oy w}l) et J®o,, w}} sont les structures tordues.
Si on utilise alors les quasi-isomorphismes  sur F*F°J ®g, w;(l et 3 sur
I®o,, wys,ona:
B : Homgyp, (Homgp, (F*E, F*F*T) @0, wx, "(F*F'I @0y, wy'))
— Homg,, (Homgy (F*E, F*F*I) @0y wx', F*F’I ®0, wy')
=DoD(F*E),
F*(B) : F* Homggy (Homg,y (€,7) ®o,, wyr, (9 R0, w}}))
— F*(Homgy (Homgy (€,9) ®o,, wx',I ®o,, wx')
=F*DoD(E).

11 reste alors a vérifier que

p" T oD(p™) " o B =F*(8')ogs0gs0g20g10go.

Ce dernier résultat est une conséquence directe de la proposition 1.15.1, de 1.16
et 2.8.

ii) Le cas des modules & droite se déduit sans difficulté du cas i) et des
théoremes 3.7 et 3.3 du chapitre I.

Nota BENE. — On en déduira dans le chapitre suivant que la suite spectrale
de bidualité est elle-méme compatible au Frobenius.

3.6. — Supposons que I'on dispose d’'un morphisme o sur § = Spf V relevant
le morphisme de Frobenius sur S = Spec k et que X' = X xg, 8, 'image inverse
de X par . On note encore F' le composé de F' et de la projection canonique
de X’ sur X. On pose

D =B @, D}, Dg=DezQ
Soit € un F-Dg-complexe, i.e. un objet de D} (Do) muni d’un isomorphisme
D-linéaire & gauche € = F*E. D’apres 3.2 et par fonctorialité, D(&) est aussi muni
d’un tel isomorphisme F*D(E) =2 D(E). On déduit de 3.5 que I'isomorphisme de
bidualité pour € est compatible a sa structure de F-Dg-complexe.
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III. Caractérisations homologiques et F-ZD;C g-modules holonomes

Soit k un corps parfait de caractéristique p > 0. On suppose que V = W (k)
et 8 = SpfV. Soient X un 8-schéma formel lisse et X' = X xg 8§ son image
inverse par le morphisme de Frobenius sur §. On suppose de plus qu’il existe un
8-morphisme F' : X — X’ relevant le Frobenius relatif de X = X xg S sur S,
ol S = Spec k. On notera toujours F' le composé de F et de la projection de X'
sur X.

On s’intéresse dans ce chapitre a la catégorie des F- ’DT -modules cohérents.
On montrera qu’ils sont, comme en caracterlsthues nulle, de dimension cohomo-
logique majorée par la dimension de X et qu’on peut les munir canoniquement
d’une filtration par la codimension de leurs sous—F—’Dgc’Q-modules cohérents. On
donnera également une caractérisation homologique des modules holonomes et
on en déduira une définition du dual. I’idée essentielle consiste a se ramener
a ’étude des @gg)-modules grace aux commutations montrées aux chapitres
précédents et & utiliser ensuite les résultats et méthodes de Malgrange [Mal].

1. Dimension des F-DTx@-moduleS cohérents.

Il s’agit d’abord de se donner une bonne définition de la dimension pour un
F —Dgc g-module cohérent. Rappelons quelques résultats (voir [Bed]).

e Un F-DTx@-module a gauche est la donnée d’un ‘D&’Q-module a gauche &
et d’un isomorphisme @ : £ & F*E, D&’Q-linéaire.

e Un morphisme de F-'D&’Q-modules a gauche u : (&) — (F,0) est
morphisme ’D&’Q—linéaire u:&— Ftel que fou= F*(u)op.

e On dit qu'un F- DJ& Q—module (€, ) est cohérent si € est cohérent en tant
que D} %o module. On note F’ D! ton(9X) 1a catégorie des F-D;CVQ—modules a gauche
coherents, (voir [Bed, 4.5.1]).

1.1. ProposITION (cf. [Bed, 4.5.4]). — La catégorie FD;foh (9X) est équivalente
a celle des @gg?Q-modules cohérents €©) munis d’un isomorphisme @gcl’g-linéaire

00 D(l) ®A(o) €O = Fe© que l'on note FD) (9X).

coh

1.1.1. — De plus, si (&,¢) et (9, () se correspondent par cette équi-
valence, on dispose d’un isomorphisme naturel de @‘;C’Q-modules a gauche

&= DJ&Q ®5(0) €0 et ¢ est Iisomorphisme obtenu en composant cet isomor-
) x,Q

phisme par id ®<p(0) :
Dt @y (DY ©)y ~, pt e e(0)
0 @p) (Dxg ®5% &™) X,0 ®5§,§ €
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et l'isomorphisme CD&’Q—linéaire
.M 0) _~ * (T 0
1: Do g0 Fre® > (Dl D50 ey,

défini & partir du morphisme £(©) — ‘DTXQ ®© &) par fonctorialité de F* et
' ©
extension des scalaires, (voir [Bed, 4.5.2]).

Pour définir la dimension du F- DT g-module cohérent &, on a besoin d’une
notion de varlete caracterlsthue On peut grice a lequlvalence précédente
associer & € un D} X 9 _module cohérent pour lequel on utilise la définition usuelle
de variété caractéristique.

~(0

De facon générale, soit M un Dgc)-module a gauche cohérent. On définit la
variété caractéristique de M comme étant celle du @g?)—module M/pM, on la
note Car(M).

~(0 ~(0

Si maintenant & est un ’D&?Q—module cohérent, il existe un ‘Dgc)-module
cohérent M sans p-torsion, tel que &© = M ®; Q (voir [Be3, 3.4.5]). On définit
alors la variété caractéristique de £(© par Car(€(®)) = Car(M). Notons que
Car(E(®) est indépendante du choix de M [Be6].

Soient enfin (&,p) € FD!_ (9X) et (£©),p(0)) € F’D(Oh(gf)C) comme prece-
demment. On définit la variété caractérististique de & par Car(€) = Car(E®).

1.2. DerINITION. — Soit (€,9) € FD!

coh

(9X) (resp. €O un @g?’?@-module

~(0
cohérent, resp. un Dgc)-module cohérent, resp. un Dgg)-module cohérent). On
définit la dimension et la codimension de & (resp. de €(0)) comme étant celles
de sa variété caractéristiqgue dans le fibré cotangent Tk .

On dispose alors de linégalité de Bernstein pour les F —D& g-modules
cohérents :

1.3. ProposITION (cf. [Be6]). — Soit (€,¢) € FTDloh(f’DC). Alors, si € # 0,
on a
dim(€&) > dim(X).
1.3.1. — Par définition, on a :
codim(€) = 2dim(X) — dim(€).

Donc l'inégalité de Bernstein pour les F—CDEC g modules cohérents s’exprime de
fagon équivalente sous la forme :

si € # 0, alors codim(€) < dim(X).
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1.3.2. — Cette inégalité n’est plus vraie pour D(}?). En effet, soient k£ un
corps de caractéristique p > 0, S = Speck et X = Spec k[t]. Le Ox-module
M = Ox/(tP) est muni d’une structure de Dg?)—module définie par la connexion
M — Q} ®o, M, obtenue par passage au quotient de 'application composée de
la dérivation d : k[t] — QL et de ¢ : Q% — QL ®o, M, avec p(w) =w® 1.

On définit une bonne filtration sur M en posant F;,M = 0 si p < 0, et
F,M =M sip > 0. Le gradué gr M est alors isomorphe & M placé en degré 0.
On a gr Dg?) = klt, 6], ol 6 est 'image de la dérivation = /0, et annulateur
de gr M est 'idéal de k[t, 8] engendré par tP et 6. Donc le support de gr M est
réduit & un point et dim(M) = dim(gr M) = 0, alors que dim X = 1. Ainsi, dans
ce cas, l'inégalité de Bernstein n’est plus vérifiée.

On veut, dans la suite de ce chapitre, étudier les faisceaux de cohomologie du
dual d’un F' —‘Dgc Q—module cohérent et en particulier holonome. Vérifions donc

d’abord que la notion de F' -D&’Q-module cohérent se comporte bien par dualité.

1.4. ProposiTION. — Soit (€, p) € FDIoh(QDC). Alors, pour tout i > 0,

&Ct;)gco(g’ D&v‘@) Ooxg wi@
est naturellement muni d’une structure de F -D&Q-module a gauche cohérent.

~(0
De plus, le @gq?@-module cohérent correspondant est

; ~(0) _
333?55(0) (eO, Dxg) ®ox0 “USC}Q’
X,Q

~(0
5i €O est le D;?Q)-module correspondant a &.
Preuve. — Posons

oy t -1
H= 8xt®§a@(8’ Dx.0) ®0xq Wx.o-

Alors H = H~4x(D(€)). Remarquons que, @&’Q étant de dimension cohomolo-
et (7 D&Q) coincident
voir [IL1, 3.5, 3.6, 5.10]). On peut donc utiliser les résultats des chapitres
(voir [IL1, 3.5, 3.6, p p
précédents.

On a vu au chapitre II, § 3.6 que D(E) est muni d’un isomorphisme F*D(&) =
D(€), Dgc g-linéaire, induit par ¢ : €= F*€, donc

gique finie (chap. 0, § 4.3), les catégories D2, (¢ D&’Q) et Db

H—(F*D(E)) = H 4 (D(E)).
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De plus F* étant exact, F*3(*~4x(D(€)) = H*~4x(F*D(E)). Donc, on obtient
un isomorphisme @T g-linéaire ¢ : F*H = H et puisque D(E) € Dcoh(ngC,Q)’

~(0
on en déduit que H € Fﬁcoh(QI)C). Soit (£, (0)) le @gcy?Q-module cohérent
correspondant & (&, ¢). On a alors les deux isomorphismes :

~(1) . N
) Dy S50 g0 2 pre® e Xpl o D50, (0

~(0
avec ¢ = n o (id @), (voir 1.1.1). Notons H®) le Dgc’?Q—module cohérent

~(0)
&WA(o) (€9, D g) ®oxq Wi g

cest-a-dire H(® = F=dx(D(E(®))). On veut montrer qu'il existe un isomor-
phisme naturel :

~ A
1/1(0) RO 2 Dgc?@ ®~(0) HO
) Dx,@
~(0
et que (H(® ) est le F-Dgcy?@-module cohérent correspondant & (H, ). Par
exactitude de F™* et grice a II, §3.2, on a :
FrHO = g0 (FrD(EW)) = 34 (D(F*e)).

Par fonctorialité, on déduit de <p(0) I'isomorphisme :

A (D(FrE®)) = 5"~ dx(m)(@ D50 ey).

~(1 ~(0
Puisque 9&3@ est plat sur 1)&3@ et que D commute & ’extension des scalaires
(chap. I, §§ 5.4, 5.5), on déduit que :

- ~(1) ~(1) i ~(1)
H=(D(Dy g @0 e)) = Drg @z H dx(D(e®)) =~ Dig ®z© HO,
X,Q xX,Q xX,Q

Ainsi, en composant tous ces isomorphismes, on obtient ¢(©).

Appliquons le foncteur D a I'isomorphisme £ 22 D&Q B0 EO), Grace 3 1,
%0

§5.7 et & la platitude de vaQ sur nyQ, on a :
H = (D(E)) = DY g @z H ™ (D(ED)).
' oA
C’est-a-dire I'isomorphisme voulu H & D X0 ®A(0) HO) et on vérifie aisément

Dxo
que ¥ = o (id@y®).
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Nota BeEnE. — Soit (&,¢) € FDloh(gf)C). Alors &vt’bf (8,CDJ§CQ) est muni
X,Q ’

d’une structure naturelle de ’D&YQ—module a droite et on vient de voir que,

Ext;)& o (€, ‘D&)Q) Q0,0 w;C}Q est un F—D&’Q—module a gauche. On est donc amené

— pour simplifier — & introduire la catégorie des F—‘D&,Q—modules a droite.

1.5. DEFINITION. — Un F-D&Q-module a droite est la donnée d’un D&Q-
module & droite F et d’un isomorphisme 'D&’Q-linéaire ¥ F°F =5 F. On note
FD! (X% la catégorie des F-CD&Q-modules a droite cohérents.

1.6. PROPOSITION. — Le foncteur — ®oyq w;C}Q définit une équivalence de

catégories entre les F-D&’Q-modules a droite et les F-D&’Q-modules a gauche.

Preuve. — Cela résulte directement de II, § 2.6, avec B = Oy. En effet, soit
(F,9) un F—‘DEC’Q-module a droite. On pose € = F ®o,, w;c’}Q. Alors € est un

D& g-module & gauche cohérent, et on définit un isomorphisme CD;C g-linéaire &
gauche ¢ : € = F*€ par :
=9 —1 e pg L, g “1y = prg
=J BQoxgq Wx,0 N Q0x,o W, (T ®oxg Wx,Q) = )

ou 7 est I'isomorphisme de II, § 2.6. Alors (&, ) est un F—fDTx,Q—module a gauche
et on vérifie de la méme facon que wx g ®o,, — est un foncteur quasi-inverse.

1.7.—1) Il résulte facilement de la proposition que, de la méme fagon que pour

~(0
les modules a gauche, la catégorie F’ Dioh(xd) est équivalente a celle des 1)3573@-
modules & droite cohérents F©) munis d’un isomorphisme

PO P3O 2, 50 o, DL
Dy.q ’

que 'on note FD') (x).

~(0 ~(0
ii) Si F est un F —D&’Q—module (resp. un D(x’()Q—module, resp. un D;(x)—module,
resp. un ‘Dg?)qnodule) a droite cohérent, on définit la variété caractéristique
de F, sa dimension et sa codimension comme étant celles du F—D&’Q-module

~(0 ~ (0

resp. du -module, resp. du -module, resp. du -module) a gaucne
du D ) modul du DY -modul du D©-module) & gauch

associé F ®o, wy'.

2. Théorémes de nullité des Exti.

2.1. — La premiere étape consiste a établir ces théoremes de nullité pour
les D()?)—modules, en s’inspirant du cas complexe développé par Malgrange
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pour les D-modules [Mal]. On en déduira des résultats analogues sur ’ﬁg?}Q,
puis pour les F' -‘DTny-modules. Rappelons que ‘D()g) est engendré par Ox et
les dérivations, et que, sur tout ouvert ou l'on dispose de coordonnées locales
t1,...,tq, ON A gr PO = Ox[b1,...,84], ot §; est P'image de la dérivation duale
de dt; dans le gradué. Ainsi gr Dg?) est un faisceau d’anneaux réguliers. En
outre, on vérifie facilement, que si M est un Dg?)-module a gauche cohérent, il
admet une bonne filtration et gr M est un gr ’D()g)-module cohérent. La variété
caractéristique de M est alors égale au support de gr M dans Spec(gr Dgg)).

Ainsi CD()?) joue ici le role du faisceau d’opérateurs différentiels Dx qu’étudie
Malgrange lorsque X est une variété analytique complexe. On vérifie facilement
que les résultats de Malgrange sont encore valables en remplacant Dx par Dg?).

2.1.1. LEMME (cf. [Mal, 4.2.3]). — Soit M un Dg?)-module @ gauche cohérent.

On suppose D()?) muni de sa filtration canonique. Alors sur tout ouvert affine
de X, il existe une bonne filtration de M et, pour tout i, une bonne filtration

de Exti@(}?) (M,@g?)), telles que gr Ext;()?) (™, 9()?)) soit un gr Dg?)-facteur de
; 0

Eatl, 1o (gt M, gr DIY
2.1.2. PROPOSITION (c¢f. [Mal, 4.2.4]). — Soient M et N deuz Dg?)-modules

& gauche cohérents munis de bonnes filtrations. Alors :

i) codim(&rt;r DO (gr M, gr N)) > i, pour tout i > 0.
X

ii) Szt;r oo (gr M, gr ‘Dg?)) = 0, pour tout i < codim(gr M).
X
~(0
2.2. COROLLAIRE. — Soit M un Dgc)-module d gauche cohérent, sans p-

torsion. Alors,

, ~(0
i) codim(&xt%g?) (M, Dgc))) > i, pour tout i > 0.

' ~(0
ii) &ct%(m (™, Dgc)) =0, pour tout i < codim(m).
X

Preuve. — Posons
M@ = DY @0 M.
'Dx

~(0
Le 'Dgc)—module M étant sans p-torsion, on a :
DY @L o) M =5 DY @) M.
Dy Dy
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On obtient alors grace & la suite exacte des coefficients universels (chap. I, § 5.8)
une injection naturelle :

($) Ext%g? M, DY) D50 DYy &ct;gg) M@ D)y,
Par définition, on a :
codim (Ezt’s o (M, DY) = codim €zt o) (M, DY) @~ D).
Dx Dx Dx
On en déduit que :
codim(&xt%g?> (oM, @g?))) > codim(Ezt;J()?) (MO, 'Dg?))).
La dimension étant une notion locale, on peut supposer que X est affine et, grace

4 2.1.1, on sait qu’on peut munir Ext;(()) (MO, ’D()?)) d’une bonne filtration telle
X

que gr Ea:t;g?) (MO, Dg?)) soit un gr 'Dgg)-facteur de Sxt; D (gr M, gr ‘Dg?)).
Ainsi :

codim (gr gxtipg?) (M(O)a 'Dgg))) > Codim(flxtf;r DO (gr MO , 81 ‘Dg?))).

D’apres 2.1.2, on sait que :
i) codim(&zt; (gr M gr CDE?))) > 1, pour tout i > 0,

ii) Extg

(0)
r Dy

o (8T MO gr D()?)) = 0, pour tout i < codim(gr M(©).
X

Donc, on a d’une part :
codim(é’,act;)g?) (M@, D)) = codim(gr &n;g?) M@, DY) >4,
pour tout ¢ > 0, ce qui montre la premiere assertion, et d’autre part :

gr a0 (M@, DY) =0

pour tout i < codim(gr M(?).
La filtration sur Sa:th(o) M@, D) étant une bonne filtration, elle est bornée
X

inférieurement, d’ou
ot (MO, DY) =0

pour tout i < codim(M(®) = codim(gr M(?). En utilisant & nouveau l'injec-
tion ($), on en déduit que :

; ~(0) 0
&Tt%g?) (M, Dx ) ®5§CO) Dg() = O
4 ~(0
si i < codim(M) = codim(M(?). En outre, &vt%(o) (M, D;(x)) est cohérent et donc
X

. ~(0
séparé pour la topologie a-adique. Ainsi E.Tt%(o) (M, iD;(x)) =0, si ¢ < codim(M).
X
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NoTta BENE : contre exemple, lorsque M est de p-torsion. — Soit

~(0) , ~(0)

M =Dy /pDy =D

On dispose donc de la résolution suivante :

~00) xp ,D(O)

0— Dy =L PP — 0

et SxtA(O) (’Dg? ,Dg?)) = @gg). Ainsi

dim(€atl 0 (DY, DY) = dim(DY) = 2dx
X

et donc ©
codim(ﬁxt%(o) (DY Dy )) =0.
X

~(0
2.3. COROLLAIRE. — Soit €0 un ’Dgcz@—module @ gauche cohérent. Alors :
; ~(0
i) codim(é’xt%m) (8(0),95(,6)3@)) > 1, pour tout i > 0;
x.Q

4 ~(0
it) Ezt%(o) (£©)] DgC?Q) = 0, pour tout i < codim(&(®).
xQ

Preuve. — Il existe un @g?)-module cohérent M, sans p-torsion, tel que
€0 =~ M ®4 Q. Alors, codim(&(®) = codim(M), et d’aprés I, §5.5, on a :

Ea:ta(m &©® @xQ) AN mw) M, ‘Dx )®z Q.

~(0 . ~(0
Soit N le Dgc)—module quotient de &t%w) (M,ngc)) par sa partie de p-torsion.
Alors, *
(0) ~(0)
N®zQ = 8ztA(o> (€%, Dx o),

etona:

~(0) ~(0) )

codim(&ct%@ (€, Dy g)) = codim(N) > codlm(&z:t/\m) M, Dy)
.0

On conclut grace au corollaire précédent.

Revenons maintenant au cas des F—fDx Q—modules. Gréace a ’équivalence entre
9

les catégories F@COh(gf)C) et FD)

con(?X), on obtient immédiatement les résultats
analogues.
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2.4. COROLLAIRE. — Soit €& un F-@&Q-module d gauche cohérent. Alors,
i) codim(&xt;&’Q(E,'D&Q)) > i, pour tout i > 0.
ii) Sxt%&@(ﬁ, D&’Q) =0, pour tout i < codim(€).
Preuve. — Soit £©) ¢ FDS;L(QDC) correspondant & &. Alors codim(€) =
codim(&(®)). D’apres 1.4,
i ~(0) _
Extt o (69, Dy q) ®oxe wrg
Dy 8

~(0 .
est le D(ij,—module cohérent correspondant & Sa:tzD& ,0(8, D&Q) ®0yxg w;cj@. Ils ont
donc, par définition, méme codimension et il en est de méme pour les modules
a droite 8a:tA(0) (£© fDx Q) et Sxt (8,‘DTX7Q), (1.7).ii), d’otr lassertion.

3. Dimension cohomologique et filtration par la codimension.

On sait (chap. 0, § 4.3) que dim coh(‘DTx,Q) est inférieure ou égale & 2dx+1. On
conjecture qu’elle est égale a dy. On va montrer ici un résultat un peu plus faible,
a savoir que tout F—@&,Q—module cohérent est de dimension cohomologique au
plus égale a dx.

3.1. ProposITION. — Soit € un F-‘D‘;C’Q—module a gauche cohérent. Alors,
&t;}Q(E’D;&Q) = 0, pour tout i > dx.

Preuve. — On vient de voir au corollaire précédent que, pour tout ¢ > 0,

. i 1 >
codlm(é’aztD&’Q(E,’Dx’Q)) >

En outre, puisque &zzt (8 CDDC Q) ®0yx0 wa est un F- Dx Q-module cohérent,
(voir 1.4), on dispose de l’megahte de Bernstein [Be6] et de 1.3.1 : pour tout ¢ > 0,

codlm(&ct (8 @xQ)) <dyx ou E&xth; (8 DXQ) =0.
Ainsi, si Szt;&,o(ﬁ,D&,Q) # 0, pour tout ¢ >0, on a
i < codim(&'xt%&@(&ﬂ)&’@)) < dy,

ce qui n’est possible que pour ¢ < dx.
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~ (0
3.2. CorOLLAIRE. — Soit (0 € ng?h(gxy Alors, pour tout ’Dgcz@-module a

gauche FO on a A
8.23&\(0) (8(0), 9:(0)) =0
Dxe

pour tout i > dx et pour tout i < codim(&(),

. ~(0) . L .
Preuve. —a) Si F = ’DgC’Q, Passertion se déduit d’une part de la proposition
précédente par 1.4 et d’autre part du corollaire 2.3.

~(0
b) Puisque £(©) est cohérent sur Dfxf@, pour tout x € X et tout ¢ > 0, on a :

($$) &Et%(o) (8(0)’ 9:(0)).1 = EXt%(O) (E;O)a 3:;0))

xX,Q xX,Qz

Ainsi, la propriété a vérifier étant locale, il suffit de montrer que, pour tout z € X

et tout CDgch’x—module a gauche F', on a Ext%(o) (8&0) ,F) =0 pour tout ¢ > dx
X,Q,x
et pour tout i < codim(&(?)). Posons :

(0
E=¢0®, D=Dyy,.

b.1) Si F' est un D-module de type fini, il est quotient d’'un D-module libre de
type fini L. Soit K = ker(L — F'). Comme D est noethérien (voir [Be3, 3.3.6]),
K est encore de type fini. Considérons la suite exacte longue suivante :

- — Extly(E, L) — Ext’,(E, F) — Ext (B, K) — Ext3 ' (E,L) — - - -.
D’apres a) et 'isomorphisme ($$), on a
Exth(E,L) =0
pour i > dx et i < codim(E(?). Donc, on obtient :
Exthh(E, F) — ExtS ! (E, K)

pour tout i > dx et pour tout i+1 < codim(&(?). Puisque dimcoh(D) < 2dx+1,
on conclut par récurrence descendante puis ascendante sur 3.

b.2) Si F est quelconque, alors F = l_iIgFa, ou F, parcourt I’ensemble des
[e3
sous D-modules de type fini de F'. Comme E est de type fini, on a :

i o~ §
Exth(E,F) = h_m)ExtD(E, F,).

a

L’assertion se déduit alors du cas précédent.
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3.3. COROLLAIRE. — Soit & € FD] | (9). Pour tout D o-module a gauche F,
on a, pour tout i > dy et tout i < codim(€) :

Eatyy (€,F) =0.

@
Preuve. — On a

Eatly (&,F) = H'RHom_, (&)
x,Q

+
nyQ

~(0
Soit £ le D;?Q—module cohérent correspondant & €. Alors, F étant muni d’une

~(0
structure de ngch-module induite par sa structure de DTny—module,

RI}CongC‘Q(E,?F) o R:Hom'D&,Q(:D&’Q ®715§2?Q 8(0),?) ) RTHO%QS(S(O),?)

et on a
i ~ % 0
Eatiy ,Q(S,IT) = Ezt,ﬁ% (& F),

On conclut gréice au corollaire précédent, puisque codim(€) = codim(€®).

Soit € un F-D&’Q-module a gauche cohérent. En s’inspirant & nouveau des
travaux de Malgrange [Mal], on va construire une suite spectrale de bidualité
[EGA] fonctorielle en €. On en déduira d’une part que la codimension de &

est le plus petit entier ¢ tel que Sztg)f (S,D&Q) # 0. D’autre part, grace
X,Q ’

3 la compatibilité de F* avec l'isomorphisme de bidualité (chap.Il, §3.6), on

obtiendra une filtration décroissante de &, (€,)p>0, ol €, est le plus grand sous-

F —‘Dl& Q-module cohérent de € de codimension minorée par p.

3.4. Construction de la suite spectrale d’hyperhomologie. — Soit
EeF Dloh(ngI). Notons d la dimension de X sur § et k la codimension de €. On

suppose € non nul. Ainsi, d’apreés I'inégalité de Bernstein 1.3.1, on a k < d.

Soit U € X un ouvert affine. Puisque € est cohérent, il admet sur U une
résolution gauche L°* — &, ol L* est un complexe de ’D&’Q—modules localement
projectifs de type fini. De plus, grace a 3.3, on peut supposer que L° est de
longueur d. En effet, soit

X = Ker(L™01 — g2y,
Pour tout CD&,Q-module F,on a

i—d ~ o4
oty (X,9) ety (€,9).
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D’apres le corollaire 3.3, Sa:tg)T (€,F) =0, pour tout i > d. Ainsi
x.Q
Extt (K, F) =0
x,Q

pour tout ¢ > d. Donc &vtngC Q(iK, F) =0 et K est un D&’Q—module localement
projectif. On peut donc supposer que L* est de longueur d.

Considérons le foncteur contravariant de la catégorie des D&Q—modules a
gauche dans celle des ’D];C,Q—modules a droite

_ _ mt
D= J-Congm( D)

et notons M* le complexe D(L*). C’est un complexe de longeur d dont les termes

sont des D&‘Q-modules a droite localement projectifs de type fini et, par cons-
truction, pour tout ¢, on a

—1% °\ __ i T
BN = Extiy (€, Dhg).

Ainsi, d’apres 1.4 et 1.5, H~%(M*) est muni d’une structure de F' —D&’Q-module
a droite cohérent.

Considérons la deuxieme suite spectrale d’hyperhomologie de D par rapport
au complexe M* (¢f. [EGA, 0, 11.6]) :

EY = H'D(H (M*)) = E™ = H*(D(M*)).

Elle est biréguliere puisque (D;c g est de dimension cohomologique finie (< 2d+1),
et on a :

: i,j i —J 1 I

i) By’ = gztg)&’@(gxt@;ﬂ(gvgx@)aDx,@)»

it) B = 3" (Homyy (Homyy (L%, D)), Dk g))-
Chaque L étant projectif de type fini,

i i Tyt
fJ-ComD;’Q (fHomD&,Q(L Dy ,0)» Do) =L

Ainsi E° = € et E™ = 0 si n # 0. De plus la filtration (F*(€));>o définie
par la suite spectrale sur I'aboutissement E™, qui ici est donc réduit & &, est
décroissante est finie, avec FO(€) = & et F*(&) = 0, pour tout i > 2d + 1.

iii) B = gri(E"Y), donc EYJ =0, si j # —i et B¢ = gr® &. Donc,

gré= @ gri€ = @ EL

0<i<2d+1 0<i<2d+1
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Remarquons que, par construction de la suite spectrale et par définition de
la filtration, on vérifie facilement que les F*(€) sont des sous—DT g-modules

cohérents de &, pour tout 7 > 0. Il en est donc de méme pour les termes E’* ‘. En
outre, grace a 1.4 et 1.5, on sait que les termes E2 ont une structure naturelle
de F- D x,o-module a gauche cohérent.

Examinons les cas ot Ey7 =

a) si —j > d, par 3.1,

b) si ¢ > d, par 3.1,

c) sl —j < k, par 2.4, ii),

d) sii < —j, par 2.4, ii), puisque codim(&zt 7 of (&, DT @) = —Jj par 2.4, i).

Notons A le domaine du plan défini par k& < i 2 d, —d < j<-keti+j2>0.

Ainsi, si (1,7) ¢ A, on a Ey7 = 0. N

De méme puisque E*Ir est un sous-quotient de E37 et que la suite est
biréguliere, si (4,75) ¢ A, on a EXJ = EL = 0. On en déduit que

gré = @ gr'é = @ Eb
k<i<d k<i<d

et donc que F*(€) = &, pour tout 0 < i < k, et F*(€) =0, pour tout i > d + 1.

Montrons que E% "% est un sous—‘DT X g-module de EY ™ pour tout i > 0.
Par définition, pour tout r,i,j, on a

B\ = Zo 1 (B) /By (BT
avec d : B0 — Eitmi—r+l
Zr+1(E,iJj) = Ker(dij), Bry1(E) = Im(di 9471,
Ainsi, pour tout ¢ > 0 et tout r > 2,
Byy1(Eb7Y) = Im(dimm =1y,

avec
d;t‘—'r,—z+r—1 . Eﬁ_r’_H_T_l E;L‘,—Z.

Mais (i —r,—i +7r — 1) ¢ A. Donc Ei~"="=1 =0 et B,41(E>"%) = 0. Ainsi,
pour tout 7 > 0, pour tout r > 2,

B = 2,1 (B ).

On en déduit donc que E»~¢ est un sous—’DgC’Q—module de EL™" pour tout r > 2,
et puisque la suite est biréguliere, il en est de méme pour E% "
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Récapitulons : on a donc construit une suite spectrale biréguliere telle que :

i) By = ety (ot ] ’Q(s,ﬂgg@),@;cy@) est un F-D ;-module & gauche
cohérent,

ii) Eg = € est muni d’une filtration décroissante et finie (F*(€));>0, ol pour
tout i > 0, F¥(€) est un sous-@&‘Q-module & gauche cohérent de &, et telle que
Fi(&) = &, pour tout 0 <4 < k, et F*(&) =0, pour tout i > d + 1.

iii) E% est un sous-D}. ,-module & gauche cohérent de E2 ™" pour tout i > 0
% “Dxq 2

et gr& = eaksisd Ey.

Montrons enfin que ces objets héritent par fonctorialité de la suite spectrale
d’une structure de F—‘D&’Q—module.

Par définition, on dispose d’un isomorphisme @& g-linéaire ¢ : & = F*E.
Reprenons la résolution L* — &€ & termes localement 7pr0jectifs de type fini. Le
foncteur F™* étant exact et transformant un projectif en projectif, F*L* est une
résolution de F*€ & termes localement projectifs de type fini. De plus, L° étant
un complexe a termes localement projectifs, on déduit de ¢ un morphisme de
complexes ¢’ : L* — F*L*. On construit & partir de F*L* une suite spectrale
d’hyperhomologie de la méme fagon que pour L° :

S g o Zi e ot ;
i) B = Ext;;@(extDiQ(F €, Dxg) Pxq)
33 A n * e T T
ii) Bl =X (f}{omD&’Q(ﬂfomegcyq(F L%, Dy o), Dxg)), avec
*pe. P 1 o
ﬂ-fongcyq(f}ComD&,Q(F LDy o) Dxq) = F*L

et donc E, =0sin#0et Ej = F*E.

De plus F*& est muni d’une filtration décroissante (F*(F*€));>0, o pour
tout i > 0, F¥(F*&) est un sous—fDTx’Q—module & gauche cohérent de F*€, et telle
que F'(F*&) = F*E&, pour tout 0 < i < k, et F*(F*€) =0, pour tout i > d + 1.

iii) B4~ est un sous—‘D;CyQ-module & gauche cohérent de Ey"~" pour tout
1>0, et

g F*e= P EL
k<i<d

La construction de la suite spectrale étant fonctorielle en L°, le morphisme
¢’ : L* — F*L* induit un morphisme de suites spectrales :

u: [Ey = B, — [Ey7 = E],
avec

) up’ s Eatly (Eaty] Q(s,ﬂgc,@),@&,@)

— Eatly, (ewt;i ,Q(F "€, Dk o), Dko):

,Q
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ii . e Mt T
i) up: J{n(ﬂ{omD&YQ (i}ComD&’Q(L ;D 0)s Dxg))
— H(Homyy (Homy (F7L°, Dk o), Dk o)),

compatible aux filtrations,

iii) uigt: B — ELTC

Or par fonctorialité le morphisme ué’] est un isomorphisme et, puisque F*
et D commutent, on a un isomorphisme canonique (chap. II, §3.2) :

) i . " n ¥ ~ . X s t ¥
p: Sxt‘D;c,Q (SCBtDiQ (F 8, DX,Q)’ 'Dx,Q) — F &l)t%&y@ (EztD‘iQ (8, Dx,Q)’ :Dx,Q) .

et po u;’j est ’isomorphisme correspondant a la structure de F—’D?x’@-module
de EY7, (§1.4).
De plus grace au chap.Il, §3.6, on sait que l'isomorphisme de bidualité

p: €& =2 DoD(E) est compatible aux structures de F-@&’Q-module de € et
de F*E. Par définition, on a :

DoD(€) = Homyy (Homyy (L%, Dk gldx]), Dk gldx]),
Do D(FE) = Homyy (%omDgc ’Q(F*L‘, DI o[Dx]), Dk oldx]),
F'DoD(€) = F* Homy (Homyy (£, D gldx]), D gldx]).
Or, si € et F sont des complexes de A-modules et d un entier, on sait [Del] que :
Hom , (&, Fd]) = Hom 4(€,F)[d],
Hom 4 (&, F[d]) = Hom ,(&[—d], F).
On peut donc «supprimer » les décalages dans les isomorphismes ci-dessus. On en

déduit que u,, est un isomorphisme pour tout n > 0, compatible aux filtrations,
et que (F(€))i>o est une filtration de & par des sous-F-fD&’Q-modules.

Enfin, puisque Ei; ¢ = gr® &, pour tout i > 0, E%;" est également muni d’une
structure de F' -D&Q-module. C’est donc un sous-F' -@Tx’Q-module de E57".

3.5. ProposiTION. — Soit € € FDloh(QX), € # 0. Posons k = codim(€).

Alors, ' .
k = inf{i | &EtD;’Q(&DS&Q) #0}.

Preuve. — On a déja montré que &ct;&Q(S,DJ&YQ) =0sii <k, (cf 2.4,ii).
Il veste donc & vérifier que &ty (€,Dkq) # 0. La propriété étant locale, on

peut utiliser la suite spectrale d’Hyperhomologie que l'on vient de construire.
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Supposons que &t’%f (S,CD&Q) = 0. Alors E;c,—k = 0 et donc Ef—F = 0.
18 .

@

- §,—i

gré= GB Bt
k+1<i<d

Ainsi

Or, d’aprés 2.4, i), codim(Ey %) > 4. Comme E% ¢ est un sous—F—’DTxQ—module
de Ey™*, codim(E% %) > i, pour tout i > 0. Donc codim(gr &) > k + 1. Mais
la filtration étant finie, codim(gr &) = codim(€) = k. On aboutit donc & une
contradiction.

3.6. PROPOSITION. — Soit & € FD! | (9X), & # 0. Posons k = codim(€&) et
d = dim(X/8). Alors il existe une filtration (€%);>0 de €, décroissante et finie,
par des sous-F-D&@-modules cohérents, telle que :
i) pour tout 0 <i <k, & =¢,
ii) pour tout d+1 <1, & =0,
ili) pour tout k < i < d, & est le plus grand sous-F -D&,Q-module cohérent
de € de codimension supérieure ou égale 4 3.

Preuve. — Vérifions que ’on peut définir un plus grand sous-F' -D& g-module
de € cohérent et de codimension supérieure ou égale a i, pour k < i < d.
Puisque & € F@ioh(gﬂ(:), il existe un unique £© € F DigL(QDC) et tel que

&=l B0 &, (voir 1.1).
Soit F un sous-F" —D& Q—module de € cohérent et de codimension supérieure ou
égale & . Il lui correspond un unique sous-module F(© de £ tel que F©) ¢ F-
~ (0
Mcoh(g‘DgczQ) et tel que
~ mf 0

~(0
De plus codim(F) = codim(F®) = i. Or D;(xg est un faisceau d’anneaux
localement noethérien (voir [Be2, 1.3.2]) et la catégorie FCDEgL(gﬁC) est abélienne
(voir [Be4, 4.5.1]). Donc il existe §(© € F‘D((:gil(gf)C) tel que G soit le plus
grand sous-module cohérent de &(® de codimension > 7. Le plus grand sous-
F—D&,Q-module de € cohérent et de codimension supérieure ou égale a 7 est
alors G = ’DJ&’Q B0 G,

x,Q
Considérons la suite spectrale d’hyperhomologie construite en 3.4 et la fil-

tration (F%(€));>0 sur & qu’elle définit. La construction étant fonctorielle par
rapport & la résolution L° choisie, on obtient, par recollement, une filtration
définie sur X tout entier. Montrons que F*(§) = €*, pour tout i > 0. On a
sait que (F*(€));>o0 est une filtration décroissante, finie et telle que, pour tout
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i >0, Fi(€) est un sous-F-’DT g-module & gauche cohérent de &, et telle que
F'(&) = &, pour tout 0 < i < k et F'(&) =0, pour tout i > d+ 1.

Il reste donc & vérifier que F*(€) = &, pour tout k < i < d. }

On a vu dans la preuve de la proposition précédente que codim(E%; %) > i,
pour tout i > 0. Donc par récurrence sur i > k, puisque F*(€) = €, on déduit
que, pour tout ¢ > k, ‘

codim (F*(€)) > i.
Ainsi, par définition de €%, on a F*(&) C &, pour tout k < i < d.
Montrons par récurrence sur i > k, que F*(€) = &'. Supposons que 1 =

F*+1(€) et posons F = &°. Par fonctorialité de la suite spectrale en €, on a le
diagramme naturel commutatif suivant :

Fi(g)/FiH(&r)_Lg/Fz’H(g)_ﬁ_/_,g/giﬂ

. . a l B l
FY(&)/F*(&) —— &/FT(E) —— g/&,
Par hypothese de récurrence ! = Fi+1(€), donc 8 =
Par définition, ! est le plus grand sous-F-'DT g-module cohérent de F de

codimension minorée par i + 1. Or ! est le plus grand sous-F- D g module

cohérent de € de codimension minorée par i+ 1. Donc &1 C 8’ = F et
Fitl = gl De plus, codim(F) > i. Donc par construction de la ﬁltratlon,
Fi(F) = F et o’ = id. On obtient alors le diagramme commutatif suivant :

. B8’ .
F/FHY(F) ———F/FH!

.| »]
Fz(g)/Fz+1(8) _a__> 8/81‘+1,
avec : '
i) « injective, puisque it = Fi+1(€),
ii) B’ surjective et w injective, par construction.

Donc, on a Im(w) = Im(w o §') = Im(a o u) C Im(a), et on obtient un
morphisme injectif

w: F/FH — FYE)/FTL(E).
Soit encore, grace aux identifications, un morphisme injectif :
w: EY/ET — FY(E)/E.
Ainsi & C F(€), et puisque F*(€) C &', on a 'égalité.
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4. Caractérisation homologique de I’holonomie.
Déduisons de ce qui précede une caractérisation homologique des F-D;C o
modules holonomes.

4.1. DEFINITION. — Soit € un F-'D&’Q-module a gauche cohérent. On dit que €
est holonome si € =0 ou dim(€) = dy.

4.2. THEOREME. — Soit €& un F'- D -module cohérent. Alors & est holonome
si et seulement si, pour tout i # do, on a

Eatiy ’0(8,’)3&@) =

Preuve. — Supposons & non nul. Si € est holonome, on a par définition
dim(€) = codim(€) = dx. Grace a 2.4, on sait que Exty; (8 Dx o) =0sii <dy

et par 3.1, que Sxt (8 ’DxQ) =0sii> dy.

Re01pr0quement si &vt (&, D&Q) = 0, pour tout ¢ # dx, montrons que
L :
& est holonome, c’est-a-dire codim(€) = dx. Posons k = codim(&). D’apreés la
proposition 3.5,
= inf{i | €ty (€,DLg) #0}.

Donc &vt (8 Dx o) #0et k=dx.

4.3. DEFINITION. — Soit € un F-D&YQ-module holonome. On définit le dual
de €, que l’on notera £*, par :

&* — Ext(;;iq(e, DTny) ®Ox,Q wf;y(lQ

4.4. PrROPOSITION. — On définit ainsi un foncteur de dualité exact de la
catégorie des F—D&’Q-modules holonomes dans elle méme, et on dispose de

’isomorphisme de bidualité : € — (£*)*.

Preuve. — Par 2.4, i), on sait que codim(E*) > dx, soit dim(€*) < dyx. Or
I'inégalité de Bernstein nous dit que dim(&*) > dy. Donc dim(E*) = dx et
&* est holonome, par définition. De plus, £&* = HD(E) et grace au théoréme
précédent, on a H'D(E) = 0, si ¢ # 0. Donc D(E) = &*, si & est holonome.
L’isomorphisme de bidualité p : € = (€*)* se déduit alors du théoréme de
bidualité du chapitre I, § 3.6.
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