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OPERATEUR DE TORSION DANS SL,(q) ET SU,(q)
PAR CEDRIC BONNAFE (*)

RESUME. — Nous calculons opérateur de torsion dans tous les groupes réductifs finis
de type A lorsque '’endomorphisme de Frobenius agit trivialement sur le le groupe des
composantes du centre. Le résultat s’applique aussi bien au groupe SL,(gq) qu’a la forme
tordue SU,(q).

ABSTRACT. — TWISTING OPERATORS IN SLy(g) AND SU,(q). — We compute the twisting
operator in every finite reductive group of type A, provided that the Frobenius endomorphism
acts trivially on the group of components of the center. Our result applies as well in the group
SLy(q) as in the twisted form SU,(q).

Soit G un groupe réductif défini sur un corps & g éléments F, de caractéris-
tique p et soit F' : G — G Vendomorphisme de Frobenius correspondant. Dans
le but de paramétrer les caractéres (ordinaires) du groupe fini GF', G. Lusztig
a introduit des combinaisons linéaires particulieres (et explicites) des caracteres
irréductibles de GF', appelés depuis caractéres fantémes (ou almost characters
en anglais). Ces caractéres fantémes forment une base orthonormale de I'es-
pace Cent(GF) des fonctions centrales sur G¥ et calculer la table de carac-
teres de G se ramene au calcul des valeurs des caractéres fantdomes en les
éléments de G¥. Les calculs sur des petits exemples montrent que la table des
caracteéres fantémes a une structure beaucoup plus simple que la table des carac-
teres ordinaires. Dans une série d’articles (cf. [L2] et [L3]), Lusztig a élaboré la
théorie des faisceauz-caractéres pour essayer de comprendre ce phénomene. Une
des réalisations de cette théorie est la construction d’une nouvelle base ortho-
normale de 'espace vectoriel Cent(GF'), dont les éléments, appelés fonctions

(*) Texte regu le 19 janvier 1999, accepté le 25 mai 1999.

C. BONNAFE, Département de Mathématiques, Université de Franche-Comté, 16 route de
Gray, 25000 Besangon. Cet article a été écrit alors que l'auteur était instructeur a I’Université
de Chicago (Illinois, USA). Email : bonnafe@math.univ-fcomte.fr.

Classification mathématique par matiéres : 20G 05, 20 G04.

Mots clés : groupes réductifs, corps finis, caracteres.

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 0037-9484,/2000/309/$ 5.00
(© Société mathématique de France



310 C. BONNAFE

caractéristiques de faisceaux-caracteres, sont paramétrés par le méme ensemble
que celui qui parametre les caracteéres fantomes. Lusztig a conjecturé que ces
deux bases coincident, & multiplication prés par certaines racines de 1'unité, et
a donné un algorithme permettant de calculer les fonctions caractéristiques des
faisceaux-caracteres.

La preuve de cette conjecture en général constituerait une étape importante
dans la connaissance de la table de caractéres de G¥. Un progres considérable
a été fait par T.Shoji qui a prouvé cette conjecture lorsque le centre de G est
connexe en supposant seulement que p est presque bon (cf. [Sh2]) : il a méme
calculé explicitement les racines de I'unité invoquées ci-dessus.

Une des conséquences de la conjecture de Lusztig est que les caracteres
fantomes sont des vecteurs propres pour l'opérateur de torsion Shg/ p (cf. 8§21

pour la définition de I'opérateur de torsion Shg/ 7 ¢ Cent(GF) — Cent(GF)).
Dans [A], T. Asai a étudié l'opérateur de torsion lorsque G est un sous-groupe
de Levi rationnel d’un sous-groupe parabolique non nécessairement rationnel du
groupe spécial linéaire SL,, muni de son endomorphisme de Frobenius déployé
naturel. Cependant, le résultat obtenu [A, th. 4.5.2], & savoir le calcul explicite de
Popérateur de torsion, ne s’appliquait que lorsque ¢ = 1 mod (ppem(1,2,...,n))
et malheureusement, la preuve d’Asai était fausse. Dans cet article, nous repre-
nons quelques idées d’Asai et donnons une preuve (que 1’on espére correcte) de ce
résultat dans le cas olt ¢ = 1 mod n. Mieux, nous généralisons ce résultat au cas
de tous les groupes de type A (c’est-a-dire si toutes les composantes irréductibles
du systéme de racines de G sont de type A). Il est & noter que la définition de
groupe de type A ci-dessus ne fait pas intervenir la structure rationnelle de G.
En particulier, le résultat que ’on obtient s’applique aussi bien au groupe spécial
linéaire qu’au groupe spécial unitaire.

Plus précisément, si G est de type A, nous montrons essentiellement deux
résultats sur l'opérateur de torsion. Le premier est que 'opérateur de torsion
stabilise 1'espace engendré par les caractéres irréductibles de G¥ appartenant
a une méme série de Lusztig géométrique, ceci sans aucune hypotheése sur ¢
(¢f. corollaire 4.3.5). Le deuxiéme est le calcul explicite de Iopérateur de torsion
lorsque F' agit trivialement sur le groupe des composantes du centre de G
(si GI' = SL,(F,), cette hypothese est équivalente & ¢ = 1 mod n) : nous
prouvons qu’alors les caracteres fantomes sont des vecteurs propres pour Shg/ F
et nous calculons explicitement les valeurs propres associées (cf. théoréme 5.5.4).
Nous utilisons pour cela deux ingrédients essentiels. Le premier est la notion
de fonction absolument cuspidale (cf. §4.2 pour la définition) : lespace des
fonctions absolument cuspidales a été déterminé dans les groupes de type A
dans [B2, cor.6.2.2] et, & partir de ce résultat, il est possible de déduire que
I'opérateur de torsion stabilise ’espace engendré par les caracteres irréductibles
de GF appartenant & une méme série de Lusztig géométrique. Le deuxiéme est
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la notion de caractere de Gel’fand-Graev généralisé. Ces caractéres permettent,
dans les groupes de type A, de paramétrer les caracteres irréductibles de GF. De
plus, il est facile de calculer leur image par I’opérateur de torsion (cf. prop. 2.2.5).
Une récurrence portant sur les classes unipotentes de G permet alors de conclure.
Cet argument n’est pas nouveau. Il est & I’ceuvre dans ’article de Shoji [Sh3]
dans lequel est calculée la descente de Shintani Shgm /r dans le groupe spécial
linéaire lorsque m est suffisamment divisible. Ici, nous nous intéressons au cas
extréme opposé, c’est-a-dire m = 1, et reprenons quelques idées de Shoji. Le
cas m = 1 étant plutdt plus facile, nous parvenons & mener I’argument jusqu’au
bout, méme dans le cas du groupe spécial unitaire.

Nous concluons cet article en montrant que, toujours sous ’hypothese que G
est de type A, les fonctions caractéristiques de faisceaux-caracteres cuspidaux
sont égales, & une racine de 'unité pres, aux caracteres fantémes absolument
cuspidaux correspondants : c’est une premiere étape dans le but de prouver la
conjecture de Lusztig pour ce type de groupes.

Cet article est organisé comme suit. Dans les trois premieres parties, aucune
hypothese n’est faite sur le groupe G. Dans la premiére, nous nous intéressons
au groupe des composantes du centre de G. Il n’est (presque) pas exagéré
de dire que, dans le cas des groupes de type A, toutes les difficultés ont une
interprétation en termes de ce groupe abélien fini. Dans la deuxiéme, nous
rappelons la définition de I'opérateur de torsion Shg/ # et calculons son action
sur des caractéres obtenus par induction & partir du radical unipotent d’un
sous-groupe parabolique rationnel de G. Dans la troisieme, nous rappelons
quelques propriétés des caracteres de Gel’fand-Graev ordinaires, qui sont des cas
particuliers de caracteres mentionnés ci-dessus. Dans les trois dernieres parties,
nous nous intéressons aux groupes de type A. Le but de la quatrieme partie est
de montrer que l'opérateur de torsion stabilise ’espace vectoriel engendré par les
caracteres irréductibles de G¥ appartenant & une série de Lusztig géométrique
(cf. corollaire 4.3.5). La cinquiéme partie est consacrée & I’énoncé et a la preuve
du théoréme principal de cette article (cf. théoréme 5.5.4), & savoir la description
de Vopérateur de torsion. Dans la derniére partie, nous nous intéressons aux
faisceaux-caracteres cuspidaux F-stables sur le groupe G.

Ce n’est qu’au cours de la preuve du théoréme 5.5.4 que nous avons besoin de
supposer que F' agit trivialement sur le groupe des composantes du centre de G.
Tous les autres résultats de cet article sont affranchis de cette hypothese.

REMERCIEMENTS. — L’auteur tient & remercier particuliérement Jean Michel
pour avoir été & lorigine de ce travail, pour en avoir suivi attentivement
I’évolution, et pour avoir lu scrupuleusement une premiere version de cet article.

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



312 C. BONNAFE

Notations

0.1. — Soit p un nombre premier et soit F une cloture algébrique du corps
fini & p éléments F,,. On fixe une puissance g de p et on notera F, le sous-corps
de F a ¢ éléments. Toutes les variétés et tous les groupes algébriques seront
considérés sur F.

On se fixe d’autre part un nombre premier ¢ différent de p et on notera Q
une cloture algébrique du corps ¢-adique Q. On choisit un automorphisme de
corps Q; — Qy, x — T tel que { = (! pour toute racine de I'unité ¢ dans Q.

0.2. — Si H est un groupe fini, on notera Irr H 'ensemble des caracteres irré-
ductibles de H (sur Q) et Cent(H) le Qg-espace vectoriel des fonctions centrales

H — Q. Soit H" le groupe abélien des caracteres linéaires H — @gx (si H est
abélien, on a H* = Irr H). On appellera H-module un Q,H-module & gauche
de dimension finie. Si K est un autre groupe fini, on appellera H-module-K
un Qy-espace vectoriel de dimension finie muni d’une structure de bimodule, H
agissant & gauche et K a droite. Si ¢ : H — K est un morphisme de groupes, on
notera o : K — H” le morphisme de groupes abéliens induit par . Si n et o’
sont deux fonctions centrales sur H, on notera

nn)u = ﬁ > n(h)n' ().

heH

Alors (,)g est un produit scalaire sur Cent(H) pour lequel Irr H est une base
orthonormale. L’ensemble des classes de conjugaison de H sera noté Conj(H).
Si g € H, on notera [g] ou [g]n sa classe de conjugaison dans H.

Si H est de plus abélien et si ¢ : H — H est un automorphisme du groupe H,
on posera :

M(H, ) = H' (¢, H) x (H)",
MV(Ha‘p) = HY x HI(QO’H)Av

ot H'(p,H) = H/{p(h)h™* | h € H} est le premier groupe de cohomologie
du groupe cyclique () a coefficients dans H. Si (a,&) € M(H, ) et (a,() €
MY (H, ), on pose :

{(0,6),(a,Q)} = C(TI}—i(‘M

Remarquons que |H¢| = |H(p, H)|.

0.3. — Si H est un groupe algébrique, on notera H° sa composante neutre.
Si h € H, on notera (h) ou (h)g la classe de conjugaison de h sous H
et C%(h) la composante neutre de son centralisateur dans H. On posera
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Ap(h) = Cu(h)/C%(h). Si H est de plus défini sur F, et si F : H — H
désigne I’endomorphisme de Frobenius correspondant, on notera

EH = (;1)]P‘q—rang de H et ng = (_I)Fq-rangsemi—simple de H'

D’autre part, on notera H!(F, H) I’ensemble des classes de F-conjugaison de
H (on rappelle que deux éléments h et A’ de H sont dits F-conjugués si il
existe z € H tel que i/ = z7'hF(zx)). Le théoréme de Lang montre que
HY(F,H) = HY(F,H/H"). Pour finir, on notera Z(H) et D(H) le centre
et le groupe dérivé de H respectivement.

0.4.—Dans toute la suite, on se fixe un groupe algébrique réductif connexe G,
défini sur Fy. On notera ' : G — G I’endomorphisme de Frobenius correspon-
dant. On notera Z le centre de G. D’apreés [DL, 1.21], il existe un groupe réductif
connexe G défini sur F, (on notera encore F' : G—-G I’endomorphisme de Fro-
benius correspondant a cette F q—structure), contenant G comme sous-groupe
fermé F-stable et vérifiant les propriétés suivantes :

1) G contient le groupe dérivé de G,
2) Le centre Z de G est connexe.

11 résulte des propriétés 1) et 2) que G est un sous—groupe distingué de G,
que G /G est abélien, que Z = G N ZetqueG=G-

Siz € Z¥ et siy € Cent(GF), on posera
t?’Y : GF — @f7
g+— (29).

Alors tS est une fonction centrale sur G et 'application t& : Cent(GF) —
Cent(GF) est une isométrie. D’autre part, il est facile de vérifier que

pour tous z et z’ dans Z¥. L’application z +— t& définit donc une action de Z¥
par isométries sur Cent(GF ).

Soit BO un sous-groupe de Borel F-stable de G et soit TO un tore maximal
F-stable de Bo On note Uy le radical unipotent de Bo et on pose

By=ByNG, Ty=ToNG.

Soit (é*,’f;,F*) (resp. (G*,T§,F*)) un triplet dual de (G, Ty, F) (resp.
(G, Ty, F)). L’injection canonique ¢ : G — G induit un morphisme surjectif
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314 C. BONNAFE

de groupes * LG - G*, défini sur F, et tel que 1 (TO) = Ty5. Le noyau
de i* est connexe : c’est un tore central de G dual de G /G. En particulier,

I’application G*F" - G*F” induite par ¢* est surjective d’apres le théoreme de
Lang. On posera
A* =Keri* N D(G").

Soit a € (Keri*)F". Alors a induit un caractére lindaire de GF /GF par dualité.
Ce caractere est trivial sur Z¥ si et seulement si a € A*F" (¢f. [DLM, 3.12.1]).
On a donc un isomorphisme de groupes abéliens finis

~

war: AT S (GF/GE - 2PN

Si s est un élément semi-simple de G*F | on notera £(GF, [s]) (resp. E(GF, (s)))
la série de Lusztig rationnelle (resp. géométrique) associée & s. On notera ¢, le
caractere linéaire de ZF tel que

tSy = ¢s(2)y
pour tous z € GF et v € £(GF, [5]).

0.5. — Pour finir, on fixe un troisieme groupe réductif connexe G défini sur F,.

On notera encore F : G — G le morphisme de Frobenius. Soit 7 : G — G un
morphisme de groupes algébriques défini sur F, et tel que

1) Ker 7 est central dans G;

2) 7(G) contient le groupe dérivé de G.
_ On note Z le centre de G. Les propriétés 1) et 2) ci-dessus montrent que
Z = w“l(Z)Ae*t G = 7(G) - Z°. On pose By = Y By) et Ty = 7~ YTp)
et on note (G , T, F*) un triplet dual de (G,TO,AF*’). L’application 7 induit
un morphisme de groupes algébriques 7* : G* — G , défini sur F, et tel que
YTy = T

1. Quelques propriétés du groupe Z/Z°

1.1. Cuspidalité. — Soit L un sous-groupe de Levi d’un sous-groupe para-
bolique de G. Le morphisme injectif de groupes Z — Z(L) induit un morphisme
surjectif

hy:Z)Z° — Z(L)/Z(L)"

(cf. [DLM, lemme 1.4]). Le but de ce paragraphe est d’étudier quelques propriétés
du morphisme hyr. S’il y a ambiguité possible, on notera hf le morphisme de
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OPERATEUR DE TORSION DANS SL, (q) ET SU, (¢) 315
groupes hr. Soit L = n~1(L). Alors L est un sous-groupe de Levi d’un sous-
groupe parabolique de G. Le diagramme suivant

~ ~ hy o o
| — Kerh; — Z/Z" —2 Z(L))2(£)° — 1

(1.1.1) l ™ l LE l TZ(L)

1— Kerhy — Z/2° —2— Z(L)/Z(L)° —1

est commutatif et les lignes de ce diagramme sont des suites exactes (les
applications 7, mz et mz(z) sont induites par ).

ProposiTioN 1.1.2. — Les applications 71, Tz et Tz(L) sont surjectives.

Démonstration. — Montrons tout d’abord la surjectivité de ;. Soit z un élé-
ment de Z dont la classe dans Z/Z° appartienne au noyau de hr. Cela signifie
que z € Z(L)°. Mais 7(Z(L)°) - Z° = Z(L)°; donc il existe 2 € Z(L)° et
20 € Z° tels que m(2) = 22°. En particulier, 5 € Z et la classe de # dans Z /20
appartient & Ker h; . Cela montre la surjectivité de ;.

La surjectivité de mz découle de celle de 7 : il suffit de supposer que L est
un tore maximal de G. La surjectivité de mzry découle aussi de celle de 7z :
il suffit de supposer que G = L. []

Un caractere linéaire ¢ de Z/Z° est dit cuspidal si Ker hy, € Ker ¢ pour tout
sous-groupe de Levi L d’un sous-groupe parabolique propre de G. On notera :

e (Z/Z°);,. 'ensemble des caracteres linéaires cuspidaux de Z/Z°;

o HY(F, Z)}, 'ensemble des caracteres linéaires cuspidaux F-stables de Z/Z°.

PROPOSITION 1.1.3. — Soit ¢ un caractére linéaire de Z | Z° et soit { = Comyz.
Alors ¢ est cuspidal si et seulement si ( [est.

Preyve. — Cela résulte immédiatement de la commutativité du diagram-
me (1.1.1) et de la proposition 1.1.2. []

COROLLAIRE 1.1.4. — Si (Z ] Z°)}, est non vide, alors toutes les composantes
irréductibles du systéme de racines de G sont de type A.

Preuve. — D’apres la proposition 1.1.3, on peut supposer que G est semi-
simple simplement connexe. On écrit G = G1 X - - X G- ot r est un entier naturel
non nul et G, ..., G, sont des groupes semi-simples simplement connexes dont
le systeme de racines est irréductible. On note Z; le centre de G; (1 < ¢ < r).
Alors Z = Z; x --- x Z, donc il existe des caracteres linéaires (i,...,(. de
Z1,...,Z, respectivement tels que ( = @ -+ @ (.
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Si L est un sous-groupe de Levi d’un sous-groupe parabolique de G, alors
il existe des sous-groupes de Levi L;,..., L, de sous-groupes paraboliques de
G1,...,G, respectivement tels que L = L x --- x L,. Alors

Kerh§ = Kerh§! x -+ x Ker h§"

et donc ( est cuspidal si et seulement si (3,...,(. le sont. Pour montrer le
corollaire 1.1.4, on peut donc supposer que G est semi-simple simplement
connexe et quasi-simple. Un examen au cas par cas montre que, si G n’est pas
de type A, alors il existe un sous-groupe de Levi L d’un sous-groupe parabolique
propre de G tel que Ker hr, = {1}. Cela termine la démonstration. []

On dira que le groupe G est de type A si toutes les composantes irréductibles
de son systeme de racines sont de type A.

1.2. Systémes locaux cuspidaux sur la classe unipotente réguliere. —
On note Cieq 0ou C,.Cg'g la classe de conjugaison des éléments unipotents réguliers
de G. On fixe une fois pour toutes un élément unipotent régulier u; € CE . On

reg"
suppose que u; € UL Alors
(1.2.1) Ag(u) = Z)2Z° x Ay, (uy).

REMARQUE. — Si p est bon pour G, alors le groupe Cy,(u1) est connexe
(cf. [Sp, 4.11]). Dans ce cas, Ag(u1) ~ Z/Z°.

Le groupe Ag(u1) est abélien d’apres [Sp, 4.11] et [Lou]. Si ¢ est un carac-
tere linéaire de Z/Z°, on notera (; le caractére linéaire ( ® 1 de Ag(u). La
proposition suivante est bien connue et justifie la terminologie «cuspidal » pour
les caracteres linéaires de Z/Z°. Nous en rappelons la démonstration pour la
commodité du lecteur.

PrOPOSITION 1.2.2. — Soit ¢ un caractére linéaire de Z/Z°. Alors ( est
cuspidal si et seulement si la paire (uy,(y1) est cuspidale au sens de [L2, intro.].

Preuve. — Soit L un sous-groupe de Levi d’un sous-groupe parabolique P
de G et soit v un élément unipotent de L. On note Up le radical unipotent de P.
Comme dans [L2, intro.], on pose

Yu,o ={9€G; g7 usg € vUp}/CY (v)Up.

Puisque u; est régulier, il va étre facile de déterminer la variété Y, ..

Soit gC%(v)Up €Y,, , et soient By et By deux sous-groupes de Borel de L
contenant v. Alors B Up et BUp sont deux sous-groupes de Borel de G
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OPERATEUR DE TORSION DANS SL,,(q) ET SU,(q) 317
contenant g~ 'ug, donc ils sont égaux car uj est régulier. Donc By = Bs, ce qui
montre que v est régulier dans L. Donc si la variété Y, , est non vide, alors v
est régulier.

Réciproquement, supposons v régulier. On déduit des résultats classiques sur
les unipotents réguliers que Y,,, ,, est non vide (cf. [St1, lemme 3.2 et th. 3.3]).
On peut donc supposer que u; € vUp. Soit gC%(v)Up € Yy, v et soit By
le sous-groupe de Borel de L contenant v. Alors 9(B;Up) et BiUp sont
deux sous-groupes de Borel de G contenant u;, donc ils sont égaux, donc
g € B1Up. En particulier g € P. La condition ¢~ 'u;g € vUp implique alors
que g € C(v)Up. Cela montre que Y, , = Ar(v). Le groupe Ag(u;) agit sur
Ap(v) par translation a gauche. La représentation par permutation de Ag(u;)
associée & Ar (v) contient le caractere linéaire ¢; si et seulement si Ker hy C Ker (.
Cela démontre la proposition 1.2.2. ]

L’ensemble des classes d’isomorphismes de systemes locaux G-équivariant
irréductibles sur Ceq est en bijection avec Ag(u)” @ si ¢ € (Z/Z°)", on notera
L¢ le systeme local G-équivariant sur Cyeg associé a (. Le systeme local L est
F-stable (c’est-a-dire isomorphe & F* L) si et seulement si le caractere linéaire ¢
est F-stable. Pour finir, la paire (Creg, £¢) est cuspidale au sens de [L2, déf. 2.4]
si et seulement si ¢ est cuspidal d’apres la proposition 1.2.2.

1.3. Centralisateurs d’éléments semi-simples. — D’apres [A, 2.3], on a
un isomorphisme de groupes

OG,F : éF/GF.ZF — HI(F, Z)".

Si n est un entier naturel tel que F™ et F*™ agissent trivialement sur Z/Z°
et A* respectivement, alors g, pr» © wg, pr» st un isomorphisme de groupes

(1.3.1) w: A* — (Z/2°)

qui commute avec I'action des morphismes de Frobenius F' et F*.

On fixe un élément semi-simple s € G*F" . Alors il existe un élément semi-
simple § dans G*" tel que i*(3) = s. On considere I’application

CG* (S) E— A*,

g— g5~

71 =[g,3

oll, pour tout g € Cg+(s), § désigne un élément de G tel que i*(g) = g.

Puisque A* est central, cette application ne dépend pas du choix de § et g
).

et c’est un morphisme de groupes. Le noyau de ce morphisme est i*(Cg-(5)
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Puisque Cg-(5) est connexe (cf. par exemple [DL, cor.5.24]), on a, d’apres
[DM3, prop. 2.3, i*(Cx-(3)) = C.(s). Par conséquent, ce morphisme induit
un morphisme injectif

Ws : Ag~(s) — A*
qui, par composition avec 'isomorphisme w induit un morphisme injectif

ws: Ag-(s) — (Z/2°)"

qui commute aux actions de F' et F*. En particulier, Ag-(s) est abélien et ws
induit cing autres morphismes de groupes

W0 Ag-(s)F — HY(F, Z)",
wg  HY(F*, Ag-(s)) — (27/2°7)",
(1.3.2) Bs:Z)2Z° — Ag-(s)",

cHYF,Z) — (Ag-(s)7)",
1 Z¥)2°F — HY(F*,Ag-(s))".

&)

n - O

&)

Le morphisme w? est injectif et les morphismes @, et ©° sont surjectifs. S’il y
a risque d’ambiguité, on notera wg s le morphisme wy et similairement pour les
autres.

On rappelle le lemme suivant (c¢f. par exemple [A, lemme 1.2.1]) :

LeMME 1.3.3. — Via Ws, on a un isomorphisme
Ag+(s) ~ {z € A* | § et 52 sont conjugués dans é*}
~ {z € Keri* | § et 5z sont conjugués dans é*}

Si o € HY(F*, Ag~(s)), on notera g, un élément de G* tel que g;'F(ga)
appartienne & Cg-(s) et représente . Alors s, = go8g; " est un élément semi-
simple de G*F" géométriquement conjugué & s. D’apres le théoreme de Lang, les
8o (€ HY(F*, Ag-(s)) forment un systéme de représentants de Pensemble des
classes de conjugaison rationnelles contenues dans (s)*" . Par conséquent, on a

E(GF,(s)) = 11 E(GF,[54]).

a€HY(F* Agx(s))

D’autre part, le groupe Cg~(Sq) est isomorphe & Cg~(s) muni de ’endomor-
phisme de Frobenius &F*, ou & désigne la classe de g, 'F(g,) dans Ag~(s).
Puisque Ag-(s) est abélien, on peut identifier Ag~(s) et Ag-(s,) car les
morphismes de Frobenius F* et &F* coincident sur Ag-(s). Le lemme suivant
est démontré lorsque F agit trivialement sur Z/Z° dans [A, lemme 2.4.1, (ii)].
Le cas général se démontre exactement de la méme maniere.
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LEMME 1.3.4. — Soit o« € HY(F*, Ag+(s)). Alors ¢s, = ¢ps& ().

1.4. Cuspidalité et éléments semi-simples. — On reprend les notations
du paragraphe précédent.

DgrFINITION 1.4.1.

o L’élément semi-simple s est dit géométriguement cuspidal (dans G*) si il
existe un élément a € Ag-(s) tel que ws(a) soit un caractére linéaire cuspidal
de Z/Z°.

o L’élément semi-simple s est dit rationnellement cuspidal (dans G*) s’il

existe un élément a € Ag-(s)¥" tel que w(a) soit un caracteére linéaire cuspidal

de H'(F, Z).

Si s est rationnellement cuspidal, alors il est géométriquement cuspidal. De
plus, il résulte du corollaire 1.1.4 que :

ProrosiTioN 1.4.2. — Si G* contient un élément géométriquement cuspidal,
alors G est de type A.

Soit L un sous-groupe de Levi d’un sous-groupe parabolique de G et soit L*
un sous-groupe de Levi d’un sous-groupe parabolique de G* dual de L. Si L est
F-stable, on choisit L* rationnel et de sorte que (L*, F*) soit dual de (L, F').
Supposons que s € L*. Le morphisme Ap.(s) — Ag-(s) est injectif et le
diagramme suivant

AL*(S) Ag+(s)
(1.4.3) wr | A | we.

hr

(Z2(L)/2(L)°)" —— (2/2°)"

est commutatif. De plus tous les morphismes de ce diagramme sont injectifs et,
si L est F-stable, ils commutent aux actions de F' et F'*. La proposition suivante
résulte immédiatement de la commutativité de ce diagramme.

ProPOSITION 1.4.4. — Supposons s géométriquement cuspidal. Alors pour tout
sous-groupe de Levi L* d’un sous-groupe parabolique de G* tel que s € L*, on a
|AL~(s)] < |Ag~(8)| ou, de maniére équivalente, le morphisme Ar+(s) — Ag+(s)
n’est pas surjectif.

Si s est rationnellement cuspidal, alors, pour tout sous-groupe de Levi ration-
nel L* d’un sous-groupe parabolique de G* tel que s € L*, on a |Ap-(s)F | <
|Ag-(s)F"| ou, de maniére équivalente, le morphisme Ar-(s)F" — Ag-(s)F"
n’est pas surjectif.

COROLLAIRE 1.4.5. — Un élément semi-simple géométriguement ou rationnel-
lement cuspidal est régulier.
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Preuve. — Voir [B2, lemme 3.2.9]. []

REMARQUE. — La définition 1.4.1 difféere de la définition d’élément semi-
simple cuspidal donnée dans [B2, déf. 3.2.8]. La proposition 1.4.4 montre qu'un
élément géométriquement cuspidal (resp. rationnellement cuspidal) au sens de
la définition 1.4.1 est cuspidal au sens de [B2, déf. 3.2.8].

On pose § = 7*(s). D’apres [DM3, prop. 2.3], on a
* (0 —_ 0 (2. ~*\0
™ (Ca-(s)) = C5-(3) - Z(G)°.
Cela implique que le morphisme
Tyt Age(s) — Ag-(3)
induit par 7* est injectif. De plus, le diagramme suivant est commutatif :
.

Ag-(s) —— Ag-(8)

" I

(2/2° 2 (2/2°).

Dans ce diagramme, toutes les applications sont injectives et commutent &
l'action de F' et F*. Mieux, si on identifie tous les groupes de ce diagramme
a des sous-groupes de (Z/Z°)", on a

(1.4.7) Ag-(s) = Ag-(3) N (Z/2°)

(¢f. lemme 1.3.3). La proposition 1.1.3 et la commutativité du diagramme (1.4.6)
impliquent la proposition suivante :

ProrosiTION 1.4.8. — Si s est géométriguement (resp. rationnellement)
cuspidal dans G* alors § est géométriquement (resp. rationnellement) cuspidal

dans CA;'*

Prorosition 1.4.9. — Soit s un élément géométriquement cuspidal de G*.
Alors wy : Ag-(s) — (Z/Z°)" est un isomorphisme.

Preuve. — D’apres 1.4.7 et la proposition 1.4.8, on peut supposer que G est
semi-simple simplement connexe. Par produit, on peut aussi supposer que G
est quasi-simple. Puisque G est nécessairement de type A (cf. prop. 1.4.2), on
peut supposer que G = SL,,(F) pour un entier naturel non nul n. En particulier,
G* = PGL,,(F).

Dans la preuve de [B2, lemme 3.2.10], il est prouvé qu’alors, nécessaire-
ment, p ne divise pas n et s est conjugué a 'image dans G* de la matrice
diag(1,¢,...,¢" 1) ol ¢ est une racine primitive n-itme de 1'unité. Le groupe
Ag-(s) est alors cyclique d’ordre n, ce qui montre le résultat. ||
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1.5. Action de H(F, Z) sur Irr GF. — On rappelle que 'on a un isomor-

phisme de groupes
og:GF)GF - ZF — HY\(F, Z)
défini de la maniére suivante (cf. [A, 2.3]). Si g € GF, alors il existe g € G et
€ Z tels que § = g3. Puisque F(§) = §,ona g~ 'F(g) = 2F(3)" €e GNZ = Z.
L’image par o de la classe de § dans GF /GF - ZF est alors égale a la classe de
g~'F(g) dans H'(F, Z). Le groupe G /GF - ZF agit sur Irr GF par conjugaison
donc, via og, le groupe H'(F, Z) agit sur Irr G¥'. On peut étendre cette action
par linéarité au Qg-espace vectoriel Cent(GF). Si ¢ € H'(F, Z), on notera §, un
élément de G dont I’image par le morphisme composé GF - é’F/GF .ZF
H(F, Z) est égale & c. On pose alors
78y =70 (intg.) "

pour toute fonction centrale v sur GF. L’application 7¢ : Cent(GF) —

c
Cent(GT') est une isométrie qui permute I’ensemble des caracteéres irréductibles

de G¥. De plus
18018 =15
pour tous c et d dans H'(F, Z).

1.6. Sous-groupes de Levi. — Soit L un sous-groupe de Levi rationnel
d’un sous-groupe parabolique P de G. Le morphisme surjectif hr induit un
morphisme surjectif de groupes hy : H(F,Z) — HYF,Z(L)). Sil y a
ambiguité, on notera hf le morphisme hp.

On a un isomorphisme

or: LY /LF. Z(L)¥ — H'(F,Z(L)).
D’autre part, le morphisme de groupes canonique L¥ — G¥ induit un isomor-
phisme _ _
oS¢ LY/LY. Z¥ — HY(F, Z).
Cela signifie que, lorsque cela sera nécessaire, on pourra supposer que §. € L¥
pour tout ¢ € H'(F, Z). Par suite, le diagramme

GI')GF.ZF
l x
~ ~ g'G
LY/LF. z¥ = HY(F,Z)

| [ e
LY /LF. z(D)F 2= HY(F,Z(L))

est commutatif.
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2. Opérateur de torsion

2.1. Définition. — Soit g € G¥. Par le théoreme de Lang, il existe 2 € G
tel que z71F(z) = g. Alors ¢’ = F(z)z~! € G¥ et il est facile de vérifier que
I’application

Ng)p : Conj(G") — Conj(G"),

9] — 1g']
est bien définie et bijective. En particulier, elle induit une isométrie
Sh) p : Cent(G") — Cent(G"),

nn—enoNI(,;/F

(2.1.1)

(2.1.2)

appelée opérateur de torsion : la convention choisie ici differe légérement de celles
de [D], [Sh1], [Sh2] ou [Sh3]. D’autre part, cet opérateur est souvent noté ti
(cf. [A], [Sh1] ou [Sh2]). Par contre, cette convention est la méme que celle de
Digne et Michel dans [DM1]. Le lecteur pourra d’ailleurs se référer & [DM1] pour
les propriétés classiques de 'opérateur de torsion ShCF;/ P

Sige GFetsig e NPCf/F([g]), on fera souvent I’abus de notation suivant :
gl =N pg/ F(g)-

Sice HY(F, Z), alors
(2.1.3) 78 0 Sh§, p = Sh j orC.
Cela résulte du fait que 7& est induit par un automorphisme de G' défini sur F,,.

2.2. Opérateur de torsion et action de H*(F, Z).—Si z € Z, on notera
z la classe de z dans H'(F, Z). 1l est possible, dans certains cas particuliers, de
calculer 'image d'un élément de G¥" par NE/ I

LEMME 2.2.1. — Soit g un élément de GF tel que g € C&(g) et soit z € ZF.
Alors

NE p(z9) = 2(29)3: .

Preuve. — D’apres le théoreme de Lang, il existe z € G et 2 € Z tels que
z=x'F(z) = 7 1F(Z). On pose § = 22~ 1. Alors § € G et on peut supposer
que § = gs. Puisque g € CZ(g), il existe, toujours d’apres le théoreme de Lang,
un élément y € C&(g) tel que g =y 1 F(y). On a alors

29 =2y ' F(y) =y~ '2F(y) = (zy) ' Flay)
done G -1,.-1 -1 -1..-1
Ng p(zg) = Flzy)y e~ = F(a)y(y ' F(y))y~ 'z
=zz" ' F(z)gz™" = §(29)57 ",
la troisiéme égalité résultant du fait que y et ¢ = y~ ' F(y) commutent. |]
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REMARQUE. — Comme cas particulier (et trivial) du lemme 2.2.1 précédent,
on a que N?/F(g) = g pour tout élément g € G¥ tel que g € C&(g).

COROLLAIRE 2.2.2. — Supposons que le nombre premier p est bon pour G.
Soit u un élément unipotent de G¥ et soit z € Z¥. Alors

NE p(zu) = gz(zu)g5 "

Preuve. — En effet, si p est bon pour G et si u est un élément unipotent de G,
alors u € C&(u) (cf. [SpSt, 3.15]) et il suffit d’appliquer le lemme 2.2.1. ]

Soit P un sous-groupe parabolique F-stable de G et soit L un sous-groupe
de Levi F-stable de P. On pose

P=PNG, L=LnNG.
Alors P est un sous-groupe parabolique F-stable de G et L est un sous-groupe

de Levi F-stable de P. On note U le radical unipotent de P et on note A un
caractere de UF. On pose alors

¢ =md&: A
Pour tout caractére linéaire ¢ : ZF — @gx , On pose
F
r§, =mdGr, yr(@®N).

Si (2,¢) € MY(Z/Z° F), on pose

~G
(2.2.3) Loneo= > {20, O}ET %y
(c,£)EM(Z/2Z°,F)

Il est facile de vérifier que, pour tout (c,&) € M(Z/Z°, F), on a

—— ~G
(2.2.4) 76TS ) = > {(2,0,( T gx 200
(2,)EMV(Z/ZOF)

PROPOSITION 2.2.5. — Supposons que p est bon pour G. Soit (z,{) €
MY(Z)Z°, F). Alors

~G . _1aG
ShE/r T o = (B ' Ton -
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Preuve.— On notera 1, la fonction centrale sur Z qui vaut 1 sur les éléments
de Z¥ représentant z € (Z/Z°)F et 0 ailleurs. On pose aussi :

= Z 169) 7R

§€(ZF ) ZoF )"
Il est alors facile de vérifier que

1Z"| GF
F = |—Z—O_F| InszXUF(¢ . 12_1 ® )\)

Soit g un élément de G¥' tel que I'(g) # 0. Alors g = z'u ou 2’ € Z¥ représente
271 et u est un élément unipotent de G¥'. 1l résulte alors du corollaire 2.2.2 que
N?/F(g) = §> '9g: ol Z désigne la classe de z dans H'(F, Z). Cela implique que

Sh§, T = 78T.

Le résultat découle alors du fait que

~a !
B = et
@ 0,(2,6) IHI(F’ Z)l (:GHZ(;”Z)

et de I'égalité 2.1.3. []

3. Caractéres de Gel’fand-Graev

On notera D¢ : ZIrr GF — ZIrr G l'opérateur de dualité d’Alvis-Curtis
(cf. par exemple [DM3, déf. 8.8] pour la définition de Dg).

3.1. Définition. — On fixe un caractére linéaire régulier ¢ : Ul — @[X
(cf. [DLM, déf. 2.3] pour la définition d'un caractere régulier de U{"). On pose

F
r§ =Indgr v.
Si ¢ est un caractere linéaire de Z¥, on pose
F
Fgw = IndgF xUF (P @1).
Alors

G _ G
(3.1.1) rg= Y 1§,
pe(ZF)N
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~F
Sic € H'(F, Z), on choisit §. dans T, et on pose
Ve = 1o (int g.) 7 .

D’apres [DLM, th. 2.4], les ¢, (c € H*(F, Z)) forment un systémes de représen-
tants de lensemble des T{ -orbites dans Iensemble des caractéres réguliers
de U{". On a de plus

(3.1.2) ré =76r§

pour tout ¢ € HY(F,Z). Les caracteres I’ gﬁ sont appelés les caractéres de
Gel’fand-Graev de G.

La proposition suivante est a la fois une conséquence et une tres légere
généralisation de [DLM, th 2.12].

PROPOSITION 3.1.3. — Soient ¢ et d deuz éléments de H'(F, Z) et ¢ un carac-
tére linéaire de Z¥ . Alors

e—d
(DeT§,, TSy )ar = {7)@ o=
e ’ 0 sinon .

Preuve. — Soit 1% la fonction centrale sur U} définie dans [DLM, preuve du

th. 2.12, p. 165, ligne 3] (elle est notée ¢ dans [DLM] et on ne peut ici réutiliser
cette notation!). Elle vérifie en particulier

G GF
Del'y = IndUév pr.
En décomposant suivant I'action de ZF via les t¢ (2 € ZF), on obtient
F
(3.1.4) Dal'§y, =d e, yr (6 ® ¥7),
La formule de Mackey pour l'induction et la restriction classique implique que

<DGrg¢c’F$d}d>Gl: = Z <¢® w:7¢® nwd>zFx(U0anU‘§~‘)
neNF/ZF

Z W’:» nwd>U0anU(§’

neNF/ZF

I

ol IN est le normalisateur de Ty dans G. La conclusion s’obtient alors en suivant
mot & mot le méme argument que dans [DLM, fin de la preuve du th.2.12,
p.165]. [
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3.2. Caractéres réguliers. — Soit s un élément semi-simple de G**". On
fixe un sous-groupe de Borel F*-stable B} de C&.(s) ainsi qu’un tore maximal
F*-stable T} de Bf. On notera W(s) (resp. W°(s)) le groupe de Weyl de Cg-(s)
(resp. C. (s)) relatif & Ty Le groupe Ag-(s) sera identifié au sous-groupe

{weW(s)|“Bf =B;}
de W(s). On a donc
(3.2.1) W(s) = Wo(s) x Ag-(s).

Si w € WOs), on notera T un tore maximal F*-stable de C%.(s) de type
w. On pose alors

_ EGEC~ (s)

(3.2.2) X8 =xs = ) > e(w)RE.(s),

weWO(s)

ot ¢ : Wos) — {1,—1} désigne la signature de WO(s) et RS.(s) désigne le
caractere de Deligne-Lusztig associé & la paire (T, s). On rappelle le résultat

w?
suivant (cf. [A, prop 3.1.1 et 3.2.1] et [DLM, prop. 3.12]).
ProprosiTION 3.2.3.

(a) Pour tout a € H'(F,Z), on a (xs,T'§ )gr = 1.

(b) La fonction centrale xs sur G¥ est en fait un caractére (non virtuel)
de G sans multiplicité. De plus, xs € ZE(GF,[s]).

(c) Soit xs1 la composante irréductible commune d x5 et Fg. Si & est un
caractére linéaire de Ag-(s)F, on choisit un élément ¢ € H'(F,Z) tel que
@W(c) = € et on pose

Xsg = T Xs 1

Alors xs,¢ ne dépend pas du choix de c mais seulement de § et

Xs = Z Xs,€-

E€(Ag (8)F)N
(d) Pour tout c € HY(F, Z),

G _ ~
1—‘1/):: - Z Xs,wg’(c)
[s]

ot [s] parcourt l’ensemble des classes de conjugaison d’éléments semi-simples

de G*I".
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COROLLAIRE 3.2.4.— Soit ¢ un caractére linéaire de Z¥ et soit c € H'(F, Z).
Alors :

_J1 sip=gs

oI§ = ’

(2) (X ¢’¢°>GF { 0 sinon.

(b) 4) pe = Z Xs w(c)”
[s]los=

Preuve. — Cela résulte de 3.1.1. []

On posera, pour tout (a,¢) € MY (Ag+(s), F*),

(3.2.5) X\S(a,C) = Xs,(a,0) = Z {(a €, (a,¢) }XSQ7§
(.§)EM(Agx(s),F*)

4. Fonctions absolument cuspidales en type A

Dorénavant, et ce jusqu’a la fin de cet article, nous ferons I’hypothese
suivante :
G est de type A.

Sous cette hypothese, les fonctions absolument cuspidales (cf. § 4.2 pour la
définition d'une fonction absolument cuspidale) sur G ont été déterminées dans
[B2, cor. 6.2.2].

Nous allons rappeler ici comment construire une base explicite de Cus(GF).
Nous allons méme préciser le résultat de [B2] en exprimant les éléments de cette
base comme combinaisons linéaires explicites de caracteres irréductibles de GF'.
Comme conséquence importante pour la suite, nous obtenons que ’opérateur de
torsion stabilise les sous-espaces Q,E(GF, (s)), ol s est un élément semi-simple
de G*F".

4.1. Formule de Mackey. — D’apres [B2, th. 5.2.1], la formule de Mackey
pour les foncteurs de Lusztig a lieu dans G. Cela implique que les foncteurs
de Lusztig dans G ne dépendent pas du choix du sous-groupe parabolique. Par
conséquent, si L est un sous-groupe de Levi F-stable d’un sous-groupe para-
bolique P de G, on notera quelquefois Rf et *R§ les foncteurs de Lusztig
RIGJCP et *R€CP~

4.2. Fonctions absolument cuspidales. — On rappelle qu’une fonction
centrale v sur G¥ est dite absolument cuspidale si, pour tout sous- groupe de
Levi rationnel L d’un sous-groupe parabolique P de G, on a *RLC pY = 0.
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On notera Cus(GT') le sous-espace vectoriel de Cent(G*) formé des fonctions
absolument cuspidales. L’espace vectoriel Cus(G¥') a été déterminé dans [B2,
cor. 6.2.2]. On va rappeler ici comment construire une base de Cus(GF).

Soient ¢ et ¢ des caracteres linéaires de Z' et H'(F, Z) respectivement. On

pose :
Mc= 2. TS,
c€HY(F,Z)
THEOREME 4.2.1. — La famille (1“¢ C)?:lell(::"/\z)/\ forme une base orthogonale
de Cus(GT).
Preuve. — Soient ¢ et ¢ deux caracteres linéaires de Z¥ et H'(F,Z)

respectivement. Supposons ¢ cuspidal. Si c € H'(F, Z) et z € Z¥, alors
G G G

TG =00, TG = ¢(2)TE,
Donc, d’apres [B2, cor. 1.8.6], fgc est une fonction absolument cuspidale et,
d’apres [B2, cor.6.2.2, (a)], il suffit de montrer que I‘gc # 0. Pour cela, on
va calculer son carré scalaire. Puisque I‘g"c est absolument cuspidale, on a
Dgfgc = ngfgq. En particulier, on a

<F¢ ¢ ¢c>GF =77G<DGF¢ (» >GF-
Il résulte alors de la proposition 3.1.3 que
(4.2.2) (G, 1) gr = |H'(F, Z)|.

Cela termine la démonstration. []

Soit (2,¢) € MY(Z/Z", F). On pose

(4.2.3) TS, ) = DR (CYINENO): -9

(c,§)eEM(Z/2Z°,F)

1
BRGNP

E€(ZF ) ZoF A
4.3. Séries de Lusztig. — Dans ce paragraphe, nous allons préciser le
théoreme 4.2.1. Nous allons donner une base des espaces Cus(G*)NQ.E(G*, [s])
et Cus(GF) N QuE(GF, (s))) pour s un élément semi-simple de G*¥" et nous
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allons exprimer les éléments de cette base comme combinaisons linéaires expli-
cites de caracteéres irréductibles appartenant a £(GF, [s]) ou £(GF, (s)). Avant
toute chose, il convient de remarquer que

(4.3.1) Cus(G") = P (Cus(GF) N QE(GT . [5))
[s]

ol [s] parcourt l’ensemble des classes de conjugaison rationnelles d’éléments
semi-simples de G*¥". De méme, on a

(4.3.2) Cus(G") = €P (Cus(G") N QuE(GT, (5)))
(s)

ou (s) parcourt ’ensemble des classes de conjugaison F*-stables d’éléments semi-
simples de G*.

THEOREME 4.3.3. — Supposons H'(F, Z)),, non vide. Soit ¢ un caractére
linéaire de Z¥'. Alors :

(a) Il existe un élément semi-simple s € G*F" tel que :
1) s est rationnellement cuspidal;
(b) Si s’ est un élément semi-simple de G*F wvérifiant les propriétés 1) et 2)
précédentes, alors s' est rationnellement conjugué a s.
(c) Soit ¢ un caractére linéaire cuspidal de HY(F, Z). Puisque s est cuspidal,
le morphisme de groupes w° : Ag-(s)¥ — HYF,Z)" est un isomorphisme
(cf. prop.1.4.9). Si a désigne élément de Ag-(s)F tel que w2(a) = ¢, alors

FQ?S,C = Z E(a’)Xs,ﬁc

E€(Agn (s)F )N
(d) @G eenr(rzyy, est une base orthogonale de Cus(GF) NQuE (G [s)).

Preuve. — Soit ¢ un caractere linéaire cuspidal de H*(F, Z). D’apres [B2,
cor. 6.2.2, (b)], il existe un unique (& G*F -conjugaison pres) élément semi-
simple s € G*F" tel que I'¢, € Q:E(G¥,[s]). En particulier, ¢, = ¢. Puisque
Tff‘ﬁc = C(c)_lfgC pour tout ¢ € H(F, Z), le noyau de ¢ est contenu dans
le noyau de @0 (cf. [B2, 2.8.7]), c’est-a-dire que ¢ est dans I'image de w!. Par
conséquent, s est rationnellement cuspidal : cela montre le (a) du théoréme 4.3.3.

Montrons maintenant le (¢). D’apres la proposition 1.4.9, ws : Ag-(s) —

(Z/Z°)" est un isomorphisme donc les morphismes w?, w}, &5, @¢ et @! sont

aussi des isomorphismes. Soit a 'unique élément de Ag-(s)F tel que w?(a) = C.

S
Posons
P= > &a)xse
E€(Agx (s)F™ )N
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Alors T' est une fonction centrale sur G¥ et on a, pour tout z € Z¥ et
c€e H\(F, Z),
tST = ¢(2)I, 7T =¢(e)7'T.

La premiere égalité résulte de 0.4.2 et la deuxieme résulte de la proposi-
tion 3.2.3, (c). D’aprés [B2, cor. 6.2.2, (a)], les fonctions T' et I’gc sont propor-
tionnelles. Le résultat découle alors du fait que

<fgC’XS,1>GF =1=(T,xs1)aF>

la premiere égalité résultant du corollaire 3.2.4, (b), et du fait que w? est un
isomorphisme.

Le (b) et le (d) résultent du (c) et de 0.4.2. (]

THEOREME 4.3.4. — Supposons HY(F, Z)%,s non vide. Soit ¢° un caractére
linéaire de Z°F .
(a) Il existe un élément semi-simple s de G*F" wérifiant les propriétés
sutvantes :
1) s est cuspidal;
2) Res g:p bs = °.
(b) Si s est un autre élément semi-simple de G*F" wvérifiant les condi-
tions 1) et 2) ci-dessus, alors s' est géométriquement conjugué a s.
(¢) Soit (2,¢) € MY(Z/Z°,F). On suppose ¢ cuspidal. Puisque ws est un
isomorphisme (cf. proposition 1.4.9), il existe (a,0) dans MY (Ag«(s), F*) tel
que W2(a) = ¢ et Bl(z) = 0. Alors

~c R
F¢s‘¢,(z,() = Xs,(a,0)*

(d) (fg () zezF jzoF €St une base orthonormale de
ST ce HI (R Z) )\

Cus(GFYNQE(GT, ().

Preuve. — Soit ¢ un caractére linéaire de Z* étendant ¢°. Soit s 'unique (&
G*I"_conjugaison preés) élément semi-simple cuspidal de G*¥ " tel que ¢y = ¢
(cf. th.4.3.3). Alors s satisfait les conditions (1) et (2) du (a). En particulier,
d’apres 1.4.9, le morphisme ws : Ag-(s) — (Z/Z°)" est un isomorphisme.
Donc, si ¢’ est un autre caractere linéaire de Z¥ étendant ¢°, alors il existe
a € HY (F*, Ag+(s)) tel que ¢s, = ¢ (cf lemme 1.3.4). Le (d) découle de cette
remarque et du théoréme 4.3.3, partie (d).

La partie (b) découle du (d) et la partie (¢) résulte du théoreme 4.3.3, (c) et
du lemme 1.3.4. []
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COROLLAIRE 4.3.5. — Soit s un élément semi-simple de G*F" . Alors 'opéra-
teur de torsion Shg/F stabilise Q€ (G, (s)).

Preuve. — D’apres le (d) du théoréme 4.3.4 et le corollaire 2.2.5, Shg"/F
stabilise Cus(GF) N QuE(GF, (s)).

Soit maintenant v € Q,€(GY, (s)). 1l existe une famille A de paires (L, )
telles que L est un sous-groupe de Levi F-stable d’un sous-groupe parabolique
de G, X est une fonction absolument cuspidale sur L telles que

y= Y  REx

(L,X\)eA

D’autre part, d’apres [B1, cor. 4.4.1], on peut supposer que A € (L, (tr)r-)
ou L* est un sous-groupe de Levi F*-stable d'un sous-groupe parabolique de G*
dual de L et t1, est un élément semi-simple de L*F" géométriquement conjugué

as ((L,\) € A). De plus, d’aprés [DM1, 2.2], on a
(4.3.6) Sh§ poRF = Rf o Sh/p.
Par conséquent,
Shi/py= > RE(Shi/pA).
(L,N)eA
Or, si (L,A\) € A, on a Shfr/p)\ € QuE(LY,(tp)r) car X est absolument
cuspidale donc Sh, .y € Q€(GT, (s)g+) d’apres [B1, cor.4.4.1]. []

5. Opérateur de torsion dans G
Dans cette partie, on se fixe un élément semi-simple s de G*F” et on note § un
élément semi-simple de G*F~ tel que i*(8) = s. On reprend toutes les notations
du paragraphe 3.2 (Bf, Ty, Xs.¢; Sa---). On posera
B =i \(By), Ti=i"'(T}).
Le groupe W9(s) s’identifie avec le groupe W (3) (groupe de Weyl de Cs-(3)
relatif & T}) car Cg+(8) est connexe. Pour tout w € W(5), on posera

T, =i \(T)),

5.1. Caractéres irréductibles de GF. — Soit X un caractere irréductible
F*-stable de W (3). D’apres [LS, th. 3.2], il existe une unique extension x de x &
W (8) x (F*) telle que la fonction centrale
EXEC ~x (3) ~

G g vi N\ PG (3
——— XwEF*)RZ. (3)
W (s)l 2 T

weW (3)

(5.1.1) RG[3] =
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soit un caractere irréductible de G¥. De plus, d’apres [LS, th. 3.2], 'application

(Irr W(§))F* — 5((~;Fv [3]),

(5.1.2) ~
X — RY (3]
est bijective.
5.2. Caracteres de Gel’fand-Graev généralisés. — Soit u un élément

unipotent de G¥. Pour les groupes de type A, on dispose, quelle que soit
la caractéristique du corps sur lequel on travaille, d’'une théorie de Dynkin-
Kostant pour classifier les classes unipotentes. En particulier, on peut associer
canoniquement & u un sous-groupe parabolique F-stable P(u) de G dont on
notera U(u) le radical unipotent. On fixera aussi un sous-groupe de Levi F-
stable L(u) de P(u). On pose :

P(u)=P(u)NG, L(u)=LunNG.

Ce sous-groupe parabolique vérifie entre autres les propriétés suivantes :
1) u appartient a U (u);

2) Cz(u) est contenu dans P(u).

Dans [K2], N. Kawanaka a aussi associé & u un caractére irréductible \*
de U(u)¥ et posé la définition suivante :

(5.2.1) TS =md& - \"

Le caractere I‘f est appelé caractére de Gel’fand-Graev généralisé de G, 11 ne
dépend que de la classe de conjugaison de u dans G¥'. Lorsque u est un élément
unipotent régulier, on retrouve les caracteres de Gel’fand-Graev classiques.

On note Uni(G) 'ensemble des classes unipotentes de G. Pour chaque classe
unipotente C' € Uni(G)¥, on fixe un élément unipotent F-stable uc. Dans é,
les centralisateurs d’éléments sont connexes, donc C est égal a [uc] Gr- D’autre
part, G. Lusztig [L1, 13.4] a construit une application

Irr G — Uni(@)T,
vr— C,.

Dans le cas des groupes de type A a centre connexe, cette application vérifie la
propriété suivante (c¢f. [K1, th. 3.2.11, cor. 3.2.18 et rem. 3.2.24, (i)]; il faut aussi
utiliser le fait que les fonctions de Green sont des polynémes en q) :
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THEOREME 5.2.2 (Kawanaka). — Soit 4 un caractére irréductible de G et
soit C une classe unipotente F-stable de G. Alors

1 st C,=0C,

G )~ = _
T Vg {0 si C n'est pas contenu dans C.,.

Si x est un caractere irréductible F'*-stable de W (3), on notera C; , la classe
de conjugaison C., ot v = RE([3].

5.3. Caracteéres irréductibles de G¥. — Si y est un caractere irréductible
F*-stable de W (3) = W9(s), alors on pose

_ EGECe(s)

RG[S] - |W0(S)| Z )?(U)F*)Rgg(b’)

weWO(s)

Il résulte de [B1, prop. 4.3.3, (i)] que

o
(5.3.1) RS[S] = Res&r RXG[S].

Gréce au principe de réciprocité de Frobenius, on déduit du théoreme 5.2.2 que

1 siCsy =0C,

G pGr I\ . _ _
(5.32) <P“’C’ R [S]>GF {O si C n’est pas contenu dans Cj ,.

En particulier, le caractere RXG [s] est sans multiplicité car toutes ses composantes

irréductibles ont méme multiplicité par la théorie de Clifford, et on notera

RE[s]1 la composante irréductible commune & Rf [s] et I‘fc . Pour décomposer
S,X

complétement le caracteére Rf[s], il ne reste plus qu’a calculer le stabilisateur de
RE[s]; dans GF. Tout d’abord, ce stabilisateur contient Z. Notons Ag- (s, x)
le stabilisateur de y dans Ag-(s) et notons G¥ (s, ) le noyau du morphisme
composé

~

A

~ ~ ~ w? ¥\ A *
G — GF/GF.ZF 2 HY(F,Z) -2 (Ag-(s)7)" — (Ag-(s,%)"")".

PROPOSITION 5.3.3. — Le stablisateur de RS [s], dans GF est GF (s, x).

Preuve. — Cela résulte de la théorie de Clifford et du fait que

(5.3.4) RE. (5) ® we.r (@:(a) = RS ()

w a~lwa

pour tous w € W°(s) et a € Ag-(s)F . []
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Si € est un caractére lindaire de Ag-(s, x)¥", on notera g un élément de G¥
dont 'image par le morphisme composé ci-dessus est £ et on posera

RXG[S]E = Rf[s]l o (int gg)‘l.
1l est facile de vérifier que, pour tous ¢ € H'(F, Z) et £ € (Ag-(s,x)¥ )", on a

(5.3.5) T8 RC[sle = RS[slee. .,

\ Agx (s ~
ou &, = RebAz*Es)x)F* @?(c).

On notera Z(WO(s), Ag-(s), F*) 'ensemble des paires (x, &) oll x est un carac-
tere irréductible F*-stable de W0(s) et £ est un caractere linéaire de Ag- (s, x)¥ .
ProposiTION 5.3.6.
(a) L’application suivante est surjective :

I(WO(s), Ag=(s), F*) — E(G*,[s]),

(ng) L RS[S]E
(b) So ent (x,€) et (x',&') deux éléments de T(WO(s), Ag-(s), F*). Alors
Ry [s]le =
a( ,

Sls] R/ [sler si et seulement si il existe a € Ag-(s VT tel que (x',€) =
X, &) ou, de maniére équivalente puisque Ag~(s) est abélien, (x',&") = (*x,§).

Preuve. — Cela résulte de la théorie de Clifford et de 5.3.4. []

5.4. Familles de GF.— Avant d’énoncer le théoréme principal de cet article,
nous allons décomposer la série de Lusztig géométrique £(G¥, (s)) en familles de
la méme maniere que dans [Sh3, 4.4]. Le raisonnement que nous allons suivre est
déja contenu dans [Sh3, 4.4] mais, puisqu'il s’applique & une classe plus grande
de groupes réductifs finis, nous allons le rappeler. Tout d’abord, on a

E(GF,(s)) = I E(GF | [54]).

a€H! (F*,Ag=(s))

Pour tout a € H!(F*, Ag-(s)), on notera §(a) l'élément de Ag-(s) dont
95 F(go) est un représentant dans Cg-(s). Alors le groupe W (s,) peut-étre
identifié au groupe W (s) muni du morphisme de Frobenius é(a)F*.

Soit x un caractére irréductible de W°(s). S’il existe un élément a €
HY(F*, Ag-(s)) tel que x soit 8(a)F*-stable, alors 'orbite de x sous Ag-(s)
est F*-stable. Réciproquement, si l'orbite de x sous Ag-(s) est F*-stable, alors
il existe un élément a € H(F*, Ag-(s)) et un élément a € Ag-(s) tels que

x = o o@F (@ (F"x). Tl est alors facile de vérifier que %y est §(c)F*-stable.
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Cela montre qu’il faut s’intéresser & I’ensemble des orbites F*-stables de carac-
teres irréductibles de W(s) sous l'action de Ag-(s).

On notera Ag-(s)\ Irr W(s) 'ensemble des orbites de Ag-(s) dans Irr WO(s).
Si x est un caractére irréductible de W9(s), on notera [x] son orbite sous I’action
de Ag* (s)

Fixons un élément F*-stable [y] € Ag-(s)\Irr W9(s). Le calcul précédent
montre que 'on peut supposer que x est 8(a,)F*-stable pour un a, €
H'(F*, Ag-(s)) : il est & noter que la paire (x,a,) n’est pas déterminée de
maniere unique. L’élément o, n’est méme pas déterminé par le choix particulier
de x. Notons

py : HY (F*, Ag-(s,x)) — H'(F*, Ag-(s))
le morphisme naturel de groupes.
Soit (a, &) € M(Ag-(s,x), F*). Alors il existe un élément a € Ag-(s) tel que
a6 (py (@) ay ) 6(ay) T F*(a)
appartienne & Ag«(s, x) et représente o. On pose alors
Xa = *X-
Le caractére xo est déterminé & conjugaison prés par un élément de Ag-(s)"

et il est facile de vérifier que xo est 6(uy(a)ay)F*-stable. On peut donc alors
poser :

(5.4.1) RE(8)ane = RS [0, (a)a -
Le caractere R[C)";](s)a@ dépend alors seulement du choix de x et ay.

La proposition suivante est prouvée dans [Sh3, 4.4] dans un cas particulier :
la preuve s’applique mot & mot a la situation plus générale de cet article.

PrOPOSITION 5.4.2. — Soient (o, &) et (o/,&') deuz éléments de l’ensemble
M(Ag+(s,x), F*). Alors R[?(](S)a,g = R[C)';](s)a/_,g si et seulement si (a,&) =
(o, &).

On pose :

Fia(GF,(9)) = {Rf)(S)ace | (0,6) € M(Ag-(5,X), F) }.

Alors I'ensemble F,j(G¥, (s)) dépend seulement de [x] et non du choix de x et
ay et il est facile de vérifier que

(5.4.3) E(G",(s) = II Fpa (G, (5))-
IXI€(Agx (s)\ Irr WO(s))F*
De plus, la proposition 5.4.2 montre que l'on a une bijection

(5.4.4) M(Ag-(3,X), F*) == Fiy(GF, (s))

pour tout [x] € (Ag-(s)\ Irr W0(s))F".
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5.5. Caracteres fantémes. — Soit maintenant (a,0) un élément de
MY (Ag~(s,x), F*). On pose :

(5.5.1) fzi](s)w = > {(a,€),(a,0)}RE)(8)ae-

(a,§)eM(Ag~ (s,x) . F*)

~G
On appelle R ,(s)a,s un caractere fantome de GF.

Si (o, &) € M(Ag-(s,x), F*), on a

(5.5.2) RE|()ae = 3 {(@9),(0,0) 1R o (8)ao-

(a,0)EMY (Ag=(s,x),F™)

La proposition suivante est immédiate :
~G
ProposiTiON 5.5.3. — (R [X](s)a,a)(a’o)eMV(Ac*(S‘X)’F*) est une base ortho-

normale de Uespace vectoriel QuF,(GF, (s)).

REMARQUE. — La bijection 5.4.4 dépend de beaucoup de choses : elle
dépend du choix d’un représentant F-stable dans chaque classe de conjugaison
unipotente F-stable de G, du choix d’un représentant F™*-stable s de la classe
de conjugaison géométrique (s), du choix de x dans [x] et du choix de o,.
Cependant, si on effectue d’autres choix a chacune de ces étapes, le caractere
fantome ﬁg](s)a’g ((a,0) € MY(Ag~(s,X), F*)) ne sera modifié que par une
racine de l'unité. Cela donne plus de sens a la définition de caractére fantome.

Le théoréme suivant s’en trouve aussi conforté :

THEOREME 5.5.4. — Soient x et a, comme ci-dessus. On suppose que I’ agit
trivialement sur Z/Z°. Soit (a,0) € MY (Ag~(s,x), F*). Alors

G ~G

Shg/}?‘ R Ix] (S)a’g = O'(d)_lR Ix] (S)aya

ot @ désigne la classe de a dans HY(F*, Ag+(s, X))
La fin de cette partie est consacrée & la preuve du théoréme 5.5.4.

5.6. Réduction du probléme. — Puisque F agit trivialement sur Z/Z°
et puisque ws commute avec l'action des morphismes de Frobenius F' et F'*, le
morphisme F* agit trivialement sur Ag-(s). En particulier, on peut identifier
les morphismes ws, wY et w!, ainsi que les morphismes @, & et @!. D’autre

part, la section § : H(F*, Ag-(s)) — Ag-(s) est égale & I'identité.
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Soit donc [x] € (Ag-(s)\Irt Wo(s))F" et soient x et a, comme précédem-
ment. Comme cela est expliqué dans la remarque ci-dessus, on peut, pour prou-
ver le théoreme 5.5.4, changer beaucoup des choix qui ont été faits plus haut. En
particulier, en remplagant s par s, , on peut supposer que a, = 1, de sorte que
x est F*-stable. Par ailleurs, I'application Irr G — Uni(GF') est constante sur
la famille 77,;(G*', (s)), donc on notera Cy la classe de conjugaison unipotente
F-stable associée & tous les caracteres irréductibles de F,j(GF, (s)).

Remarquons aussi que

M(Ag-(s,x), F7) = M"(Ag-(s,x), F") = Ag-(5,X) x Ag-(5,x)"-

On définit la relation d’ordre partiel < sur I'ensemble Uni(G)¥" de la maniere
suivante. Soient C et C’ deux classes unipotentes F-stables de G. Alors

C < C' si et seulement si CcC'.

On écrira C' < C’ pour dire que 'on a C < C' et C # C'.

On va raisonner par récurrence sur la dimension de G et aussi par récurrence,
mais descendante, sur l'ensemble Uni(G)¥ muni de lordre partiel . On
supposera donc que le théoreme 5.5.4 est vrai dans tout sous-groupe de Levi
F-stable d’un sous-groupe parabolique propre de G, et qu’il est aussi vrai pour
toute famille F(,1(G¥, (s)) telle que Cy < Cyr.

5.7. Sous-groupes de Levi et foncteurs de Lusztig. — Soit L* un sous-
groupe de Levi F*-stable d’un sous-groupe parabolique de G* et soit L un
sous-groupe de Levi F-stable d’un sous-groupe parabolique P de G dual de L*.
On note U le radical unipotent de P et on pose

Y§ = {9 G|g7'F(g9) eU}.

On notera HI(Y{F) le i-ieme groupe de cohomologie a support compact a
coefficients dans le faisceau constant Q.

Puisque GF et LY agissent sur YUG par translations & gauche et & droite
respectivement, I’espace vectoriel H:(Y;§) hérite d'une structure de G¥-module-
L¥. La preuve du théoréme suivant est disponible dans une version corrigée de

[DM3, th. 13.25] :

THEOREME 5.7.1. — Supposons que Ca+(s) soit contenu dans L*. Alors :

(a) Soit A\ € E(LY,[s]p.r+). Il existe un entier naturel i(\) tel que
HY(YS) ®g,r A =0 sii#i(A) et tel que le GT' -module Hé(A)(YUG) ®g,Lr
soit irréductible. De plus, (—1)™ = eger.

(b) L’application egeLRE-p : E(GF,[s]pr+) — E(GT,[s]g-r-) est bijec-
tive.
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COROLLAIRE 5.7.2. — Supposons que C&.(s) soit contenu dans L*. Soit \ €
E(LY,[s]p-r+). Alors il exisfe un entier naturel i(\) tel que Hg(YUa)®@LF)\ =0
si i # i(A). De plus (=1)' = egey, et egeLRE-pA est un caractére (non
virtuel) de GF'.

Preuve. — Notons L = L.Z et L* = i*~1(L*). Remarquons tout d’abord que
L* contient C & (8) car ce dernier est connexe et a pour image dans G* le groupe
C%.(s). D’apres [B1, lemme 4.3.6], il existe A € E(GF, [8]7.#) tel que A soit une
composante irréductible de la restriction de ANaLF. D’apres [B1, 4.3.1 et 4.3.2],
le GF-module H\(Y;F) ®g,» A est un sous-module de la restriction & G du

G¥-module Hé(Y,?)~®@£ZF 1
appliqué au groupe G : il suffit de prendre i(\) = i(\). []

\. Le corollaire 5.7.2 résulte alors du théoréme 5.7.1

REMARQUE.— Le théoreme 5.7.1 et le corollaire 5.7.2 sont vrais dans n’importe
quel groupe réductif, sans hypothese sur 'action de F sur Z/Z°. Le fait que G
soit de type A n’intervient pas dans la démonstration et l'action de F' non
plus. Cependant, le corollaire suivant utilise que G est de type A, puisqu’il
utilise le paramétrage des caracteres irréductibles de G¥', et il utilise que F' agit
trivialement sur Z/Z°.

COROLLAIRE 5.7.3. — Notons Cg~(s,x) l’image inverse de Ag-(s,x) dans
Cg-(8) par le morphisme canonique Cg~(s) — Ag-(s) et supposons que L*
contienne Cg-(s,x). Alors egeL REp induit une bijection Fi,)(L¥, (s)L-) —
}—[x](GF7 (S)G’*)'

Preuve. — Remarquons tout d’abord que Ap-(s,x) = Ag~(s,x) donc
IFpg (L, (8)2-)] = [Fa (GF (s)a)I-

Soit (a, €) € M(AL-(s,x), F*). Si on note sZ 'élément de L*F" dont la classe
de L*F -conjugaison est associée & «, alors sL est G*F""-conjugué a s, car F*
agit trivialement sur Ag-(s). En particulier, si (o/, &) € M(AL-(s,x), F*) est
tel que

sGsLRprR[I;(] (8)ae = EGsLRprR[I;(] (8)ar ey

alors on a @ = «o'. Done, pour montrer le corollaire 5.7.3, il suffit alors de

remarquer que RE[sL] et RC[so] = egeL RE- pRE[sk] ont le méme nombre de
composantes irréductibles et d’utiliser le corollaire 5.7.2. []

Nous terminons ce paragraphe par deux résultats a propos des centralisateurs
d’éléments semi-simples dans les groupes de type A.
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LEMME 5.7.4. — Soit H* un sous-groupe fermé F*-stable propre de Cg-(s)
contenant C&.(s). Alors il existe un sous-groupe de Levi F*-stable L* d’un sous-
groupe parabolique propre de G* contenant H*.

Preuve. — 1l suffit de montrer qu’il existe un sous-groupe de Levi d’un
sous-groupe parabolique propre de G* contenant H*. Pour obtenir un sous-
groupe de Levi rationnel, il suffira de prendre lintersection de tous ceux qui
contiennent H*. L’application Ag-(s) — Ag-(5) est injective (ot § = 7*(s)),
donc on peut se ramener au cas ou G est semi-simple, simplement connexe et
quasi-simple, c’est-a-dire G = SL,,(F) pour un entier naturel non nul n. On peut
alors supposer que G* = PGL,, (F).

Supposons que H* n’est contenu dans aucun sous-groupe de Levi d’un sous-
groupe parabolique propre de G*. Puisque H* est contenu dans le normalisateur
de C%.(s) et contient C&.(s), cela implique qu'il existe un diviseur d de n (on
pose n = dk) tel que s soit conjugué a diag(ay,...,a1,a2,...,02,...,0k,...,0k)
oll ai,...,ar sont des éléments de F* deux & deux distincts apparaissant
chacun d fois dans I’écriture précédente.

Le groupe Ag~(s) est isomorphe, via &,, au sous-groupe A de F* défini comme
suit :

A={z eF* |{zai,...,zar} = {a1,...,ar}}.

Notons A’ le sous-groupe de A image de H*. Si |[A'| = k/, et si  désigne
une orbite de A’ dans {a1,...,ax}, on peut supposer que Q = {ay,...,ar } ce
qui montre que H™* est contenu dans I'image de GLgx (F) X GLg(n—)(F) dans
PGL, (F). Puisque H* n’est contenu dans aucun sous-groupe de Levi d’un sous-
groupe parabolique propre de G*, cela implique que k' = k donc que A’ = A,
c'est-a-dire H* = Cg-(s). [J

L’élément semi-simple s est dit quasi-isolé si Cg~(s) n’est contenu dans aucun
sous-groupe de Levi d’un sous-groupe parabolique propre de G*.

LEMME 5.7.5. — Supposons s quasi-isolé et soient x et X' deuz caractéres irré-
ductibles de WO(s) invariants sous Ag-(s) et tels que Cy, = Cys. Alors x = x'.

Preuve. — Utilisons & nouveau le morphisme 7* : G* — G . Alors § = T*(s)
est quasi-isolé dans G et, d’apres le lemme 5.7.4, application Cg-(s) — C’a* (8)
est surjective. En particulier, cela montre que l'on peut encore supposer que
G* = PGL,,(F).

Par suite, il existe un diviseur d de n, premier & p, et tel que s soit conjugué
a Pimage diag(1,¢,...,¢% ) ® I dans PGL,(F) ot n = dk et I, désigne la
matrice identité de GLy(F). Dans ce cas, W°(s) est isomorphe & (&;)¢ olt Gy
désigne le groupe symétrique de degré k, et Ag~(s) est le groupe cyclique d’ordre
d, agissant sur (G;)? par permutation transitive des composantes.
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Un caractere irréductible y de W(s) invariant sous Ag-(s) est donc de la
forme x; ® --- ® x1 ol x1 est un caractere irréductible de &;. Notons p la
partition de k associé a x;. Alors la classe unipotente de G associé a x est la
classe paramétrée par la partition de n duale de dy. Cela montre le lemme. []

5.8. Fin de la preuve du théoréme 5.5.4. — Soit u = uc, . Si ¢ est un
caractere linéaire de Z¥', on pose :

I‘gu = Indg;XU(U)F(¢ ® )\’u,).

D’autre part, si (z,() € MY(Z/Z°, F), on pose

Toco= S {08 (01ers,.

(c.§)eM(Z/2°,F)

D’apres la proposition 2.2.5, on a
¢ =G . _1aG
(5.8.1) ShE/r T gu(s0) = €)' T ey

Soit (a,0) € MY (Ag-(s,%), F*). On pose ¢ = w!(a) et soit z un élément de
Z¥ dont I"image par le morphisme composé

ZF' SN ZF/ZOF w_i) HI(F*,AG*(S))A SN Hl(F*,AG*(S,X))A

est égal & o (un tel z existe car F agit trivialement sur Z/Z°). Alors o(a) = ((2)
ol Z est la classe de z dans H!(F, Z).

~G
LEMME 5.8.2. — Avec les notations ci-dessus, la projection de T',_, (. oy sur
— ~G
Qﬂ-'[x](GF, (s)) est égale a R [X](s)a‘g,

Preuve.—Soit (¢, &) € M(Z/Z°, F). On note &' = Res2¢**X) 50(¢). Puisque
A= () s

tE (TG e ) = 6T G e

pour tout z € Z¥, la projection de 7CT§ . ., sur QuF, (G, (s)) est égale & la

projection de 7T § , , sur QuF (G, (s)) NQuE(GT, [s4]) si € = wl(e) pour

un a € Ag~(s,x) et est nulle si & n’est pas dans 'image de Ag-(s,x) sous le

morphisme w! (cela résulte de I'injectivité du morphisme w! et du lemme 1.3.4).
1

Dong, si € = w;(a) pour un a € Ag-(s,X), alors la projection de TCGI‘SS&M

sur Q¢ F, (GF, (s)) est égale & Ry[sa]er Le lemme 5.8.2 en découle. (]

Compte tenu de 'égalité 5.8.1 et du lemme 5.8.2, il suffit, pour montrer le

~G
théoreme 5.5.4, de montrer que Shg/ rR [X](s)w7 appartient a l’espace vectoriel
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QeF g (GF,(s)). Compte tenu du corollaire 5.7.3, du lemme 5.7.4 et de 'hy-
pothese de récurrence, on peut supposer que s est quasi-isolé dans G* et que

Ag-(s) = Ag- (8, x). Dans ce cas-13, la projection de fi,u,(z,o sur Q.£(GF, (s))
est égale a ﬁi](s)a,g plus des termes appartenant & des familles F,/j(G*, (s)),
ot [x'] est tel que Cy < C,, d’apres le lemme 5.7.5. Puisque Shg/  commute &
la projection sur Q,€(G¥, (s)) d’apres le lemme 4.3.5, et puisque, par hypothése
de récurrence, les espaces vectoriels Qg F(,//(G"', (s)) sont stables sous Shg/ P
(ot X" est tel que Cy < Cy/), le théoreme 5.5.4 est démontré. |[]

6. Faisceaux-caractéres cuspidaux sur G
On appellera systéme local un Q,-systeme local.

6.1. Paires cuspidales. — Soit C une classe de conjugaison quelconque
de G et soit ¥ = Z°.C. Soit £ un systéme local irréductible G-équivariant
sur ¥. Puisque G est de type A, il résulte de [L2, prop.2.7] que, si £ est
cuspidal au sens de [L2, déf.2.4], alors C = 2C’, o z € Z et C' est une
classe unipotente de G. De plus, compte tenu de [L2, prop.2.8], C’ est alors
la classe des unipotents réguliers de G. Puisque la caractéristique p de F est
bonne pour G, la classification des systemes locaux irréductibles cuspidaux sur
la classe des unipotents réguliers est donnée par la proposition 1.2.2 et par la
remarque suivant 1.2.1 (en effet, puisque G est de type A, tous les nombres
premiers sont bons pour G) : Pensemble des classes d’isomorphismes est en
bijection avec (Z/Z°)},. Ces quelques remarques vont permettre de classifier
facilement les paires cuspidales (X, &) cuspidales.

On reprend les notations du paragraphe 1.2. Par exemple, Cy., désigne la
classe des unipotents réguliers de G. Soit z € Z et soit { un caractere linéaire
cuspidal de Z/Z°. On rappelle que L désigne le systéme local irréductible
cuspidal sur Creg associé & ¢. On fixe aussi un systéme local kummérien S sur Z 0
et on note &s ;¢ le systéme local irréductible

T(2). (SR L) ~ (T(2).8) B Ly

sur 2Z°.Cyeg, o0 T'(2) : G — G, g — zg désigne la translation par z.
La proposition suivante résulte des remarques précédentes.

ProposITION 6.1.1. — Soit (X, E) une paire formée d’une sous-variété ¥ de G
de la forme Z°.C, ot C est une classe de conjugaison de G, et £ est un systéme
local irréductible G-équivariant sur X. Alors la paire (X,E) est cuspidale si et
seulement si il existe un élément z de Z, un caractére linéaire cuspidal ¢ de Z | Z°
et un systéme local kummérien S sur Z° tels que (%,&) = (2Z°.Creg E,2.¢)-
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Si (8, z,¢) sont comme ci-dessus, alors T'(2°).S ~ S pour tout 2 € Z°. Cela
implique la proposition suivante :

ProprosiTiON 6.1.2. — Soient (S,z,() et (§',2/,¢") deuz triplets comme
ci-dessus. Alors les paires (zZO.Cmg,é'g,z,C) et (2/Z°.Creg,Es 2 ¢1) sont iso-
morphes si et seulement si S ~S', ( = (' et 2’27 € Z°.

COROLLAIRE 6.1.3. — La paire (2Z2°.Creg, Es 2 ) est F-stable si et seulement
si F*S~ 8, (€ HY(F,Z)}, et z71F(2) € Z°.

cus

L’application Z° — Z°, z + 271 F(2) est un revétement étale galoisien de Z°
de groupe Z%F. Si ¢° est un caractére linéaire de Z°F, on notera Sy un systéme
local kummérien sur Z° associé & ce revétement et au caractere linéaire ¢°. Alors
Sgo est F-stable et tout systéme local kummérien F-stable sur Z° est isomorphe
a un et un seul de ces Syo.

On note CUS(G, F) I'ensemble des triplets (¢, z,¢) oit ¢° est un caractere
linéaire de Z°F, 2 € Z¥'/Z°F et ¢ € HY(F, Z)}, Si (¢°,2,() € CUS(G, F),
on notera # un représentant de z dans Z" et on notera Ego ¢ le systeme local
E8,0.2,¢ Sur 2Z°.Creg. Les paires (22°.Creg, Eg0.2,¢) (0t (¢°,2,¢) € CUS(G, F))
forment un systéme de représentants de ’ensemble des classes d’isomorphismes
de paires cuspidales F-stables de G.

On notera Ayo , ¢ le faisceau pervers sur G' obtenu comme extension perverse
(pour la perversité usuelle) du systeme local £z, sur z2Z°.Creg. Cest un
faisceau-caractere cuspidal sur G et tous les faisceaux-caracteéres cuspidaux
sur G sont obtenus de cette maniere (cf. [L3, IV, prop. 18.5, (a) et 111, 7.1.2, 7.1.3
et 7.1.4]). Puisque p est bon pour G, cette extension perverse est simplement, &
un décalage pres de dim Z° + dim Ceg, 'extension par zéro de Ego , ¢ (cf. [L3,
IV, prop. 18.5, (b)]).

6.2. Fonctions caractéristiques. — Si X est une variété définie sur Fy,
d’endomorphisme de Frobenius F' : X — X, et si F est un systeme local
F-stable, alors, a tout isomorphisme ¢ : F*F — F, on associe une fonction
caractéristique xr , définie comme suit :

XFp: X5 — Qy,
x — Tr(pg, Fu).

Si A est un faisceau pervers F-stable sur X et si ¢ : F*A — A est un iso-
morphisme de faisceux pervers, on appellera fonction caractéristique de A et on
notera x 4., la fonction définit comme suit :
. F o)
XA,LP X7 — QZ&
2 3 (1) e, HiA)

i€EL
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oll, pour tout i € Z, H. A désigne la fibre en z du i-ieme faisceau de cohomologie
de A.

Soit ¢+ = (¢°,2,{) € CUS(G,F). Alors il existe un unique isomorphisme
g0 1 F*Sp — Sy dont la fonction caractéristique sur Z°F soit égale a ¢°.
De méme, on fixe une racine de ¢ dans Qy (que ’on notera q%) : alors il existe
un unique isomorphisme ¢¢ : F*L; — L dont la fonction caractéristique a
pour valeur ¢z 9mCv(¥1) en 4 (on rappelle que u; est un élément fixé de CE).
On notera ¢, l'isomorphisme T(2).(pgo M @¢) : F*E, — &,. Cet isomorphisme
induit un isomorphisme de faisceaux pervers sur G que 'on notera toujours
o, F*A, — A,. Nous allons décrire explicitement la fonction caractéristique
associée a cet isomorphisme.

Soit ¢ € HY(F, Z). On pose u. = g.u1g, *. Alors les u. (c € H'(F, Z)) forment
un systéme de représentants de ’ensemble des classes de conjugaison d’éléments
unipotents réguliers de G'. Soit g € G¥. On a alors :

(_1)dim Zgzbo(zO)C(c)q% dim Cy, (u1)

; 5,0 S0 OF
6.2.1 = si [g] = [22%u] ou 2¥ € Z
( ) XAL,(PL(g) et . e 1( ’ ),
0 sinon.

On choisit un caractére lindaire ¢ : ZF — Qp dont la restriction & Z°F est
égale & ¢° et on note s 'unique (3 G*¥' "_conjugaison pres) élément semi-simple
rationnellement cuspidal de G*F~ tel que ¢, = ¢ (cf. th. 4.3.3, (a) et (b)). Soient
acAg-(s)F" et 0 € HY(F*, Ag-(s))" tels que w(a) = C et @1(2) = 0.

S

THEOREME 6.2.2. — Awvec les notations ci-dessus, il existe un racine de l'unité
A E @gx telle que
-G
XAL,oo = )‘Xs,(a,a)'

Preuve.— D’apres [B2, cor. 6.2.2], d’apres 6.2.1 et d’apres le théoréme 4.3.4, il

existe une constante A € @gx satisfaisant a 'égalité du théoreme 6.2.2. Il suffit de
montrer que cette constante est une racine de 'unité. Pour cela, la valeur )?f(a o)

en zu; permettra de conclure. Tout d’abord, )?g(ayg)(,éul) = qb(é))?g(a’l)(ul).
Cela montre que ’on peut supposer que 2 = 1 et donc que o = 1.

D’apres le théoréme 4.3.4, on a

55SGA,(a.,l) = Z |_1_<((Fc_,)_zﬂ Indgijg’ (¢§ ® d’c)

(c,§)eEM(Z2/2°,F)

S ez e @ o)

c€H(F,Z)
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Mais, si c € HY(F, Z), on a

Ind Gor  gr (6° @ o) (u1) = |Z0F| 257 07 D7 e(burd™!

be Bl

= Y e(tust™),

teTF | ZOF

la premiere égalité résultant du fait que By est 'unique sous-groupe de Borel
de G contenant u; car u; est régulier. Par conséquent,

Can@) = Y @ X weltmt™).

cEH'(F,Z) teTf /ZF

Cette quantité est notée o, dans [DLM, partie 2]. En reprenant les notations de
[DLM, partie 2], le sous-groupe de Levi noté L est égal & G car ¢ est cuspidal
et le résultat découle de [DLM, prop.2.1] car dimG — dim Cyeg — dimZ =
dimC’UO(ul). [I
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