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SUR DES VARIETES TORIQUES NON PROJECTIVES
PAR LAURENT BONAVERO (*)

RESUME. — Utilisant la théorie de Mori des variétés toriques projectives due & M. Reid,
nous étudions les variétés toriques non projectives qui le deviennent apres éclatement le long
d’une courbe invariante.

ABSTRACT. — ON NON PROJECTIVE TORIC MANIFOLDS. — With the help of Mori theory
for projective toric manifolds due to M. Reid, we study non projective toric manifolds which
become projective after a single blow up along an invariant curve.

Introduction

Dans tout ce travail, nous appelons wvariété torique de dimension m une
variété torique compléte et non singuliére; autrement dit, nous nous intéressons
aux compactifications lisses équivariantes du tore complexe (C*)™. Une telle
variété n’est en général pas projective, mais les exemples connus de variétés
toriques non projectives peuvent étre considérés comme isolés au sens ou la
cause géométrique de non projectivité n’est pas toujours comprise. Nous nous
proposons ici d’étudier géométriquement les variétés toriques non projectives les
plus simples. Pour cela, rappelons qu’il est bien connu (voir par exemple [Mor96])
que toute variété torique devient projective apres une suite finie d’éclatements
le long de sous-variétés lisses toriques; autrement dit, la version torique du
théoréme de Moishezon [Moi67] est vérifiée. Le but de ce travail est de comprendre
les variétés toriques non projectives les plus simples a la lumiére du théoréme
de Moishezon : celles qui deviennent projectives aprés éclatement le long d’une
courbe torique (conneze) (X étant lisse, toute courbe torique de X est rationnelle
non singuliere). Rappelons aussi que si X est une variété complexe compacte et
si  est un point de X, alors X est projective si et seulement si B,(X) est
projective.

(*) Texte recu le 3 juin 1999, révisé le 2 septembre 1999, accepté le 7 octobre 1999.
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408 L. BONAVERO

NoTATION. — S%7 X est une variété lisse et Z une sous-variété lisse de X,
on note Bz(X) la variété obtenue en éclatant X le long de Z. Rappelons que
si E est le diviseur exceptionnel de léclatement, E est isomorphe a P(Nz,x) ot
Nz, x estle fibré normal de Z dans X. Si X est une variété torique et Z est une
sous-variété torique, alors Bz(X) est torique et ’éclatement 7w : Bz(X) — X
est équivariant.

Notre travail s’articule de la fagon suivante : nous rappelons dans un premier
temps les notations classiques en géométrie torique et 1’énoncé principal de la
théorie de Mori des variétés toriques projectives d’apres Miles Reid [Rei83]. On
en déduit un critere de projectivité pour les variétés toriques qui sont projectives
apres un éclatement. Dans les deuxieme et troisieme parties, si X est une variété
torique non projective contenant une courbe C' torique de sorte que X := Bo(X)
soit projective, nous classifions les contractions Mori extrémales sur 5( dont
le lieu exceptionnel rencontre le diviseur exceptionnel de I’éclatement X — X.
Nous montrons en particulier que toutes sont des éclatements le long de centres
lisses dans une variété lisse et que seuls trois phénomenes peuvent se produire
dans le cas out X possede une telle contraction : soit (X, C) posséde une réduction
triviale, soit X est obtenue via un flip interdit d’une variété torique projective,
soit X est obtenue via une transformation élémentaire (dite «de Maruyama»)
d’une variété torique projective, ces termes étant introduits et illustrés au
§2. Nous donnons aussi deux conséquences pour les variétés toriques non
projectives devenant de Fano apres éclatement le long d’une courbe, en montrant
en particulier que ceci ne se produit pas en dimension 3. Ce dernier résultat
n’utilise pas la classification des variétés toriques de Fano de dimension 3.
Dans la derniere partie, nous reprenons et détaillons une construction d’Ewald,
permettant de donner des exemples de variétés toriques non projectives pour
toutes les situations étudiées précédemment, ces variétés possédant de plus un
petit groupe de Picard.

REMERCIEMENTS. — A Michel Brion et Laurent Manivel pour de nombreuses
discussions et leurs lectures critiques de versions préliminaires, & Alexis Marin
qui m’a permis d’interpréter géométriquement la construction d’Ewald et a
Chris Peters qui m’a indiqué les travaux de Maruyama.

1. Préliminaires de géométrie torique
1.1. Premiéres définitions et notations. — Les références usuelles de
géométrie torique sont [Ewa96], [Ful93] et [Odass).

Si M est un réseau de rang n, une variété torique Xa de dimension n est
définie par la donnée d’un éventail A, subdivision de 'espace vectoriel dual
Ny := Hom(M,Z) ®z Q par des cones rationnels polyédraux. Rappelons qu'il
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SUR DES VARIETES TORIQUES NON PROJECTIVES 409

y a une correspondance bijective entre les orbites (du tore Hom(M,C*)) de
codimension r dans Xa et les cones de dimension r de A. Comme annoncé dans
I'introduction, toutes les variétés toriques Xa seront supposées lisses (ce qui
signifie que tous les cones maximaux de A sont simpliciaux, engendrés par une
base de N := Hom(M,Z)) et completes (ce qui signifie que le support de A
est Ng).

Les générateurs dans N des faces de dimension 1 de A seront notés
€1,...,€ptn; ils correspondent aux diviseurs irréductibles invariants de Xa et
p est le nombre de Picard de Xa.

1.2. Eclatements le long de courbes toriques. — Soient X une variété
torique d’éventail A et C une courbe torique de X. Quitte & renuméroter les e;,
C est donnée par le cone de dimension n—1 (appelé aussi «mur») (e1,...,en—1).
Ce mur est face de deux cones maximaux (e1,...,en—1,€n) €t {€1,...,€n_1,€nt+1)
correspondant aux deux points fixes du tore sur C.

La variété X = Bc(X) est définie par Péventail A construit de la fagon
suivante : on note e = ey + -+ + e, _1, on enleve a A les deux cones maximaux
(€1, +y€n—1,€n) €t {€1,...,€n_1,€n+1) (ainsi que leurs faces) et on les remplace
par les 2n — 2 cones maximaux de la forme

(e1,---1€j, ... en_1,€,ep)et (e1,...,€5,...,en_1,6€n41), 1<j<n—1

(avec toutes leurs faces) (la notation é; signifie qu’on enléve e;) — voir la figure 1.
Les courbes toriques irréductibles sur le diviseur exceptionnel E de Iécla-
tement m : X — X sont les n — 1 courbes C; := (e1,...,€j,...,en_1,6€),
1 < j < n—1 qui se projettent isomorphiquement par 7w sur C et pour
1<i<j<mn-—11les courbes
(€14 ey Ciyery€lyenynt,€€n) € (€1,...,€,...,€j,...,€n_1,€, €Ent1)

contractées par 7.

€1y.--,€n-2 €1y...,€n-2
Cn41 T €nt1
—_——
€n €n
€n—1 €n—1
Figure 1

REMARQUE. — Il y a une description analogue en terme d’éventails des éclate-
ments le long de centres toriques de dimension supérieure & 1 (c¢f. [Oda88, p. 38]).
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410 L. BONAVERO

CONVENTION. — La trace sur la spheére unité S~ d’un éventail A de R
définit un découpage de S™~!. Toutes les figures de ce texte représentent la
trace sur la sphére S"~! d’une partie d’un éventail n-dimensionnel. Si la figure
représente une application torique entre deux variétés toriques, les parties non
représentées des éventails ne sont pas modifiées par I'application.

1.3. Théorie de Mori torique, d’aprés Miles Reid. — Si X est une
variété projective, on note

N1 (X) = {Za,Ci | a; € Q, C; courbe irréductible de X}/ =

ol = désigne I'équivalence numérique. Le céne de Mori, ou cone des courbes
effectives, est le sous-cone de Ny (X) défini par

NE(X) = {Z eNi(X) 2= aCi, a; > o}.

Si X est torique, alors (voir [Rei83]) NE(X) est polyédral, engendré par les
classes des courbes invariantes. De plus, pour toute aréte R de NE(X), il
y a une contraction pr : X — Y de X sur une variété torique projective
éventuellement singuliére Y telle que les courbes irréductibles contractées par pr
sont exactement celles dont la classe dans Ny (X) appartient & R.

CoNVENTION. — Pour une aréte R de NE(X), nous dirons que la contraction
extrémale pr est Mori extrémale si et seulement si —Kx - R > 0.

1.3.1. Comportement du cone de Mori.— Soient @i : X — Y une contraction
extrémale et

(pr)« : N1(X) — Ny (Y) = Ny(X)/(R + (-R))

la projection induite par ¢gr. Alors, le cone de Mori NE(Y) est égal a
(pr)«(NE(X)). En particulier, les arétes de NE(Y) sont images d’arétes
de NE(X).

1.8.2. Description des contractions extrémales.— Soit w une courbe invariante
extrémale (i.e. R := Q% [w] est une aréte de NE(X)) que l'on peut supposer,
quitte & renuméroter les e;, définie par le «mury (eq,...,e,—1), face de deux
cOnes maximaux

<€1,...,€n_1,€n> et <61,...,8n_1,€n+1>.
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SUR DES VARIETES TORIQUES NON PROJECTIVES 411

Comme X est lisse, e1,...,e, forment une base du réseau et il y a donc une
unique relation
n—1
€nt+1 +€n+ Zaiei =0
=1
ol les a; sont des entiers. Rappelons ici que le fibré normal de w dans X est
n—1
isomorphe a @ Op1(a;), ceci étant vrai méme si w n’est pas extrémale.
=1
On note :
a=card{ie[l,...,n—1]|a; <0},

ﬂ:card{ie[l,...,n—l]]aig()}.

Avec ces notations, g est birationnelle si et seulement si a # 0; le lieu
exceptionnel A(R) de pr dans X est alors de dimension n — «, son image
B(R) = ¢r(A(R)) dans Y est de dimension [ — «, et la restriction de pg & A(R)
est un morphisme plat a fibres des espaces projectifs & poids de dimension n — 3.
Sia = 0, Y est projective lisse de dimension 3 et wr est une fibration lisse.
(Attention : les coquilles de 1’énoncé (2.5) dans [Rei83] sont corrigées dans
[Oda88, p. 111)).

1.4. Un critére de projectivité torique. — Nous donnons ici une premiere
application de la théorie de Mori torique.

LEMME 1. — Soit X une variété torique, Z une sous-variété torique de X. On
suppose que Bz(X) est projective. Alors X est projective si et seulement si toute

courbe contenue dans une fibre de ’éclatement 7 : Bz(X) — X est extrémale
dans NE(Bz(X)).

REMARQUE. — Comme les fibres non triviales de 7 sont des espaces projectifs
(lisses), l’aréte engendrée par la classe dans NE(Bz(X)) d’une courbe contenue
dans une fibre de ’éclatement 7 : Bz(X) — X est indépendante des choix de la
courbe et de la fibre.

Démonstration du lemme. — Le sens direct est un fait général bien connu :
soit F' une courbe rationnelle contenue dans une fibre non triviale de 7. Si X est
projective, soit H un diviseur ample sur X. Si F' = C; + C>2 dans NE(Bz(X)),
alors

O=7n*H-F=n"H-Ci+7"H-C>,

donc
mH-Ci=n"H-Cy =0.

Ainsi les C; sont contenues dans une fibre de 7, donc numériquement proportion-
nelles & F', autrement dit F' est extrémale. Réciproquement, si F' est extrémale,
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412 L. BONAVERO

la contraction extrémale ¢ associée est birationnelle de lieu exceptionnel égal
au diviseur exceptionnel de 7 : en effet, la classe de toute courbe incluse dans
une fibre de 7 appartient & Paréte QT [F], donc toutes les fibres non triviales
de 7 sont contractées par ¢, et toute courbe contractée par ¢ est incluse dans FE
car £ - F < 0. Ainsi, toute fibre de 7 est contenue dans une fibre de ¢, et les
fibres de ¢ étant des espaces projectifs & poids, la restriction de 7 & toute fibre
de ¢ la contracte sur un point, c’est donc que ¢ = 7 et X est projective. []

REMARQUE. — Cet énoncé est un énoncé torique, faux pour des variétés
projectives quelconques (voir [Bon96, § 2.4])!

2. Trois exemples de contractions extrémales

Dans cette partie, la situation qui nous intéresse est la suivante : X est une
variété torique non projective contenant une courbe C' torique de sorte que
X := B¢(X) soit projective. On note 7 : X — X Déclatement de X le long
de C et FE le diviseur exceptionnel de 7.

QUESTION. — Que peut-on dire des contractions Mort extrémales sur X dont
le lieu exceptionnel rencontre £ ?

Nous donnons trois exemples différents de situations possibles.

2.1. Exemple : “réduction triviale”. — Supposons donnée une variété torique
non projective X’ contenant une courbe C’ torique de sorte que Y := Ber (X')
soit projective; on note 7’ ’éclatement Y — X'. Soit alors X la variété torique
obtenue en éclatant X’ en un point fixe p appartenant a C’. Comme X', la
variété X est non projective, et la variété X := Bc(X) ou la courbe C est
la transformée stricte de C’ est projective : en effet, X est la variété obtenue
en éclatant Y le long de la sous-variété de codimension 2 (7')~!(p). D’aprés le
lemme 1, Péclatement X — Y est une contraction Mori extrémale $q+w) dont
le lieu exceptionnel rencontre E.

Autrement dit, on a un diagramme commutatif :

~ Pot(w)

X = Bo(X) —L ¥ = Boi (X))
X = By(X') ———— X'

La figure 2 est la version «géométrique de ce qui précede.

ConvENTION. —Si le couple (X, C) est obtenu par le procédé décrit précédem-
ment, nous dirons que ce couple possede une réduction triviale.
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SUR DES VARIETES TORIQUES NON PROJECTIVES 413

(x)Hp) =2

l'i; Pot)
e
44

X
Jﬂ
— %) p
C
Cl
X X/
Figure 2. Réduction triviale
2.2. Exemple : “flip interdit”. — Démontrons la proposition suivante :
ProposiTION 1. — Soit Y wune variété torique projective de dimension n

contenant une sous-variété torique Z vérifiant
-2
(Z,Nzyy) = (P"2, Opn-2(—1)%2),

et soit X la variété torique obtenue en éclatant 'Y le long de Z puis en contractant
les {*} x P""2 du diviseur exceptionnel E ~P' x P"~?

X = Bz(Y)
/ YW [w]
X Y

Alors X est projective si et seulement si la classe d’une courbe incluse dans Z
est extrémale dans le cone de Mori des courbes effectives de Y .

En particulier, si la classe d'une courbe incluse dans Z n’est pas extrémale
dans le cone de Mori des courbes effectives de Y, la variété X construite est non
projective, le devient apres éclatement le long d’une courbe C vérifiant

(C,Ngyx) =~ (P, Opr (=1)®"71),

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



414 L. BONAVERO

et pg+(,) est une contraction Mori extrémale dont le lieu exceptionnel est égal
& celui de I'éclatement 7 : X — X.

Démonstration de la proposition.—Si la classe d’une courbe incluse dans Z est
extrémale, 7o Lp&i vl est un flip (resp. un flop) si n > 4 (resp. sin = 3) et X est

projective. Réciproquement, soit F' une courbe rationnelle incluse dans Z, non
extrémale dans le cone de Mori des courbes effectives de Y : [F'] = [C}]+[C2], ou
les [C};] sont effectives, non incluses dans Z. Si C/ désigne la transformée stricte
de C; pour T, et si F' est une courbe de X , incluse dans une fibre de 7 telle
que T,F = F,on a

[F'] = [C1] + [C3] + alC),

ol @ est un entier et [C’'] la classe d’une fibre non triviale de 7. Or
-1=E-F=E-C{+FE-Co+aE-C'"=E-C{+E-Cj—a,

d’ou
a=1+E-Ci+E-Cy>1

car E - C] > 0. Ainsi, la classe de [F] n’est pas extrémale dans le cone de Mori
des courbes effectives de X, donc X n’est pas projective d’apres le lemme 1. []

CONVENTION. — Si une variété X non projective est obtenue par le procédé
décrit précédemment, nous dirons que cette variété est obtenue wvia un flip
interdit d’une variété projective : comme mentionné précédemment, a partir de
la. dimension 4, cette transformation de Y vers X est un flip si la classe d’une
courbe incluse dans Z est extrémale dans le cone de Mori des courbes effectives
de Y.

2.53. Exemple : “transformation élémentaire”. — Soit Y une variété torique
projective de dimension n contenant un diviseur torique E. Supposonb que E
soit isomorphe & P(E) ol £ est un fibré vectoriel de rang n — 1 sur P' et notons
X\: E =P(€) — P! la projection. Supposons que le fibré normal de E dans Y
soit de la forme A\*Op:i(a) (autrement dit, il est trivial en restriction aux fibres
de A) et soit € un sous-fibré de £ de rang n — 2 de sorte que la sous-variété
Z = P(€') soit torique. Soit X = Bz (Y') la variété torique obtenue en éclatant ¥
le long de Z. D’apres le lemme 1, ’éclatement X — Y est une contraction Mori

extrémale pg+[,). De plus, la transformée stricte £ de E est isomorphe & £ (en
particulier, A induit une fibration A:E — P') et son fibré normal N B/X est
égal & Op(—1)® )\*Opl (a). 11 existe donc une variété X torique contenant une
courbe torique C' ~ P! de sorte que X = Bo(X) et que le diviseur exceptionnel
de I’éclatement 7 : X — P! soit égal & E avec | = = \. Par construction, Yo+,

est une contraction Mori extrémale dont le lieu exceptionnel F' rencontre E.
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SUR DES VARIETES TORIQUES NON PROJECTIVES 415

Autrement dit, on a un diagramme commutatif :

ECXOF

/ Y‘ﬁ [w]
ccXx YDOEDZ

La figure 3 est la version «géométriquey de ce qui précede.

CONVENTION. — Si une variété X est obtenue par le procédé décrit précédem-
ment, nous dirons que cette variété est obtenue via une transformation élémen-
taire d'une variété projective.

N
g

be F

L

e
¥ w(F) E

Y

| —

Figure 3. Transformation élémentaire.
Lien avec les transformations élémentaires de Maruyama.— Notons S 1'espace

total du fibré Opi(a), ¢ : S — P' la projection et U le produit fibré (torique)
de X et ¢ au-dessus de P! :

L’hypothese faite sur N % implique D’existence d’un voisinage torique V de F
dans Y isomorphe & U = P(¢*€). Enfin, si T désigne la section nulle de ¢ dans S
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416 L. BONAVERO

etsiV = (pg+iw)) (V) alors le diagramme

v
"V \%ﬂw])l'&
(V) \%

est une transformation élémentaire de Maruyama [Mar82, § 1].

A la lumiere de ce qui précede, nous pouvons dire que 'exemple 2.3 est une
«compactification équivariante d’une transformation élémentaire torique ».

3. Classification de certaines contractions Mori extrémales

Dans toute cette partie, X est une variété torique non projective de dimen-
sion n, d’éventail A contenant une courbe C torique de sorte que X := B (X)
soit projective, d’éventail A.Onnote 7 : X — X Déclatement de X le long de C,
E le diviseur exceptionnel de 7. Quitte a renuméroter les faces de dimension 1
de A, on suppose que C est donnée par un cone {e1, ..., e,_1) de dimension n—1,
face de deux cones maximaux (e1,...,€n_1,€pn) €t (€1,...,€n_1,€nt1).

Le but de cette partie est de classifier les contractions Mori extrémales de X
dont le lieu exceptionnel rencontre F. Nous y démontrons le résultat suivant :

THEOREME 1. — Soit X wune variété torique non projective contenant une
courbe C torique de sorte que X := Beo(X) soit projective, soit w dans X une

courbe Mori extrémale rencontrant le diviseur exceptionnel E et g+, : XY
la contraction extrémale associée. Alors :

o soit le couple (X, C) posséde une réduction triviale;

o soit X est obtenue via un flip interdit d’une variété torique projective;

o soit X est obtenue via une transformation élémentaire d’une variété torique
projective.

Dans tous les cas, la contraction extrémale oo+, est de la forme décrite dans
les exemples 2.1, 2.2 et 2.3 respectivement.
Commentaires.

(i) Dans tous les cas, I'image Y de la contraction extrémale pg+ ) est lisse
et g+, est Péclatement de Y le long d’un centre lisse; ce phénomene est
remarquable.

(ii) Dans le deuxiéme cas, E - w = —1, dans les deux autres F-w = 1.

(iii) Tous ces exemples se produisent en toutes dimensions supérieures a 3,
nous donnerons des constructions explicites dans la partie 4 avec «petitsy
groupes de Picard.
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SUR DES VARIETES TORIQUES NON PROJECTIVES 417

(iv) Cet énoncé n’est pertinent que s’il existe une courbe Mori extrémale
rencontrant E, hypotheése que nous ne savons pas vérifier en général. Dans le
corollaire suivant, cette hypothese est vérifide.

CoOROLLAIRE 1. — Soit X wune variété torique non projective contenant une
courbe C torique de sorte que X := Bg(X) soit une variété de Fano. Alors X
est obtenue via un flip interdit d’une variété torique projective.

Démonstration du corollaire. — Soit C une courbe contenue dans une fibre de
I’éclatement. Alors,

[C] = Z a;[Ci]

ou les C; sont des courbes Mori extrémales et les a; des rationnels positifs. Si
est le diviseur exceptionnel de I'éclatement, comme E - C < 0, 'une au moins
des C; vérifie E- C; < 0. Cette courbe satisfait donc les hypotheses du théoréme,
et comme E - C; < 0, la contraction extrémale associée est un flip interdit. []

En dimension 3, on en déduit :

COROLLAIRE 2. — Soit X une variété torique de dimension 3 contenant une
courbe C torique de sorte que X := B (X) soit une variété de Fano. Alors X
est projective.

Mentionnons que cet énoncé est faux hors du contexte torique : il y a des
variétés analytiques complexes non projectives de dimension 3 devenant de Fano
apres éclatement le long d’une courbe.

Démonstration du corollaire. — Si X n’est pas projective, le corollaire 1
affirme que X est obtenue via un flip interdit d’une variété torique projective.
Comme —K g est ample, —Kx est d’intersection strictement positive avec toutes
les courbes de X distinctes de C. Or, comme

Ngjx = Opi (—=1)%2,

on a —Kx - C = 0. Mais alors, si A est un diviseur nef dans une variété
torique, d’intersection strictement positive avec toutes les courbes toriques a
Pexception d’une seule notée C, et si D est un diviseur lisse vérifiant D - C' = 1,
le diviseur A + €D est un Q-diviseur strictement positif avec toutes les courbes
toriques, donc ample, dés que ¢ est un rationnel strictement positif assez petit.
Ainsi, X est projective. []

REMARQUE. — Le corollaire 2 découle aussi de la classification des variétés
toriques de Fano de dimension 3 (voir [Bat82], [WWa82]). En effet, cette derniere
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montre que p()? ) <5, donc p(X) < 4. Or il n’y a qu’une seule variété torique
non projective de dimension 3 dont le rang du groupe de Picard est inférieur ou
égal a 4 (celle dont ’éventail est rappelé au §4.1.1 de ce texte) [Oda88] et il est
facile de voir que cette derniere ne devient pas de Fano apres éclatement le long
d’une courbe. La preuve du corollaire 2 évite d’utiliser cette classification.

Le reste de cette partie est consacré a la démonstration du théoréme 1.

Supposons donc lexistence d’une courbe torique w de X = Be(X) Mori
extrémale vérifiant £ Nw # (). L’analyse distingue les cas E-w > 0et E-w < 0.

3.1. Lecasou F-w > 0.

8.1.1. Quelques réductions.

LEMME 2. — Sous les hypothéses précédentes, la courbe w n’est pas incluse
dans E.
Démonstration. — Supposons au contraire que w C E. Comme FE -w > 0,

w n’est pas incluse dans une fibre de 7, donc 7, : w — C est un isomorphisme
d’apres 1.2. De 14,

KX'C:W*KX-w=(K)?—(n—2)E)~w
et donc
X(Neyx)=-Kx-C+n—-3=(-Kz+(n-2)E)-w+n—-3>0.

Montrons maintenant que ceci entraine que X est projective. En effet ’égalité
précédente montre que C n’est pas rigide et la non-projectivité de X contredirait
le lemme suivant :

LEMME 3. — Soit X wune variété torique, C une courbe torique de X. On
suppose que Bo(X) est projective et que C se déforme dans X. Alors X est
projective.

REMARQUE. — Dans cet énoncé, les déformations de C sont nécessairement
non toriques.

Démonstration du lemme. — Comme X est torique, un diviseur sur X
est ample si et seulement si son intersection avec toute courbe effective est
strictement positive. De 13, si H est un diviseur ample sur Bo(X), et si
7 : Bo(X) — X est I'éclatement, le diviseur H' := 7w(H) est ample sur X : en
effet, si w est une courbe irréductible de X distincte de C, alors H-w > H-@ > 0
ol w est la transformée stricte de w. Comme C se déforme en une courbe we,
ona H'  -C=H- wc >0 dapres ce qui précede. Ainsi, H' est ample sur X. ]
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Ainsi, w est «transversey a F et quitte & permuter les ey, ...,e,_1, on peut
supposer que w = (e1,...,€en_2,€,) (et donc E-w =1). Lemur {e1,...,€,_2,€n)
définissant w est face de deux cones maximaux

(e1,...,en_2,€n,€) et (er,...,en_2,€n,€)

pour un certain €', générateur entier d’une face de dimension 1 de A. Remarquons
que €’ peut étre égal & e, 11 et est distinct de e,,_; — voir la figure 4.

€1y...,6n-2
6’
€n+1 4
€n—1
Figure 4
Il y a alors une relation
n—2
e +e+ Zbiei—l-bnen =0,
i=1
ou les b; et b, sont des entiers.
LEMME 4. — Les entiers b; sont négatifs ou nuls pour touti=1,...,n—2,n.

Démonstration. — Sinon, on a b; > 0 pour un certain ¢, et d’aprés Reid [Rei83,
cor. 2.10 (i)], les deux courbes

W= {er, ... 6 en g en,e) et W= (e1,... €. en_2,€n,€)
(resp. {e1,...,en—2,€) €t {(e1,...,en_2,€')) sii <m — 2 (resp. si i = n) sont sur
aréte Qt[w].

Mais alors w’ := {(€1,...,€5,...,€n_2,€n,€) (resp. (€1,...,€e,_2,€)) est une

courbe Mori extrémale incluse dans F et d’intersection positive avec E, ce qui
n’est pas possible d’apres le lemme 2. []

Comme la quantité
n—2

Kz w=2+Y bi+b,

i=1
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est strictement positive, le lemme précédent et la description des contractions
extrémales rappelées en 1.3 impliquent que seules deux possibilités ont lieu a
PTIOTI.

a) Tous les entiers b;, 1 < i < n—2 et b, sont nuls et dans ce cas la contraction
extrémale @q+(,) est une fibration g+, : X — Y de fibres isomorphes a P!

b) Un et un seul des entiers b; et b, vaut —1, les autres étant nuls et dans ce
cas la contraction extrémale pg+[, est birationnelle divisorielle, ses fibres non
triviales étant isomorphes a P'.

Montrons que le cas a) est impossible : si o+, : : X — Y est une fibration,
ses fibres ont une intersection égale & 1 avec le diviseur E et donc E est isomorphe

4 Y. On en déduit que le groupe de Picard de Y est Z?, donc celui de X
est Z3, donc celui de X est Z2. Mais alors X est pro;ectlve d’apres la classi-
fication [Kle88].

3.1.2. Analyse du cas b). — Deux situations différentes peuvent se produire :

(i) b =0 pourtout 1 <i<nm—-2etb,=—1,onaalorse +e—e, =0;

(ii) lun des b;, 1 <4 < n — 2 est non nul, on peut supposer que by = —1 et
onaalorse +e—e; =0.

Commencons par traiter la situation (i) : nous montrons que (X, C) possede
une réduction triviale.

D’apres [Rei83, cor. 2.10 (11)] pour tout ¢ fixé, 1 < i < n — 2, 'étoile du cone

n — 2 dimensionnel (e1,...,€&;,...,en_2,€,) est constituée, pour un certain v;,
des quatre cones maximaux

/
<617"'aei""7€n—27en»e>» <€1,...,€i,...,€n_2,€n,6>,
~ ~ /
<€1,...,€i,...,en_2,6n,€,l/i>, <el""762'7""6”—27611’6 7Vi>~
Or, le mur {(ey,...,€;,...,€n_2,€n,€) est déja face des deux cénes maximaux
<el7"'ae’i,‘-'ve’n—Qven’e7en—l> et <617"'76i3"‘7en—2aen7e>'

C’est donc que v; = e,_1 pour tout 1 < ¢ < n — 2. On en déduit que I'étoile
de e,, est constituée des 2n — 2 cones maximaux suivants :

~ ~ , .
(1, s €5y yln_1,6,6n) € (€1,...,€,...,ep_1,€ 6,), 1<i<n-—1.

Il résulte du raisonnement précédent — voir la figure 5 — que la contraction
P+ envoie X sur la variété projective lisse Y dont I'éventail est obtenu

en remplagant dans A ’étoile de e, par la réunion des cones maximaux
(e1,... €5, en—1,€,€), 1 <i<m—1et leurs faces.
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e+ +ep2 el + - +ep2
€n+1
¢
X
e=e +- - -+ep2
€n—1
T '
e+ - t+ep_2 ep+ - +en2
€n+1 €n+1
e’ P 6/
N
’
X \ X
ep =€+ -+e,ote
€n—1 €n—1

Figure 5. Réduction triviale

Autrement dit, og+(,) : X — Y est Péclatement de Y le long de la sous-variété
torique de codimension 2 définie par le cone (e, e’).

De méme, la relation
I
e, =e;+---+e,_1+e

montre qu'il existe une variété X' non projective lisse telle que X = B,(X’) oup
est un point fixe dans X’ définie par le cone maximal (ey,...,e,—1,€'). Enfin,
Y = Be(X') ot C” est la courbe de X’ définie par le mur {(ey,...,e,—1). Ce qui
précede montre que (X, C) posséde une réduction triviale.

Traitons la situation (ii) : nous montrons que X est obtenue wvia une trans-
formation élémentaire d’'une variété torique projective

Dans ce cas, on a e; = e+€’, soit encore ¢’ = —e;—- - -—e,,_1. Un raisonnement
analogue au précédent montre que ’étoile de e; est constituée des 4n — 8 cones
maximaux suivants :

(1,1 €5y vsen_1,€€n), (€150 3€iyeryn_1,€ €Ent1),
-~ / ~ !
(el7~-~’€ia"'aen—-1ye 7€n>> (elv"'aeia""en—lae ,6n+1>

pour 2 << n-—1.
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Il en résulte — voir la figure 6 — que la contraction g+, envoie X sur la
variété projective lisse Y dont I’éventail est obtenu en remplacant dans A Détoile

de e; par la réunion des cones maximaux

~ ’ ~ ’ .
<62,...,€i,€n_1,€,€,€n>, (62,...,€i,€n_1,6,6,€n+1>, 2§ZSTL—1

et leurs faces.

€n+1

enp =€+ - +en-1

€n+1

ep =€+ - +en1

€2 €2

Figure 6. Transformation élémentaire.

Autrement dit, pg+(,) : X — Y est Péclatement de Y le long de la sous-variété
torique de codimension 2 définie par le cone < e, e’ >. De plus, dans I’éventail Ay
définissant Y, I’étoile de e est constituée des 2n — 2 cones maximaux

<62,...,é\i,€n_1,€l,6,en>, <627"'7é\iaen—l,e,ae7en+1>7 QS'LSH—].,
<€2,...,€n_1,e,6n>, <627"~7€n—17676n+1>
et leurs faces. En particulier, la forme linéaire A : Ng — Q définie par
Ae) = AMe) =0si2<i<n-—1et Ae,) =1 (et donc Meny1) = —11)
induit un morphisme surjectif de I’éventail de I’étoile de e dans Ay sur I’éventail

de P! et donc induit une fibration torique lisse du diviseur torique F défini par
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le cone (e) sur P!, & fibre isomorphe & P"~2. Enfin, comme

n—1
e’+eg+Zei =0,
1=3
la courbe rationnelle (es,...,e,_1,e€,e,) (incluse dans une fibre de \) a pour

fibré normal dans Y le fibré O%2 g O(1)®"~3 et le fibré normal Ng/y est donc
trivial en restriction aux fibres de A. Tout ceci achéve de montrer que X est
obtenue via une transformation élémentaire de la variété torique projective Y.

REMARQUE. — Dans la situation précédente, on a un diagramme :

X = Bo(X)
/ \Q’[u]
X Y

ou les deux fleches 7 et pg+(,) sont des éclatements le long de centres lisses.
En fait, on peut itérer la construction précédente : éclatons Y le long de la
courbe de cone (eq, ..., en_1,¢€), la variété projective alors obtenue est elle-méme
I’éclatement le long d’un centre lisse de codimension 2 dans une autre variété
torique lisse, et on peut recommencer. Ainsi X fait partie d’une suite infinie
de variétés toriques lisses, s’obtenant successivement & ’aide de transformations
élémentaires. Nous ne savons pas déterminer de fagon systématique le caractére
projectif ou non de ces variétés. Nous verrons dans la partie 4 deux exemples de
comportements distincts.

3.2. Le cas ou E - w < 0. — On démontre la proposition suivante :

PROPOSITION 2. — Soit X une variété torique non projective. Supposons que :
(i) 4l existe une courbe C torique dans X de sorte que X := Bg(X) est

projective;;

(i) il existe une courbe torique w de X Mori extrémale vérifiant E -w < 0
ou F est le diviseur exceptionnel de m : X - X.

Alors,

(C,Ngyx) = (P, Op (-1)%"71)
et il y a un diagramme
X = Be(X)

X Y
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ou Y est une variété torique projective contenant une sous-variété torique Z
vérifiant

(Z,Nzjy) = (P"72, Opn-2(—1)%2),
Po+[w) est la contraction extrémale définie par w et l’éclatement de Y le long de

la sous-variété Z de sorte que pg+,) X —Yetm: X — X ont méme diviseur
exceptionnel E vérifiant

(B,Ny )= (P! x P72, Op1  pr-2(—1,—-1)).
Démonstration. — Comme F - w < 0, la courbe w est incluse dans E. Mais

comme X n’est pas projective, le lemme 1 implique que w n’est pas incluse dans
une fibre de 7. Quitte a renuméroter les e;, 1 < ¢ < n — 1, on peut supposer
que w est définie par le mur (ej,...,e,_2,€) et on a une relation

n—2
en +enty1 + Z ae; + ae =0,
=1

ou les a; et a sont des entiers. Le lemme suivant est I’analogue du lemme 4.

LEMME 5. — Les entiers a; sont négatifs ou nuls pour tout i entre 1 et n — 2.

Démonstration. — Sinon, on a par exemple a; > 0, et d’apres [Rei83, cor. 2.10
()], les deux courbes w’ := (eg,...,en_2,€,€,) €t W' 1= (e2,...,€n_2,€,€nt1)
sont sur I’aréte extrémale Q*[w]. Or ces deux courbes sont contractées par 7, ce
qui n’est pas possible puisque X est non projective. []

Fin de la démonstration de la proposition 2. — Comme

n—2

—K;-w:2+2ai+a>0
i=1

avec a = F -w < 0, il s’ensuit que a = —1 et a; = 0 pour tout 1 <7 < n — 2.
La contraction extrémale g+, est donc divisorielle, de fibres non triviales
isomorphes & P!, et comme

n—1

en +ény1 =€= E €,

i=1
la courbe C a son fibré normal isomorphe & Op1 (—1)®"~1 et donc

(E,NE/)?) ~ (P X P2, Op1  pr2(—1,—1)).

Il en résulte — voir la figure 7 — que la contraction ¢g+[,) envoie X sur la

variété projective lisse Y dont I’éventail est obtenu en remplacant dans A Détoile
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€1

€n+1

Cy€n—2

€9 €9

Figure 7. Flip interdit

de e par la réunion des n — 1 cOnes maximaux
(€1, 1 €iyveyCnt,€n€ny1), 1<i<mn-—1

et leurs faces.
Autrement dit, o+ : X — Y est Péclatement de Y le long de la sous-variété
torique de codimension 2, isomorphe & P"~2 et définie par le cone (e, ent1). U

4. Quelques exemples

Dans cette derniere partie, nous donnons des exemples explicites de variétés
toriques non projectives pour toutes les situations précédemment étudiées.

4.1. Exemples en dimension 3.

4.1.1. Flip interdit. — L’exemple le plus célebre est donné par la seule variété
torique X non projective de dimension 3 dont le groupe de Picard est de rang 4 :
son éventail est donné par la figure 8 projetée sur la face (ny, na, n3) (voir [0da8s,
p. 85]), ot nq, ny et n3 forment une base du réseau N, olt ng = —n; — ng — ng
et pour 1 <i <3, n) =mny+n,.
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n3

N

ny ng

Figure 8

Si Cy (respectivement Csy, C3) est la courbe de cone (n), n%) (respectivement
p 2073/

(nf,nf), (n],nh)), alors Ne,/x = Op(—1)%2, la variété X; = Bc,(X) est
projective et X est obtenue via un flip interdit d’une variété torique projective Y;.

4.1.2. Transformation élémentaire. — D’aprés la classification [OdaT78],
[Oda88], des variétés toriques de dimension 3 avec petit groupe de Picard, les
variétés toriques non projectives de dimension 3 obtenues via une transforma-
tion élémentaire d’une variété torique projective ont un groupe de Picard de
rang supérieur ou égal & 5. L’éventail le plus simple est celui de la variété X,
suivante (a et b dans Z) avec p(X,p) = 5 (labellée (415%)" dans [Oda88, p. 64]
et [8 — 13'] dans [Oda78, p. 79]).

—n n ,
—_n— n/ _ n//
—n
Xa’(, [~
’ N o
n =oo
n/
—n+bn'
Figure 9

Le résultat suivant est énoncé sans démonstration dans [Oda78, p. 80].

PROPOSITION 3. — La variété X, est non projective si et seulement si a # 0
et b# —1.

Démonstration. — Si par exemple a = 0 (le cas b = —1 se traite de fagon
identique), X est projective car obtenue en éclatant un point puis une courbe
& partir d’une variété Z projective (le groupe de Picard de Z est de rang 3 ou
plus simplement Z admet une fibration sur P de fibre P(Op: @ Op1 (b))).

Supposons ensuite a > 1 et b > 0 et montrons que X, est non projective
(les trois autres cas se traitent de facon identique). Par P’absurde, si X, est
projective, il existe une fonction ¢ : Ng — R linéaire sur chaque cone de I’éventail
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A définissant X, et strictement convexe au sens olt ¢(n1 +n2) > ¢(n1)+p(n2)

2

dés que n; et no n’appartiennent pas & un méme cone de A. Ecrivons alors
(—n+b )Y+ b+ D)(-n)Y=-n—-n'=n"+(-n—-n"—1n").

Comme n” et —m — n’ — n’” n’appartiennent pas & un méme cone alors que
—n+bn’ et (b+ 1)(—n') appartiennent & {(—n + bn', —n'), on a :

p(=n+bn) + (b + 1)p(-n') > (") + ¢(—n —n' —n").
De méme, (—n —n' —n") + (b+ 1)n’ = —n" + (—n + bn') donne
o(-n—=n"—n")+ (b+ 1)p(n') > o(—n") + p(—n + bn’).

Par somme :
(b+1)(p(n) +@(=n")) > p(n") + p(—n").

A nouveau,
(n+n' +an”)+a(-n")=n+n" et n+an” =n+n" +an")+ (-n)
donnent
p(n+ 1+ an™) + ap(—n") > p(n) + ('),
p(n) + ap(n”) > p(n +n' +an”) + p(-n'),

doi
a(p(n”) + p(=n")) > p(n') + p(-n’).

En regroupant,
a(b+ 1) (p(n") +¢(=n")) > (") + p(-n"),
et comme 0 > p(n”) +@(—n"), on en déduit a(b+1) < 0, ce qui est absurde. []

La proposition suivante est immédiate :

PRrROPOSITION 4. — Pour tous a et b entiers, les variétés Xo_1 4, Xa+1,6) Xa,b—1
et Xqop1 sont obtenues via une transformation élémentaire de la variété X, p.

Démonstration. — La figure 10 est suffisante. []

Des deux propositions précédentes se déduit immédiatement le :
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—n—n'—n"
n"” =00
Figure 10
COROLLAIRE 3. — Pour b # —1, les variétés toriques non projectives X p

et X_1 sont obtenues via une transformation élémentaire de la variété torique
projective Xop. Pour a # 0, les variétés toriques non projectives X0 et Xq,—2
sont obtenues via une transformation élémentaire de la variété torique projec-
tive Xq, 1.

2. Des exemples en dimensions supérieures : une construction
d’Ewald revisitée. — Dans cette derniere partie, nous étudions géométrique-
ment et généralisons une construction due & Ewald [Ewa86] pour construire en
toutes dimensions supérieures a 4 des variétés toriques non projectives avec petit
groupe de Picard.

4.2.1. Description géométrique, cas général. — Soit X une variété analytique
complexe (non nécessairement torique) de dimension n munie d’une action de C*.
On construit une variété X de dimension n+ 1 en recollant C x X & P*\{0} x X
sur Pouvert commun C* x X grace a 'action de C* : (t,2) € C* xX C CxX est
identifi¢ a (t,t-2) € C* xX C P \{0} x X. La variété X possede par construction
une fibration f : X — P! dont toutes les fibres sont isomorphes & X. Dans la
suite, on notera Xo := f71(0) et X, := f~!(00). Remarquons qu’a toute sous-
variété Y de X, stable par C*, correspond une sous-variété Y de X de méme
codimension que Y obtenue par le recollement de C xY 4 P! \{0}xY. Comme X,
Y posséde une fibration sur P!, de fibre isomorphe & Y. De plus,

YﬂX():YﬂXOO:Y.
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4.2.2. Description géométrique, cas torique. — Si X est une variété torique,
et si v est un élément du réseau IV, on note classiquement A, le sous-groupe
& un parameétre du tore Hom(M, C*) lui correspondant. Ce sous-groupe définit
une action de C* sur X si bien que la construction précédente s’applique : on
note X, la variété correspondante et f, : X, — P! la fibration correspondante.
Comme les actions sur X de Hom(M,C*) et de A, commutent, elles induisent
une action de Hom(M,C*) x C* sur X, faisant de cette variété une variété
torique de dimension n + 1 possédant une fibration f, équivariante lorsque P!
est muni de l'action standard de C*. Dans ce cas, Xy et X, sont deux sous-
variétés toriques de X, et si Y est une sous-variété torique de X, la sous-variété Y’
de X, lui correspondant est torique. De plus, il y a dans X, une sous-variété
torique privilégiée, que I'on notera Y, : en effet v appartient a 'intérieur relatif
d’un unique cone o, de 'éventail A et la sous-variété torique Y, de X déterminée
par o, est fixée par le sous-groupe A,. Par conséquent, la sous-variété torique
de X, lui correspondant est isomorphe & P! xY,.

(194

4.2.8. Description “éventail”. — Si A est I’éventail dans Ng de X, I’éven-
tail A, dans Ng @ Q de X, est défini de la fagon suivante :

« on identifie A avec son image wvia I'inclusion Ng @ 0 — Ng ¢ Q,

o les cones de Av sont exactement les
5= (0,0), &4 i=(0,00+Q"(v,1) et & i=(0,0)+Q"(0,~1)

ol o décrit ’ensemble des cones de A.

4.2.4. La construction d’Ewald. — Soit X une variété torique de dimension n,
D un diviseur irréductible torique de X. On note vp le générateur minimal
dans N du cone de dimension 1 définissant D. D’apreés ce qui précede, la variété
torique X,, de dimension n + 1 construite en 4.2.1 — 2 contient un diviseur
torique noté_ D isomorphe & P! xD et Ewald remarque que le fibré normal N/
de D dans X, satisfait

NlPl x{x} ™ Op1(-1).
Par conséquent, il y a une variété torique X,, de dimension n + 1 contenant
une sous-variété torique Z,,, de codimension 2 isomorphe a D de sorte que X, b
soit I’éclatement de X, le long de Z,,,, le diviseur exceptionnel de I’éclatement

étant égal & D. Remarquons que X,, contient deux sous-variétés toriques de
codimension 1 isomorphes & X et X, dont l'intersection est isomorphe a D.

Le résultat suivant est di & Ewald :

THEOREME 2. — Soit X une variété torique, D un diviseur torique de X et
Xy, la variété torique construite précédemment. Alors X, est projective si et
seulement si X est projective. De plus, X et X,, ont méme nombre de Picard.
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D’aprés ce qui précede, seule laffirmation «X projective implique X, ,
projective» est non triviale, Ewald la démontre en considérant 1’éventail défi-
nissant X,,. Ceci peut aussi se démontrer facilement en utilisant notre critere
de projectivité § 1.4.

4.2.5. Applications. — Soit X une variété torique non projective de dimen-
sion n devenant projective apres éclatement le long d’une sous-variété torique Y.
On note X’ := By (X). Deux constructions différentes sont possibles :

(i) Si D est un diviseur irréductible torique de X disjoint de Y, alors la
variété torique X,,, de dimension n + 1 est non projective et devient projective
apres éclatement le long de la sous-variété torique Y correspondant & Y. Par
construction, la codimension de Y dans X est égale a celle de Y dans X,,,,.

(ii) Si D est un diviseur irréductible torique de X contenant Y, la transformée
stricte de D dans X’ = By (X) étant notée D’, alors la variété torique X,
de dimension n + 1 est non projective et devient projective apres éclatement
le long d’une sous-variété torique isomorphe & Y (et que l'on note encore Y)
incluse dans Z,,. En effet, on a By (X,,) = X, _, et cette derniere variété est

projective puisque X’ Iest. Par construction, X et X, deviennent projectives
apres éclatement le long de sous-variétés isomorphes, donc de méme dimension!

On en déduit le corollaire suivant :

COROLLAIRE 4. — Pour tout entier n > 3, il existe une variété torique non
projective, dont le nombre de Picard est égal a 4, devenant projective apres
éclatement le long d’une courbe torique.

Démonstration. — 1l suffit d’itérer la construction expliquée en (ii) & partir
de la variété décrite en 4.1.1. []

Les variétés du corollaire 4 sont obtenues wvia un flip interdit d’une variété
torique projective, la méme construction partant par exemple des variétés X p
(b # —1) de 4.1.2 permet de construire, pour tout entier n > 3, une variété
torique non projective, dont le nombre de Picard est égal a 5, obtenue via une
transformation élémentaire d’une variété torique projective.
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