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EQUIDISTRIBUTION PRESQUE PARTOUT MODULO 1

DE SUITES OSCILLANTES PERTURBÉES

PAR BENOÎT RITTAUD (*)

RÉSUMÉ. — Soient {hn)n une suite de nombre réels, F une fonction réelle Z^-périodique
définie sur R^ et 8 un vecteur de Rd. Sous des conditions de croissance de (hn)n, des conditions
de régularité sur F et, dans certains cas, des conditions diophantiennes sur ©, nous démontrons
que la suite {thnF(nQ))n est équidistribuée modulo 1 pour presque tout nombre réel t. Des
versions « perturbatives » de ce résultat sont également établies. Ces résultats permettent de
démontrer la convergence ponctuelle de certaines moyennes ergodiques non conventionnelles
associées à des endomorphismes du tore de dimension d.

ABSTRACT. — UNIFORM DISTRIBUTION ALMOST EVERYWHERE MODULO 1 0F OSCILLA-
TING SEQUENCES. — Let (hn)n be a séquence of real numbers, F a real Z^-periodic function
defined on R^ and © an élément of Rd. Under increasing conditions on (hn)n, regularity
conditions on F and, in some cases, diophantine conditions on ©, we prove that thé séquence
ÇthnF{nQ))n is uniformiy distributed modulo 1 for almost every real number t. "Perturbative"
versions of this resuit are aiso given. Thèse results allow us to prove thé pointwise convergence
of non conventionnal ergodic averages associated to endomorphisms of thé torus of dimension d.

Nous nous intéressons à réquidistribution pour presque tout t ç R de suites
de la forme (thnF(nQ))n, où (hn)n est une suite réelle croissante, 9 un vecteur
de R^ et F : M*^ —>• R une fonction Z^-périodique. Nous étudions aussi, sous les
mêmes hypothèses, les suites du type (thn(F(nQ)-\-En))n, où {En)n est une suite
qui tend vers 0. Certains des résultats présentés ici ont été annoncés dans [9].

Lorsque la suite (F(n0))n (ou (F(n6) + £n)n) est constante et que hn croît
au moins polynomialement, Péquidistribution t-presque partout est donnée par
un lemme métrique de J.F. Koksma. Utilisé dans le cas hn = b71 (b e N, b > 1),
ce résultat indique que presque tout réel est normal dans la base 6.

(*) Texte reçu le 22 juin 1999, accepté le 29 septembre 1999.
B. RITTAUD, Université Paris-XIII, Institut Galilée, Laboratoire d'Analyse, Géométrie et
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452 B. RITTAUD

L'introduction d'un terme oscillant F(n6), comme dans la suite (tncos(n0))n
où 0 e M, rend la démarche plus délicate. Un résultat d'équidistribution, sans
hypothèse métrique, a été obtenu par D. Berend et G. Kolesnik [2] pour les suites
de terme général Un = P(n)f(n0), où P est un polynôme non nul, 0 un nombre
irrationnel et / une fonction 1-périodique de classe C72Deg(P)+i rayant, ainsi
que ses premières dérivées, qu'un nombre fini de zéros dans [0,1[. Ce théorème
s'applique par exemple à la suite (ncos(n0))n, où 0 ^ 27Î-Q, mais non à la suite
(n{n^}2)^, où {.} désigne l'application partie fractionnaire.

Nous présentons ici un résultat d'équidistribution ^-presque partout de suites
du type (thnF{nQ))n, où 9 G M^, avec des hypothèses de régularité plus
faibles que dans [2] : la suite (P(n))n est remplacée par une suite à croissance
exponentielle ou polynomiale «prescrite» (z.e. encadrée par deux polynômes), la
fonction F devient essentiellement C1 de IR^ dans M et Z^-périodique. Toutefois,
lorsque la croissance de (hn)n n'est que polynomiale, notre méthode nous impose
de faire une hypothèse diophantienne sur G.

La technique que nous développons permet également de montrer que, sous
les mêmes hypothèses, si (en)n est une suite tendant assez vite vers 0, alors la
suite (thn(F{nQ) + £n))n est équidistribuée modulo 1 pour presque tout réel t.
C'est le cas, par exemple, de la suite (tn(cos(n2-7r\/2) + l / ^ / n ) ) n -

Ces résultats permettent de montrer la convergence ponctuelle de moyennes
ergodiques non conventionnelles du type

(*) ^ E n ̂ Î^E)'
n<N i<p

où les Ti sont des endomorphismes de T^, tore de dimension d, et les fi des
fonctions de I/^) (p C N*).

Lorsque la suite (hn)n est à croissance exponentielle, nous n'avons pas besoin
d'hypothèse diophantienne sur 6; l'étude de ce cas permet de démontrer la
convergence de (*) quand les endomorphismes n'ont pas de bloc de Jordan non-
trivial associé à une valeur propre de module 1. Une version de ce résultat a
été annoncée, sans démonstration, dans [7]. C'est pour résoudre les autres cas
qu'il nous faut étudier les suites oscillantes lorsque (hn)n croît polynomialement.
D'après un résultat de A.Baker [l], l'hypothèse diophantienne sur G n'est pas
excessive.

Le lemme métrique de Koksma permet de se ramener à l'estimation du
cardinal d'un ensemble d'entiers. Pour cette estimation, nous utilisons l'outil
de la discrépance, en exprimant cet ensemble comme celui des entiers n pour
lesquels nO est compris entre deux lignes de niveau de F.

C'est là que nous utilisons l'hypothèse diophantienne, qui nous garantit une
décroissance polynomiale de la discrépance de la suite (n0)n et, partant,
une majoration polynomiale du cardinal cherché.
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ÉQUIDISTRIBUTION MODULO 1 DE SUITES OSCILLANTES PERTURBÉES 453

Dans le cas unidimensionnel, la discrépance consiste en un supremum sur
les intervalles : cette définition est adéquate dans la mesure où les images
inverses par F d'intervalles peuvent, le plus souvent, s'écrire comme réunion finie
(à cardinal majoré) d'intervalles. En revanche, la définition de la discrépance en
dimension d, qui consiste en un supremum sur des pavés, doit être adaptée à
des ensembles dont les frontières sont données par des lignes de niveau. Ces
ensembles auront la propriété de mesurabilité au sens de Jordan.

La discrépance donne une estimation du nombre d'entiers n pour lesquels
{nQ} appartient à un domaine fixé, et il est bien entendu qu'il n'y a pas de sens à
vouloir donner une estimation en général si le domaine peut varier avec n. Notre
étude nécessite pourtant une estimation sur des bandes de niveau dépendant
de n, estimation que l'on peut donner grâce au lemme 6.2 qui établit que ces
bandes se déplacent suffisamment lentement pour que la discrépance fournisse
de l'information.

Je remercie Emmanuel Lesigne pour son aide, déterminante tout au long de
ce travail.

1. Présentation des résultats
Dans toute la suite, d e N* est fixé, ||.|| est la norme de R^ ;i^< x'iée au produit

scalaire usuel ( . , . ) , [L est la mesure de Lebesgue, 60 la masse de Dirac en zéro
et / := [0,1^ est le cube unité de IR< Un vecteur 0 = ( < 9 i , . . . , Od) de W1 est dit
à-irrationnel lorsque 1, Q\,..., Od sont linéairement indépendants sur Q.

Si x € R^, on note {x} sa partie fractionnaire, vecteur de R^ constitué des par-
ties fractionnaires des composantes de x, et r(x} la valeur ^^^maxd^l, 1).
Enfin, si t G R, (t) désigne la distance de t à Z.

Les deux définitions suivantes sont classiques {cf. [6]).

DÉFINITION. — Soit v une mesure de probabilités sur [0,1]. On dit que la suite
{un)n admet v pour distribution asymptotique modulo 1 si, pour toute fonction
continue 1-périodique f, la suite des moyennes A7'"1 ^^<TV/(^n) converge vers

L /(.s)d^(s). Lorsque v est la mesure de Lebesgue, la suite (un)n ^st dite
équidistribuée modulo 1.

DÉFINITION. — Soit G G R^ d-irrationnel. On appelle type diophantien de 6
et on note rj(0) Vinfimum des a ç [1,+co] tels qu'il existe c > 0 pour lequel,
pour tout h = (^i,..., hd) e ̂ d non nul, r(h)0' ' ({h, 6)) ^ c.

On peut démontrer que 77(0) = 1 pour presque tout 0 e R^ (cf. [10] par
exemple).

DÉFINITION. — Une suite réelle positive [un)n es^ à croissance exponentielle
(resp. polynomiale) lorsqu'il existe X > 1 tel que, pour tout n assez grand,

BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE



454 B. RITTAUD

Un-^-i/Un > A {resp. Un^-i/Un > 1 + A/ri). La suite réelle positive (un)n ^st à
décroissance exponentielle (resp. polynomiale) lorsque (l/Un)n est à croissance
exponentielle (resp. polynomiale). La suite (un)n ^-st à croissance polynomiale
prescrite si elle est à croissance polynomiale et s \l existe c > 0 tel que Un < n0

pour tout n assez grand.

Voici trois énoncés qui correspondent, avec des hypothèses simplifiées, aux
théorèmes 1.1, 1.2 et 1.3 que nous verrons ensuite.

THÉORÈMES.
• Soient (hn)n une suite réelle à croissance exponentielle, {dn)n urî/e suite

réelle bornée telle que \dn\ > ̂ -a pour un certain a > 0. La suite (thndn)n est
équidistribuée modulo 1 t -presque partout.

• Soient (hn)n une suite réelle à croissance polynomiale prescrite, F : W1 —> M
une fonction Z^-périodique de classe C1 sans point critique, et 0 un vecteur
de R^ de type diophantien fini. La suite (thnF(nO))n admet une distribution
asymptotique modulo 1 t-presque partout.

• Sous les hypothèses de ce dernier énoncé, si (£n)n es^ une suite réelle
bornée et (h^)n une suite réelle telle que (\h^/hn\)n soit à décroissance polyno-
miale, alors la suite (t(hnF(nQ) +^n^))n admet une distribution asymptotique
modulo 1 t-presque partout.

Pour des raisons techniques qui tiennent à la démonstration du théorème 1.4
infra, il nous faut également énoncer ces théorèmes le long de sous-suites qui
possèdent des propriétés de densité asymptotique.

DÉFINITION. — Soit W une partie infinie de N, soit Z C N. La densité
asymptotique de Z dans W (ou TV-densité) est, quand elle existe, la valeur

A (^ r /Card(Zn^n[0,7v[hda^Z):^hmJ ̂ (^^ )>

En prenant la limite inférieure (resp. supérieure), on définit la W-densité
asymptotique inférieure (resp. supérieure), notée dai^(Z) (resp. dasy^(Z)). On
pose da(Z) = d^ÇZ).

NOTATIONS. — On désigne par Py^(N) l'ensemble des parties infinies Z de N
telles que da^(Z) = 0 ou daiy^(Z) > 0, et on pose

P+(N) := { Z c N : d a i ( Z ) > 0}.

Cet ensemble P^N) sera envisagé comme un ensemble de suites croissantes.

Nous avons les résultats suivants :

TOME 128 — 2000 — N° 3



ÉQUIDISTRIBUTION MODULO 1 DE SUITES OSCILLANTES PERTURBÉES 455

THÉORÈME 1.1. — Soit (h^)n une suite à croissance exponentielle, soit (dn)n
une suite bornée telle que, pour tout n, |a^| > n"0' pour un certain a > 0. Quel
que soit Z G P^N), la suite (thndn)nez ^st équidistribuée modulol t-presque
partout.

THÉORÈME 1.2.—Soit (hn)n une suite à croissance polynomiale prescrite, soit
F : R^ —^ M une fonction ^-périodique telle qu'il existe un fermé négligeable Y
en-dehors duquel F est de classe C1 et constante au voisinage de chaque point
critique. Soit Q € M^ de type diophantien fini, soit enfin W l^ ensemble des
entiers naturels n tels que nO soit hors de Y et régulier pour F. Le long de toute
suite élément de P^N) H Pyv(N), la suite (thnF{nO))n admet une distribution
asymptotique modulo 1 t-presque partout.

On peut donner la généralisation que voici du théorème précédent.

THÉORÈME 1.3. — Sous les hypothèses du théorème 1.2, soit (£n)n une suite
réelle bornée, soit (h^)n une suite réelle telle que la suite (\h^/hn\)n soit à
décroissance polynomiale. Posons

WQ '= {neN:P(n9) =0},

soit Z <E P+(N)nP^(N) telle que da(ZrWo) = 0 ou que la suite (th^£n)n^znWo
admette une distribution asymptotique modulo 1 t-presque partout. La suite
(t(hnF(nQ)-\-h^£n))nç.z admet une distribution asymptotique modulo 1 t-presque
partout.

Le théorème 1.1 s'applique par exemple à la suite (tA71 cos(n0))n pour presque
tous réels 0 et t, où À > 1. Si l'on se donne 0 e R, T](O) < oo, alors le théorème 1.2
s'applique à la suite (t^nO}2)^, ainsi qu'à la suite (t^/ncos(n0))n- Toujours sous
l'hypothèse rj(0) < +00, le théorème 1.3 s'applique à la suite (t(nsin(n^)+\/n))^,
ainsi qu'à la suite (tnF(n9))n où F est une fonction en escaliers. Enfin, si
^(^1^2) < co, le théorème 1.2 s'applique à la suite (^n(cos(n^i)+cos(n(92+^)))n,
où ^ G M. Si l'on remplace cette suite par (^n(cos(7^^l)+cos(r^^2+V;)+l/v/?^))n5
c'est le théorème 1.3 qui s'applique.

Compléments au théorème 1.3.
• La suite (t(hnF(nO) -\-h'^En))n admet ^-presque partout la distribution

asymptotique modulo 1 donnée par (1—//(P-1(0)))^+^(P-1(0))^^ où ̂  désigne
la distribution asymptotique modulo 1 de (th^£n)nçWo ^-presque partout.

• L'hypothèse de finitude du type diophantien de 0 peut être légèrement
affaiblie {cf. remarque à la fin de l'article).

Voici une conséquence des théorèmes 1.1 et 1.3.
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456 B. RITTAUD

THÉORÈME 1.4. — Soit A une matrice (d, d) à coefficients entiers. Pour
toute forme linéaire 0, la suite (^(A^))^ possède une distribution asymptotique
modulo 1 t-presque partout.

Une question est de savoir si ce résultat s'étend à toutes les matrices (cî, d)
à coefficients réels. Notre méthode de démonstration est en fait opérante pour
toute matrice telle que le vecteur constitué des arguments des valeurs propres de
module 1 associées à des blocs de Jordan non-triviaux soit de type diophantien
fini. Le théorème 1.4 possède l'application suivante à la convergence ponctuelle
de moyennes diagonales :

THÉORÈME 1.5. — Soit p e N*, soient A i , . . . , Ap e MdW et / i , . . . , fp e
L^T^). Les moyennes

(*) ^ E n ^(A^)
n<N i<p

forment une suite convergente pour presque tout rr e JR^.

REMARQUES. — On peut obtenir une expression de la limite, à l'aide de
considérations techniques sur le groupe engendré par les arguments des valeurs
propres de module 1. On peut aussi, sans difficulté supplémentaire, énoncer
le résultat pour toutes les matrices réelles telles que le vecteur constitué des
arguments des valeurs propres de module 1 associées à des blocs de Jordan non-
triviaux soit de type diophantien fini.

Voici le plan de ce qui va suivre : dans un premier temps (section 2), nous
effectuons quelques rappels concernant des résultats classiques en théorie de
Péquidistribution modulo 1. Nous montrons ensuite (section 3) comment les
théorèmes 1.4 et 1.5 se démontrent à partir des théorèmes 1.1 et 1.3. La
section 4 est consacrée à la démonstration du théorème 1.1. Nous nous intéressons
ensuite à des résultats de discrépance (section 5), qui permettent finalement de
démontrer le théorème 1.3 (section 6).

2. Résultats généraux (Téquidistribution
Dans cette section, nous énonçons quelques lemmes de base sur les propriétés

de distribution asymptotique. Des preuves détaillées de chacun de ces lemmes
se trouvent dans [10].

Si Z C N, on pose :

Z ( N ) := Z H [0, N[ et Z{N) := ([0, N[ H N)\Z(AQ.

Si A C T^, on note ̂  '•= [n e N : ne e A mod zd}-

TOME 128 — 2000 — N° 3



ÉQUIDISTRIBUTION MODULO 1 DE SUITES OSCILLANTES PERTURBÉES 457

LEMME 2.1. — Soit {Wki k e N} une partition finie ou dénombrable
de N telle que da(lVfc) = Wk pour tout k, avec ^^ wjç = 1. Soit {un)n une
suite réelle. Si, pour tout k, la suite (un)n<EWk admet v^ pour distribution
asymptotique modulol, alors la suite (un)n admet ^^Wk^k pour distribution
asymptotique modulo 1.

Le lemme suivant provient d'un résultat donné dans [6, chap. 1, th. 4.2] ou
dans [8, chap. III, §3.1] :

LEMME MÉTRIQUE (J.F. Koksma). — Si la suite {un)n est telle que

E 7v3 E E min (^ h^r")< +00?
N>0 lv z<Nj<N {uî UJ

alors la suite (tUn)n est équidistribuée modulo 1 t-presque partout.

Notons que c'est ce résultat qui permet de montrer que, si (hn)n est une suite
telle que hn-\-i —hn> ^-Q/ pour un a < 1, alors la suite (thn)n est équidistribuée
modulo 1 ̂ -presque partout.

On déduit du lemme métrique le résultat suivant :

LEMME 2.2. — Soit (un)n>o une suite réelle, soit Z C N tel que dai(Z) > 0.
S'il existe 6 > 1 tel que, pour tout N assez grand,

( 1 \ N2

min 1, -————- < ——^—— 7y ^ min ( 1,
^,zw v K-^- l 7 iog°(AO

alors la suite (tUn)nez est équidistribuée modulo 1 t-presque partout.

COROLLAIRE 2.3. — S'il existe 6 > 1 pour lequel, pour tout N assez grand,

( 1 \ N2v^ v^ / 1 \ 7V> > m i n M , - — — — — — ) < — ^z-^ ̂  V \u, - u. 1 ~ Inp-6min 1, -————- < ——.—
^N^N v 1^-^ ^"log^TV)

alors, si Z est tel que dai(Z) > 0, la suite (tUn)nçz e5^ équidistribuée modulo 1
t-presque partout.

Le résultat suivant nous permettra de nous placer sur des ensembles d'en-
tiers n pour lesquels {nQ} est à distance minorée des irrégularités de la fonction
F des théorèmes 1.2 et 1.3. Ce résultat est conséquence de [11, p. 286], au moins
dans le cas où les parties de N considérées possèdent une densité asymptotique.

LEMME 2.3. — Soit Z une partie infinie de N, soit {Zra)ra une suite de parties
de N telle que dai^(Zy^) tende vers 1 quand m tend vers +00. Si, pour tout m, la
sous-suite (un)nçznZm es^ équidistribuée modulol, alors la suite {un)n<^z l^st
également.

Notons que, dans le lemme précédent, on peut remplacer équidistribution par
distribution selon une mesure v.

BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE



458 B. RITTAUD

Voici une conséquence de l'unique ergodicité de la rotation d'angle ô et du
théorème «de Portmanteau » (cf. [4, p. 21-22]) :

LEMME 2.4.—Soit 6 e R^ un vecteur d-irrationnel. Si A C T^ est de frontière
négligeable, alors da(^) = ̂ (A).

COROLLAIRE 2.5. — Soit F : IR^ —> IR zme fonction mesurable ^-périodique
telle que A := F~l(0)nTd soit de frontière négligeable et de complémentaire non
négligeable. Alors, (F(nQ))^ © admet une distribution asymptotique modulo 1
étrangère à ÔQ.

3. Démonstration des théorèmes 1.4 et 1.5
Dans cette section, nous supposons démontrés les théorèmes 1.1, 1.2 et 1.3.

3.1. Un énoncé sur des sommes finies de suites.

PROPOSITION 3.1. — Soit J' G N* ; soit, pour tout entier j ç [l^7], une
suite (hiî )n à croissance polynomiale prescrite ou à croissance exponentielle. On
suppose que, pour tout j 6 [1,J7 — l], la suite (h\î /hri )n est à décroissance
polynomiale (si J' > 1).

Pour tout j G [1, J'}, soit F^ : IR^ —^ R une fonction ^-périodique telle qu'il
existe un fermé négligeable Y^ en-dehors duquel F^ est bornée, de classe C1

et constante au voisinage de chaque point critique.
On note J le nombre de j pour lesquels (h\î )n est à croissance polynomiale

prescrite. Soit, pour tout j e [1,J"] si J > 0 (resp. j e [J + l.J'] si J < J'},
Qj G R^ de type diophantien fini (resp. Oj e R^ quelconque). On pose, pour tout
j e [1, J'} et pour tout n,

b^ =h^F^\nQ,).

La suite (^^-<j/ tô )n admet une distribution asymptotique modulol t-presque
partout.

Démonstration. — Pour tout j G [1, J ' \ , on note

W^ = {nçN:FU\nQj)=0},

W3 = [n <E N : nQj e ̂ Y^ et nQj régulier pour F^}.

Soit Z l'ensemble des éléments de densité asymptotique non nulle du clan
engendré par les W^ : d'après le lemme 2.4, tout élément Z de ce clan vérifie
que da(Z H W3) existe pour tout j <E [1, J ' } ; donc Z C fT, PWJ W-
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ÉQUIDISTRIBUTION MODULO 1 DE SUITES OSCILLANTES PERTURBÉES 459

Soit Z e Z, soit k ç [1, J ' } tel que Z H l^ ç Z. Si J ̂  0 (resp. J = 0) alors,
d'après le théorème 1.2 (resp. d'après le théorème 1.1), la suite (tbw)^z^wk

admet une distribution asymptotique modulo 1 t-presque partout.
Faisons l'hypothèse de récurrence selon laquelle, jusqu'à un certain j e [1, J ' [ ,

pour tout Z e Z et tout k e [1, J ' } tels que Z nW^ ç Z, la suite

tè^)v —^ ^nçznwf

admet une distribution asymptotique modulo 1 ̂ -presque partout.
Premier cas : J ^ 0 et j < J .
Alors, d'après le théorème 1.3, pour tout Z e Z, la suite (tÇ^^b^^nçz

admet une distribution asymptotique modulo 1 ̂ -presque partout. Pour tout k,
on a soit Z H W^ e Z, soit da(Z n W^) = 0. Dans le premier cas, on a donc que
la suite (t(Y^^ b-a))n^znwf admet une distribution asymptotique modulo 1
t-presque partout.

Deuxième cas : J < J' et J' > j ^> J.
D'après le corollaire du lemme 2.4, pour tout j e [J + 1,J7], l'ensemble

des n ^ W^ pour lesquels \F^\nQj)\ ^ n'^ pour un certain a > 0 est de
densité nulle. Pour notre problème de densité asymptotique, on peut supposer
cet ensemble vide (a sera fixé plus loin).

Pour tout i < j, la suite (h^ /h^^n est à décroissance polynomiale. Si a est
assez petit, on peut alors écrire

^•+i)^+i)(e^)+^^)FW(ne,)=^+1)^,
i<j

où dn est minoré en module par n"0' pour tout n ^ M^+i (à une constante
multiplicative près). En appliquant le théorème 1.1 et les lemmes 2.4 et 2.1,
on montre que, pour tout Z e Z et tout k tel que da(Z H W^) > 0, la suite
(^I^=i ̂  )nçznH^ admet une distribution asymptotique modulo 1 ^-presque
partout.

Par récurrence, on montre ainsi que la suite {t^^b^^nçz admet une
distribution asymptotique mod. 1 ̂ -presque partout quel que soit Z ç. Z. Il suffit
alors de remarquer que N ç Z.

La proposition est démontrée.

Compléments.
• On peut, sans difficulté supplémentaire, supposer les F^ de R^ dans R,

sans que les dj soient égaux (et, bien sûr, ©. ç M^).
• Posons 7 = {n e N : F^\n0j) = 0 pour tout j}. La distribution asymp-

totique de la suite (^ -<j/ tô^n est donnée par (1 - 7)^ + 7^0.
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3.2. Démonstration du théorème 1.4.
A changement de base près, on suppose A sous forme de Jordan réelle, et on

écrit :
/A<i 0 0 \

A = 0 Ai 0 ,
\ 0 0 A>i /

où A<i (resp. Ai, A>i) est la restriction de A à la somme des sous-espaces
caractéristiques associés aux valeurs propres de module plus petit que 1 (resp.
égal à 1, plus grand que 1). On note alors

(^(A^ = (^<i(n) + (^i(n) + 0>i(n),

où (^<i(n) (resp. <^i(n), 0>i(n)) contient les coefficients de (A^)^ (resp. (Ai)71,
(A^)"'). On néglige le terme 0<i(n), qui tend vers 0.

Notons 0 i , . . . . OK les arguments des valeurs propres de Ai. La quantité <pi(n)
s'exprime comme combinaison linéaire de termes de la forme

^ ̂  Ck cos(n • 27r0k + ̂ /c),
/c^J<

où £, K e N* et où c i , . . . ,c^, ^i , . . . ,^< <E R.
De la même manière, si 0^ . . . , 0'^, sont les arguments des valeurs propres de

A>i, alors ^)>i(n) est une combinaison linéaire de termes de la forme

xnn£ S Ckcos{n-27r0k+^k),

où À > 1, £ e N, K ' ç N* et où c i , . . . , c j < / , ^ i , . . . , ^ j< / e M.
Rappelons que le poids d'un nombre algébrique est le plus grand des modules

des coefficients de son polynôme minimal (lequel est supposé à coefficients
entiers et premiers entre eux dans leur ensemble). Le résultat suivant est tiré
de [1, p. 22] :

THÉORÈME 3.1. — Soit a = (ai,...,o^) (resp. f3 == (AhA,. • • ,/^n)) un
élément de C^ (resp. C71"^1) dont toutes les coordonnées sont des nombres
algébriques de degré au plus d et de poids au plus A (resp. B, où B ^ 2).
Donnons-nous une détermination du logarithme dans C, et posons

A := A) + f3l log(û-i) + • • • + (3n log^n).

Il existe un réel C = C(n, d, A) > 0 (dépendant de la détermination du
logarithme) tel que^ si A 7^ 0, alors |A[ > B~c.

On en tire le résultat suivant, où l'on appelle argument du nombre com-
plexe e'271"0 le réel 0 :
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PROPOSITION 3.2. — Soit M une matrice (d,d) à coefficients entiers, dont
toutes les valeurs propres sont de module 1, soient df ç N*, 6 = (^i,...,6^/)
un vecteur de R^ constitué d'arguments de valeurs propres de M. Si © est d'-
irrationnel, alors 77(0) < +oo.

Nous pouvons à présent démontrer le théorème 1.4. Nous avons vu plus haut
que, pour tout n, 0i(n) s'exprime comme combinaison linéaire de termes de la
forme b^ = h^F^ÇriQ), où {h^)n est polynomial en n pour tout j, F^
analytique Z^-périodique et 9 = ( < 9 i , . . . ,(9^). Si 6 est ^-irrationnel, alors
les fonctions F^ et les suites (h^)n vérifient les conditions qui leurs sont
assignées dans la proposition 3.1. Il en va de même si l'on adjoint les termes
de (^>i(n), qui s'écrivent h^ F^ÇnO'), avec 6' = (6^ . . . , 6^/), (h^^n à
croissance exponentielle et (h^ ) /h^ ^^n à décroissance polynomiale.

Si © est J^-irrationnel, alors 77(6) < oo d'après la proposition, et ne reste
alors qu'à appliquer la proposition 3.1.

Supposons donc 0 J^-rationnel, et notons 9 G R^ (où d < K) un vecteur
extrait de 6, dont les coordonnées engendrent, avec l'unité, un Q-espace conte-
nant tous les 0j. On suppose d minimal, donc 9 est J-irrationnel. D'après la
proposition 3.2, ^(G) < oo.

Pour chaque Oj, il existe un entier pj > 0 tel que pjOj mod. 1 soit combinaison
linéaire à coefficients entiers des coordonnées de ©. On note p le plus petit
commun multiple des pj.

Puisque, pour tout j, F^\n0) s'écrit sous la forme

^ Ck cos(n • 27v0k + ̂ k),
k<K

pour tout entier naturel r < p fixé, la quantité F^^ap+^O) se réécrit comme
combinaison linéaire d'images par des fonctions trigonométriques d'expressions
du type

27raÇ^q,e^ +^,
i<d

où les qi sont des entiers fixes et où ̂  ne dépend que de r.
Sur chaque sous-suite arithmétique de raison p et de premier terme r entier

inférieur à p, on peut alors envisager l'expression F^(n0) comme de la
forme F^ÇnQ). Par ailleurs, la fonction F^ vérifie les hypothèses de la propo-
sition 3.1. On applique alors cette même proposition le long de chacune de ces
sous-suites arithmétiques et on conclut avec le lemme 2.1.

Le théorème 1.4 est démontré.
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3.3. Démonstration du théorème 1.5.
Nous ne considérons que le cas p = 2, qui contient toute la généralité

nécessaire. On renomme A la matrice Ai et B la matrice A^. De même, f := fi
et g := /2.

L'inégalité de Cauchy-Schwarz (ou de Hôlder dans le cas p > 2) et le théorème
ergodique permettent d'obtenir une inégalité maximale (cf. [10]), de laquelle on
déduit, par des arguments classiques (cf. par exemple [5]) que l'ensemble des
fonctions / et g pour lesquelles les moyennes (*) convergent est un fermé de L2.
Il suffit donc, par densité et bilinéarité, d'étudier les moyennes (*) lorsque / et g
sont des caractères :

f(x)=e2^^x^ et g(x) = e217^^,

où p, q ç Zd. Les moyennes (*) s'écrivent alors

J_ V^ ^{x^p^^q)
N ^N

n<N

Posons :
_ ( t A 0 ^

V O tB)'C:=

Pour tout vecteur unitaire v de R^, donnons-nous une forme linéaire (py sur
l'espace des matrices (2d, 2d) à coefficients réels pour laquelle, quel que soit n,
(^(C^) = (v^p + ̂ q). D'après le théorème 1.4 appliqué à C7, la suite des
moyennes N~1 Z^<^v ̂ ^(c") converge pour presque tout t. On conclut alors
avec le théorème de Fubini.

4. Démonstration du théorème 1.1
Soient c, a e R4' tels que, pour tout n, n"" < |aJ ^ c. Soit A > 1 tel que

^-n+i/^n < A pour tout u. On prend /ii = 1 et, pour tout N > 0, on pose :

AN '= {(m,n) çN 2 :0<,m<n<N, ^-^ > n20},

A^ := {(m,n) e N 2 : 0 < m < n < A ^ , A"-771 ^ n20}.

Si (m,n) e ATV, alors il existe no et c' > 0 tels que \hndn — h^am ^ C'A71.
D'autre part, on a :

Card(A^) = Gard ({(m,n) e N2 : n - 2alog^(n) < m < n < N})

< ^alog^r^c^MAQ,
n<N

où c" > 0.
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On écrit alors :

V m i n ( l , . — — — — , — — — . )
0^n<N v ^nan ~ hmam^ '

< V min (l, . — — — 1 — — — ) + c"Nïog(N)
(m,n^ v \hnan-h^\)

< E ^+c"NloëW
(m,n)eAA/-

^^^N^-c^NlogÇN).

On applique alors le corollaire du lemme 2.2, et le théorème 1.1 est démontré.

REMARQUE. — Toute sous-suite de (\n/noi)n est à croissance exponentielle,
donc la suite (t^ /na)n admet une distribution asymptotique modulo 1 le long
de toute sous-suite ^-presque partout, y compris le long des sous-suites de densité
asymptotique nulle. En revanche, sous la seule contrainte n"0' < an < 1 pour
tout n et si Z est une partie quelconque de N, la suite (tXnan)n(EZ n'admet pas,
en général, de distribution asymptotique modulo 1 ^-presque partout (cf. [10]
pour un exemple).

5. Discrépance sur des familles

DÉFINITION. — Soit (un)n>o une suite d'éléments de T< Pour tout X C T^,
on pose A(X,N) = Card(n < N : Un <E X). La discrépance à l'ordre N de la
suite (un)n Gst la quantité

^((^^sup^^4^ -/.(P)|),
pç-p M ly i/

où P est l'ensemble des pavés de T^, c'est-à-dire des parties de T^ s'écrivant
comme produit de d intervalles de T1.

On note D^ÇQ) la valeur .^((nô^x)). Le translaté d'un pavé de Td étant
un pavé de T^, on a D^ÇO) = I^v(((n + no)€))n>o) pour tout 77-0 ^ Z.

Les étapes de démonstration du résultat suivant sont données dans [6, chap. 2,
exercice 3.17]. Une preuve détaillée est exposée dans [10].

THÉORÈME 5.1. — Soit Q de type diophantien T] fini. Alors, pour tout e > 0 :

^(e)^^-1/^-^^1)).
BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE



464 B. RITTAUD

Dans la suite de cette section, on se donne une fois pour toutes une suite
{un)n d'éléments de I , dont on note D^ la discrépance à l'ordre N . On pose,
pour tout X C J,

| A(X, N)
DN(X)= v^ / -^(X)

et, si X est un sous-ensemble de l'ensemble des parties de J, on pose

DNW= sup(D^(X)).
x^x

Ainsi, DN(P) = DN.

DÉFINITIONS. — Si G est une hypersurface de 1 et A un vecteur de la base
canonique 23, on dit que G est un graphe orienté suivant la direction A s'il existe
une fonction f d'un ouvert d'un plan orthogonal à A, d valeurs dans une droite
parallèle à A et dont G soit le graphe.

On note T^ la translation de vecteur tA. Soit G C 1 un graphe orienté suivant
le vecteur A e B. On pose

0+•.=(\JTt^G))nI et 0-:=((Jïl(G))nZ.
t>0 t<0

Si G est un graphe orienté suivant le vecteur A e B et si G est un pavé^ on dit
que G sépare G lorsque (G U 0+ U 0~) H G = G. Les ouverts 0+ H G et 0~ H G
sont les ouverts de C associés à G. Un ouvert 0 est dit associé au graphe G
lorsqu'il existe un pavé C tel que 0 soit ouvert de C associé à G. Si K est un
réel positif^ QK est l'ensemble des ouverts associés à des graphes lipschitziens^
de constante de Lipschitz uniformément majorée par K.

Enfin^ si r est un entier positif^ les pavés cubiques de côté 1/r définis par le
réseau (l/r)^ dans 1 sont les r-cubes.

Nous allons montrer le résultat suivant, en nous inspirant de [6, § 2, th. 1.6] :

THÉORÈME 5.2. — II existe une constante c = c(d, K) telle que :

DN^QK) ̂  coy.
Démonstration. —Soit X € QK-, défini par un graphe G orienté suivant A G B

et par le pavé G. Nous utiliserons le résultat suivant : si Pi C X C P^^ alors

DN(X) <max(D^(Pi),^(P2)) +/^(P2\Pi).

Soit r C N*, soit P\ (resp. Pa) la réunion des r-cubes inclus dans X (resp.
intersectant X). On a Pi C X C ?2 et, par définition de X ç Çj<, si deux r-cubes
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H et H ' de Pi (resp. de P^) sont tels que H ' = T^(H) pour un ^ e M, alors
tous les r-cubes de la forme T^(Jf) pour s ç [O,^] appartiennent également à P\
(resp. Pa). En réunissant ces r-cubes, il vient que Pi (resp. P^) s'écrit comme la
réunion d'au plus r^1 parallélépipèdes rectangles deux à deux disjoints, orientés
suivant la base canonique et tronqués lorsqu'ils rencontrent la frontière de C\
on note G\ (resp. G^) ces parallélépipèdes, où u est un entier compris entre 1
et un entier majoré par r^"1 (et l'on suppose que G\ C G^ pour tout u). Ainsi,
^v(Pi) ^ V^DN et DN^ ^ T^DN.

Sans diminuer la généralité, on suppose A vertical. L'ensemble P2\Pi est la
réunion des G^\G^. Ces ensembles sont des parallèllépipèdes rectangles orientés
suivant A (et éventuellement tronqués s'ils rencontrent le bord de G). Soient Q
l'un de ces parallélépipèdes, p(Q) le nombre de r-cubes dont il est la réunion,
B le projeté de Q sur R^"1 x {0} parallèlement à A, et / la restriction à Q de
l'application dont G est le graphe.

En considérant les r-cubes extrémaux de Q, on trouve y , z e B, tels que

p(Q)^2<\f(y)-f^\.

Puisque y , z 6 B, on a \\y — z\\ < \/d — 1/r. Le graphe étant de constante de
Lipschitz au plus K, on en tire

p(Q) < 2 + KVd-1,

donc fJ.(Q) ^ (2 + ̂ v^T)^ et donc

/^(P2\Pi) < (2 + KVd^l) • r-1.

En conséquence, DN^G) ^ T^DN + (2 + K^/d - 1 ) • r~1 : il suffit alors de
prendre pour r la partie entière de D^ .

Le théorème est démontré.

6. Démonstration du théorème 1.3
Dans tout ce qui suit, nous nous plaçons dans le cas où hn = n et où

h^ = ^n", avec \£n\ ^ 1 et a e]0,l[. Nous ferons les remarques nécessaires
aux endroits de la preuve où le cas général nécessite quelques aménagements.

On note g : M^ -^ R la fonction définie par

^^w—Q'
où, par définition, ^ = £E(\\x\\/\\e\\)^ E désignant la fonction partie entière.
Il nous faut étudier la distribution asymptotique modulo 1 de la suite (tg(n9))^.

BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE



466 B. RITTAUD

Dans la suite, on confond F avec sa restriction à I , et Y U F'^O) avec
l'ensemble (Y U F'^O)) H J. Par hypothèse, Y est un compact négligeable de I .
On note R l'ensemble des points de I\Y réguliers pour F.

Pour tout réel s, soit Xs l'intérieur de l'ensemble F~l(s)\Y. Puisque 1 est de
mesure finie, l'ensemble

S := {s ç R : X^ 0}

est au plus dénombrable. On pose

s= U^}-
kçK

où K est un intervalle de N (fini, infini, ou vide). Si l'ouvert XQ est non vide, on
impose à K de contenir 0 et l'on choisit SQ nul. On pose enfin

W=xî et Wk=x^

pour tout k € K.
Puisque Y est compact négligeable, sa frontière est négligeable et, d'après le

lemme 2.4, ^U^çx ̂ k == N (à une partie de densité asymptotique nulle près).
Soit Z ç P^N) nP^(N) vérifiant les hypothèses du théorème 1.3. Pour tout

k C K non nul tel que Wk Fl Z est infini, le lemme métrique d'équidistribution
donne que la suite

(tg(n6))^^^ = {tskn+e^nçw^z

est équidistribuée modulo 1 ̂ -presque partout. Si 0 ç K et si da(Z D Wo) > 0,
alors, d'après l'une des hypothèses, la suite (tg(nO))nçWonz admet une distri-
bution asymptotique modulo 1 ̂ -presque partout.

Puisque F|j\y est constante au voisinage de ses points critiques, la frontière
de J%, et celle de chacun des Xg^^ est incluse dans Y. D'après le lemme 2.4, on a
donc da(VF) = ^(R} =: z^ et da(H//e) = /^(X^) =: Zk pour tout k G K. On a

.+i>=1-
k^K

On exclut le cas trivial où da(W D Z) = 0 , et donc, puisque Z ç P^(N),
dai(iy H Z) > 0. La conclusion sera donc donnée par le lemme 2.1, sous réserve
que nous montrions que la suite (tg(nQ))nçwnz est équidistribuée modulo 1
^-presque partout.

D'après le lemme 2.3, il suffit de montrer que, pour presque tout réel t, il existe
une suite (Zrn)m de parties de Wr\Z^ telles que dawnz(^m) tende vers 1 et telles
que, pour tout m, la suite (tg(nQ))nçz^ son; équidistribuée modulo 1 t-presque
partout.

D'après le lemme 2.2, puisque dai(Z D W) > 0, il nous suffit de démontrer la
proposition suivante :
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PROPOSITION 6.1. — II existe une suite d'ensembles Zm C W H Z telle que
daiv^nz(^m) tend vers 1 et telle que^ pour tout m :

sw:= ^ mm(l?l^e)^OB)|)=o(ïj^
i^^N/\o^{N\N[nZ^ lyv / "w n ° v /

6.1. Construction de (Zm)m et réduction de l'expression de S(N).
Dans ce qui suit, on suppose fixé Z € Z tel que dai(ZD TV) > 0. Soient, pour

tout m e N*, des ensembles Pm et P^, recouvrant I\R, réunions finies de cubes
ouverts et vérifiant que

^(Pm\(I\R)) ^ ^ et Adh(Pj C Pm.

Posons alors
Zm:={neZ:{ne}^Pm}.

Puisque les Pm sont de frontière négligeable, on montre que daiwnz(^m)
converge vers 1.

Dans toute la suite, m est fixé, et on note Fm la restriction de F à I\Pm' La
fonction Fm est minorée en module par une valeur strictement positive notée v.
Enfin, on note K la constante de Lipschitz de Fm '• pour tous y , z e I\Pm,

\\Fm{y) - Fm{z)\\ ̂  K-\\y-z\\.

Soit b e ]0, a[. Pour tout N plus grand qu'un certain NQ, on a :

M îkiw
Pour tout i ê [TV/log^AO.TV], on pose :

E, '= {n0: ne }N/\og\N)^N[nZm. \g{iQ) - g(n0)\ ̂  ̂ },

E[ := {nQ : n e } N / log^TV), 7V[ H Zm. \g(zQ) - g(nQ)\ > N^.

D'après l'inégalité (1), pour tout i C Zm H }N/\og2(N), N[, les quantités
g(i0) - 2N0' et g(iQ) + 27V" ont même signe, ce dont nous nous servirons en
section 6.3.
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On écrit alors, chacune des sommes ci-dessous s'entendant pour n e Zm et
p o m i ç Z ^ n } N / \ o g 2 ( N ) , N [ :

^"ÇJ^^1'^)2^)|̂ 6) -g(nQ)\

^6)-p(ne)|+E^mm^^e)^^e)l^

^^Card(^)+^A^1-6.

La dernière somme étant de l'ordre d'une puissance de N inférieure à 2, il ne
reste qu'à estimer la première pour démontrer la proposition 6.1.

6.2. Etude des lignes de niveau de Fm»
Dans la suite, on note w un majorant de |Fyn|.
Avec le théorème d'inversion locale, on montre que pour tout x ç R, il existe

un vecteur A de la base canonique B et un voisinage de x tels que toute ligne de
niveau de F intersecte ce voisinage selon un graphe C1 orienté suivant A. On en
tire un recouvrement fini de I\Pm par des ouverts notés génériquement V tels
qu'il existe A e B pour lequel toute ligne de niveau de F intersectant V soit un
graphe orienté suivant A.

Fixons r ç N* suffisamment grand pour que chaque r-cube C intersec-
tant I\Pm soit tel qu'il existe un V contenant C et que C H Adh(P^) == 0.
On note L^i, . . . , UL les r-cubes intersectant I\P-m ainsi construits. Notons que
la valeur de L dépend de celle de m mais, comme m a été fixé une fois pour
toutes, L sera également dans toute la suite une valeur constante.

À l'aide de la formule de la co-aire (cf. [3]), on montre le résultat suivant
(cf. [10]) :

LEMME 6.1. — II existe une constante a = a(m) telle que

^F^(H)) ^ a\H\

pour tout intervalle H de R, où \H\ désigne la longueur de H.

6.3. Estimation du cardinal de jE^.
Soit n € Ei. On a

Fm(ne) ç [(g(iQ) - ̂  - n^^/n, (g(iQ) + 7V6 - .n^^/n]

et, puisque b < a, cet intervalle est inclus dans

In •= ] (g(iQ) - 2Na)/^ (g{iQ) + W^/n [.
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Nous avons noté plus haut que g(iQ) - 2Na et g(iQ) + 2N0' sont de même
signe : sans diminuer la généralité, on le suppose positif. À N fixé, la suite
des bornes inférieures des In est donc décroissante, ainsi que celle des bornes
supérieures. Un calcul montre alors (cf. [10]) :

LEMME 6.2. — Fixons n, et soit k le plus petit entier naturel tel que
In H In^k + 0 (ou k = N - n - 1). Alors,

^t<l^-^)•
Notons que, dans le cas général où hn est à croissance polynomiale, l'hypothèse

de prescription de la croissance de (hn)n est nécessaire pour pouvoir donner une
estimation analogue.

Dans la suite, l'entier n e [N/ log^TV), N[ est fixé.
Par définition, quel que soit l'entier n1\ si n'6 € E,, alors F^n'Q) e 1^.

Ainsi, pour tout n' > n, on a :

Ein{nQ,...,n'e} C {jQ € {n0,... ,n'Q} : {jQ} e F^( \J Jp)}.
n<p<^n'

En particulier, pour le k du lemme 6.2 , on a (J^ Ip == In U Jn+^ et donc :

(2) ^n{ne,...,(n+Â;)9}
C {j0 € {ne , . . . , (n + k)0} : {j0} ç F^(In U J,^)}.

Si M < M' sont deux entiers et X une partie de T^, on pose :

DM MW= Gard», e [M, M-] UN: {,6} CX})
v / M'-M+l — / •

Par construction des U^ pour tout intervalle ouvert J, l'ensemble (F^)"^^)^^
est l'intersection de deux éléments de QK. On en déduit alors que, pour une
certaine constante c > 0 (théorème 5.2) :

D^.n^F^ÇlnUln^^U^ < 2^,,+^(^) < 2D^(^) < 2cD^d.

On en tire que, pour une constante d donnée par le théorème 5.1 :

Dn..n^{F^(InUln^)) < ïcLD^ < 2^ Lk-1/^-1/2^.

REMARQUE. — Si l'on s'interroge sur l'équidistribution de (tnF(vn))n où
(vn)n est une suite réelle, la méthode ne demeure opérante que si, d'une part, la
discrépance de (vn)n est à décroissance polynomiale et si, d'autre part,

DN{(Vn)n) = ̂ jv((^n+no)n)

pour tout entier no-
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D'autre part, d'après le lemme 6.1, on a :

/^U U In^k)) <. 2a ' 47VQ ^ SaTV0-1 log^AQ.

On écrit alors :

Card({^ ç [n.n+Â;] : {j6} e F^^^UJ^)})

^ 2aW-l/d?-l/2)+l) + À; . SaN^ log^AQ.

Avec les estimations du lemme 6.2 et l'inclusion (2), on a donc :

E, H {n6,..., (n + (4/w)A7-7 log^A^ô}

C^n{ne,...,(n+A;)e}

c {j-e e [ne,(n+Â;)e] : {j-e} e F^(I^UI^)}^
d'où, pour une certaine constante c, et en posant T/ = 1 - l/d(d(rj - 1)) + 1 :

Card(F, n {ne , . . . , (n + (4/w)^a/log2(^-))e})

^ 2cc/LÀ;7?/ + A; • SaA^"1 log^A^)

^ c[7V^ log^AO + TV2"-1 log^TV)].

En sommant sur tous les intervalles de la forme

[j . (4/w)7va/log2(Aa (j + 1) • (4/^)^7 log^AQ]

intersectant [A^/log2(A^), A^], on obtient :

car(w ^ (4/w)7V^log2(7V) c[(Na' ̂ /(N)) + 7V2Q-1 log4^

< (wc^^^-^+^og2^^1^^) +^alog6(A^)].

Puisque n' < 1, on a a(r/' - 1) +1 < 1. La quantité Card(£1,) est donc majorée
par une puissance de N strictement inférieure à 1, à une constante multiplicative
près indépendante de i e [Ayiog^A^), N[.

Le théorème est démontré.

REMARQUE. — Dire que 0 e M^ est de type diophantien fini est exacte-
ment dire que 0 est de type au plus polynomial (c/. [6, chap. 2, déf. 3.3]). Le
théorème 5.1 peut être étendu pour donner une estimation de la discrépance à
l'ordre N de la suite (nQ)n pour Q de type au plus exponentiel, ce qui inclut
certains vecteurs de Liouville. La décroissance de D^ÇQ) pour ces Q est alors
logarithmique en N , ce qui permet de majorer ^^^ Card(^) par le terme
général d'une série de Bertrand (convergente).

TOME 128 — 2000 — N° 3



ÉQUIDISTRIBUTION MODULO 1 DE SUITES OSCILLANTES PERTURBÉES 471

BIBLIOGRAPHIE

[1] BAKER (A.). — Transcendental Number Theory. — Cambridge University
Press, 1975.

[2] BEREND (D.), KOLESNIK (G.). — Distribution modulol ofsome oscillâting
séquences, Israël J. ofMath., t. 71, n°2, 1990.

[3] BÉRARD(R), MEYER(D.). — Inégalités isopérimétriques et applications,
Ann. Sci. Ecole Normale Sup., t. 15, série 4, 1982, p. 513-542.

[4] BILLINGSLEY(R). — Convergence of probability measures. — Wiley New
York, 1968.

[5] GARSIA(A.). — Topics in almost everywhere œnvergence. — Markham
Publishing Company, Chicago, 1970.

[6] KUIPERS (L.), NIEDERREITER (H.). — Uniform distribution of séquences. —
Wiley-Interscience, New York, 1974.

[7] LESIGNE (E.). — Loi des grands nombres pour des sommes de Riesz-Raïkov
multidimensionnelles, Comp. Math., t. 110, 1998, p. 39-49.

[8] RAUZY(G.). — Propriétés statistiques de suites arithmétiques. — Presses
Universitaires de France, 1976.

[9] RITTAUD(B.). — Équîdistributîon presque partout modulol de suites
oscillantes, C. R. Acad. Sci. Paris, t. 327, série I, 1998, p. 339-342.

[10] RITTAUD(B.). — Convergence ponctuelle de moyennes ergodiques non
conventionnelles et distribution asymptotique de suites oscillantes. — Thèse
de doctorat, Université de Tours, 1999.

[11] THOMAS (A.), DUPAIN (Y.). — Sous-suites équiréparties d'une suite donnée,
Acta Arit., t. 26, 1975, p. 285-292.

BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE


