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SUR CERTAINES EXTENSIONS DE SU(n,4)

PAR MARGUERITE-MARIE VIROTTE-DUCHARME

RESUME. — Dans cet article, on étudie certaines extensions scindées et non scindées
des groupes unitaires SU(n,4), pour n > 4, sur le corps F4 par des 2-groupes extra-
spéciaux. Les extensions ainsi obtenues sont des groupes de 3-transpositions, on en
donne des présentations fischériennes.

ABSTRACT (On some extensions of SU(n,4)). — In this paper we study some split and
nonsplit extensions of unitary groups SU(n,4), n > 4, over the field F4 by extraspecial
2-groups.These extensions are 3-transpositions groups for which we give Fischerian
presentations.

1. Introduction

1.1. Objet du travail. — Une classe de 3-transpositions d'un groupe G est
une classe de conjugaison d’éléments d’ordre 2 engendrant G telle que le pro-
duit de deux éléments quelconques de la classe est d’ordre au plus 3. L’objet
de ce travail est I’étude de certaines extensions des groupes spéciaux unitaires
SU(n,4) sur le corps Fy par des 2-groupes extra-spéciaux. On dit qu'un p-
groupe E (avec p premier) est extra-spécial si le groupe de Frattini de E' (inter-
section des sous-groupes maximaux de E) est d’ordre p et égal au centre de E.
L’ordre d’un p-groupe extra-spécial est toujours une puissance impaire de p.
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2 VIROTTE-DUCHARME (M.-M.)

Le centre d’un p-groupe extra-spécial non abélien est cyclique d’ordre p et est
égal au groupe dérivé D(E) de E. Les p-groupes extra-spéciaux considérés ici
correspondent au cas p = 2 et sont obtenus de la maniere suivante. On consi-
dére 'ensemble D des transvections unitaires du groupe SU(n + 2,4) ; ¢’est une
classe de 3-transpositions du groupe SU(n + 2,4) et I'on fixe un élément d de
D. Les éléments de D qui commutent a d engendrent un sous-groupe d’indice 3
(noté DC,,42(d)) du centralisateur de d dans SU(n+2,4). Le groupe DC,,42(d)
est appelé D-centralisateur de d dans SU(n + 2,4) et est U'extension scindée

1— 2273 — DCypa(d) — SU(n,4) — 1

ol 22773 désigne un 2-groupe extra-spécial de centre le groupe cyclique engen-
dré par d. Le but de cet article est de donner une présentation fischérienne du
groupe DC,,12(d) pour n > 4.

1.2. Définitions. Conventions et notations utiles

1) On appelle systéeme de Fischer (G, X) la donnée d’un groupe G et d’un
ensemble générateur X formé d’involutions tel que pour z; et x2 dans X, 'ordre
du produit xziz2 est au plus 3. Une présentation (X/v,R) d'un groupe G est
dite fischérienne si le couple (G, X) est un systeme de Fischer, si v est le graphe
de Coxeter associé a X (i.e. les sommets de v sont indexés par les éléments de
X, et x1 et xo sont liés par une aréte si et seulement si le produit z;xo est
d’ordre 3) et si R est un ensemble de relations de la forme

(2929)F =1 avec 1 <k <3, gdans G, et z, 29 dans X.

Soient G un groupe de présentation (X/v,R) et H un quotient de G par un
sous-groupe central de G ; une présentation (X/v,R,S) de H est encore dite
fischérienne.

Un systeme de Fischer (G, X) s’appelle un couple fischérien lorsque X est
une classe de conjugaison de G. Dans ce cas, on dit que G est un groupe de
3-transpositions et que X est une classe de 3-transpositions ou encore une classe
de Fischer.

Soit G un groupe; on désigne par Z(G) le centre de G (i.e. ensemble des
éléments z de G qui commutent avec tous les éléments de G), par O, (G) avec p
premier, le plus grand p-sous-groupe normal de G, par D(G) le groupe des
commutateurs ou groupe dérivé de G, par F(G) le sous-groupe de Fitting de G
(i.e. le plus grand sous-groupe normal nilpotent de G) et enfin par F*(G) le
sous-groupe F(G)E(G) ou E(G) désigne le plus grand sous-groupe semi-simple
de G. Rappelons enfin qu'un groupe G est nilpotent de classe 2 si le quotient
G/Z(G) est abélien.

Soit g un élément d’un groupe G ; on appelle fermeture normale de g dans
G le plus petit sous-groupe normal de G contenant g.

2) Par convention, U'inverse d’un élément g d’un groupe G sera noté g au
lieu de g~ dans le but d’alléger les formules ; la notation x9, avec z et g dans
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SUR CERTAINES EXTENSIONS DE SU(n, 4) 3

G, représente I'élément gzg. Pour représenter le produit de deux groupes, nous
suivrons les conventions de PATLAS [2] légérement simplifiées; soient A et B
deux groupes :

o A x B désigne le produit direct de A et de B;;

o Ax B désigne le produit semi-direct, 'extension1 — A — AxB — B — 1
est scindée ;

o A - B désigne 'extension non scindée 1 - A— A-B — B — 1.

Quand la nature du produit n’est pas précisée nous utiliserons la notation
A.B.

Si p est premier, p" (avec n entier) désigne le groupe abélien élémentaire;
cette notation est utilisée dans les produits de groupes quand il n’y a pas
d’ambiguité.

Par convention, les sommets d’un graphe de Coxeter représentant un en-
semble de relations portant sur les éléments indexés x; seront repérés par leur
indice.

3) Le groupe H est le groupe dont (x3, x4, x5/vH), avec

3 4 o
T : .\—/‘ (a525)* =1,
5

est une présentation; c’est un groupe de 3-transpositions d’ordre 54 dont le
centre d’ordre 3 est engendré par (z3z475)2. Pour plus de détails voir [5], [14].

4) Le groupe I est le groupe dont (w2, z3, x4, x5 /71, 7(5)), avec

2 3 4
o W‘
5
r(5) : (a§es) = (ftes)? = (257 es) = 1,

est une présentation ; c’est un groupe de 3-transpositions d’ordre 283%. On pose :
— 2 r._ 2
s:= (x3w514)?, s = (z3r512)?,
3 . ’ . s/
t':=x5 (on aaussit =z ), t" =25 (on aaussit’ =zaj ),
q = moxwgt’t” (on a aussi ¢ = (s5')?).

Le centre du groupe I est un sous-groupe d’ordre 2 engendré par ’élément ¢
introduit ci-dessus; g est le produit de quatre conjugués de x5 commutant deux
a deux (voir [4], [6], [9], [14]).
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4 VIROTTE-DUCHARME (M.-M.)

5) Etant donné un groupe G, on désigne par X,, = {z1,...,2,} un ensemble
générateur de cardinal n; pour n > 5, y(n) est le graphe de Coxeter

1 2 3 4 6 n
~v(n) : o—v—b —————— o
5

et r(n) un ensemble de relations incluant les relations r(5) données ci-dessus
en 4).

Si G est un groupe de présentation (X, /v(n),r(n)), on pose :
Q:=a{"q, Q :=2zl"q (notation 4).

Le groupe SU(n,4) admet une présentation de cette forme, les relations r(n)
sont, explicitées ci-dessous en 1.4.

1.3. Motivation. — Au cours de ces derniéres années J. Hall et F. Zara ont
étudié des problemes voisins ; donnons brievement un apercu de leurs résultats.

Dans sa these, F. Zara étudie des groupes M sur lesquels opére un systeme de
Fischer (G, X) de telle sorte que deux conditions, notées MG2 et MG3, soient
satisfaites (voir [14], [15]); de tels groupes sont appelés des (G, X)-groupes.
L’un des premiers résultats qu’il établit applicables aux groupes unitaires est
le suivant :

Soient G un groupe et M un module libre sur un anneau principal K qui soit
un groupe sur lequel G opére. Soit |G, M] le sous-groupe de M engendré par
les sous-ensembles [g, M| := {g(m)m | m € M}, g parcourant G. Si le groupe
G est de présentation (X, /v(n),r(5)) (avec n > 5), s’il existe un entier p tel
que [z1, M] = {(a1) soit de rang p et si M = [G, M|, alors la donnée de deux
matrices A et B de GL(p, K) satisfaisant ¢ A+ A~ +1 = B+ B 1 +1 =
AB™'4+ BA™! =0 permet de décrire complétement l’action des éléments z; de
X, sur M.

Il prouve en outre 'existence d’un tel systeme de Fischer et démontre que G
est fini si et seulement si n =5 : dans ce cas, G est isomorphe & 2 x SU(5,4).

Ensuite, F. Zara étudie les formes bilinéaires sur M invariantes par cer-
tains groupes G et construit des extensions centrales M de M qui sont des
(G, X)-groupes, puis des extensions M x G = G. Il obtient, entre autres, une
présentation du groupe Gj, = M x (2 x SU(5,4)), h € N*; (avec les notations
1.2)

Gr = (X5 UB0)/3(5).7(5), (@sa] "7)? = 1)
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:Y\}L(5) : (x4j4)h =1,
: ' h

r(5),
Pa(5)  (@ay)® =1 pour y € {5, a5", af®, 25", 2" 23>},

(@at')? = @at")? =1, TPomes e =g

—
[\
w
e

X

o
)

et prouve que M est nilpotent de classe 2 et D(J/W\ ) central dans Gh. Sous
Ihypothese h = 2 (resp. h = 3), la classe de conjugaison de x5 est une classe
de 3-transpositions de Gj, et l'on a 2h23|PSU(5,4)| = |Gp|. Moyennant une
relation supplémentaire, il obtient une présentation du D-centralisateur DC7(d)
d’une transvection unitaire d de SU(7,4) (voir [14]).

La situation étudiée par J. Hall est légerement différente. Il se donne un
groupe de 3-transpositions G tel que Z(G) = 1, 02(G) = F(G) = F*(G).
Le théoréme de classification de Fischer de [2] permet de décrire le quotient
G = G/04(G); G est donc obtenu comme une extension :

(E) 1—0y(G) —G—G—1.
Dans cette situation, J. Hall détermine la structure de G (voir [5], [6]).

E‘non@ons le résultat qu’il obtient dans le cas ou G est un groupe unitaire
SU(n,4), n > 5 (groupe noté SU,(2) par J. Hall)

1) 8i G est isomorphe a SU(n,4) avecn # 5 et n # 7, O2(G) est une somme
de copies du module naturel de G sur Fy ; lextension (E) est scindée.

2) Si G est isomorphe a SU(5,4), Ox(G) est un groupe abélien élémentaire ;
comme G-module c’est une somme directe de copies du module naturel Vig de
G sur Fy ou de Uextension non scindée de V1o par lui-méme; lextension (E)
est scindée.

3) 8i G est isomorphe a SU(7,4), Q(G) est un groupe abélien élémentaire ;
c’est une somme directe de copies du module naturel de G sur Fy. Pour chaque

02(G), il y a exactement deux possibilités pour Uextension (E) l'une est scindée
et Uautre non scindée.

Ainsi pour n > 5, ces résultats décrivent en particulier I’extension scindée
1-V-—G—SUMn,4) —1

ou V désigne le module naturel de SU(n,4) sur Fy; G est alors le D-
centralisateur d’une transvection unitaire dans SU(n + 2,4).

Dans la situation n = 5, J. Hall donne des présentations de ces groupes,
retrouvant ainsi les résultats de F.Zara. De plus, il donne une présentation
fischérienne des extensions non scindées 24 - SU(7,4) et 2 x (214 - SU(7,4)) de
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6 VIROTTE-DUCHARME (M.-M.)

maniere concise via des énumérations de classes par ordinateur (voir [4], [6]);
plus récemment, il prouve 'existence de ces extensions via la cohomologie [7].

1.4. Résultats préliminaires. — L’outil important pour notre étude est
la connaissance d’une présentation fischérienne de SU(n,4) [11, 2.2.9] : il
existe un ensemble de transvections unitaires X, = {x1,...,2,} telles que

(Xn/v(n),r(n)) et (X,/v(n),r(n), Q@ = 1) soient respectivement une présenta-
tion fischérienne de 2 x SU(n,4) et de SU(n, 4). Explicitons les relations r(n)
(notation 1.2).

1) Pour n = 5, on a 2 x SU(5,4) = (X5/v(5),7(5)) et Q est 'involution
centrale de 2 x SU(5,4) (voir [4], [11], [13]).

2) Pour n = 6, dans [4], B. Fischer établit que le groupe simple PSU(6,4)
— dont D désigne la classe de 3-transpositions — admet trois classes de sous-
groupes engendrés par des éléments de D, isomorphes & R/Z(R) ou R est le
groupe orthogonal non déployé de dimension 6 sur le corps F3, Og (3) (notation
de ’ATLAS), noté G*(6,3) dans [11]. Le centre de R est d’ordre 2, engendré
par un élément que l'on désigne par m(R). Ces trois classes fusionnent dans
U(6,4), c’est-a-dire qu’elles ne forment plus qu’'une seule classe dans U(6,4).
Nous avons établi que dans ’extension non scindée de PSU(6, 4) par la 2-partie
de son multiplicateur de Schur (voir [2]) Mo, il y a exactement trois classes
de sous-groupes isomorphes a R : C1, Ca, C5 et que les éléments d’'une méme
classe ont la méme involution centrale m; := m(R) quelque soit le groupe R
considéré dans C;. On a en outre 1 = mymoms et (my,ma) = Ms. (cf. [2], [3],
(4], 9], [11)).

Avec les notations ci-dessus et en désignant par ¢(6) la relation
o(6): (a1 ag)? = 1,
on a alors les présentations fischériennes suivantes :
2 x SU(6,4) = (X6/7(6),r(5),0(6),m1 =Mmg = 1),
SU(6,4) = (X6/7(6),7(5),0(6),m1 =m2 =1,Q =1),
2% ((2x2)-SU(6,4)) = (X6/7(6),7(5),0(6)) ;

les calculs sont détaillés en [11, 2.2.3], les éléments m; sont explicités ci-dessous
en 4).

3) Pourn > 7, on a les présentations fischériennes suivantes :
2 x SU(n,4) = (Xn/v(n),7(5),0(6), 27" w7 = 1),
SU(TL, 4) = (Xn/’Y(n)a T(5)v 0(6)7 x77ni17 = 17 Q = 1) ;

de plus, pour n > 8 on montre que les éléments my, my et mgz sont triviaux
[11].

TOME 129 — 2001 — N© 1



SUR CERTAINES EXTENSIONS DE SU(n, 4) 7

4) Les éléments m;, les groupes R,;. Les éléments m; sont les involutions
centrales des sous-groupes R; isomorphes & G*(6,3) contenus dans (2 x 2) -
SU(6,4) et appartenant a des classes de conjugaison distinctes (voir [4], [9]).

Soit G = (Xg/v(6),7(5),0(6)) ; soient d; (1 < i < 6) des transvections uni-
taires de SU(6,4) pour une forme hermitienne ¢ satisfaisant aux relations v(6)
et 7(5). Sur chacune des droites isotropes associées on peut choisir des vec-

teurs v;, 1 < i < 6 satisfaisant aux conditions suivantes avec Fy = {0,1,w, @},
et X ={{i,i+1}U{2,5} U{4,6}|ic {1,2,3,4}}:

1 pour {i,j} € %,

é(vi,v;) =< 0 pour {i,j} € XU {3,5} et 1 <i#j <6,
w pour i =5Het j=3.

D’une maniere générale, la transvection de droite engendrée par le vecteur
w (dite aussi transvection associée & w) est notée t,, ; ici on a d; = t,,,. Posons
d' = tyytwo, €t d” = ty, 15v,- Il existe un morphisme du groupe G sur SU(6,4)
qui applique ; sur d;, ¢’ sur d’, t” sur d” (notations 1.2, 4), ¢ correspond au
produit dodsd'd”, Q et Q' correspondent & ¢, 4,d2dsd’'d” et on a Q = Q.

Posons b = z{"*"*"*; le sous-groupe de G engendré par les éléments 1,

x2, T3, T5, b est un quotient de 2 x PSU(4,4); il centralise exactement
trois éléments de la classe de conjugaison de z; : xg, x, x§ ou 'on a posé
@ = pP2PsbTATTATATSTOTA ] o Gléments b et 2 correspondent aux transvections
a et d relatives a v; + v3 et wvy + wWus + wuyg + vs + vg. 1l existe alors trois

conjugués de b dans G, notés by, bs, bz, satisfaisant aux relations
b

b3

Ces éléments correspondent aux transvections associées a (v1 + v3) + wvs,
(v1 + v3) + Wug, (v1 + v3) + vg ; ils s’écrivent sur les générateurs :

’ ’ ’
bl _ x§4w2ba:5a:4a:5t , b2 _ bi zebt , b3 _ xb1b2mgm'

Les sous-groupes R; = (x1, %2, %3, s5,b;, ) de G sont isomorphes & G (6,3),

leur centre Z(R;) est engendré par U'involution m; = z1z3xeb;bjb (1 <14 < 3)
P roIr1xTr3xT .

avec b} = b2UeTRILISTRALT of i — PIEREIEER (yoir [9], [11]).

1.5. Plan du travail

1) Dans la premieére partie de ce travail, nous appliquons les résultats de
F. Zara décrits ci-dessus en 1.3, aux groupes unitaires, nous établissons le ré-
sultat suivant :
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Soient G un groupe de présentation (X, /v(n),r(5),0(6)) et M un (G, X,,)-
groupe abélien qui est un module sur un anneau principal K. Alors K est de
caractéristique 2 et l'on a A = B et B> = 1, avec les notations introduites
en 1.3.

Le groupe SU(n,4) est un quotient d’un groupe G ci-dessus, la relation o(6)
limite les possibilités pour K et M (§2).

2) Dans la deuxieme partie (§3), nous étudions le D-centralisateur d’une
transvection unitaire d dans SU(n 4 2,4). Apres des rappels de quelques pro-
priétés géométriques des groupes unitaires (§ 3.1), nous étudions le cas des pe-
tites dimensions : n = 4 et n = 5. On établit que chacun des groupes SU(4,4) et
SU(5, 4) possede deux extensions par des 2-groupes, notés A, dont 1'une fournit
le D-centralisateur d’une transvection unitaire d :

e 15 A— G —2xSU(4,4) — 1, avec A nilpotent de classe 2, |A| = 28+3;

e 15 A— DCg(d) — SU(4,4) — 1, avec A extra-spécial d’ordre 2811 ;

o1 > A—G—2xSU(5,4) — 1, avec A nilpotent de classe 2, |A| = 223;

e 1 - A— DCy(d) — SU(5,4) — 1, avec A nilpotent de classe 2, |A| = 2L,

Dans chacune de ces situations, ’extension est scindée, et le groupe obtenu
est un groupe de 3-transpositions dont on donne une présentation fischérienne
(prop. 3.2, 3.3).

On observe que pour n = 4 et n = 5, les présentations fischériennes de
SU(n,4) ne comportent par la relation ¢(6), on peut construire des extensions
scindées 1 — A — G — 2 x SU(4,4) — 1, ou A désigne soit un groupe
nilpotent de classe 2 d’ordre 3'!, soit un groupe abélien élémentaire d’ordre 3°,
et 1 - A— G — 2x8SU(5,4) — 1, ou A désigne soit un groupe nilpotent de
classe 2 d’ordre 323, soit un groupe extra-spécial d’ordre 3! (§3.3).

Nous étudions le cas général n > 6 au paragraphe suivant (§ 4). On démontre
le théoreme 3.7 :

LeD-centralisateur DC,,42(d) d’une transvection unitaire d dans SU(n + 2, 4),
n > 6 admet une présentation fischérienne

(Xn U{y})/A(n),7(n),o(6),m; =1,Q = 1)

avec
~ 1 2 3 4 6 n
(n) o—i ----- *-—o
5 Y

r(n) désignant des relations incluant les relations r(5) ; lextension
1— A, — DCpi2(d) — SU(n,4) — 1

est scindée, A,/{d) est un groupe abélien élémentaire isomorphe au module
naturel de SU(n,4), |A,| = 22+,
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3) Dans la derniere partie (§4), nous étudions 'extension non scindée 1 —
214 — G — SU(7,4) — 1 et nous établissons que (X7/v(7),7(5),0(6),Q = 1)
en est une présentation fischérienne, et que si 'on omet la relation = 1, on
obtient une présentation fischérienne du groupe 2 x (24 . SU(7,4)).

Dans le souci d’alléger ’exposition et de faciliter la lecture de ce travail, tous
les calculs établis a la main et n’utilisant que les relations entre les générateurs
seront dits « élémentaires » et ne seront pas reproduits ici.

1.6. Perspective. — Apreés avoir longuement discuté avec Anne-Marie
Aubert et Marie-France Vignéras, il semble que des phénomenes proches de
ceux que nous étudions ici, apparaissent dans la construction des représenta-
tions lisses irréductibles des groupes réductifs p-adiques. Comme le suggere
d’ailleurs le referee, cela peut faire I’'objet d’un autre travail.

2. Les (G, X)-groupes
2.1. Les conditions MGi. — Soient (G, X), un systéme de Fischer et M
un groupe sur lequel G opere. Pour tout élément g de G, on pose
lg, M] = {g(m)m | m € M}
et on désigne par [G, M], le sous-groupe de M engendré par les ensembles
[g, M], quand g parcourt G.
On dit que M est un (G, X)-groupe s’il satisfait aux conditions :
o MG2 : pour tout {z,y} dans X, si zy est d’ordre 2 alors
[, M] C {m|m € M, y(m)=m};
o MG3 : pour tout {z,y} dans X, si zy est d’ordre 3 alors on a zy(m) =
my(m) pour tout élément m de [z, M].

Ces conditions sont nécessaires pour que le produit semi-direct G = M x G
admette une classe de Fischer. De maniere précise on a le résultat suivant :

THEOREME 2.1 (F. Zara). — Awec les notations ci-dessus, soit D la classe de
conjugaison dans G d'un élément (Lz), z € X. Si (G,X) est un couple fis-
chérien une condition nécessaire et suffisante pour que (é7ﬁ) soit un couple
fischérien est que les conditions suivantes soient remplies :

1) M est un (G, X)-groupe ;
2) M est égal a [G, M];

3) pour tout x de X, l'ordre des éléments [x, M| est au plus égal a 3.

Preuve. — Voir [14, théoreme 6] . O
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10 VIROTTE-DUCHARME (M.-M.)

2.2. Application aux groupes unitaires. — Soit p un entier. Désignons
par S, la situation suivante : (G, X) est un systeme de Fischer, K est un anneau
principal, M est un K-module libre noté additivement sur lequel G opere de
telle sorte que les conditions suivantes soient remplies :

1) [z, M] est un K-module libre de rang p;
2)ona M =[G, M];
3) M est un (G, X)-groupe.

PROPOSITION 2.2. — Soit G un groupe de présentation (X, /v(n),r(5)) pour
un entiern > 5, ou

1 2 3 4 6 n
y(n) ‘—W—’ """ o—e
5
7(5) (25%5)% = (z5%25)® = (257" x5) = 1.

Soient K un anneau principal et M un K-groupe libre sur lequel G opére
comme dans la situation S, ci-dessus. Pour chaque j, 1 < j < n, on désigne
par a; le p-uplet engendrant [z;, M]. Alors :

1) Il existe des matrices A et B dans GL(p, K) telles que
A+ A*+1=0, B+B*+1=0, AB™'+BA'=0

et dont la donnée détermine entierement l'action de G sur M.

2) Si l'on ajoute la relation o(6) : (x§"*"*"*24)? = 1, la caractéristique de
K est 2 et l'on a A = B. Les actions de s, s’ et q sont données ci-dessous,
les éléments m; (1 < i < 3) agissent trivialement sur M (pour les notations,

voir 1.2) :

s(a;) =aj, je{l,7}h §'(a;) =aj, je{6,7}

s(aj) =a;A, je{3,4,5}; 5(a;) =a;A, j€{2,3,5};

s(ag) = ag + as + as 4; §'(a1) = a1 + ag A + as + a4 A;
CL3K + asA + ag; §/(CL4) = ag + ay;

=aj, Jj¢{1,6}
=aj + a2 + aq;
= a2 + a4 + ag.

Preuve. — 1) Pour n = 5 cette assertion est établie dans [14] et 'action de
G sur M y est entierement décrite. Pour n > 5, on peut choisir dans chaque
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[

, M| un p-uplet a; de telle sorte que I'on ait :

j, M]

zj(az) = —aj;

xzj(a;) = a; si i# jetsi{i,j} n’est pas une aréte de y(n);

xzj(a;) = a; +a; si {i,j} est une aréte de y(n) distincte de {2,5} et {4,5};
xo(as) = as + asA, x4(as) = as + a4 B;

z5(az) = as + asA, w5(as) = ag + asB.

Comme dans le cas n = 5, les relations (z5°z5)% = 1 et (23°2z5) = 1 imposent
I+ A+ A> =0et I+ B+ B? =0 et la dernitre relation de 7(5) impose
AB + BA =0.

2) Grace aux relations ci-dessus, on trouve sans difficulté :

s(aj) =a;, j=1louj=>T,

s(a;) = 5B, j € {3,4,5)
s(az)—a2—|—a3(21—|—A—|—B)—|—a4(I—BA)—|—a5( + A — AB);
(as)

s(ag) = —azB + a4 (21 + B) + asB + ag;
s'(ay) zaJ j > 6;

Say) = aA J e (2,3,5)

s'(a1) = a1+a2(2I+A)+a3+a4( + A);

s'(as) = aa(—A+ AB) + a3z(1+ AB) + a4 + as(—B — AB).
De la, on déduit I'action de q :

Q( ) —aj, j6{273’475};

q(aj) =aj, j =T, _ _ _

q(ar) = a1 +3az +a3(2l + A+ AB) 4+ as(I1+ BA+ BA) + as(B + 3A + 2I);
qlag) =ax(AB + B +1)+a3(4l1 + A+2AB + B) + as(1— AB — AB)

+ a5(B +31+4A — B) + ag(—2B + A — AB).

Pour n > 6, posons b = z{"2%3* ; puisque (bzg)? = 1, 'élément brgbzs opere

trivialement sur M. Posons b(as) = >, a;E; avec E; dans GL(p, k) ; alors
xﬁb(a4) = b(a4) + agEy + agE7 — 2a6Es.

Par ailleurs, bxgb(as) = x6(as) = a4 + ag ; donc zeb(as) = bas) + b(ag), ce qui
donne

(*) blag) = ag(—2Egs + E7 + Ey).
En calculant ’action de b sur ag, on obtient sans difficulté
b(ag) = as + z4x372(q(a1)(~1+ (AB + B +1))).
Connaissant I'action de ¢ sur aq, il résulte de (*) que
—I+(AB+B+1)=0,
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12 VIROTTE-DUCHARME (M.-M.)

ce qui conduit a KB_—i— B = 0. Nous avons aussi [ + B —th =0=I+A+ A?
(par 1), donc B = B et A= A;ainsi A = —B et de AB+ BA = 0. 1l vient
2AA =2BB =0 d’ou 'on déduit le reste de 1'assertion. O

REMARQUE 2.3. — Dans cette situation, ’action de ¢ sur a; et ag s’écrit :
q(a1) = a1 +az +as, qlag) = az + as + ag.

D’otu 'on déduit :
Qaj) =a; (1<j<n) avec Q=2a{"gq,
Q'(aj)=a; (1<j<n) avec Q =z q.

3. D-centralisateur d’une transvection dans SU(n, 4)

3.1. Résultats géométriques.— Soit V,,;2 un espace vectoriel de dimen-
sion n + 2 sur F4, n > 4, muni d’une forme hermitienne non dégénérée ¢ dont
le groupe des isométries est G,42 = SU(n + 2,4). Soient d = t,, une transvec-
tion unitaire et H son D-centralisateur; H est le sous-groupe engendré par les
transvections qui commutent & d. Notons W l'orthogonal d’un plan hyperbo-
lique P = (v,v’) contenant v tel que ®(v,v') =1 et ®(v',v") = 0. On a donc
Vi4o = P @ W, toute transvection appartenant a H s’écrit £+, 00 w est un
vecteur isotrope de W et « un élément de 4. La forme ® est non dégénérée sur
W ; W admet une base formée de vecteurs isotropes satisfaisant aux conditions
suivantes avec Fy = {0,1,w,w} :
o Pour n =4, on pose v5 = wvy + vy et ¥ = {{2,5},{i,i+1} |1 <i <3},
1 pour {i,j} € 3,
®(vi,vj) = {o pour {i,5} ¢ SU{3,5},1<4,j <5,
wpouri=25,7=3.
o« Pourn > 5, 0onpose ¥ = {{2,5},{4,6},{i,i+1} |1 <i<n—1leti#5},
1 pour {i,j} € 3,
O (v;,v5) = {0 pour {i,j} ¢ XU{3,5},1<4,j <n,
w pourt=25, 7 =3.
Posons t; = t,,, 1 <1< n,et tA4 = ty,4v SI N > 5, tA5 = tys4v Sl n = 4. Les
relations ci-dessous sont satisfaites :
. Sl n = 4,
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(15°6:)° = (t5%5)° = (Is1)* = 1, ¢ € {52, 15"},

2= =2 =1,
pp'p" =tup=t,p" =p' =1,
avec
p = t5tv5+wvt1tv1+wvt4 tostwo,
P/ = t5i\5tv1+wvtv1+wvt4tv4+wm
PN = ?515@54-5@ tltv1+wvtv4+wvtv4+wv~
e Sin Z 5,
R 1 2 3 4 6 n
Yn): e——e— — o o ----
5 4

r(5) (voir 1.2, 4),
(ZL\ALL‘):s =1 pour te {tés,t33t5,ti5t3 ,
totatvy+wostvo+wostva+v, = 1.
En posant ¢ = (tststs)” et (' = (tstst2)”, on a:
t’U2+w’U4 = ti = tg, tU2+w’U4 — ti — tg.

o Supposons n > 6. Soient P un plan hyperbolique de V;,12, (u) une droite
non isotrope de P et v un vecteur isotrope non nul de Pt. Désignons par H
(resp. Hp) le fixateur de v (resp. u) dans Gy, 42 (resp. H). Alors :

LEMME 3.1. — Avwec les notations ci-dessus :

1) Les sous-groupes H et Hy de G412 sont respectivement isomorphes au
D-centralisateur d’une transvection de SU(n + 2,4) et SU(n + 1,4).

2) Le groupe Hy opére transitivement sur DN H \ Hy, Hy est un sous-groupe
mazimal de H parmi les sous-groupes engendrés par les éléments de D.

3) Pour tout élément h de H il existe des transvections d et d' dans H telles
que h appartienne a Hod U Hodd'.

4) Si un élément de Hy conserve globalement une des droites isotropes de P,
il la fize point par point; le fivateur de cette droite dans Hy est isomorphe au
D-centralisateur d’une transvection dans SU(n,4)

Preuve (avec les notations de l’énoncé). — 1) Désignons par t,, la transvection
unitaire de vecteur v et par C,12(t,) le centralisateur de t, dans G,,42. Tout
élément g de C,42(t,) conserve la droite (v); on a g(v) = aw, avec a dans F}.
Le fixateur H de ¢, est un sous-groupe propre de C,42(t,) contenant le D-
centralisateur DC,,12(¢,) de ¢, ; comme ce dernier est un sous-groupe d’indice
3 de Cpya(ty), on a H = DCp12(ty). Les éléments de Hy sont les isométries
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14 VIROTTE-DUCHARME (M.-M.)

de Gy 42 qui fixent v et u. Notons V' le sous-espace orthogonal a w; V' est non
dégénéré de dimension n + 1. Le groupe des isométries de la restriction de ¢
aVest Gop1 (Gry1 ~ SU(n + 1,4)) et G141 est isomorphe au fixateur de u
dans G,,+2. De la premiere partie de la preuve il résulte que Hy est isomorphe
au D-centralisateur d’une transvection dans Gy41.

2) Décrivons d’abord les éléments de D N Hy et de DN H \ Hy. Soit Py un
plan hyperbolique contenant v, orthogonal & u. Le sous-espace Py @ (u) est non
dégénéré de dimension 3 ; notons V'’ son orthogonal. On a alors la décomposition
en sous-espaces orthogonaux :

Vire=V' @)oo P .
Sans difficulté, on vérifie les égalités
DN Hy = {ty4au | V' vecteur isotrope de V', o dans Fy},
DNH\ Hy= {tu/+u+av | v vecteur non isotrope de V', « dans IF4}.

Etablissons maintenant 1’assertion 2). Soient d; et da des éléments de DNH\ Hy ;
il existe des vecteurs non isotropes uj et u), dans V' et des scalaires a; et aq
dans F,4 tels que

dy = tu'1+u+oz1'u et dy = tu'2+u+oz2'u

Si uj et ub sont orthogonaux, u} +uh est un vecteur isotrope de V| la transvec-
tion d =ty yus 4 (a) +az)e €St un élément de Hy qui satisfait a ddid = ds. Si u} et
uh ne sont pas orthogonaux, le sous-espace qu’ils engendrent est dégénéré, il est
contenu dans un sous-espace non dégénéré de dimension 3 de V. 1l existe donc
un vecteur non isotrope w’ dans V' orthogonal & v} et vy (dim V' =n—1 > 5).
Les transvections d’ = ty/ 1y 1 (a1 az)v €6 d” = ty; 1 sont dans Hy et satisfont
a d'd'did'd" = dy. Ainsi Hy opére transitivement sur D N H \ Hy. De plus,
tout sous-groupe Hy de H qui contient D N Hy et un élément de D N H \ Hy
contient D N H, on a donc H = Hj.

3) Soit h un élément de H, on a h(v) = v. Si h fixe u, h est élément de Hy.
Pour tout élément d de DN Hy, h est dans Hydd. Notons v’ 'image de u par h ;
on peut donc supposer v’ distinct de u. Si u et u’ sont orthogonaux, le vecteur
u+ u' est isotrope, tyiuw (v) = v et tytrw (h(w)) = u. Par conséquent, 1. h
est un élément de H qui fixe u; ¢’est donc un élément de Hy. Si u et v’ ne
sont pas orthogonaux, ils engendrent avec v un sous-espace dégénéré contenu
dans un sous-espace non dégénéré de dimension 5. Il existe un vecteur u” non
isotrope orthogonal & u,u’ et v; les transvections d = 1 €t d' =ty sont
dans D N H et satisfont & dd'h(u) = w; dd’h est donc un élément de Hy d’olt
I’assertion.

4) Choisissons un vecteur v isotrope dans le plan hyperbolique P contenant
u, on peut supposer ®(u,v’) = 1. Soit g un élément de Hy conservant la droite
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(v"), on a g(v') = av’. Montrons que o = 1. Puisque g fixe v et u, on a :
1=2(v u) = 2(g(v'),g(u)) = (av’,u) = a,

d’ou ’assertion.

L’ensemble de tels éléments ¢ (fixant P et v) est un sous-groupe H|, de Hy.
Observons que 'orthogonal de P est un sous-espace vectoriel P+ de dimension n
sur lequel la restriction de ® est non dégénérée et dont le groupe des isométries
est Gy, G, ~ SU(n,4). A tout élément g de G,,, on associe I'unique élément
de Gpyo qui est lidentité sur P et qui en tout point w de P+ vaut g(w).
Les éléments de H{, correspondent alors aux éléments de G412 qui fixent v; le
résultat vient alors de 1). O

3.2. Les petites dimensions n = 4 et n = 5.— Ces situations sont
traitées en détail dans [14]; nous ne donnons ici que I’énoncé des résultats et le
schéma de la preuve; cela nous sera utile pour décrire ’extension non scindée
214.SU(7,4).

PROPOSITION 3.2. — Soit G un groupe de présentation (x1,...,x5,y/7(4),
7(4),70,7() avec :

7(4)
F(4):  (237xs)® =1, (xy)® =1, x e {a?, 25", 252"},
To : (yslx1)2 = (ys/a@;)2 =1 avec s’ = T3T5T2T3T5T2,

. — ) —
To: up=p =1
— s, 5 — s'woxsTiT s'r3T5T4T: s’
avec u = x4yy° y°, p=x1y° T pyy” P gsy®
p/ — ys'w2w5w1w2y§'w2w5w1w2$4 yw3w5w4m3$5y.

Alors, si on omet la relation rj), la classe de conjugaison de x1 dans G est
une classe de 3-transpositions de cardinal 4 x 45 ; G est l'extension scindée
1-A—G—2xPSU4,4) —1
ot A est un groupe nilpotent de classe 2 et d’ordre 2873,
Avec la relation r{, la classe de x1 est une classe de 3-transpositions de
cardinal 4 x 45 ; le groupe G est l'extension scindée

1-A—G—PSU4,4) — 1
ou A est extra-spécial d’ordre 2871 ; A = 01(G), D(A) = Z(A) = Z(GQ) = {(u)
ouu = uyyslyg/. Le groupe G est isomorphe au D-centralisateur DCg(d) d’une
transvection de SU(6,4).
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16 VIROTTE-DUCHARME (M.-M.)

Preuve (avec les notations ci-dessus). — Nous ne donnons qu’une idée de la
preuve quand on a la relation r{ ; pour plus de détails voir [6, th. 1], [8, 6.19].

1) 1l existe un morphisme F de G dans DCg(d) qui applique xz; sur ¢;,
(1 <i<5)ysurls et usur t,. De plus les images par F des six éléments de
2§’ définissant p (resp. p’) sont les transvections définissant p (resp. p’), on a
Fp)=p, Fp') =p =1

2) 1l existe un endomorphisme © de G tel que O(x;) = z; et O(y) = w5
(1 <i<5). Comme ©2 = 1, G est isomorphe au produit semi-direct Ker © x
Im © out Im © est isomorphe a 2 x SU(4,4).

3) Posons a = yx5 et désignons par A la fermeture normale de a dans G

(voir 1.2). I est clair que A contient les éléments «, as = a®3%5, ay = a3**®,

02 = 0T, i = B G = o, fy = U, B = G5, Gy = B,
B1 = 51%2. On établit les résultats suivants :
(i) u = [z, as] et D(A) = (u);
(11) pour {Z,]} 7é {2,5}, 1‘1(%331 = 5j si (acl-xj)Q = 1, 1‘1(%331 = 515J Sil’lOIl,
6 € {o, B}
(iii) zsaozs = ofs, T50ex5 = P52005, T205T2 = a5, T2f572 = a2 ;
(iv) Z(A) = (u,p,p'), p=a1B4fs, P = ajasasf;. Les relations r{ prouvent
que (u) = Z(A) C Z(G).
4) Le groupe A est nilpotent de classe 2. On a Z(A) = Z(G) et |A] = 28+L.
La classe de conjugaison de xz; est de cardinal 4 x 45, c’est une classe de 3-

transpositions de G ; G/A est isomorphe & SU(4,4). O
PROPOSITION 3.3. — Soit G un groupe de présentation (x1,...,zs5,y/5(5),
7(5),7") ou
R 1 2 3 4
Y(5) : »—iz
5 Y
P(5): (a5Pas)’ = (2°w5)° = (23°"w5)® = 1,

53

3 _ T3T5 T3T5 T5T3 T5
(yx)? =1, x € {x5®®, 25573, a®™, o)®" 257},

2

(yr3)? = (yacf!)2 =1 avec s = (v3w524)?%, 8" = (v37572)%.

1) Si v’ désigne la relation (yacf””“S/I“”)2 =1, la classe de conjugaison de
x1 est une classe de 3-transpositions de G de cardinal 2* x 165 ; le groupe G

est l'extension scindée
1-A—G—2xPSU5,4) — 1,

ou A est un groupe nilpotent de classe 2 de cardinal 2% ; on a |G| = 2 x
223 |PSU(5,4)].
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2) Sir’ désigne la relation yraTas'Tazays — | (*), la classe de conjugaison de
x1 est une classe de 3-transpositions de G de cardinal 4 X 165 ; le groupe G est
lextension scindée

1—A— G—2xPSU(5,4) — 1,

ou A est nilpotent de classe 2, |A| = 219% ; soit u := z4yy*y®, on a Z(A) =
D(A) = (u) C (v, Q) = Z(G).

3) Sir’ désigne l’ensemble des relations Q =1 et (*) alors G est isomorphe
au D-centralisateur d'une transvection unitaire de SU(7,4), 2§ est une classe
de 3-transpositions de G, |x{'| = 4 x 165 ; G est l’extension scindée

1—-A— G— PSU(5,4) — 1,

ou A satisfait aux conditions de 2) ; de plus on a Z(A) = Z(G) = (u).

Preuve. — Ces résultats sont établis dans [14, 6.46] et dans [8], voir ci-apres.
Nous ne rappelons ici que les étapes de la démonstration de 2), elles nous seront
utiles par la suite.

1) 1l existe un morphisme F' de G dans le D-centralisateur DC7(d) d’une
transvection unitaire ¢, = d de SU(7,4) qui applique z; sur ¢; (1 < i < 5),
Y SUr y, 4, := t4 (notations introduites au §1). On a

F(U) = t’U’ F(ys) = t’U4+tD’U’ F(yI3$4S w4w3) = t’U4+tD’U7 F(Q) =1

2) Le groupe G admet un endomorphisme © qui applique z; sur z;
(1 <i<5),ysur x4 et qui satisfait & ©% = . Le groupe G est donc le produit
semi-direct Ker© x Im©, Im © est isomorphe & 2 x PSU(5,4) et Ker © est le
plus petit sous-groupe normal de G contenant x4y.

3) Posons a = x4y et notons A la fermeture normale de o dans G. Rappelons
que s et s’ engendrent un sous-groupe isomorphe & SL(2,3) dont le centre,
d’ordre 2, est engendré par (5's)2. On sait que (5's)? = q olt ¢ = zox4t't” est
central dans (9,23, 24, 25) (1.2). A chaque élément g de (s,s'), on associe un

(14 A . P  pams
élément x3 = a®3"49 de A, puis de proche en proche, on définit x4 = x35***,
X5 = X5°7%, x2 = X527, x1 = x5'°?. De maniere générale, on a x| = X;;

mais y; est d’ordre 2, ¢ centralise donc x; (1 < i < 5). La relation 7’ impose
L3S = pgysas’ | Cest-d-dire of = af ;ainsiona g = af = af = a3,
By =i =af =a8 =ai% 03 :=af =af =af =ai*; le sous-groupe
A est alors engendré par les éléments «; 3;, d;, (1 < i < 5) définis ci-dessus.
L’élément u = z4yy®y® s’écrit aussi ayB404; on montre que A/(u) est abélien
élémentaire d’ordre 4° et D(A) = (u).

4) La classe de conjugaison de z1 est une classe de 3-transpositions de G, de
cardinal 4 x 165; le reste de ’assertion est immédiat. O
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18 VIROTTE-DUCHARME (M.-M.)

Note. — On trouve une démonstration similaire et totalement détaillée, s’ap-
pliquant aux cas des groupes orthogonaux sur F3 dans [12].

Par des méthodes différentes et partant d’une présentation non fischérienne
J. Hall et L. Soicher obtiennent les mémes résultats :

PROPOSITION 3.4. — Soit G un groupe de présentation (a,b,c,d,e, f,h/Ts,
T1,T2) OU
b c d e f

ri: (a%)? = (ad)® = (abc?)? =1,
h = ((acb)fQ(acd)z)Z(abcde)m,
ro: @ (resp. [a, (bedefh)®] =1, resp. (abede)'® = 1).
Alors le groupe G satisfait auzx conclusions 1) (resp. 2), resp. 3)) de 3.3.

Preuve. — Voir [8, 8.9]. O

3.3. Situation spécifique : n = 4 et n = 5.— Le groupe G = 2xPSU(4,4)
peut étre considéré comme un groupe orthogonal sur Fs a savoir 2 x Og(3)
(voir [2], [3]). On peut alors construire une extension de G par des 3-groupes
normaux. Pour une étude complete et détaillée nous renvoyons a [8] et [12].
E‘non(;ons ici le résultat dans la situation n = 4.

PROPOSITION 3.5. — Soit G de présentation (x1,...,x5,y/7 (4),7(4),7",r")
ou

7(4):  woir 3.2,

/

. 3 T3 ,.T5 T2 X35
e (yx)® =1 oz e {x3® 5", 252, 25°"°, 2]

52 23
,335 }a

1

P (yTe)? = (T e)? =1 (resp. yTy = 1).
Alors la classe de conjugaison de x1 dans G est une classe de 3-transpositions
de cardinal 3% x 45 (resp. 3 x 45); G est Uextension scindée

1-A—G—2x053)—1,

310+1

ou A est nilpotent de classe 2, d’ordre (resp. abélien élémentaire

d’ordre 39).

TOME 129 — 2001 — N© 1



SUR CERTAINES EXTENSIONS DE SU(n, 4) 19

Preuve. — (Voir [8, 8.4], [12, 2.1 et 2.3], [14, 6.19]. O

Pour n = 5, on peut également construire des extensions de 2 x PSU(5,4)
par un 3-groupe, pour les détails nous renvoyons a [8] et [12].

PROPOSITION 3.6. — Soit G un groupe de présentation (xl,...,x5,y/§’(5),
7(5),73,74) 0U

~ 12 3 4
7'6G) s e——e

5 Y
7(5) :  woir 3.3,

r3: (yx)d =1, ze{z3* aft xi>"},

ry: (y$T3I4SII4I3)2 =1 (Tesp. ysym3m4s’m4m3 — 1).
Alors :

1) Le groupe G admet la présentation (a,b,c,d,e, f,h/T%, (eP )3 =1,7r1,75)
ot
b c d e f
a h
ry voir 3.4,

rs: @ (resp. [e(@D” (efh)?] = 1).

2) La classe de conjugaison de x1 est une classe de 3-transpositions de G de
cardinal 3* x 165 (resp. 32 x 165) ; G est lextension scindée de 2 x PSU(5,4) par
un groupe A nilpotent de classe 2 d’ordre 323 (resp. extra-spécial d’ordre 3'1).

Démonstration. — Voir [8, 8.2] et [14, 6.46]. O

On ne peut pas obtenir de résultats similaires pour n > 6, puisque la condi-
tion o(6), exigée dans les présentations fischériennes que 'on utilise pour les
groupes unitaires SU(n, 4), fait alors obstruction (voir §2).

3.4. Cas général : n > 6

THEOREME 3.7. — Soit G un groupe de présentation (T1,...,Tn,y/7(n),
7(5), (*),0(6),m1 = mg = 1,7/(6)) od
R 1 2 3 4 6 n
Y(n) : ’—ij ————— e
bl y
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7(5) et (*) : wvoir 3.3,
o(6): (212" x6)2 =1 avec q = xoxaxiTs
r(6) 1 (y*®amg)? =1,
pour s, ', my, ma voir 1.2, 4) et 1.4, 4). Alors la classe de conjugaison de

x1 dans G est une classe de 3-transpositions de G de cardinal 4 x %(22"’1 +
(—1)"2n~1 —1). Le groupe G est l’extension scindée

1-A— G—2x8SU0(n,4) —1,

ot A est un groupe nilpotent de classe 2, |A| = 22"+ Z(A) = D(A) = (u) C
(u, Q) C Z(G) avec u = T yysy*.

Si Uon adjoint la relation Q = 1, le groupe obtenu est isomorphe au D-
centralisateur DCy12(d) d’une transvection unitaire d dans SU(n + 2,4) ; lex-
tension

1 -2t G — SU(n,4) — 1

est scindée.

Pour établir ce résultat, nous utilisons le théoreme d’extension établi dans
(10, th. 1.3.1] dont I’énoncé est le suivant :

Soit G un groupe de présentation (X, R) ou X est un ensemble d’involutions
de cardinal au moins égal a 3 et soit b un élément de X tel que :
(i) il ewiste un élément xo dans X — {b} avec (xob)® =1;
(i) pour tout élément x dans X — {b} on a ou bien (xb)> = 1 ou bien
(xb)3 =1;
(iii) le sous-groupe K engendré par X — {b} est distinct de G et admet une
classe de 3-transpositions D(K) contenant X — {b}.

Si les conditions suivantes sont remplies :

CO0 : le centralisateur B de b dans K, Ck (), opére transitivement (par conju-
gaison) sur D(K)\ B;

C1 : pour tout élément k dans K, il existe des éléments e et ¢’ dans D(K) tels
que k appartienne ¢ Be U Bee' ;

alors l’ensemble E = D(K) U {b*¥ | k € K} est une classe de 3-transpositions
de G et l'on a |E| = |D(K)|+ |K : Ck ()]

Preuve de 3.7. — Le théoreme 3.7 est prouvé par récurrence sur ’entier n. Ob-
servons que si n = 5, les relations o(6),m1 = ma = 1,7/(6) qui font intervenir
x¢ n’ont plus lieu d’étre; on retrouve alors la proposition 3.3.

Au cours de la démonstration, nous utilisons les notations introduites en 3.2
et 3.3. Pour tout entier n, n > 5, DC,,12(d) désigne le D-centralisateur d’une
transvection unitaire dans SU(n + 2,4).

On suppose d’abord @ = 1.
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1) Il existe un morphisme F de G sur DCpi2(d), n > 6. Posons C' =
DC,42(d), et notons D(C) la classe de 3-transpositions de C. Utilisons les
notations de 3.1. La correspondance de graphes établie par x; — t;, y — 4
(1 < ¢ < n) détermine un morphisme de G dans C, avec d = t,, & condition
que les relations 75, 0(6), 7' (6) soient satisfaites dans C' et que les images de m;
et mo solent triviales.

Les éléments y®3%4, ¢/, ¢/, x’i/t”““ correspondent respectivement & ty;,,
Lo twuas Loat@uss tor+vs. Puisque vg est orthogonal & v1 + v3 et a vs + v, l'as-
sertion est démontrée pour r’(6) et o(6); pour #(5), elle a été prouvée dans
3.3. Enfin, pour les relations m; = 1 (i = 1,2), il suffit d’écrire m; en fonction
des générateurs z1, ..., s,y et de vérifier par un calcul élémentaire que 'image
de m; est triviale.

2) Le sous-groupe K de G engendré par xi,...,%Tn—1,y est isomorphe a
DC,,4+1(d). Si n = 6, les générateurs de K satisfont aux relations 4(5) et 75 ;
K est donc un quotient de DC7(d) (3.3). Si n > 7, 'hypothése de récurrence
impose que K soit un quotient de DC,11(d). L'image F(K) de K dans C
contient les transvections ¢1, ..., tp—1, ty,+v ; €lle contient par conséquent toutes
les transvections de la forme tyy4w (A € Fg, w isotrope dans (vq,...,v,-1)).
Il s’ensuit que F(K) est isomorphe & DC,,41(d). Ainsi, la restriction de F &
K est un isomorphisme de K sur le sous-groupe de C', qui fixe v et la droite
non isotrope orthogonale au sous-espace (v, ..., v,—1); I'élément u = z4yysy®
appartient a K, en vertu de la récurrence c’est la 2-partie du centre de K.

3) Le centralisateur B de x,, dans K est isomorphe ¢ DC,,(d). De maniere
évidente, B contient le sous-groupe By engendré par les éléments suivants :

e Sin =06,
:1/'111.21.31.4
esin="7, A
Y
e Sin>8, 5
n—
----- o—o

(vérification élémentaire).
Observons que By est isomorphe & un quotient de DC,,11(d). En effet, pour
n > 7, les relations Y(n — 1), 7(5), m1 = mg = 1, o(6) et r'(6) sont satisfaites.
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Pour n = 6, des calculs élémentaires établissent les relations 7(4) et ro (nota-
tions 3.2). Il reste & prouver r. Posons Ts = y*2%+; des calculs élémentaires
conduisent aux égalités

F(Z3) = togto, F(#§) = tosswo:

F(@5) = tug o, F(357257%) = ty, 2,
F@z’flmsmlm) =ty +wos F@?mbmr’) = tuy4vs+to,
F(frf/”mbws) =ty +vstwos

d’ou l'on déduit que F'(u) = t, et que

F(p) = tv1tvgtvl+v3tv1+wvtv1+v3+wvtv3+wv = t'u,
F(pl) = tvstv1+v3tv3+vtv1+wvtv1+wvtv1+v3+v =1

On a donc F(up) = F(p') =1 et par suite up =1 et p’ = 1.

L’'image de By par F' est engendrée par les transvections t,, et ty, 1o
(1 <i<n-—2), F(By) contient toutes les transvections txy4, avec A dans [Fy
et w isotrope dans le sous-espace (vi,...,v,—1) : F(Bp) est donc isomorphe
a DC,,(d).

Soit P un plan hyperbolique contenant v et orthogonal & W = (vy,...,v,);
F(K) est le fixateur de v. Notons (vg) et (v}) des droites non isotropes telles
que W = (vg) L (v1,...,0n-1) €t (v1,...,0n—1) = (v) L (v1,...,0n_2), alors
F(xy) = ty, et v, =vo + v}.

Soit g un élément de K qui centralise z,, : son image F'(g) fixe v et v{; elle
conserve la droite (v,) par conséquent elle fixe vj. C’est un élément de F(By),
on a F(By) = F(B), il s’ensuit que By = B.

4) L’ensemble E = x¥ U zX est une classe de 3-transpositions de G. On a
|E| = 4|D(SU(n,4))| et G est une extension centrale de DC,,42(d).

Nous avons établi que K est isomorphe & DC,41(d) et que la classe de
conjugaison D(K) de 1 dans K est une classe de 3-transpositions de K,

ID(K)| = 4|D(SU(n — 1,4))|.

Puis nous avons déterminé le centralisateur B dans K, d’un élément x,, n’ap-
partenant pas & K. Afin d’appliquer le théoréme d’extension (loc. cit.) & cette
situation, nous devons vérifier que les conditions CO et C1 sont remplies, c’est-
a-dire que B opere transitivement sur D(K) \ B (C0) et que pour tout élé-
ment k dans K il existe des éléments e et ¢’ dans D(K) tels que k appar-
tienne & Be U Bee' (C1). Mais rappelons que le morphisme F de K sur F(K)
est un isomorphisme et que les groupes F'(K) et F(B) satisfont & C0O et C1
(lemme 3.1). En conséquence, le théoréeme d’extension permet d’affirmer que
E = D(K)U {2k | k € K} est une classe de 3-transpositions de G dont le
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cardinal est |E| = |D(K)| + |K : B|, ce qui donne
22(n=D+1|SU(n — 1,4)|
22(n=2)+1|1SU(n — 2,4)|
Ainsi la classe de 3-transpositions F de G est équipotente a celle de C, C'
désignant le D-centralisateur d’une transvection unitaire de SU(n + 2, 4)

|E| = 4|D(SU(n—1,4))|+ =4|D(SU(n,4))| = |D(C)|.

5) Les groupes G et C = DC,12(d) sont isomorphes. Désignons par N(G)
(resp. N(C)) le sous-groupe de G (resp. C') engendré par les produits ee’ d’élé-
ments de E (resp. D(C)) tels que ¢/ = e" avec h dans Q2(G) (resp. Q2(C)).
D’une part on sait que N(G) est le plus petit sous-groupe normal N de G tel
que N C 03(G) et O2(G/N) C Z(G/N) et on sait aussi que N(C') possede
ces propriétés (voir [4], [14]); d’autre part, N(C') est égal & O2(G) et 'on a
|C/N(C)| = [SU(n,4)].

Considérons ’endomorphisme © de G défini par ©(x;) = z; (1 <i < n) et
O(y) =x5sin>T7et Oy) = x4 si n = 6. L'image de cet endomorphisme est
isomorphe & SU(n,4) et son noyau est la fermeture normale (voir 1.2) de yx5 si
n > 7 et de yxy sin = 6; Ker © est donc contenu dans N(G). En conséquence
Pordre de G divise celui de DC,,12(d) ce qui entraine (par 4) que G et C sont
isomorphes.

De la on déduit sans difficulté le reste des assertions du théoreme.

Supposons maintenant QQ % 1.

Rappelons que @Q est défini comme le produit gz%** ot ¢ = zozszias (1.2,
1.4). Le morphisme F' défini en 1), de G dans C, envoie @ sur 1 puisque I'image
de @ par F est le produit de transvections ty,ty,tv,+wvstvetov,togtu,. Par
conséquent, @ est un élément central de K et on a K = (Q) x K; avec K ~
DC,41(d); on a aussi B = (Q) x B; avec By ~ DC,(d). D’apres la premiere
partie, G/(Q) est isomorphe & DC,,12(d) et par suite on a G ~ (Q) x DC,,y2(d),
la classe de conjugaison de x1 s’envoyant sur celle de (1,¢1) qui est une classe
de 3-transpositions de (Q) x DC,,12(d). O

1

4. L’extension non scindée 24 . SU(7,4)
Nous utilisons les notations introduites en 1.2 et 1.4.

PROPOSITION 4.1. — Soit G un groupe de présentation (X7/~(7),7(5),c(6))
ou

1 2 3 4 6 7
Y(7) - »—W—o—q
5
') (@) = (@5tas) = (@ has) = 1,
a(6): (2§72 )2 =1 avec ¢ = romgxias.
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Alors G est l'extension non scindée
1-N—G—2x8U0(7,4) — 1

ot N est un 2-groupe abélien élémentaire d’ordre 2 ; la classe de conjugaison
de 1 dans G est de cardinal 4 x 2709, c’est une classe de 3-transpositions de
G. Le centre de G est d’ordre 2, Z(G) = (Q).

Preuve. — 1) Préliminaires. Rappelons que 'élément @ := 27"'q est un élé-
ment central d’ordre 2 de G et que les éléments m; (1 < i < 3) décrits en
1.4, 4) sont dans le centre du sous-groupe K := (x1,...,26) de G. Rappelons
enfin que si ces éléments m; centralisent x7, ils sont triviaux, dans ce cas GG est
isomorphe a 2 x SU(7,4) et Z(G) = (Q) (voir 1.4, 3).

Nous supposons donc que 'un des m; (1 < i < 3) ne centralise pas z7 ; nous
le notons m, ainsi z7 # 7.

Il existe un morphisme F' de G sur SU(7,4), qui applique chaque élément
x; 1 <i <7 sur la transvection unitaire ¢; (notations 3.1). Dans ces condi-
tions, F(Q) = F(m;) = 1, (1 < ¢ < 3). L’image du sous-groupe K est le
quotient K/Ker Fx ou Fg désigne la restriction de F' & K, on a Ker Fx =
(Q, m1, ma, m3). Rappelons que les éléments @ et Q' coincident (voir 1.4, 4).

2) Les sous-groupes U, V,W. On désigne par U, V, W les sous-groupes
U:i=(z1,...,25), V:i=(xa,...,26), W :=(x2,...,25).
On a G = (U, V,W). Compte tenu des relations r(5) et o(7), U, V et W sont
isomorphes & 2 x PSU(5,4) et 'on a Z(U) = Z(V) = Z(W) = (Q) = (Q').

3) Les éléments Z;, la relation (r). Posons o = x7a¥* et Tz = a¥"; puisque
m ne centralise pas x7, a n’est pas trivial. Introduisons les éléments définis de
proche en proche comme dans la preuve de la proposition 3.2 :

~ _ ~zgxT ~  _ ~(zrzexr)ar ~ _ ~zazg

$6—$7 9 Te7 = 7 9 x4_x6 9

T, — »T3T4a L — pZ223 T — pZ1x2 . — pTs5T3
T3 =Ty 5 T2 = T3 T1 =Ty s T5 = T3

puis posons g7 := x5’ et ay 1= x;&; pour ¢ € {1,...,6,67}.
On désigne par (r) la relation

(T‘) 5:\239329343339359329349355:\4 = 1.

On démontre « & la main » et par des calculs élémentaires que (r) est consé-
quence des relations de définition de G.

4) Les sous-groupes ﬁ,?,ﬁ/\. On pose U = (U, Z4), V= V,Za), W =
(W, z2)

On a les relations suivantes :
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o dans (7:
(i) r(5) et
1 2 3 4
5 1

(ii) 7(5) ou l’on remplace y par 74 ;
(iii) B = absves’Tars

o dans V (resp. W\)

(i) r(5) avec © = x¢ (resp. xe7), €t

2 3 4 T
2 5

(ii) (5}237/)3 = 1a JZ € {232 ,233 7$5 ’x§3z5 x§5m2 ?ms}’

(fzﬂci')2 = (B225)* = 1;
(ifi) 73 = Fgereseass,

Par des calculs élémentaires, on prouve les relations (i) et (ii). Les relations
(iii) pour UetV (resp. W) sont équivalentes. En effet, on a

Ty = xZSr4I2I3 s T3T2 s’ SIUIB = .

~ ’
Donc la relation (iii) pour V sécrit aussi (7 T TATaTI)TaT2STaTS — (7 ATATRES)S

)

cest-a-dire 7§ = Ef”“s 4T3 ce qui est la relation (iii) pour U. Mais
AXL3TQ(XT2X3XT5L2LX3T5)T4T
cette relation s'écrit aussi F5T4TITETATS = 3 (P2 TaTaaTR)TATs (o

core {L'4 — ngm4m2m3m5m2m4z5

proposition 3.3 que les groupes U V W sont isomorphes a des quotients de
H = 2x (21971 % PSU(5,4)). On a U = (Q)x (AxUp) (resp. V = (Q')x (BxVp),
resp. W = Q") x (C x Wy)); UJA (resp. V/B, resp. W/C) est isomorphe
a 2 x PSU(5,4); A (resp. B, resp. C) est un quotient d’un groupe nil-
potent de classe 2, c’est la fermeture normale de x4Z4 (resp. x2Z2) dans U
(resp. V, resp. /W), on a D(A) = (ua) (resp D(B) D(C) <u3> (ue))
avec ua = T4T4T575 (resp. up = x2x2x2 x4 = uc et v = uB =1, ug
(resp uB) est central dans U (resp. V, resp. W) On a Z(U) = (Q,u4),
2UV) = 2W) = (@ up).
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Observons que u4 est centralisé par xg,23,24,%5 et que l'on a T, 3%4%2%3 = 7,y

(définition de Zz), donc T, 73747273 = pyavaratastavitats — phatastads
. ~ ~ 8. ~ 3 . .

lation (r)) ; de méme, Z, #4723 = 25 ainsiug = w4
Désormais on pose u := uyq = up = uc.

o~ !
=175 (re-
A~ A~ /Afl
= ToT2T5 Ts = UB.
5) Les éléments o, (35, 6;. Dans 3), nous avons défini des éléments «;, i dans
{1,...,67}; posons
e S ~s I 5 __ ~38
B3 = a3 = 23735, 03:=a5 = T323.

Si x est I'un des symboles «, 3,4, on introduit les éléments

.— Tqax3 -—— T3 .— T2x3
X4 =Xz 5 X5 ‘X3, X2 *=X3™
[p— T1T2 o— TeT4 [p— Te7T4
X1 ‘=X2 75 X6 *—Xa 5 X67 ‘= X4 .

Alors on a
A= (i, 0,0 |1<i<5), B={af;0:|2<i<6),
C = {0, 03i,0i | 2<i <5, i =067)
et aussi u = 8404 = 23292 (voir aussi le 3) de la preuve 3.3).

6) Soit N = (A,B,C); N est un sous-groupe normal de G, abélien,
d’ordre 2.

REMARQUE 1. — Les éléments x1, xg, 7 commutent & Z3 donc & x3. En effet,
On & Tg = gy TOTTTATOTITL  har conséquent, Ts, T3, T4 commutent & 21 et l'on a
|Zgxr| = |z 70" ™ 0wy | = |aDws| = 2 et |Tywg| = a7 TRy | = 2P as] = 2.

. . ~c! . . N
En vertu de la relation (r), 2§ = 2§ ; par suite z¢ et x7 qui commutent & s’
et & commutent aussi & 7§ et & Z5 donc & x3.

REMARQUE 2. — On a agry = o*¢ puisque
puisq
g7 = a26I7I6I4 — aw6w7w4w6w6w7w6w4 — a$6$4$5$4 — CVI5.
REMARQUE 3. — L’élément o = z727" est dans N puisque l'on a

a = z7(zext xexy ws) = (Trx60TeT7)T7TeXTTETY T = 6(TeZs) = ApleT,

ag € B et agy € C.

REMARQUE 4. — On a x3°"* = x1°xa. En effet,
el =~/ =~/
X1°"Xa = 24w6 (24T} ) w64 (T4Ty)
ou T désigne T4, T5, TS suivant que x désigne o, B ou d; comme T,xg est
d’ordre 3, on a xexaTyxe = TeXaTeTyxeTy et il vient x5 xa = x3° dou
I’assertion.
REMARQUE 5. — Les éléments x2, x3, T4, x5 normalisent N car ils appar-

tiennent A U NV N W.
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Démontrons que N est normal dans G. — Pour cela il suffit de vérifier que
1, Xg, Tey normalisent N

(i) @1 normalise N car x; normalise A et

Xgl _ X§4m3m6m4m1 — XZ5I4 — X37 X67 — X§4$3($6$7$6)$4$1 — X67 (rem. 1)
(ii) ¢ normalise N. En effet x4 centralise x3 donc aussi x1 (rem. 1). L’élément
ags qui est égal & o est dans N (rem. 1 et 2). Puisque x3°"* = xax}°
(rem. 4) on a aussi les égalités
Xg'? — X26Z7Z6Z4Z6 — X26I4I7I6I4 — (X27m6m4)(ngm7m6z4) — X6X67.

Mais x¢ et xe7 sont dans N, xg5 aussi et 'assertion est établie.
(iii) xe7 normalise N. En effet, xg7 centralise x3 donc x; par la remarque 1;

de plus
Xg™ T = ()T = (AT (AT = Xerxa® (vem. 4).

Mais x4 et xg normalisant NV, on en déduit donc I'assertion.

On a D(N) = (u). — Pour cela, on utilise les résultats suivants dont les
démonstrations sont élémentaires et laissées au lecteur (on peut trouver des
démonstrations similaires, entierement détaillées, dans [12], [13]). Soit x 'un
des symboles «, 3,0 et soient ¢ et j, j # i, dans {1,...,6,67}. Alors on a :

® TiXjli = XiXj si {27]} # {2’5}7 {4’5} et (xixj)g =1;

o TixgT = X st (ziz)? =1

. X | L2X5L2 | T4 X524 X | L5 X2L5 X | T5X4L5

as | O2a5 daaus az | Bsaz g | Psaa
Bs | aofBs | aufs B2 | 0502 Ba | 0584
05 | D205 Bads 02 | asds 04 | @504

o . x']:
XX |1 o as oy as s aer |B1 Bo B3 Ba Bs B Per
|1 1 1 1 1 1 1|1 « 1 1 1 1 1
a1 1 1 1 »w 1 1 |w 1 » 1 1 1 1
a1 1 1 1 1 1 1|1 v« 1 w uw 1 1
a |1 1 1 1 «w 1 1)1 1 «w 1 1 uwu wu
as |1 v 1 o 1 1 1|1 » 1 w 1 1 1
ag |1 1 1 1 1 1 1|1 1 1 w 1 1 wu
ag7|1 1 1 1 1 1 1|1 1 1 w 1 u 1
6111 « 1 1 1 1 1|1 « 1 1 1 1 1
oo lvw 1 » 1 1 1 1 |w 1 w 1 o« 1 1
63/1 v 1 v« « 1 1|1 « 1 1 1 1 1
o4 ]1 1 w 1 1 v w |1 1 v 1 uw uw u
s {1 » 1 « 1 1 1|1 1 » 1 1 1 1
b |1 1 1 o 1 1 w |1l 1 1 w 1 1 wu
7|1 1 1 w 1 o« 1|1 1 1 w 1 w 1
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De la I’assertion résulte immédiatement.

Le sous-groupe N est abélien. — Nous allons prouver que 1’élément u est
trivial. En utilisant les résultats ci-dessus et le fait que u s’écrive u = g (3262
et aussi u = a;3;0; (i € {1,...,6,67}) par conjugaison, il vient :

CVS a9204z3z5z4z3z5 — (a$3)r5r4r3r5

_ a2ag)m5z4z3z5 _ (6502a5a3)z4m3m5

= (uBsa50203)"4737% = (J5garz) 7T

= (Badsaaaqa3)™™ = (Byasdsanaz)™>®e
= (u5455a2a3)x3”05 = (u5354§3§5a3a2a3)””5
= (u5455a2)x5 = ua55455ﬁ5a2

= UO(5U5554550(2 = ua565ﬂ554(12 = 640[2.

De maniere semblable, on a 85 = auf2, 65 = [4d2. En conséquence, nous
obtenons u = u® = ((125262)5 = (640[2)(0(4ﬂ2)(0[452) = 540(4ﬂ40[25252 —uu=1
d’ou ’assertion.

On a |N| = 2% — D’apres ce qui précede, 'ordre de N divise 2!4. Par
ailleurs, N contient A, |A| = 20 et 'on a N = (A, ag, agr, Bs, Be7). L'é1é-
ment ag n’est pas dans A, sinon

’ ’
ag =atay? ... Bt B ng,nl e {0,1}.

En écrivant que zg et xo commutent a ag, on obtient ny = ny = 0, ng+ns+nk =
0, n§ + ns = 0. Puis, sachant que z40674 = agay, il vient ng + ns +nf = 1
et nf + ns = 0, ce qui prouve que la situation est impossible.

De maniére similaire, on prouve que ag7 (resp. (g, resp. Sg7) n'est pas dans
(A, ag) (resp. (A, ag, agr), resp. (A, ag, agr, G6)), d’ott le résultat.

7) Le groupe quotient G/N est isomorphe a 2 x PSU(7,4) et lextension (e)
1> N — G — 2xPSU(7,4) — 1 nest pas scindée. Désignons par 7 la
projection canonique de G sur G/N. Les relations «(7) et r(5) sont satisfaites
dans G/N, lélément m(m) centralise m(x7) puisque z7z%* est dans N (voir
remarque 3); il est donc central dans G/N. En conséquence dans G/N, qui est
un quotient de 2 x PSU(7,4), les éléments 7(Q)) et m(m) sont centraux; mais
7w (m) qui est dans le groupe dérivé de G/N est trivial [11] et Z(G/N) = (7(Q)).
La premiere partie de I'assertion est établie.

Soit K le sous-groupe de G engendré par x1,...,zg; 7(K) contient 7(Q) et
est isomorphe a 2 x PSU(6,4). Les éléments m; appartiennent a K (1 < i < 3),
leurs images par 7 sont triviales; puisque lextension 1 — (mj,ms) — K —
2 x PSU(6,4) — 1 est non scindée, il en est de méme de I’extension (e).

8) La classe de conjugaison E = z§ est une classe de 3-transpositions de G
de cardinal 4 x 2709. — Conservouns la notation 7 : G — G/N et, pour tout e
dans E, posons F(e) = ENm(m(e)).
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(i) On a |F(x2)| = 4. En effet, F(22) contient X = {x,%2,75 75 }. Le noyau
de la restriction de 7 & U est NNU = A et X est I'ensemble des éléments de
x5 ayant pour image 7(x3). Or G est engendré par U x6, Te7 (rappelons
que zg7 désigne xgxrag), on vérifie facilement que xg et xg7 centralisent
X et 'on en déduit que F(zg) = X.

(ii) On a |E| = 4x2709. D’apres ce qui précede, |F(e)| = 4 pour tout élément
e de E et par suite |E| = 4 |7(E)|. Comme l'image de E par 7 est la classe
des 3-transpositions de 2 x PSU(7, 4) laquelle est en bijection avec la classe
des transvections de SU(7,4), on a |7 (E)| = 2709. D’ou assertion.

(iii) Les éléments de F'(z2) commutent & ceux de F'(x4). Ce sont des vérifica-
tions élémentaires qui utilisent la relation (r) et les relations des groupes
(7, XA/, W données dans 4).

(iv) Le produit d’un élément de F'(x3) et d’un élément de F(x3) est d’ordre 3.
En effet on a |x2@3| = |xexs| (élémentaire), 2§ = xo pour o € {1,5',5'},
par suite |2oZ]| = |z2x3]|, et Passertion en résulte immédiatement.

(v) La classe E est une classe de 3-transpositions de G. Pour cela il suffit
de prouver que l'ordre du produit de deux éléments de E est au plus
égal & 3. Soient e et €’ dans F'; sans nuire a la généralité, nous pouvons
supposer que €' = z5. Il existe, dans G/N un élément qui conserve m(x2) et
conjugue 7(e) sur 'un des éléments 7(x2), m(x3), m(x4) suivant Pordre du
produit w(z2)m(e). Supposons que e ne soit pas dans F'(z2), nous pouvons
supposer qu'il existe un élément de G qui stabilise F'(x3) et qui envoie e
sur un des éléments de F'(x3) ou de F(x4). L’assertion résulte alors de (4)
ou de (3). O

PROPOSITION 4.2. — (Awvec les notations de 4.1.) Soit G un groupe avec la

présentation (X7/v(7),7(5),0(6),Q =1). Alors G est l’extension non scindée
1- N—G—SU(7,4) -1

ou N est abélien élémentaire d’ordre 2'* ; la classe de conjugaison de x, est

une classe de 3-transpositions de G de cardmal 4 x 2709. Le centre de G est

trivial.

Preuve. — C’est une conséquence de la proposition 4.1. O

Donnons, pour terminer, les présentations des extensions 2'4 - SU(7,4) et
2 x (21 .SU(7,4)) établies par J. Hall et L. Soicher.
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PROPOSITION 4.3. — Soit G un groupe de présentation ((a,...,q)/r) avec
b c d e f g
(r) a h

(a®b)? = (a®d)? = (abc?)® =1,

h = ((acb)fQ(acd)z)Q,
(ahefgdcbefcdedcd)2 =1.

Alors G est Uextension non scindée 2'4 - SU(7,4) et satisfait auz conclusions
de la proposition 4.2.

Preuve. — Voir [6, (A.5)]. O
PROPOSITION 4.4. — Soit G un groupe de présentation (a,...,g/r") avec
b c d e f g
(') a h

(ab)® = (a°d)® = (abc?)® =1,
h = ((acb)~2(acd)?)?(abede)*®,
(a(bedefh)® (bedefgh)?)? = 1.

Alors G est Uextension non scindée 2x (214-SU(7,4)) et satisfait auz conclusions
de la proposition 4.1.

Preuve. — Voir [8, 8.10]. O
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