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PERTURBATION SINGULIERE
EN DIMENSION TROIS : CANARDS
EN UN POINT PSEUDO-SINGULIER N@&EUD

PAR ERIC BENOIT

RESUME. — On étudie les systémes différentiels singulierement perturbés de dimen-
sion 3 du type

‘,'i/l f(x7 y? Z7 a)?

{y - g(x7y7276)’

E'Z. = h(x7 y7 Z7 8)7
ou f, g, h sont analytiques quelconques. Les travaux antérieurs étudiaient les points
réguliers ou la surface lente h = 0 est transverse au champ rapide vertical. C’est le
domaine d’application du théoréme de Tikhonov. Dans d’autres travaux antérieurs, on
étudiait les singularités de certains types : plis et fronces de la surface lente, ainsi que
certaines singularités plus compliquées, analogues aux points tournants en dimension
inférieure : les points pseudo-singuliers cols. Génériquement, les seules singularités
génériques non encore étudiées dans la littérature sont les points pseudo-singuliers

neceuds.

Dans cet article, on étudie les points pseudo-singuliers nceuds ou1 on montre ’exis-
tence d’une ou deux solutions surstables (c’est-a-dire assez régulieres en ¢). Quand
le rapport de deux valeurs propres est entier, un phénomeéne nouveau et intéressant
apparait : la résonance.

Techniquement, on se raméne d’abord & une forme plus canonique, puis on montre
P’existence de solutions formelles, en utilisant le théoréeme des fonctions implicites sur
un opérateur entre espaces de Banach de séries Gevrey. Les séries obtenues sont alors
Gevrey, et les théories de sommation de ces séries donnent les solutions surstables
recherchées.
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92 BENOIT (E.)

ABSTRACT (Singular perturbation, tridimensional case : canards on a pseudo-singular
node point)
We study singularly perturbed system of differential equations like

:.r = f(x’y7z’€)7
{ Yy = g(x,y,z,&),
ez = h(z,y, z,¢€),
where f, g and h are analytic functions. In known papers, regular points of the slow
surface h = 0 are studied. At this point, the fast flow (vertical) is tranverse to the slow
surface. The Tikhonov’s theorem can be applied here. In other papers, fold points
and cusps of the slow surface were studied. The list of generic singularities contains
also the pseudo-singular points which are connected to the turning points in lower
dimension. They are (generically) saddle, focus or node. In the neighborhood of focus
points, nothing happens, the saddle were studied in their papers, but the node points
were never studied in the litterature.

In this paper, whe prove that generally, there exist two overstable (i.e. regular with
respect €) solutions. When the ratio between two eigenvalues is an integer, a resonance
appears, and one of the two overstable solutions disappears.

Technically, we transform first the system into a more canonical equation. After
that, we prove the existence of formal solutions, and, using the implicit function the-
orme on Banach spaces of Gevrey series, we can prove that the formal solution is
Gevrey. The theory of summation of Gevrey series gives the over-stable solutions.

1. Introduction

La plupart des travaux sur les perturbations singuliéres d’équations différen-
tielles ordinaires concernent les cas ou la dimension de la variable lente est 1.
Ce sont les équations du type

/

{ T :f(l’,z,é‘), xeRa
ez’ = h(z,z,¢), z e R™.
Les méthodes sont diverses : la géométrie avec les variétés invariantes (Du-

mortier, Roussarie, Jones [8]); analyse non standard (Benoit, Callot, Diener,
Sari, etc., [2], [10]) ; le calcul asymptotique classique avec matching (Wasow, Va-

sil’eva, O’Malley,. . ., [14]) ; 'ajout & cela d’un brin d’analyse complexe (méthode
de Kruskal-Segur); les propriétés Gevrey des solutions formelles (Malgrange,
Ramis, Sibuya, Ecalle,. .., [12], [7]), etc. Toutes ces méthodes ont bien str des

atouts différents, et leur utilisation simultanée permet d’avancer plus loin dans
certains problemes.

Dans le cas ol la dimension de la variable lente est strictement supérieure
al,
{x’ = f(z,z,6), x€RP,
ez’ = h(x,z,¢), z € R,
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PERTURBATION SINGULIERE EN DIMENSION TROIS 93

certains travaux se généralisent : le théoréeme de Tikhonov, les résultats de
Vasili’eva, etc., mais ils font tous I’hypothese que, le long des trajectoires lentes
étudiées, le spectre de la partie linéaire du champ rapide évite zéro (ou méme
laxe imaginaire). Ainsi, 'indice de stabilité des branches de variété lente ne
change pas. Dans le cas contraire, les problemes sont beaucoup plus délicats
(généralisation des plis, et surtout des points tournants) et je ne connais pas
de résultats généraux.

Dans [3], j’al étudié certains problémes apparaissant génériquement quand
les dimensions lente et rapide sont respectivement 2 et 1. J'avais utilisé des
méthodes géométriques et 'analyse non standard. Ces méthodes n’avaient pas
permis de résoudre le probleme dans d’autres cas. Dans cet article, je me pro-
pose de compléter cette étude en étudiant les cas génériques non encore connus.

Le systeme de base est donc :

x/ = f(x7 y’ Z’€2)’
{ y =gz, 2%,
e22 = h(w,y, z,%).

(1)

Dans P'écriture ci-dessus, il peut sembler étrange d’avoir mis €2 pour le petit
parametre. C’est pour simplifier la suite de la présentation.

Les méthodes géométriques non standard (voir [3], [4], [5]) ont donné sur
ce type de systéemes un certain nombre de résultats généraux qui montraient
I'importance des canards dans ces problemes. Cependant, ils n’ont pas permis
de répondre & une question fondamentale : I'existence de canards au voisinage
d’un point pseudo-singulier de type nceud. Ce dernier point, résolu dans les
pages qui suivent en utilisant des séries divergentes Gevrey a déja été démontré
simultanément et indépendamment par M. Wechselberger [15] & I’aide de mé-
thodes géométriques utilisant des éclatements et des variétés centrales. Ce der-
nier, malgré l'utilisation de méthodes fondamentalement différentes, retrouve
la nécessité des hypotheses de non résonance, et I'impossibilité de préciser le
caractere global des canards.

1.1. Enoncé du probléme et hypothéses. — Dans ce paragraphe, on
reprend les définitions et notations de [3], [4], [5]. Dans ces anciens articles,
le parametre € était considéré comme fixé, infinitésimal (au sens de 'analyse
non standard). Ici, comme chez M. Wechselberger, ¢ est une variable qui tend
vers zéro. Chez M. Wechselberger, € reste réel positif, alors qu’ici, il sera tout
d’abord formel, puis vivra dans des secteurs de C ayant ’origine pour sommet.

Les fonctions f, g et h sont supposées analytiques en z, y et z sur un domaine
de C3. Pour simplifier les énoncés, on supposera que ce domaine est C? tout
entier. Encore pour simplifier, on supposera f, g et h analytiques par rapport a
leur quatrieme variable. En fait, il suffirait de supposer qu’elles sont analytiques
pour £ dans un certain secteur contenant l'axe réel positif et qu’elles ont un
développement asymptotique Gevrey d’ordre approprié en €.
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94 BENOIT (E.)

La surface lente est la surface d’équation h(z,y, z,0) = 0. En un point non
situé sur la surface lente, le champ de vecteurs donné par (1) est presque vertical
(la composante verticale tend vers I'infini quand e tend vers zéro).

Les points génériques étudiés dans cet article sont les points ol les hypothéses
suivantes sont vérifiées (h, désigne la dérivée partielle de h par rapport & z, les
autres notations sont analogues) :

(2) h=0, h.=0, fhy+gh,=0,
(3) p<A<O0,

(4) Vh#0, hae#0, (f.g.h)#0,
(5) LEN.

Les égalités (2) caractérisent les points dits pseudo-singuliers. Les nombres
A et p seront définis précisément plus loin (voir le §1.3); ce sont les valeurs
propres du linéarisé d’un champ de vecteurs en dimension 2. Ils classifient les
pseudo-singularités en cols, nceuds et foyers, les inégalités (3) caractérisent les
points pseudo-singuliers noeuds. Les non-égalités (4) sont génériques et (5) est
dite hypothése de non-résonance. Elle est aussi générique et sera commentée
dans la suite du travail.

En revenant a la problématique initiale des perturbations singulieres, il est
tout naturel de définir le systéeme réduit par les équations :

{x = f(z,y,2,0),

~

/

y = g(z,y,2,0),
0 = h(z,y,2,0).

(6)

C’est l'objet vers lequel on voudrait voir « converger » le systeme (1). Ce-
pendant, si on le définit comme une équation algébro-différentielle, les solutions
vivent toutes sur la surface lente, et la « convergence » ne peut pas étre définie
correctement. On adopte donc la

DEFINITION 1.1 (voir [3]). — On appelle candidat toute concaténation de seg-
ments verticaux, solutions de Zz = h(z,y,2,0) et de solutions du champ de
vecteurs défini sur la surface lente par le systeme réduit (6).

1.2. Résultats. — Il est facile de voir que la limite, quand ¢ tend vers zéro,
de n’importe quelle trajectoire du systéme (1) est un candidat. Ce théoréme
est énoncé proprement dans [3]. C’est une généralisation facile du théoréme de
Tikhonov qui combine sauts rapides, solutions lentes le long de la surface lente
et passages sur le pli.

DEFINITION 1.2. — Parmi les candidats, on définit les candidats-canards : ils
contiennent des bouts de solutions du systeme réduit, tracés sur la surface lente,
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PERTURBATION SINGULIERE EN DIMENSION TROIS 95

d’abord sur une nappe attractive (ot h, < 0), puis sur une nappe répulsive
(ou h, > 0).

Dans sa définition d’un systéme contraint (voir [13]), Takens avait volontai-
rement éliminé ces candidats car il semblait peu probable qu’ils soient limites de
trajectoires de (1) (d’ailleurs cette affirmation est « numériquement » exacte :
quand € est petit, il est tres difficile de trouver numériquement des trajectoires
voisines d’un candidat-canard). Si une famille 7. de trajectoires de (1) converge
(au sens C°) vers un candidat-canard quand ¢ tend vers zéro, on dit que 7. est
un canard.

Au voisinage d’un point pseudo-singulier nceud, il y a beaucoup de candidats
canards (voir [5] et la figure ci-dessous). Nous allons montrer dans la suite de
Particle que seuls quelques-uns sont limites de canards de (1).
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FIGURE 1. Quelques candidats-canards

Plus précisément, dans cet article, le théoreme principal est le théoreme 1.5
ci-dessous, mais la difficulté est concentrée dans le théoreme 1.4. Mais il nous
faut d’abord rappeler la définition des séries Gevrey, adaptée a notre probleme :

DEFINITION 1.3. — Une solution formelle de (1) notée
B(t) = 2pz0 Tn(t)e”

A(t) =< 9(t) = ano Yn(t)e",

2(t) = Xp502n(t)E,

est dite Gevrey-2 si les fonctions x,, y, et z, sont analytiques, au moins pour
[t| < r, et side plus, il existe des constantes « et A telles que

znllnszs N2 nllns2s [Ynllns2, 19 llnszs [2nllng2, 112002

soient tous les six inférieurs & Aa"I'(3n + 1), olt || - ||, > désigne une norme de
type Nagumo sur les fonctions analytiques, définie précisément plus loin (§5.1).
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96 BENOIT (E.)

THEOREME 1.4. — Soit (20,0, 20,0) un point pseudo-singulier (2) neeud
canards (3) du systéme (1). Supposons que ce point est générique (4) et non
résonnant (5). Alors, a translation temporelle prés, il exviste deux et seulement
deux solutions formelles Gevrey de (1) notées 4 et 4y, vérifiant

(92)0(0) = (9.)0(0) = (%0, Yo, 20)-

Le vecteur (94)0(0) (resp. (4,,)0(0)) est tangent au sous-espace propre du linéa-
risé de (7) correspondant a la valeur propre A (resp. u).

THEOREME 1.5. — Soit (x9, Y0, 20,0) un point pseudo-singulier (2) neud a
canards (3) du systéme (1). Supposons que ce point est générique (4) et non
résonnant (5). Alors, il existe en ce point deux canards notés vy et y,. Notons
Ax (resp. 7)) la limite de v\ (resp. v,) quand € tend vers zéro. Le vecteur
tangent & 5 (resp. u) au point pseudo-singulier est le sous-espace propre du
linéarisé de (7) correspondant d la valeur propre A (resp. ).

REMARQUE 1.6. — En fait la convergence de vy vers 7, est C™ pour tout n.
Il semble que tout canard de (1) qui converge au sens C'! soit exponentiellement
proche des deux trouvés dans le théoreme. Cependant, il existe d’autres canards
avec une convergence C° seulement : dans [5], la démonstration de ceci est
faite dans un cas particulier; je conjecture que, moyennant quelques calculs
fastidieux, cette démonstration s’étend au cas général évoqué ici.

1.3. Explication géométrique des hypothéses. — La surface lente est
supposée réguliere, c’est-a-dire que le gradient Vh est différent de zéro en tous
ses points. Cette hypothese est générique au sens suivant : ’ensemble des points
qui ne satisfont pas cette hypothese est défini par quatre équations indépen-
dantes quand on pose le probléme comme cela est fait ici.

Le pli est 'ensemble des points de la surface lente ou le plan tangent est
vertical. Il a pour équation h(z,y, z,0) = h.(z,y,2,0) = 0. On suppose (géné-
riquement) que c’est une courbe réguliere, c’est-a-dire que, en tout point du

pli, la matrice
he hy h.
hmz hyz hzz

Les fronces sont les points ou la tangente au pli est verticale. Ils vérifient
h=h, = h,, = 0. IIs ne nous intéresseront pas dans cet article car dans le cas
générique, le probleme géométrique, presque trivial, est déja résolu dans [3].

est de rang 2.

Si, dans le systéme réduit (6), on dérive la troisieme équation, puis on mul-
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PERTURBATION SINGULIERE EN DIMENSION TROIS 97

tiplie le champ par —h, on obtient la formulation suivante (ou la dérivation se
fait par rapport a une nouvelle variable temps) :

(7)

T = _f(x7yaza0) hz($,y,2,0),

{y _g(xayaz70)hz(x7yaza0)7
2.; = f(xay7z70) hﬂ?(x7yaza0) +g(x?y7z70) h’y(x7yaza0)'

La fonction h est une intégrale premiere, et la dynamique ne nous intéresse
que sur la surface lente. Les points stationnaires du systéme (7) sont de deux
types. Dans le premier type, f et g s’annulent; ce sont alors des points sta-
tionnaires du systéme (6)), et génériquement ils n’appartiennent pas au pli.
Ceux du second type sont les points du pli ot fh, + ghy s’annule. Ces derniers
sont appelés pseudo-singularités du systéme (1). On étudie ensuite le type to-
pologique de ces pseudo-singularités. Pour cela, on regarde le signe de la partie
réelle des valeurs propres de la matrice jacobienne du systéme (7) (toutes les
fonctions sont évaluées au point-pseudo-singulier, et h, est donc nul) :

_f hmz _f hyz _f hzz
_g hmz _g hyz _g hzz

L’une des valeurs propres est nulle (conséquence de l'intégrale premiere h),
les deux autres, notées A et u, caractérisent la nature du point pseudo-singulier :
col, neeud ou foyer. Le cas des foyers ne pose aucune difficulté, celui des cols
est étudié dans [3], [4], ainsi que celui des nceuds & faux-canards (c’est-a-dire A
et u strictement positifs). Dans cet article, on s’intéresse au seul cas restant :
les noeuds a canards, c’est-a-dire o A et p sont tous deux réels négatifs.

1.4. Outils et plan de ’article. — Le cadre technique utilisé est la mé-
thode de dilatation de Malgrange qu’on rappelle dans le paragraphe 3. Son ap-
plication est faite dans les paragraphes 4 a 7. Elle utilise un espace de Banach
de séries formelles Gevrey. Les normes de type Nagumo utilisées interviennent
dans des probléemes trés voisins (voir [7])

Pour commencer, dans le paragraphe 2, le probléme (1) est transformé en une
équation non autonome du second ordre. Ceci permet une étude plus « analyse
fonctionnelle complexe » du systeme, mais perd le caractere géométrique réel
ol le probleme initial était posé.

Dans le paragraphe 8, on applique le résultat formel du théoréme 1.4 pour
démontrer le théoréme 1.5, par une méthode déja mise au point dans [7].

Dans le paragraphe 9, on fait quelques conjectures sur ces canards : sur leur
domaine de définition et sur leur régularité.
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98 BENOIT (E.)

2. Transformations préliminaires

2.1. Changements de variables réguliers en €. — Les différents chan-
gements de variables de ce paragraphe sont réguliers en € (le terme utilisé en
analyse non standard est : de classe S°) : la géométrie du probleme et le pas-
sage a la limite pour e tendant vers zéro ne sont pas modifiés. L’intérét de ces
transformations est de se placer dans un cas ou les calculs sont moins lourds.

Quitte a faire une translation (indépendante de £), on peut supposer que le
point pseudo-singulier nceud est a ’origine.

Quitte a faire une rotation autour de 'axe Oz, on peut supposer, en plus des
hypotheses (2), que h, est nul & I'origine. On en déduit immédiatement qu’a
lorigine, f est nulle, alors que g et h, ne le sont pas.

En multipliant x, y et z par des coefficients adéquats, on peut se ramener a
hy =—1,g=1cet h,, = —2, toutes ses fonctions étant calculées a 1’origine.

Un changement de variable du type z +— z + ay permet de supposer que
hys = 0; un autre du type & — x + ay? donne I’hypothese h,, = 0; enfin un
troisiéme, du type z +— = + ac? donne h.> = 0

Le fait que la pseudo-singularité & ’origine soit du type nceud & canards se
traduit par le fait que I’équation

2A2 + f A+ f, =0

admet deux racines réelles négatives. Notons A celle qui a la plus petite valeur
absolue. Le changement de variables et parametres défini par

1 -1 1 1 )

1
(x,y,z,t75)'—> ( t7 mfi

permet finalement de se ramener au systeme ci-dessous, ou k est le rapport des
deux valeurs propres. C’est un invariant du probléme qui aura une importance
considérable dans toute la suite. Par construction c’est un réel supérieur a 1.
Quand il est entier, une résonance se produit, et les résultats de cet article ne
s’appliquent plus.

PROPOSITION 2.1. — Le systéme initial (1) avec les hypotheses (2), (3) et (4)
se ramene par des changements de variable polynomiaux d’inverse polynomiauz
au systeme

y/ = 1+G(x’y7 Z7€2)’

e = -2~z + H(x7yaza€2)a

af = 2ky+2(k+ 1)z + F(z,y,2,¢%),
(8) {

ot le paramétre k est réel, supérieur a 1. La fonction F (resp. G, H) a une
valuation pondérée supérieure ou égale a 2 (resp. 1,3). La pondération consiste
a affecter © du poids 2, alors que y, z, et € ont pour poids 1.

L’hypothése de non résonance (5) se traduit par le fait que k n’est pas entier.
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PERTURBATION SINGULIERE EN DIMENSION TROIS 929

2.2. Réduction a une équation du second ordre. — Pour simplifier
encore le systéme précédent, on fait une derniére transformation permettant
de supposer que G = 0. Il s’agit de diviser le temps par 1 + G. Ceci n’est
possible que dans un domaine ou la fonction G reste différente de —1. On est
donc obligé de se restreindre & un certain voisinage de l'origine (en (x,y, z,¢€)) ;
on perd donc ici tout espoir de chasser directement les plus grands canards
(c’est-a-dire les trajectoires qui convergeraient vers des segments maximaux
de solutions du systéme réduit). D’un point de vue pratique, cela permet de
remplacer y par ¢, et d’obtenir un systéme non autonome de deux équations.

Dans la troisieéme équation du systeéme (8), la dérivée a lorigine par rapport
a z est —1. On peut donc, dans un certain voisinage, exprimer x grice au
théoreme des fonctions implicites, en fonction des autres variables. On définit
ainsi la fonction & par

z=—22 -2 4+ €&y, 2,62, e%2)
ol la valuation pondérée de £ est au moins 3 (le poids de 2’ est nul).
En dérivant cette derniere égalité et en remplagant =’ avec la premieére équa-
tion de (8), on a
—2z2 — €22+ &y + &2 + €2 = 2ky + 2(k 4+ 1)z + F(&,y, 2,€7).

Remarquons que le poids de &, et celui de &, est 2, alors que celui de {.2,/ est 1.
En divisant alors par 1 — .2,/ qui est non nul dans un voisinage de I'origine,
on obtient la proposition suivante :

PROPOSITION 2.2. — Le systéme initial (1) avec les hypothéses (2), (3) et (4)
est équivalent, dans un voisinage de (x,y,z,e) = 0 & une équation non auto-
nome du second ordre :

1
9) 5622// + 22+ kt+ (k+1)2 = Oty e,2,622") + 2/ (t, €, 2,6%2)

De plus, les deuz fonctions ®g et 1 sont de valuation pondérée au moins €gale
a 2. (Rappelons que le poids de 2z’ est nul, alors que celui de t, € et z est 1.)

3. Preuve du théoréme 1.4

Démonstration. — Elle se fait par la méthode de dilatation. L’idée de cette
méthode est due & B. Malgrange [11] ; elle m’a été suggérée par C. Zhang.

Soient By et B deux espaces de Banach. Les éléments de By et de By sont
des fonctions ou des séries formelles de deux variables t et €. Les opérations de
multiplication et de dérivation par rapport & ¢ sont donc bien définies. Soit A
lopérateur défini par :

5282
A8, 2) = Tz” +22 Fht+ (k+1)z —®o(t, b¢, 2, 6%22") — 2/ (t, b¢, 2, 6%%2)
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On suppose que A, défini sur C x By, prend ses valeurs dans By. L’intérét de
cet opérateur réside dans la remarque évidente suivante :

PROPOSITION 3.1. — Si 0 # 0 et si A(d,2z) = 0, alors la fonction (ou série
formelle) qui a (t,€) associe z(t,e/d) est solution de l’équation (9).

Le principe de la méthode est alors le suivant :

1) Résoudre ’équation A(0, z) = 0. On note zg une solution. Ce travail sera
fait dans le paragraphe 4.

2) Montrer que A est continiment différentiable au voisinage du point
(0, 20). Ce travail sera fait dans le paragraphe 6.

3) Calculer la différentielle partielle de A par rapport & z au point (0, zo).
Elle sera notée L. Ce travail sera aussi fait dans le paragraphe 6.

4) Vérifier que L est inversible. Ce travail sera fait dans le paragraphe 7.

5) Appliquer le théoréme des fonctions implicites pour trouver une fonction
¢ de C dans B, définie au voisinage de zéro, et telle que A(J, ((d)) soit
identiquement nulle.

6) On en déduit 'existence d’un élément ((§) (une seule valeur de § suffit)
satisfaisant les hypotheses de la proposition 3.1.

7) En appliquant la proposition 3.1, on construit un élément de Bs, solution
de I’équation (9).

On aura alors montré 'existence d’un nombre § non nul et d’une série for-
melle z =) z,(t)e™ élément de Bs tels que z(¢,£/d) soit solution de (9). Ainsi,
la série formelle

=X (R

est solution de (9). L’appartenance & B de cette série formelle impliquera les
majorations Gevrey de la définition 1.3, avec o = 1/0.

En reprenant a l’envers les transformations du paragraphe 2, on obtient une
solution formelle Gevrey de (1), tangente au sous-espace propre associé a la
valeur propre .

Pour déterminer ’autre solution, tangente au sous-espace propre associé a la
valeur propre p, on utilise exactement les mémes arguments. Au préalable, on
échange les notations A et p, ce qui transforme k en 1/k. Remarquons que 1/k
n’est jamais entier, et que I’hypotheése de non-résonance est donc inutile pour
étudier cette deuxieme solution.

Ceci termine la preuve du théoreme 1.4 énoncé dans l'introduction. O
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4. Approximation a ’ordre 0

Il s’agit de résoudre I'équation A(0,z) = 0. On peut aussi interpréter ce
méme probleme comme la recherche de 'approximation a ’ordre 0 d’une tra-
jectoire de (8), analytique en t. I’équation a résoudre s’écrit :

(10) 22+ kt+ (k+ 1)z —@o(t,2) — 2'p1(t,2) =0
oll

wol(t,z) = Do(t,0,2,0) et p1(t,2) = P1(¢,0,2,0)
sont de valuation au moins 2 a l’origine.
PROPOSITION 4.1. — Soit k un réel non entier supérieur a 1. Soit oo(t, z) et
v1(t, z) deuzx fonctions analytiques de valuation au moins 2 a Uorigine. L’équa-
tion (10), avec la condition initiale z(0) = 0 admet exactement deux solutions

analytiques pour t dans un voisinage de zéro. La dérivée a [origine vaut —1
pour l'une, et —k pour lautre.

Dans toute la suite, nous noterons zg la solution dont la dérivée est —1.

Démonstration. — Dans le plan (¢, z), '’équation (10) s’écrit :
dt
(—z+p1(t,2)) 5 -t o1t 2),
dz
(—z + p1(t, z))a =kt+ (k+ 1)z — po(t, 2).
En changeant de temps, on obtient le systeme
dt
— = —z+¢1(t, 2),
dr
(11) &
= kt+ (k+ 1)z — wo(t, 2).

Bien stir, origine du systéme (11) est un point stationnaire, mais on s’intéres-
sera aux courbes analytiques invariantes passant par ’origine. En effet, une telle
courbe invariante (si la tangente a lorigine n’est pas verticale) est le graphe
d’une fonction z(t) analytique, solution de I’équation (10).

Pour étudier le systéme (11) au voisinage de 'origine, on regarde la partie
linéaire. Celle-ci ne dépend pas des fonctions ¢q et ¢1. Ses valeurs propres sont
1 et k. Comme k est non entier supérieur a 1, les valeurs propres appartiennent
au domaine de Poincaré et il n’y a pas de résonance. Le théoréeme de Poincaré
(voir [1]) s’applique : le systéme est localement holomorphiquement conjugué
a sa partie linéaire. Or celle-ci posseéde exactement deux courbes invariantes
analytiques passant par l'origine : les deux sous-espaces propres. La tangente
a Porigine est donnée par les vecteurs propres (1, —1) et (1, —k). O
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REMARQUE 4.2. — Si k est entier positif, les valeurs propres appartiennent
encore au domaine de Poincaré, mais il y a résonance. Il reste alors une unique
solution analytique, ayant —k pour dérivée a l'origine, mais l'autre solution,
génériquement, n’existe pas.

5. Espaces de Banach appropriés

Tout ce paragraphe est dévolu a la construction et a 1’étude des espaces de
Banach B; et Bs. Leurs éléments sont des séries formelles en puissance de € dont
les coefficients sont des fonctions analytiques de ¢ ayant un rayon de convergence
au moins égal a r. Je remercie R. Schéfke pour les idées qu’il m’a suggérées.

5.1. Notations. — On utilise comme outil de base les mémes normes de
Nagumo modifiées que dans [7].

Soient 0 < p < r des parametres fixés une fois pour toutes. On suppose que r
est inférieur au rayon de convergence de la fonction zy trouvée au § 4. Ainsi, z
appartiendra a ’espace de Banach By défini ci-dessous.

Soit f = >, cn fn(t)e™ une série formelle en puissances de & dont les coef-
ficients f,, sont des fonctions analytiques ayant un rayon de convergence supé-
rieur ou égal a r. On note

d(t) = {

Pour m positif ou nul, non nécessairement entier, et pour g une fonction ana-
lytique de rayon de convergence supérieur ou égal a r, on note

Igllm = sup |g(t)]-d(t)™.
o<|t|<r

r—t| st p<|t <y
r—p si 0<Z [t <p.

| - ||l est une norme de Nagumo modifiée, comme dans [7]. Enfin, on note
F(in+1)
L’espace B; est lensemble des f tels que |||f[|l1 soit borné. De méme By est
Iensemble des f tels que || f]|2 soit borné. Ce sont des espaces de Banach.

Il fllly = 6 sup I£ll2 = 2max(lI £, ll fell)-
neN

5.2. Lemmes de majoration

LEMME 5.1. — Les normes || - |l1 et || - |2 sont des normes d’algébre.
Démonstration. — Soient f et g dans By, soit h = fg. Une majoration donne
ol = || 3 Fosap < 3 Ipllra- lgallare

pt+g=n ptqg=n

1 p q
< - r(2+1)r(f+1).
< gl tll: 3= r(§+0)r(g +
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Une majoration combinatoire (les termes extrémes de la somme sont les termes

dominants) donne
p q n
(g (o) <er(z )
p;n 5T 5 t1) <el(5+

pour tout n, ol ¢ est une constante qu’on peut facilement majorer (par exemple
par 6). On en déduit facilement que ||| < |I/l1 - Mgl

Pour I'espace Bs, ce n’est qu'un corollaire facile :

d
59|, < 07gl+ gl < 121 - gl + 111 - g/l

1
ST

On peut remarquer que les coefficients 2 et 6 mis dans la définition des normes
ont été choisis pour éviter des coefficients dans ’énoncé de ce lemme. Ils peuvent
étre « améliorés », mais ceci ne présente sans doute pas grand intérét. O

IN

LEMME 5.2. — Soit ®(z1,. .., z,) une fonction analytique sur un polydisque de
rayon R = (r1,...,mn). Soit f; des éléments de B1. On suppose que ||| filll1 < 7i-
La série formelle ®(f1,..., fn) est alors un élément de Bs.

Démonstration. — Donnons d’abord quelques notations : si i = (i1,...,%,) est
un multi-indice, on note |i| =iy + - - -+ 4p. Si z est un n-uplet d’éléments de C,
on note z* = zj* - - z!». Le développement en série de ® s’écrit :

D(z) = Z@k(z) ou Pi(z) = Z a;z'.
k=0

li|=k
Notons ®* la fonction analytique sur le méme polydisque, définie par
o0
Ot (z2) = ZCI);(Z) o ¥ (2)= Z la;|2".
k=0 li|=Fk
Comme Py, est un polynome, on sait que @ (f1,..., fn) appartient & By et que
N@xCfrs- s Fllly < @Al - I Falln)-

La série ), ®;(f) est donc normalement convergente. Comme B; est complet,
elle converge dans B1, et on a

[[@Cfr,- - fllly < @ (Nl - L fnlll)-
O
LEMME 5.3. — Soit ® une fonction analytique d’une variable z sur un disque
de rayon R. La fonction qui a f associe ®(f) est définie sur la boule de rayon R

de B1, a valeurs dans By . Elle est continiment différentiable et sa différentielle
en f est la multiplication par ®'(f).
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Démonstration. — On définit la fonction analytique
D(z+u)— D(z2)
U

A(z,u) = et A(z,0) = d'(2).

C’est une fonction analytique pour |z| < R, |u| < R—|z|. On substitue & z et u
des séries formelles f et h, éléments de B, de normes convenables. On a alors

O(f +h) = @(f) = hA(f, h).
Le lemme 5.2 donne alors la majoration

loCf +h) =@, < AT Wl - 2l

® est donc continue de B; vers Bj.
Les mémes arguments, appliqués a la fonction ®(f + h) — ®(f) — D'(f)h
montrent que cette derniere a une norme en [||k[|?, et donc prouvent la diffé-
rentiabilité de ®. L’écriture méme de la différentielle montre sa continuité. [
LEMME 5.4. — Soit f un élément de By. On a alors
2 e
lle? Il < == £l

V2

C’est pour avoir ce résultat qu’ont été introduites des normes de type Na-
gumo. Un lemme tres voisin a été utilisé dans les travaux de [7].

Démonstration. — C’est une conséquence immédiate d’'un lemme de Mal-
grange. Ce dernier permet de majorer la fonction analytique f’ avec la fonction
f- On utilise pour cela la formule de Cauchy donnant la dérivée. On majore,
mais le prix a payer pour ne pas restreindre le disque de validité des majora-
tions est I'introduction de la fonction d(t), donc des normes de Nagumo. On
obtient alors

n
[ fr—2lln/2 < 56“,]0”—2“71/271

dont on déduit facilement le résultat du lemme. O
DEFINITION 5.5. — Soit f un élément de B;. On définit les opérateurs S et Z
par :

(20 = 10.0), ($)t.e) = LEDTOE),

LEMME 5.6. — L’opérateur S va de By vers By. De plus, il est borné :
2
IS £l < ;IHfllll.

Démonstration. — Elle est donnée dans [7]. C’est pour avoir cette majoration
que les normes de Nagumo ont été modifiées. (Pour la norme de Nagumo ori-
ginale, on avait d(t) = r — |t|.) O

TOME 129 — 2001 — N© 1



PERTURBATION SINGULIERE EN DIMENSION TROIS 105

LEMME 5.7. — L’opérateur Z va de By vers By. De plus, il est borné :

NZ fllle < A1l
Démonstration. — Se démontre par application directe des définitions. [l
LEMME 5.8. — Soient f un élément de By et p un entier. On a :

p
f _ ZtiZSif+tp+ISp+lf.

i=0
Démonstration. — C’est une écriture de la formule de Taylor. Elle se démontre
par récurrence a partir de f = Zf +tSf. |

6. Différentiabilité de 'opérateur A

En fait, la quasi-totalité du travail a déja été faite dans les lemmes du para-
graphe précédent (en particulier les lemmes 5.2 et 5.3).

En effet, application de B; dans B; qui & z associe €22’ est linéaire bornée
(voir lemme 5.4), elle est donc de classe C*. L’application identité de By dans By
est linéaire bornée, elle est aussi de classe C'. Par composition et application
du lemme 5.3, la fonction de By dans B qui & z associe ®(t, d¢, z, §%e%2") est
de classe C*, et quand 6 = 0, sa différentielle en zy est donnée par

P
U — %(t, 0, 20, 0)u.

L’application définie de C x By dans By qui a (d, 2) associe ®(t, de, z, §%e22)
a des différentielles partielles continues. Elle est donc de classe C.
L’application de By dans By qui & z associe z’ est lindaire bornée, elle est
donc de classe C*.
Pour finir, 'application qui & z associe €?z” est linéaire bornée en tant qu’ap-
plication de Bo dans B;. Par multiplication et addition de fonctions C*, I'opé-
rateur A est C*.

Sa différentielle partielle par rapport & z au point (0, zg) est donnée par

2

0P
L(u) = uzy+ zou + (k+ 1)u — 8—20(t’ 0, 20, 0)u
o
—®4(t,0, 29, 0)u’ — zéa—;(t, 0, 20, 0)u

= (Zo - (I)l(t7 0,2:0,0))11/

0P
+(z6+k+1— (t,07zo,0)—zéa—;(t,072070)>u.

hht!)
0z
On écrira en résumé

L(u) = —tpu’ + kiu
ou les fonctions ¢ et 1 sont définies par la formule précédente. On remarque
que ce sont des fonctions analytiques d’une seule variable ¢, indépendantes
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de £. Comme @ et ®; sont de valuation au moins 2, et comme 2¢(0) est nul,
on remarque aussi que la mise en facteur de ¢ dans le coefficient de v’ était
licite, que ¢(0) = —2((0) et (0) = (2,(0) + kK + 1) /k.

Ainsi, puisque z{(0) = —1, on a ¢(0) =1 et 9(0) = 1.

7. Etude de Popérateur linéaire

C’est dans ce paragraphe qu’apparait la nécessité du choix des normes sur By
et By. C’est le coeur de la preuve du théoreme d’existence de canards formels
Gevrey dans l’équation (1). La proposition ci-dessous doit étre appliquée a
lopérateur trouvé dans le paragraphe 6, mais elle est plus générale, car on ne
retient qu'un nombre tres restreint de propriétés des fonctions ¢ et 1.

PROPOSITION 7.1. — Soit ¢ et 1 deux éléments de By. On suppose que 1/¢
appartient aussi ¢ By, que Z (¢ — @) =0 (c’est-a-dire que ¥(0,¢) = p(0,¢)), et
que k est un réel positif non entier. L’opérateur linéaire L défini par

L(u) = —tpu’ + kiu
est bicontinu de By dans B;.

Démonstration. — Vérifions d’abord que L est borné. On remarque que l'on a
I£lls = r, et on fait les majorations naturelles qui donnent :

@l < (el + ki) - el

On étudie ensuite 'inversibilité de L. A un élément f de By, cet inverse doit
associer u, solution de 1’équation L(u) = f. Il reste a vérifier que u est bien
défini de manieére unique dans Bs. La résolution explicite de ’équation L(u) = f

donne . o
—k—1,—-G(71
u = tkeG(t)/ - ° T)dT
o
ou .
G(t) z/ g(r)dr et g= W
0

De plus, on exige que u soit analytique en ¢t = 0, ce qui va déterminer la
constante d’intégration. L’opérateur L' sera donc obtenu comme composé de
trois opérateurs : la multiplication par e~ /¢, I'opérateur M défini ci-dessous
et enfin la multiplication par e“

M) = [~ )

Les lemmes 5.6, 5.2 et 5.1 montrent que e~ /o appartient & B; et que le premier
opérateur de multiplication est borné de B; dans B;. De méme, e“ appartient
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G est un opérateur borné de By dans Bs. Reste

a By et la multiplication par e
a étudier 'opérateur M.
L’idée principale consiste a décomposer f avec la formule de Taylor (voir

lemme 5.8) & I'ordre k, olt k est 'entier immédiatement supérieur a k :

E
f _ Ztizsif+tk+lgk+lf.
i=0

Un calcul immédiat donne pour tout ¢ entier

4
k—i
Soit h un élément de By. On s’intéresse a M (t*+1h) : grace a la positivité
dek—k,on a

M(t") =

_ t_
M) =t [ (rar,
0

Soit M, le coefficient de e dans la série formelle M (t*+1h), et h,, celui de h.
On calcule la norme de Nagumo en majorant la fonction bornée située sous
I'intégrale :

t —
1Mallny> < sup Itl’“d(t)"/2/ [ F= - (7) | dr
o<|t|<r 0
t n/2
R ()" -
< sup r’“/r’“’“hnn — e dr < F By || -
o<ltj<r Jo Ve P2 ()2 [ llny2

En reprenant la décomposition de f ci-dessus, ainsi que les lemmes 5.6, 5.1
et 5.7, on obtient :

ol < (X =G+ () i

i=0,...,k P

L’opérateur M est donc borné de By dans B;. Mais, on remarque encore que
M (f) vérifie I'égalité différentielle

—tM(f)' +kM(f) = f.

On en déduit donc que M (f) = S(kM(f) — f), ce qui donne une majoration
de ||M(f)|l1. On obtient donc ainsi la majoration de l'opérateur M de B;
dans Bs. O

8. Existence de canards

Pour montrer que 'existence de solutions formelles Gevrey-2 implique 1’exis-
tence de vraies solutions, la méthode employée est semblable a celle évoquée par
M. Canalis-Durand, J.-P. Ramis, R. Schiifke et Y. Sibuya dans [7]. Elle repose
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sur la théorie des fonctions Gevrey de B. Malgrange, J.-P. Ramis et Y. Sibuya
(voir [12]).

On va démontrer lexistence des canards non pas pour le systéme (1) mais
pour I’équation (9), pour conserver les notations précédentes. On rappelle que r
est un nombre réel strictement positif strictement inférieur au rayon de conver-
gence de la fonction zg trouvée au paragraphe 4.

8.1. Transformée de Borel-Laplace. — On choisit 7 et 3 tels que

B < 0+/d(F).
On note v la constante 6/d(7).

LEMME 8.1 (transformée de Borel). — Soit 2 =" z,(t)e™ un élément de By.
La série

= z(t) "t

— on %F(%n)

converge pour tout (t,m) dans un voisinage du pavé |t| < 7, |n| < S.

Démonstration. — Elle s’obtient par un calcul direct utilisant la majoration
Y- -] F Ry g
(12)  sup|en ()] < fenllagz(d) 7 < SR (d) (5 +1)
[t|<7
O

Soient 0 < %Tr et g9 > 0 fixés. On note S le secteur
S={ceC, 0<|e| <eo, —0 <arg(e) <0}.

DEFINITION 8.2. — Soit 2z une fonction analytique pour [t| < 7, ¢ € S. On dit
qu’elle satisfait les majorations Gevrey-2 s’il existe des fonctions z,,, analytiques
pour |t| < 7, et des constantes A et « telles que pour tout ¢ tout € et tout N,

on ait
N—1

‘z(t,e) ~ 3 20"
n=0

La borne inférieure des nombres « s’appelle le type Gevrey de la fonction.

< AaNF<g>5N.

LEMME 8.3 (transformée de Laplace tronquée). — Soit 2 = ) z,(t)e™ un élé-
ment de By. La fonction

i) ! —’
(13) 3(t,e) = 20(t) + / "n . — exp (—)dn

0 F= 0 iT(%) 2

o est analytique pour |t| <7, e €S ;
o admet Y zp(t)/0™ - €™ comme développement asymptotique ;
o satisfait les majorations Gevrey.
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Démonstration. — Les propriétés d’analyticité résultent du lemme précédent.
Avant de démontrer les majorations Gevrey, il faut rappeler la formule

(14) VYeeS, Vn>0, /00077" exp<_€n2>dn—%l“(2>

Celle-ci se démontre en prenant v = 7% /c2 pour nouvelle variable. Il faut aussi
se rappeler que £2 a une partie réelle strictement positive et donc que le chemin
d’intégration en v est convenable.
Pour majorer le reste
N-—

Rn(t,e) = Z(t,e) — Z(

Der,

on remplace " par 'intégrale donnée par la formule (14), coupée en foﬁ +f ﬂoo )

Dans P'expression de Z, on coupe ensuite la somme Y, en deux morceaux
N—1 e - T

Yoy et >0 . Ceci fait, les termes principaux se simplifient et le reste de-

vient

Ry (t,e) = Ry(t,e) + RY/(t,¢€)

avec

1
R (t,e) = Z/ I (%)eXp(E2 )dn,
R%(t,¢) / Z 5” ) 1; ;) exp <_€—7272>dn.

Dans chacun des termes, on peut majorer (pour des raisons différentes) 7
par nV=13"=N_ La majoration (12) de |2,(t)| donne alors un majorant aussi
bien de }R}V(us)} que de }R%\, t,s)} sous la forme

o) = (S la(2)") 5 [0 eso () o

soit encore

Ru(t,e)| < 7<Z”|Z1”| ( ) )(ﬂ\/ﬁ) <N>|E|N

qui est bien la majoration Gevrey recherchée. O

n—1

REMARQUE 8.4. — Soit S, le secteur
Sa={ce€C, 0<[e] <ep, a—0 <arg(e) <a+6}.

Si on définit Z, de la méme facon que Z, mais avec le segment [0, 3e®] comme
chemin d’intégration, le lemme précédent reste valable pour la fonction Zz,,
avec € € S,. Cependant, on peut comparer les différents Z, entre eux.
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LEMME 8.5. — 5% So, N Sa, est non vide, il existe des constantes A et k telle
que sur le domaine |t| < T, & € Soy NSay, la différence |Za, — Za,| est inférieure
a Aexp(—r?/e?).

Démonstration. — Cette différence s’écrit comme 'intégrale, sur I’arc de cercle
reliant Bei®! et Be’@2, du produit de exp(—n?/e?) par une fonction bornée.
Pour € dans le domaine considéré, cette intégrale est exponentiellement petite.

O

8.2. Quasi-solutions

LEMME 8.6. — Soit 2 =) z,(t)e™ la série formelle, élément de By telle que
> (zn(t)/6™)e™ soit une solution formelle de (9). La fonction Z définie par la
formule (13) est alors une quasi-solution de ’équation (9) au sens suivant : si
on pose

2
15) @(te) = %2”+22’+kt+(k+1)2

—®o(t,e,2,6%38) — FP(t, ¢, 2,27),

alors il existe des constantes A et k telles que

2
Vi, |t <7, Ve e S, |i(t,e)| < Aexp (—’;)
€
Démonstration. — Elle repose sur les résultats de B. Malgrange, J.-P. Ramis
et Y. Sibuya énoncés dans [12], sur les fonctions Gevrey sur des secteurs autour
de l'origine.

Soit Sy, un bon recouvrement d’un voisinage de zéro par des secteurs (c’est
le cas pour une sous-famille finie bien choisie de nos S,.) Si les Wy, forment
une famille de fonctions analytiques sur S,,, ayant un développement asympto-
tique (au sens de Poincaré) a l'origine et telles que les différences o, — Wa,,
sotent exponentiellement petites, alors elles satisfont les majorations Gevrey a
lorigine.

Nous définissons ici les w, avec la formule (15), en remplacant Z par Z,.

On sait que les Z, ont un développement asymptotique (au sens de Poincaré)
qui satisfait I’équation différentielle (9). On en déduit alors que W, a un dévelop-
pement asymptotique nul.

D’autre part, on sait que Z est un élément de By. Donc 2 est élément de By,
ainsi que 2’ et €22” (voir le lemme 5.4). Le lemme précédent montre donc
QUE Zo, = Zagyrs 2y — Zegy, €0 €220, — €22, sont exponentiellement petits.
De plus, en dérivant sous le signe > et sous le signe [, on montre que la
fonction z’, construite par transformée de Borel-Laplace tronquée & partir de 2’

est la dérivée 2z’ de la fonction Z.
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On majore maintenant les différences |q, — Wa,., | par les opérations habi-
tuelles pour montrer qu’elles sont exponentiellement petites dans les domaines
considérés.

Le théoreme de B. Malgrange, J.-P. Ramis et Y. Sibuya donne alors la conclu-
sion du lemme. O

LEMME 8.7. — La solution z(t,e) de I’équation (9) ayant pour conditions ini-
tiales les valeurs de Z et 2’ en (0,¢) est un canard de (9), c¢’est-a-dire qu’il existe
F strictement positif et un secteur S tels que z est analytique pour |t| < et
e €8, et a un développement asymptotique quand e tend vers zéro.

Démonstration. — Le lemme de Gronwall permet de majorer |z — Z| par une
expression du type

- —K? K
|z — 2| < Ajexp (—2> exp (—2t>,
€ €

ol K est donné par le lemme 8.6 et K est une constante indépendante de ¢.
La majoration ci-dessus reste valable tant que z et Z restent dans un domaine
borné uniformément en ¢. Il faut donc choisir 7 < 7 de sorte que —x2 + Kt soit
toujours négatif. O

Conclusion : apres retour aux inconnues initiales x, y et z, le lemme 8.7 donne
le théoreme 1.5.

9. Propriétés des canards : conjectures

9.1. Caractére macrolocal du résultat. — Le théoreme 1.5 est « macro-
local » au sens suivant : il annonce l’existence d’un voisinage (d’ou le qualificatif
«local ») en t, indépendant de € (d’ou le qualificatif « macro »). Ce résultat n’est
pas entierement satisfaisant quand on le confronte au probléme posé initiale-
ment. En effet, si on se donne un candidat-canard (solution du systéme réduit),
il est impossible avec ce théoreme de savoir s’il est limite d’une famille de tra-
jectoires du systeme initial quand € tend vers zéro.

Dans le cas ot la dimension lente est 1, le probleme macrolocal est résolu
avec beaucoup de généralité dans [7]. Le probléme global est lui aussi résolu,
au moins dans le cas d’un point tournant, dans [6]. Des compléments a cette
étude globale peuvent aussi se trouver dans un article non encore publié de
A. Fruchard et R. Schifke, ou dans [9].

CONJECTURE 9.1. — Le domaine mazimal (en x,y,z) d’existence de canards
se voit sur le systéme réduit, c’est-a-dire que tout candidat canard analytique
est limite quand € tend vers zéro d’une solution du systeme initial, au moins
dans le cas non résonnant.
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Cependant, les méthodes employées dans cet article sont inutilisables pour
faire une démonstration globale. Déja, dans la réduction du systéme (1) & une
équation d’ordre deux (9), on utilise le théoréme des fonctions implicites ; & cet
endroit, il pourrait encore se faire que des méthodes géométriques puissent
remplacer ces transformations, et permette de conserver le candidat-canard
global. Mais la méthode de dilatation elle-méme est une utilisation du théoreme
des fonctions implicites qui enléve tout espoir de démontrer ainsi des propriétés
globales; on pourrait tout au plus donner une minoration explicite de la taille
des canards.

9.2. Régularité des canards. — La démonstration du théoréme (1.5) peut
étre améliorée de sorte qu’on montre que les solutions canards z(t) sont de
classe S, c’est-a-dire que les dérivées de z ont des développements asympto-
tiques qui sont les dérivées des développements asymptotiques.

Ainsi, la méthode ne chasse que les canards S°°. Dans [5], un cas treés par-
ticulier de 1’étude précédente est étudié : c’est le cas ou les fonctions @y et P4
de I’équation (9) sont identiquement nulles. Dans cette situation, l'existence
des canards S°° ne pose aucun probleme, car les solutions formelles sont tres
simples : elles sont polynomiales en ¢ (et en t).

Cependant, tout le travail qui est fait ensuite dans [5] concernant 1’enlace-
ment des canards et I'existence de canards non S reste valable : en prenant
comme canard de référence le canard maximal donné par la conjecture 9.1, on
pourrait mener les mémes calculs pour obtenir les résultats suivants :

PROPOSITION 9.2. — Tout canard S* (c’est-a-dire dont les dérivées par rap-
port a t sont bornées uniformément en ) a pour ombre (c’est-a-dire pour limite)
l'une des deux trajectoires analytiques du systéme réduit.

Les canards S' s’enlacent les uns autour des autres, et on sait évaluer le
nombre de tours avec le paramétre k.

Deés que k est supérieur & 3, il existe des canards non S'.

Le cas résonnant est, avec les méthodes ci-dessus, inaccessible (du moins
semble-t-il). En effet, le systéme réduit n’a généralement pas de solution ana-
lytique tangente au sous-espace propre associé a la valeur propre A. On ne
dispose donc pas de la premiére approximation pour écrire des développements
formels a coefficients analytiques. Il semble cependant que la bifurcation qui se
produit quand le rapport des valeurs propres traverse une valeur entiere soit
intéressante. Le nombre d’enlacement des canards se modifie, et les raisonne-
ments géométriques du type de ceux de [5] donneront peut-étre des résultats.
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