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PROBLEME DE PLATEAU COMPLEXE DANS
LES VARIETES KAHLERIENNES

PAR FREDERIC SARKIS

RESUME. — L’étude du « probléme de Plateau complexe » (ou « probléme du bord »)
dans une variété complexe X consiste a caractériser les sous-variétés réelles I' de X
qui sont le bord de sous-ensembles analytiques de X \I'. Notre principal résultat traite
le cas X = U X w ou U est une variété complexe connexe et w est une variété kahlé-
rienne disque convexe. Comme conséquence, nous obtenons des résultats de Harvey-
Lawson [19], Dolbeault-Henkin [12] et Dinh [10]. Nous obtenons aussi une généralisa-
tion des théoremes de Hartogs-Levi et Hartogs-Bochner. Finalement, nous montrons
qu’une structure CR strictement pseudo-convexe plongeable dans une variété kahlé-
rienne disque-convexe est plongeable dans C" si et seulement si elle admet une fonction
CR non constante.

ABSTRACT (Complex Plateau problem in Kdhler manifolds). — The “complex Plateau
problem” (or “boundary problem”) in a complex manifold X is the problem of char-
acterizing the real submanifolds I" of X which are boundaries of analytic subvarieties
of X\I'. Our principal result treats the case X = U X w where U is a connected com-
plex manifold and w is a disk-convex Ké#hler manifold. As a consequence, we obtain
results of Harvey-Lawson [19], Dolbeault-Henkin [12] and Dinh [10]. We also give a
generalization of Hartogs-Levi and Hartogs-Bochner theorems. Finally, we prove that
a strictly pseudoconvex CR structure embeddable in a disk-convex Kéahler manifold is
embeddable in C" if and only if it has a non constant CR function.
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170 SARKIS (F.)

1. Introduction

L’étude du « probleme de Plateau complexe » (ou « probleme du bord »)
dans une variété complexe X consiste a caractériser les sous-variétés réelles I"
de X qui sont le bord (au sens des courants) de sous-ensembles analytiques
de X\T.

Dans l'espace affine, les courbes bords de surfaces de Riemann sont caracté-
risées par une condition intégrale nommée « condition des moments » (voir [39],
[37], [1], [28], [8])- Les sous-variétés réelles compactes, fermées et de dimension
supérieure ou égale a trois qui sont bords d’ensembles analytiques de C™ sont
celles dont la dimension de ’espace complexe tangent est maximale en chaque
point (voir [18], [7], [8]).

Dans 'espace projectif, sous la condition précédente, le probléeme du bord
n’admet pas toujours de solution. Harvey et Lawson [19] ont cependant donné
une caractérisation en terme de condition des moments pour le probleme du
bord dans P, (C)\P,,_,(C) (o1 2p—1 (avec p > 2) est la dimension de la variété
considérée).

Récemment, Dolbeault et Henkin [12] (puis Dinh [8], [10]) ont donné une
condition nécessaire et suffisante : le probleme du bord pour une variété maxi-
malement complexe M C P, (C) admet une solution s’il en admet une pour un
nombre « assez grand » de tranches de M par des sous-espaces linéaires.

Le but de cet article est de généraliser ce dernier résultat a une variété
produit U x w ot U est une variété complexe connexe et w est une variété kih-
lérienne compacte (ou plus généralement disque convexe). L’étude du probléme
du bord dans les espaces produits n’est pas restrictive. En effet, le probleme du
bord dans I'espace projectif peut toujours étre réduit a I’étude du probleme du
bord dans un espace produit. Comme nous le verrons, la réciproque n’est en
général pas vraie. De plus, cette résolution parait la plus adaptée pour 1’'étude
de V'extension des applications CR car si f est une application CR, le graphe
de f est naturellement dans un espace produit. Soit X une variété kidhlérienne
disque convexe ; nous obtenons alors les corollaires suivants :

1) Une nouvelle démonstration de la caractérisation géométrique du pro-
bleme du bord dans P, (C) donnée dans [12], [10].

2) Une généralisation du théoréme de Hartogs-Levi pour les applications
méromorphes a valeurs dans X. En particulier, nous retrouvons les généralisa-
tions données dans [10] et [22].

3) Une généralisation du théoreme de Hartogs-Bochner pour les applica-
tions CR & valeurs dans une variété kiihlérienne disque convexe X (pour X =
P, (C), nous retrouvons des résultats de [12], [30], [33]).

4) La généralisation suivante du théoréme de Hartogs-Bochner : supposons
que X est une variété kihlérienne de dimension 2 ne contenant aucune surface
de Riemann compacte. Soit M une hypersurface réelle compacte et connexe de
X la séparant en deux composantes connexes €y et Q5. Alors toute fonction
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holomorphe au voisinage de M admet une extension holomorphe sur ; ou sur
Q5. De plus, on peut choisir 'ouvert indépendant de la fonction.

Ainsi que le corollaire principal suivant nouveau méme dans le cas ou
X =P,(C):

5) Soit M une structure CR abstraite, strictement pseudoconvexe de dimen-
sion 2p—1 (p > 2) et plongeable dans X. La variété M est plongeable dans C”
(ou de maniere équivalente, admet une solution au probléme du bord dans X)
si et seulement si elle admet une fonction CR non constante.

Ce dernier résultat donne une nouvelle réduction du probléeme suivant
(voir [12]) : Soit M une variété strictement pseudoconvexe de P,(C) de di-
mension 2p — 1 (p > 2). La variété M est-elle toujours le bord d’une p-chaine
holomorphe (ou de maniére équivalente M est elle plongeable dans l’espace
affine) ¢ En particulier, cela prouve de maniére immédiate que les exemples
de structures CR d’Andreotti-Rossi [31], [32], [3], [16], [13] et de Barrett [4]
(cas ou 'espace des fonctions CR est de dimension 1) ne sont plongeables dans
aucune variété kahlérienne disque convexe X. En effet, ces variétés ne sont
pas plongeables dans 'espace affine mais, par construction, elles admettent
des fonctions CR non constantes, on en déduit alors directement qu’elles
ne sont pas plongeables dans X (pour X = P,(C) et M la structure CR
d’Andreotti-Rossi, ceci est démontré de manieére différente dans [33]).

Dans toute la suite, les variétés considérées sont supposées dénombrables a
I'infini et munies d’une métrique complete. Par volume p-dimensionnel, nous en-
tendrons la mesure de Hausdorff de dimension p associée a cette métrique. Nous
nous intéresserons a montrer que certains compacts sont de volume p-dimen-
sionnel fini ou nul. Or ces deux notions ne dépendent pas de la métrique choisie.
Par conséquent tous les résultats que nous obtenons sont indépendants de la
métrique fixée au départ.

Je voudrais remercier T.C. Dinh pour ses remarques sur cet article.

2. Probléme du bord dans les variétés produit : cas lisse

2.1. Théoréme principal. — Dans le méme esprit que [23], nous défi-
nissons :
DEFINITION 2.1. — Nous dirons qu’une variété complexe w est disque conveze

si pour tout compact K C w, il existe un compact K C wtel que tout ensemble
analytique A irréductible et de dimension 1 de w\K tel que A U K est un
compact de w et AN K # @ vérifie A C K.

Bien sir, toute variété compacte ou holomorphiquement convexe est disque
convexe.
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Nous rappelons qu’une sous-variété lisse I' de dimension 2n — 1 d’une variété
complexe X est maximalement complexe si pour tout point x € I', ’espace
holomorphe tangent H,(T") = T, (T") N JT,(T") est de dimension complexe n — 1
(ot T,(T) est lespace réel tangent a I' au point = et J est la multiplication
complexe).

DEFINITION 2.2. — Soit U une variété complexe. Un sous-ensemble K C U
sera dit (n — 1)-générique s'il n’est pas inclus dans une réunion dénombrable
d’ensembles analytiques de dimension n — 1 immergés dans U.

e Soit X un espace complexe (muni d’une métrique). On appelle p-chaine
holomorphe de X toute somme localement finie

[1]=_ n;[Vi]

a coefficients n; dans Z de sous-ensembles analytiques V;, deux a deux diffé-
rents, de dimension p et fermés de X.

o On appelle volume de [T, Pexpression
Vol[T] = |n;| Vol V;

ol VolVj est le volume 2p-dimensionnel de ensemble analytique V;; Vol[T]
est aussi la masse du courant [T]. On notera T le support de la p-chaine
holomorphe [T (i.e. T = ;. 20y V5)- Dans la suite, si [T] est un courant,
on notera Vol[T'] la masse de ce courant et T" son support.

Soient M et N des variétés réelles lisses orientées et f : M — N une ap-
plication lisse. Alors, d’apres le théoreme de Sard, pour presque tout y € N,
la tranche f~1(y) est soit vide soit une sous-variété lisse orientée de M de
codimension dim N. Nous noterons [M, f,y] le courant d’intégration sur cette
tranche qui est alors bien défini.

THEOREME 2.3. — Soient U une variété complexe conneze de dimension com-
pleze n et w une variété kdhlérienne disque convexe. Soit I' une sous-variété
lisse maximalement complexe de U X w et de dimension réelle 2n + 1. Notons
m:U Xw — U la projection canonique sur le premier membre. Supposons de
plus que ' vérifie les propriétés suivantes :

(a) Pour tout compact K C U, T N7 1(K) est un compact de U x w.

(b) Pour tout z € U, il existe au plus un nombre fini de points x de v, =
I'n{z} x w tels que T ne soit pas transverse a {z} X w au point x.

(¢) Pour tout z € U, v, est une courbe lisse par morceauzr dont la partie
réguliere admet un nombre fini de composantes connezes.

Pour tout z € U, le courant d’intégration sur -y, est alors bien défini et est
noté [y,]. Alors les propositions suivantes sont équivalentes :
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1) Il existe un sous-ensemble (n — 1)-génériqgue Z de U tel que pour tout
z € Z, il existe une 1-chaine holomorphe [S,] de ({z} x w)\7. de masse finie,
dont l'adhérence S, est un compact de {z} x w et telle que d[S.] = [v.] (au sens
des courants).

2) Il existe un ouvert non vide O C U tel que [I'] admette une solution au
probléme du bord dans O x w (i.e. il existe une (n + 1)-chaine holomorphe [T
de (O xw)\TI', de masse localement finie dans O X w, telle que pour tout compact
K Cc O, Tnr YK) est un compact de O x w et telle que d[T] = [['] au sens
des courants).

3) 1l existe un ensemble F' C U de mesure de Hausdorff (2n — 1)-dimen-
stonnelle nulle de sorte que pour tout point z € U\F, il existe un ouvert O, C U
tel que [I'] admette une solution au probléme du bord dans O, x w.

4) Il existe un fermé Y C U de mesure de Hausdorff 2n-dimensionnelle
nulle tel que [['] admette une solution au probléme du bord dans (U\Y) X w.

Par définition de courbes lisses par morceaux, les hypotheses du théoreme
impliquent que les courbes v, considérées sont de longeur finie.

Contrairement a ce qui se passe dans le cas des variétés de Stein, il n’existe
pas généralement de solution globale au probleme du bord dans U X w comme
le montre ’exemple suivant :

EXEMPLE 1. — Soient
C(1,3)={z€C; 1< 2| <3}, C@2)={z€C; |z|=2}
et ¢ : C — C? définie par ¢(z) = (z, e'/#). Soient
S=0¢(C(1,3)), v=9¢(C(2)) et TI'=~xP(C).

Soit I' une petite déformation de I' dans S x P;(C) obtenue grace & la pro-
position 2.4. Puisque I est une hypersurface de S x P;(C), elle vérifie ’hypo-
these du théoréme 2.3. Alors [I'] n’admet pas de solution au probléme du bord
dans S x P;(C). En effet, si c’était le cas v en admettrait une aussi et donc la
fonction e'/# admettrait une extension holomorphe au disque unité, ce qui est
impossible.

Il est bien str nécessaire d’avoir une condition de transversalité de I' par
rapport aux fibres du produit. En effet, si I' est entierement incluse dans I'une
des fibres du produit on ne peut rien conclure. Les conditions de transversalité
b) et ¢) supposées dans le théoréme sont en fait générique. D’apres le théoréme
de Morse (voir par exemple [21]), toute fonction lisse f : R¥ — R admet
une déformation dont les singularités sont non dégénérées. Dans le cas d’un
application & valeurs dans R, ceci est encore valide. En particulier, si £ = k—1
nous obtenons la proposition suivante :
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PROPOSITION 2.4. — Soit I" une sous-variété réelle lisse de dimension 2n+ 1
incluse dans une variété produit U x w ou U est une variété de dimension
réelle 2n et w une variété réelle. Notons m: U xw — U la projection canonique
sur le premier membre. Alors il existe une déformation T' de I telle que :

1) Il existe une sous-variété N C T de dimension 2n — 1 telle que pour tout
z € T\N, la fibre Hy(py =7 ' (m(x)) est transverse a T au point .

2) Pour tout z € U, o, = N N H, est une union finie de points.

3) Pour tout z € U, v, = rn H, est une courbe lisse par morceauxr dont la
partie réguliere admet un nombre fini de composantes connexes.

Par conséquent, pour tout z € U, la tranche [U',m,z] est bien définie et
coincide avec [,], le courant d’intégration sur 7y,.

EXEMPLE 2. — La sphere S3 = {(z,w) € C x C,|2|? + |w|?> = 1} vérifie les
propriétés 1), 2) et 3) de la proposition 2.4. En effet,

1) si |z| > 1, alors {z} x C est transverse a S et v, = &;

2) si |z| = 1, alors {2} x C n’est pas transverse a S% et 7, = {(2,0)}. On a
N ={(2,0) € §%; [2| = 1};

3) si |z| < 1, alors {2} x C est transverse & S3 et

v = {(z,w) € {z} x C; |w[* =1— |2*}.

2.2. Plan de la preuve. — Pour 'implication 1) = 2), nous montrerons
qu’il existe un ouvert de Stein V et un sous-ensemble (n — 1)-générique Ek,g
de Z tels que pour tout z € Ejy, il existe une solution [S,] au probléme du
bord pour [y,] dont I'adhérence du support est inclus dans V. Ceci fait, les
résultats connus sur le probleme du bord dans C™ permettent de conclure que
le probléme du bord pour [I'] dans V; admet une solution.

L’implication 2) = 3) sera montrée en trois étapes. Notons Wi,ax 'ensemble
des z € U admettant un voisinage W, tel que le probléme du bord pour [T]
ait une solution dans W, X w. Soit z € Wiax ; dans une premiere étape, nous
montrons qu’il existe un ouvert maximal (mais non unique en général) U,
tel que [I'] admette une solution [Tiax] au probléme du bord dans U, x w.

Dans la deuxiéme étape, nous montrons que si [z,y] C U, alors la différence
de volume des courants d’intersection [Tmax, T, 2] et [Tmax, T, y] est uniformé-
ment bornée. En particulier, en faisant tendre y vers le bord de U,, on montre
qu’il existe un ensemble (n — 1)-générique inclus dans le bord de U, tel que
presque tous les points du bord de U, sont des points de Wiax.

Enfin, nous montrons par 'absurde que U\ W,ax est de mesure de Hausdorff
(2n — 1)-dimensionnelle nulle. En effet, dans le cas contraire, en partant d'un
point 21 € Whax, puis d’un point zo € OU,, NWhax et ainsi de suite, on construit
une suite de points {z;} convergeant vers un point du bord de Wiyax. Or, &
chaque étape, le volume du support des courants d’intersection [Tiax, T, 2i]
décroit d’une constante fixe ce qui est impossible pour ¢ assez grand.
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L’implications 3) = 4) s’obtient en recouvrant U\F par une réunion loca-
lement finie de boules {B(z;, €;)}ier telles que pour tout point z; € U\F, on
ait B(zi,€;) C O,, ou O, est 'ouvert définit dans la proposition 3. Posons
Y = FUJ;c; 0B(zi,€;). Par construction, Y est un fermé. Alors, pour chaque
composante connexe U; (j € J) de U\Y, il existe i € I tel que U; C B(z,€;) C
O, et donc [I'] admet une solution [Tj] au probléme du bord dans U; X w.
Il suffit alors de prendre pour solution au probléme du bord pour [I'] dans
(U\Y) x w la (n + 1)-chaine holomorphe égale a [T}] dans U; X w.

L’implication 4) = 1) est immédiate.

2.3. Implication 1) = 2) : réduction au cas de C™. — L’ensemble Z
étant (n— 1)-générique, il existe un point z € Z tel que l'intersection de Z avec
tout voisinage de z est encore (n — 1)-générique. Notons IT : U x w — w la pro-
jection canonique sur le second membre. Nous rappelons que pour tout z € U,
nous notons v, = I' N ({z} x w) et [y.] le courant d’intégration associé. Soit V'
un voisinage de Stein de II(y,) obtenu grice & la proposition 5.8. Soit V. CC V/
un e-voisinage de II(v:) et Vi, CC Ve un Le-voisinage de II(.). On choisit
une constante C' > 0 de sorte que tout sous-ensemble analytique irréductible
de dimension 1 de w\H(V%E) dont I’adhérence rencontre H(‘_/%E) et W\II(Ve), ait

- . . . (V. .
un volume supérieur & C' (voir la proposition 5.7. avec C' = C, /é / 2)). Soit Uy,

un voisinage de Stein de z dans U tel que pour tout = € U%“ II(v;) C V%E.
Comme w est disque convexe, notons ‘7%6 le compact défini de maniere analogue
a la définition 2.1. De plus, on peut supposer que C' est assez petit pour que
toute courbe compact incluse dans V%e ait un volume strictement supérieur a

C'. Pour tout « € Z choisissons [S,], une 1-chaine holomorphe solution au pro-
bléeme du bord pour [y,] minimisant le volume du support des solutions (voir
proposition 5.16). Posons

1 1
By = {x € ZNUy,; VollS,] < k, $0C < VolS, < (¢ + 1)0}

ol Sy est le support de la 1-chaine [S;]. L'ensemble ZNUy, étant (n —1)-géné-
rique, il existe k, £ € N tels que Ej, ¢ soit encore (n — 1)-générique.

LEMME 2.5. — Soitx € E}, ¢ et notons A Uenveloppe d’holomorphie de v, dans
{z} xV (qui, d’aprés [39], [37], [1], [28], [8] est un sous-ensemble analytique de
dimension pure 1 et de volume fini de ({x} xV)\,). Alors pour toute suite {x;}
de points de Iy, convergeant vers x, les propriétés suivantes sont vérifiées :

1) Il existe une suite extraite de la suite {x;} (que l’on notera encore {x;})
telle que la suite {[Sy,]} converge au sens des courants vers une 1-chaine holo-
morphe [S] solution au probléme du bord pour [vy].
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2) Quitte a extraire a4 nouveau une sous-suite, la suite de supports Sy,
converge au sens de Bishop vers une surface de Riemann S dont l’adhérence
ne contient aucune courbe compacte.

3) Soo CTAUS (00 S est le support de [S]).

4) Soo CTAUS, U UEZT L; ot les L; sont courbes compactes contenant une

composante analytique de S, ou de A.

Démonstration. — La masse des 1-chaines holomorphes [S,,] étant uniformé-
ment bornée, il existe une suite-extraite (que l'on notera encore [S;,]) qui
converge vers une 1-chaine holomorphe limite [S] (voir proposition 5.6). Du
fait des hypotheses de transversalité b) et ¢) du théoréme 2.3, la suite de bords
[Ya:] = d[Ss,] converge vers le courant limite [y,] = d[S;]. On a donc

Du fait que S,, est par définition, pour tout ¢ € N, relativement compact dans
{z;} X w et que w est disque-convexe, on a II(S;,) C V%G pour tout i € N et

donc TI(S) C 17%6. Quitte & extraire une sous-suite de {[Sy,]}, on peut aussi
supposer que la suite des supports {S,,} converge au sens de Bishop vers une
surface de Riemann limite S ). On a alors :

%éC’ < Vol§; <VolS <VolS, < lim Vol S, < %(54— 1HC.
J—0o0

La premiere et deuxieme inégalité vient de la définition de Ej ¢, la troisieme du
fait que S C S, la quatrieme de l'inégalité de la proposition 5.5 et enfin la der-
niere provient elle aussi de la définition de Ej, ¢. Par construction, I1(S) C ‘A/%E
et toutes ses composantes irréductibles non incluses dans V' sont donc de vo-
lume supérieur ou égale a C. Par conséquent, I'inégalité précédente montre que
S0 ne peut contenir de composante non incluse dans {z} x V qui ne soit pas
incluse dans S et donc S, C S U A. Cela montre aussi que I'adhérence de So,
ne contient pas de courbe compacte. En effet, supposons le contraire. Notons L
une courbe compacte irréductible de S . La courbe L étant compacte, elle ne
peut étre incluse dans {z} x V et donc L\, admet une composante irréductible
L C S et dont le volume est supérieur & C. Mais alors [S] = [S] — n;[L] (ol n;
est la multiplicité de L dans [S]) est encore une solution au probleme du bord
pour v, dont le support S est inclus dans Soo\z et vérifie donc :

1 ~ ~ 1
50 < Vol S < Vol So — VoI L < Vol So = € < S(£ 4 1)C ~ C

ce qui donne la contradiction recherchée.

La partie réguliére de la courbe ~y, ayant un nombre fini de composantes, les
ensembles analytiques A et S admettent un nombre fini de composantes irré-
ductibles. Pour la derniere propriété, il suffit de prendre pour {L;} I’ensemble
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des courbes irréductibles compactes contenant 1'une de ces composantes. En
effet, comme S, C AU S, il suffit de montrer que

i=m

AuScAuS, U L.

i=1
Les 1-chaines holomorphes [S] et [S,] sont toutes deux solution au probléme
du bord pour [v,]. Par conséquent, le courant [R] = [S] — [Sz] est une 1-chaine
holomorphe fermée de {z} x w dont le support est compact. On a donc

(R = 3" ny[R,)
jeg

ou les [R;] sont des courants d’intégration sur des courbes compactes irréduc-
tibles R; de {z} x w. Par conséquent, pour conclure il reste & montrer que
pour tout j € J, il existe ¢ € {1,...,m} tel que R; C L;. Or, par construction
S C Ss et S ne contient aucune courbe compacte. Par conséquent, pour tout

j € J, la courbe R;, contient au moins une composante irréductible de S, et
est donc incluse dans 'une des courbes L;. O

On choisit un point x de Ej ¢ tel que Ej ¢ soit (n — 1)-générique dans tout
voisinage de x et notons A lenveloppe d’holomorphie de «, dans {z} x V.
Soit Li,...,Lm, 'ensemble des courbes compactes irréductibles contenant
une composante analytique de S, U A. Pour tout ¢ € {1,...,m} notons L/,
j€{1,...,pi} les composantes irréductibles de L;\~,. Posons

D={1,...;pi} x - x{L,....,pm}
et pour tout d = (dy,...,dy) € D, définissons

i=m

5= (s,ua0 U e (U ),

=
Par construction, Sy est une surface de Riemann ne contenant pas de courbes

compactes et pour toute suite de points z; € Ej ¢, il existe un d € D tel que la
surface So, soit incluse dans Sy ou S, est construite dans le lemme 2.5.

Pour tout d € D, fixons V; un voisinage de Stein de Sg U, (voir prop. 5.8).

LEMME 2.6. — Il existe d € D et un sous-ensemble (n — 1)-générique
Ey o C Eyy tels que Sy Uy C Vg pour tout w € Ey g.

Démonstration. — Pour tout d € D, définissons
E,ig = {w € B Sw C Vd}

et montrons qu’au moins 1'un de ces ensembles est (n — 1)-générique. Procédons
par 'absurde et supposons que pour tout d € D, ’ensemble Eg, ¢, estnon (n—1)-

générique. Mais alors Pensemble | J, , B!, serait lui aussi non (n—1)-générique
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en tant que réunion finie de tels ensembles. L’ensemble £ = Ey ¢\ Uucp Eg,e
est alors (n — 1)-générique dans tout voisinage de x. Appliquons le lemme 2.5
a une suite de points z; € E convergeant vers x. Il existe donc d € D telle
que la suite converge vers une limite So, C Sg. Mais alors par définition de la
notion de convergence au sens de Bishop, pour i assez grand S, C Vg et donc
pour ¢ assez grand x; € E,‘ié. Ce qui donne la contradiction recherchée. [l

Nous avons donc construit un voisinage de Stein Vjy de~ Y. et un en-
semble (n — 1)-générique E C U tels que pour tout w € Ej e, la tranche
[vw] = [T, I, w] admette une solution au probléme du bord dont le support est
inclus dans V. Soit O C U% . un voisinage de Stein de x. Alors O x Vj est le
produit de deux variétés de Stein et la résolution du probléeme du bord dans C"”
(voir proposition 5.2) montre que [I'] admet une solution au probléme du bord
dans O x Vg et donc dans O X w ce qui termine la preuve de I'implication.

2.4. Implication 2) = 3) : contrdle du volume jusqu’au bord

Supposons que le probleme du bord pour [I'] admet une solution [T'] dans
W xw ou W est un ouvert relativement compact assez petit de U. Soit W c U
un voisinage de Stein de . Alors W X w est encore une variété kihlérienne.
On montre qu’il existe une majoration du volume des 1-chaines holomorphes
[S.] = [T, 7, 2] quand z approche du bord de W ne dépendant que de la géo-
métrie de T :

LEMME 2.7. — Soit (z1,...,T2,) un systéme de coordonnées réelles de w.
Soit ¥ : W — R?"~! la projection W (x1,...,T2,) = (¥2,...,T2,). D’apres le
théoréme de Sard appliqué a Uapplication Worr, il existe un ensemble K C R?"~1
de mesure nulle tel que pour tout X € R*""I\K, T' est transverse a la variété
7 Y (U Y(X)). Pour tout X € R*""1\K et pour tous a,b € R, on a alors les
mégalités suivantes :

[Vol([S(a,x)]) — VoI ([S(b,x)])]

IN

My - Hz (TNt ([(a, X), (b, X)]))
My - Ha (TN (T1(X))),
[Vol(S(a,x)) — Vol(Si,x))|| < Mw - Ha (T 0™ ([(a, X), (b, X)]))

IA

ot Myy = sup(y wynr |2 pour la forme kdhlérienne Q associce a la variété
W x w et ot Hy est le volume (ou mesure de Hausdorff) p-dimensionnelle
sur U X w.

Démonstration. — Comme D'ouvert W est relativement compact dans W
d’aprés la propriété a) du théoreme 2.3, 771 (W) NT est un compact de W x w
et donc My est fini. Par définition, on a

1] =) nill}]
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ol n; € Z et [T;] sont les courants d’intégration sur des sous-ensemble analy-
tiques de dimension (n + 1) de W x w\I'. On a alors par hypothese

] =" nid[T3).
Soient
[T =Y |l [Ti],  [TF] =) |nald[Ti],

T'; le bord orienté de T; (c’est-a-dire [I';] = d[T;]) et M; les composantes
connexes de ' MW x w. On a alors d’apres le théoreme de Stokes

ozZ|m|/Tm dQ

iNr=([(a, X)), (6, X)])

Z|ni|(/ Q+/ Q- Q)

(Tinm=1([(a,X),(b,X)]) T;nm=1((b,X)) T;nm=1((a,X))

= (Z|nl|/ Q) +V01([S(b,x)]) — VO]([S((LX)]).
(Tinm=1([(a,X),(6,X)])

En regroupant les composantes M; des I';, et en tenant compte de I'orientation,
on a

| Xind |

)Q)( _ ‘Zj:/

M;Om=1([(a,X),(6,X)])

o

0
Linm=*([(a,X),(b,X)]

IN

‘/an—l([(a,X),(b,X)]
MwHz (F N 7_1([(6% X), (b, X)D)
My H(TNa ' (T1(X))),

IN

A

ce qui termine la démonstration de la premiere inégalité.

La deuxiéme inégalité s’obtient alors en appliquant & la chaine [T] = 3[T}]
ce qui précede. [l

On note Wy,ax 'ensemble des points z € U possédant un voisinage W, C U
tel que le probléme du bord pour [I'] soit résoluble dans W, x w. Bien stir Wiax
est un ouvert de U.

LEMME 2.8. — Soient z € Wiyax et W, un voisinage connexe de z dans U tel
que le probléme du bord pour [U'] admette une solution [T] dans W, x w. Alors
il existe un ouvert connexe mazximal U, C Whax tel que le probleme du bord
pour [U'] ait une solution [Tmax] dans U, X w coincidant avec [T] dans W, X w.
De plus, OU \Wax est un fermé de mesure de Hausdorff (2n — 1)-dimen-
sionnelle nulle.
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Démonstration. — D’apres le lemme de Zorn, pour montrer ’existence de U,,
il suffit de montrer que si Uy et Us sont deux ouverts connexes de U conte-
nant W, tels que Uy C U et tels que la solution [Ty,] (resp. [Tu,]) au pro-
bléeme du bord pour [I'] dans Uy x w (resp. Uz x w) coincide avec [T] dans
W, X w, alors [Ty,] coincide avec [Ty, ] dans Uy x Q. La n-chaine holomorphe
[L] = [Tu,] — [Tu,] est bien définie dans (U; x w)\I'. Par hypothese, [L] est
fermée et [L] = 0 dans W, X w. Le support L de [L] est donc un sous-ensemble
analytique de Uy X w dont Iintersection avec W, x w est vide. Soit 7 : U xw — U
la projection canonique sur U. Par construction, si L n’est pas vide, il contient
une composante connexe I'; de T NU; x w et donc 7(L) D «[[';] qui contient
un ouvert de Uy d’apres les hypotheses de transversalité faites sur I'. D’apres le
théoreéme de 'application propre, la projection (L) de L sur Uy est donc soit
vide (si L l’est) soit tout Uy car U; est connexe. Or, comme LNW, X w = &,
L est nécessairement vide dans Uy x w et donc [Ty,] = [Ty,] dans Uy X w,
d’ou l'existence de U..

Supposons que ensemble G, = OU,\Wiax est un fermé de mesure de Haus-
dorff (2n — 1)-dimensionnelle non nulle. On choisit un point zo € G, tel que
G, soit de mesure non nulle dans tout voisinage x¢. Choisissons alors un voisi-

nage W, de xo et un systéme de coordonnées (z1,...,za,) de Wy, tels que :
1) 'ensemble H = ¥(G, N W,,) soit de mesure non nulle dans R**~1 ol
U Ry x R — R2"~1 est la projection W (x1,...,22,) = (z2,...,22n);

2) I'ensemble {0} x R2"~1 est contenu dans W, .

D’aprés le théoreme de Sard, pour presque tout X € R2"~! le courant
d’intersection [I', IT, X] est bien défini. Quitte & restreindre H, on peut supposer
que ceci est vérifié pour tous les points de H. Soit

H={(\x,X) €R; x H; Ax =sup{t € Ry;[0,{[x{X} C Wy} }.

Soit (Ax,X) € H. Par définition de H, Ax < oo; d’apres le lemme 2.7, le
volume des 1-chaines holomorphes [S(; x)] = [T, 7, (t,X)] (ou 7 : U x w — U,
m(x,w) = x) pour t < A\x est uniformément borné. D’apres la proposition 5.6,
il existe alors une suite de réels {t;} convergeant vers Ax telle que la suite
de 1-chaines holomorphes [S(, x)] converge au sens des courants vers une 1-
chaine holomorphe [S() x)] solution au probleme du bord pour [y(y x)]. On a

donc H C G. et est (n — 1)-générique (car de mesure de Hausdorff (2n — 1)-
dimensionnelle non nulle). L’'implication 1) = 2) avec Z = H permet alors
d’obtenir la contradiction recherchée. O

Soit G = OWpax. Il reste & montrer que G est de mesure de Hausdorff
(2n—1)-dimensionnelle nulle. En effet, si c’est le cas on aura G = U\Wax car U
est connexe et un ensemble de mesure de Hausdorff (2n—1)-dimensionnelle nulle
ne peut déconnecter un ouvert de dimension 2n. Procédons par 1’absurde et
supposons que G est de mesure (2n —1)-dimensionnelle non nulle. Il existe alors
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un point z € G tel que pour tout voisinage W, de z dans U, ’ensemble W, NG
soit de mesure de Hausdorff (2n — 1)-dimensionnelle non nulle.

Soit IT : U X w — w la projection sur le second membre. Soit V' un voisinage
de Stein de II(~y,) = II(T' N {2} x w). Posons

Vi,
c=0C.72 >0
2

la constante définie dans la proposition 5.7 avec € choisi de maniére a ce que le
voisinage V. soit inclus dans V. Par conséquent, tout sous-ensemble analytique
irréductible de dimension 1 de V\‘_/% . dont I'adhérence rencontre ‘7% c V\V,
a un volume strictement supérieur & C. Soit zg € Wiax tel que v, C {xo} x VL.

Soient Wz et W, CC Wz deux voisinages de Stein de z dans U et (x1,...,Za,)
un systeme de coordonnées de W, tels que :

1) pour tout z € W, II(7z) C Vi:

2) I'ensemble H = ¥(G N V) soit de mesure non nulle dans R*"~! ot ¥ :
R, x R?"~! — R?~1 est la projection W(xy,...,2e,) = (72,...,72,);

3) lensemble {0} x R?"~ C U,, NW, o U,, est un ouvert maximal conte-
nant zo tel que le probléme du bord pour [I'] admet une solution [Ty,] dans
Uy X w3

4) W, est assez petit pour que si X € R?"~! on ait

My, - Vol(I'nz " (T71(X))) < %C

ot M, = Suppn—1(w,) |€2] avec 2 la forme kihlérienne sur W x w.

D’apres le théoreme de Sard, il existe un fermé E C R?®~! de mesure nulle
tel que pour tout X € R\ E, la variété 71 (¥ ~1(X)) soit transverse a I'. Le
courant d’intersection est donc bien défini (on le notera [I', ¥ o 7, X]). Quitte
a remplacer 'ouvert W, par un ouvert de W,\E, on peut toujours suppo-
ser que W, C R™\E. L’ensemble H étant de mesure de Hausdorff (2n — 1)-
dimensionnelle non nulle (et est donc (n — 1)-générique), il existe k,¢ € N
tels que I’ensemble

H? = {(O,X) eW,; VOIS(Q_)Q <k et VO][S(O’X)] < E}

(ot [S(0,x)] = [Ty, ™, (0,X)]) soit encore de mesure de Hausdorff (2n — 1)-
dimensionnelle non nulle. Pour tout X € W(H}), notons Ax la borne su-
périeure des réels ¢ pour lesquels il existe un voisinage V(; x) de [0,¢[x{X}
tels que le probleme du bord pour [I] admette une solution [7{; x)] dans
Vit,x) * w qui coincide avec [T;,] au voisinage de (0, X) xw. Soient X € W(Hy),
O0<ti<ta<---<t,<---<Ax une suite de réels convergeant vers Ax et

[Sn] = [T, ), 7, (tn, X))
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D’apres le lemme 2.7, pour tout X € ¥(HY),

Vol[S,] < Vol[S(, x)] + Mw, - Vol(T' N [(0, X), (tn, X)] x w)
< L+ My, - Vol(l N [(0,X), (Ax, X)] x w),

Vol S,, < Vol S(o,x) + Mw, - Vol(T' N [(0, X), (tn, X)] x w)
< k4 My - Vol(T' 1 ([(0, X), (A, X)] x ).

On en déduit qu’il existe une suite extraite (que ’on notera encore {[S,]})
convergeant au sens des courants vers une l-chaine limite [S°°] solution
au probleme du bord pour [y, x)] et telle que la suite des supports S,
converge au sens de Bishop vers une surface de Riemann limite So,. L’en-
semble vy, x)U S contient alors nécessairement une surface de Riemann
compacte L. En effet, sinon, en considérant un voisinage de Stein Vyx
de Yx,x) U Seo, on montre grace a la proposition 5.2 qu’il existe un
voisinage A de (Ax, X) tel que [I'] admette une solution au probléeme du bord
dans A x w N Vx qui coincide avec [T(4,, x)] (pour un n assez grand) la ou les
deux solutions sont définies simultanément. Par conséquent cela montre que [I']
admet une solution au probléme du bord au voisinage de [(0, X), (Ax, X)] X w
ce qui contredit la définition de Ax. Mais alors, il existe m € Z tel que la
1-chaine holomorphe [S*°] — m[L] soit une solution au probléme du bord
pour [y(xy,x)] & support dans Soc\z ot L est une composante irréductible
de L\v(xx,x) dont le volume est strictement supérieur a C. Soit [A(y, x)]
une solution au probleme du bord pour [y(x,x)] ayant un support de volume
minimal (voir proposition 5.16). On a donc, pour tout X € W(H}),

1
Vol A x) < k4 My - Vol(I'1 [0, X), (Ax, X)] x w) = C <k = 3C.

L’ensemble HY étant (n — 1)-générique, d’apres Pimplication 1) = 2), il existe
un point 1 = (Ax, X) ol (0,X) € HY tel que le probléme du bord pour [I']
admette une solution au dessus d'un voisinage W, de z; et tel que I’ensemble
des points de la forme (A\y,Y) avec Y € W(H}) est encore (n — 1)-générique
dans tout voisinage de 1. On a bien sir W,, C Wpax. En appliquant le
méme raisonnement que précédemment a Wy, , on construit un ensemble de
mesure de Hausdorff (2n — 1)-dimensionnelle non nulle H, 411 tel que pour tout
(Ax,X) € H}, on ait

1 1
Vol Ay, x) <k — §C+MWZ 'VOl(Fﬂ?T_l(\I’_l(X))) -C<k- 250

et par récurrence, on construit une suite d’ensembles H;' tels que pour tout
(Ax,X) € H} , on ait

1
VOIA()\X,X) <k- §(TL—|- 1HC.
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Pour n assez grand, k — %(n + 1)C < 0 et nous obtenons la contradiction
recherchée. Ce qui termine la preuve du théoreme 2.3.

3. Probléeme du bord dans les variétés produit : cas rectifiable

La régularité de I' dans le théoreme principal ne joue pas un roéle impor-
tant. En effet, le théoreme est encore valide dans le cadre des courants recti-
fiables (voir [14], [8]) dont le support est est géométriqguement m-rectifiable ou
encore est de classe A,,. Rappelons que A est géométriquement m-rectifiable
si A est (Hu,, m)-rectifiable et si le cone tangentiel de A en H,,-presque tout
point est un espace vectoriel réel de dimension m avec H,, la mesure de Haus-
dorff de dimension m.

Soient X, Y deux variétés réelles lisses, Y de dimension p < met f: X — Y
une application C*° et I' un courant rectifiable de dimension m. Alors pour
Hp-presque tout y € Y, la tranche [T, f, y] est un courant rectifiable de dimen-
sion m — p de support inclus dans I'N f~*(y) vérifiant :

| oW ra.9)-2= [0 @) 1 7]

ou ¥ est une (m — p)-forme a support compact, & une fonction & support
compact et € est la forme volume de Y (voir [14]).

Un (2p —1)-courant [I'] de C™ est dit mazimalement complexe s’il admet une
décomposition
[T = [Tlpp—1+ Llp-1,p
ol [I'],p—1 et [I']p—1,p sont respectivement des courants de bidimension (p, p—1)
et (p — 1,p). Bien str, une variété lisse I' est maximalement complexe si et
seulement si le courant d’intégration [I'] associé est maximalement complexe.

Dans toute la suite, nous supposerons que [I'] est un courant rectifiable, fermé
et maximalement complexe de U x w dont le support I' est de classe Agp 1.
Pour tout z € U, nous noterons [y,] la tranche [I', 7, z] quand elle est bien
définie. Nous noterons aussi v, = I' N {z} X w. Le support de [7y.] est bien sir
inclus dans «, mais la réciproque n’est pas toujours vraie.

THEOREME 3.1. — Soient U une variété compleze connexe de dimension n,
w une variété kdhlérienne disque convexe et m : U X w — U la projection
(z,w) — z. Soit [I'] un courant rectifiable, fermé et mazimalement complexe de
U x w dont le support T' est de classe Agp i1 et vérifie que pour tout compact
K c U, I'nt Y(K) est un compact de U xw. Supposons que pour toute 2-forme
lisse © définie sur w, on ait [[| A© = 0. Alors les propositions suivantes sont
équivalentes :

1) 1l existe un sous-ensemble (n — 1)-générique Z de U tel que pour tout
z € Z, la tranche [y,] = [I',m, 2] est bien définie et il existe une 1-chaine
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holomorphe [S.] de masse finie de ({z} X w)\7., dont l'adhérence du support
S, est un compact de {z} x w et telle que d[S.] = [7.].

2) Il existe un ouvert non vide O C U tel que [I'] admette une solution au
probléme du bord dans O xw (i.e. il existe une (n+1)-chaine holomorphe [T] de
(O xw)\TI', de masse localement finie dans O X w et telle que pour tout compact
K Cc O, TNnn YK) est relativement compact dans O x w et d[T] = [['] dans
O x w).

De plus si l’on suppose que pour tout z € U la tranche [y,] = [T, m, 2] est bien
définie et est un 1-courant rectifiable fermé dont le support est de classe Aj.
Alors les deux propositions précédentes sont aussi équivalentes aux propositions
sutvantes :

3) Il existe un fermé G C U de mesure de Hausdorff (2n—1)-dimensionnelle
nulle tel que Vz &€ G, il existe un voisinage W, de z dans U tel que le probléme
du bord pour [T] soit résoluble dans W, X w.

4) 1l existe un fermé F de mesure nulle dans U et une (n + 1)-chaine holo-
morphe T de (U\F)xw)\T telle que le probléme du bord pour [I'] soit résoluble
dans (U\F) X w.

La preuve étant en presque tous points identique a celle du cas lisse, nous
signalons juste les points qui différent (une démonstration complete se trouve
dans [34]).

Dans la démonstration du cas lisse, un point important est I'utilisation du
théoréeme de Sard. Dans le cas d’ensembles géométriquement rectifiables, ce
dernier peut étre remplacé par la proposition suivante :

PROPOSITION 3.2 (voir [8], lemme 1.4). — Soit [I'] un courant rectifiable de
C™*" dont le support I' est de classe As,y1. Alors, pour presque tous les m-
plans C* C C"™™ et pour presque tous les points z € C", la tranche [T, m,, 2]
(ot 7, est la projection orthogonale sur C}) est un courant rectifiable dont le

support est de classe Ay.

Soient v C C™ une compact de classe A; et 7 son enveloppe d’holomor-
phie. D’apres [39], [37], [1], [28], [8], I'ensemble A = 7\~ est un sous-ensemble
analytique de dimension pure 1 et de volume fini de C™\~v. Dans le cas ou ~
est une courbe lisse par morceaux dont la partie réguliere admet un nombre
fini de composantes connexes, A admet un nombre fini de composantes irré-
ductibles. Cette derniére propriété a été utilisée a de nombreuses reprises dans
la preuve du théoreme 2.3 afin de montrer qu’il existe qu'un ensemble fini de
courbes compactes irréductibles Lq,..., L contenant I'une des composantes
irréductibles de A (voir par exemple le lemme 2.5).

Comme le montre ’exemple suivant, ceci n’est plus vrai dans le cas ou y est
un compact de classe Ay :
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EXEMPLE 3. — Pour tout i € N*, définissons z; = 1/1,
1

D; = {(Z“Z) S (C2; |Z| < 2_n}’
1

C, = 0D = {(zi7z) €C?; |2 = 2—n}

et [C;] les courants d’intégration sur D} et C; orientés de maniére
=d[D;] et v =i, C; U{(0,0)}. Alors,

(2

Notons [D;]
a ce que [Cf]

oo

[5]=">_[D}]

i=1

est une 1-chaine holomorphe de masse finie de C*\y. Son bord [v] = >:2,[Ci]
est un 1-courant rectifiable dont le support v est de classe A;.

Dans ce cas, le support de [S] contient une infinité de composantes analy-
tiques irréductibles. L’espace affine C? étant de Stein, la solution est unique.
Mais dans le cas de P»(C) il peut exister une infinité de solutions au probléme
du bord pour une courbe de classe A; :

EXEMPLE 4. — Du fait que C?> C P»(C), nous pouvons considérer I’exemple
précédent dans P»(C). Pour tout i € N*, notons P{(C) I'unique sphére de
Riemann contenant D et D = P{\D;. Alors, pour tout i, [C;] = d[D;] mais
on aaussi [C;] = d(—[D; ]). Dans P»(C), [y] admet donc une infinité de solutions
au probleme du bord. En effet, toute chaine de la forme > °° +[DF] ot ‘+’
vaut ‘+’ sauf pour un nombre fini d’entiers i € N* pour lesquels ‘+’ vaut ‘-’
est une solution au probléme du bord pour [y]. De plus, pour tout i € N*,
Pj est une courbe compacte contenant une composante irréductible du support
de toute solution au probleme du bord pour [7].

Cependant, si ’on se restreint a I’ensemble des solutions au probleme du bord
a une courbe donnée dont le volume du support est « minimal » (ou « proche
de l’étre »), alors il existe un ensemble fini de courbes L1, ..., L compactes tel
que deux solutions quelconques parmis elles different d’une chaine holomorphe
combinaison des Lq,..., L (voir la preuve de la proposition 5.15 pour une
illustration de ce fait).

4. Applications et corollaires

4.1. Probleme du bord dans l’espace projectif complexe. — Dans
cette section, nous montrons (de maniere abrégée) comment appliquer notre
théoréme principal (ou sa démonstration) pour obtenir de nouvelles preuves
des principaux résultats sur le probleme du bord dans I’espace projectif.

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



186 SARKIS (F.)

COROLLAIRE 4.1 (voir [18], [12], [8]). — Soit [I'] un courant rectifiable, fermé,
mazimalement complexe de Py, (C)\P,—p+1)(C) (p > 2) dont le support est un
compact de classe Asp_1. Alors il existe une p-chaine holomorphe [I] de
Po(C\(Pr—p+1)(C) UT), de masse finie dans P,,(C)\P,—pt1)(C) telle que
] = d[T].

Démonstration. — Pour p = 2, I' C P,(C)\P,-1(C) ~ C™. Le probleme du
bord pour [['] admet donc une solution (voir [8]). Pour p > 2, soit H un
n —p+ 1 espace affine tel que I' C P,(C)\H. D’apres la propriété de tran-
chage des courants rectifiables de support de classe Agp_1 (prop. 3.2), quitte &
perturber légérement H, on peut supposer sans perte de généralité qu’il existe
une variété V. .C G(n — p+ 2,n) formée de (n — p + 2)-plans contenant H telle
que pour presque tout (n—p+2)-plan G, avec v € V, [[[NG,] est un 3-courant
rectifiable, fermé et maximalement complexe dans G, \ H ~ Cn—P+2 ¢t dont le
support est de classe Az. Le probléeme du bord pour le courant d’intersection
[CNG,] admet donc une solution dans G, \ H. Soit ¥ : V x C"P*2 — P, (C)\H
une application holomorphe injective identifiant {v} x C*~P*2 avec G, \ H (on a
supposé ici que V est assez petit pour avoir lexistence de W). Soit [[] = ¥*([I'])
I'image inverse de [I'] par . D’apres le théoréme 3.1, le probléme du bord est
résoluble pour [f] dans V x C"~P*2 (quitte & avoir ici aussi choisi H convena-
blement pour que les hypotheses du théoréme soient vérifiées). Donc, il existe
un (n —p + 2)-plan P tel que le probléme du bord pour [I'] admette une so-
lution [T] au voisinage de P. Soit P, un e-voisinage de P dans P, (C). Pour
assez petit la restriction de [T] & P. est une p-chaine holomorphe [T,] dont le
bord est un courant rectifiable maximalement complexe dont le support est de
classe Ag,_1 et qui coincide avec [I'] au voisinage de P. La résolution du pro-
bléme du bord pour [I'] et alors équivalente & la résolution du probléme du bord
pour [['] — d[T¢] dont le support est dans P,(C)\P. On est donc ramené au cas
oul C P,(C)\P,—p+2(C). Si p = 3, le résultat est prouvé. Sinon, en faisant &
nouveau la méme manipulation, on est ramené au cas I' C P, (C)\ Py,—p+3(C).
Puis par récurrence, on se ramene au cas I' C P,(C)\P,,—1(C) >~ C" ce qui
montre le résultat. U

DEFINITION 4.2 (voir [10]). — Soit U un ouvert de la variété grassmanienne
G(n —p+ 1,n). Un sous-ensemble K C U est dit projectivement k-générique
si pour tout ensemble non k-générique S C P,(C), 'ensemble K\Gg est k-
générique ou

Gs={rveGn—-p+1,n); Pl 1 (C)NS # @}

Une propriété principale des ensembles projectivement k-génériques est que
si V. C U est une sous-variété complexe de dimension p — 1 qui est (p — 2)-
générique, alors il existe v € V' tel que P;_ ., NS =, ou

S={z2€P,(C); dim{reV;ze P, .} >1}.
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COROLLAIRE 4.3 (voir [12], [10]). — Soit X un ouvert (n — p + 1)-concave de
P, (C) avec

X*={veGn—p+1,n); P/_,,, CX}
conneze. Soit [I'] une combinaison linéaire, localement finie, a coefficients en-
tiers de courants d’intégration sur des sous-variétés réelles T';, orientées, de
classe C1, de dimension (2p — 1) et mazimalement compleze dans X. Soit K

un sous-ensemble projectivement (p — 2)-générique de X*. Supposons que pour
toutv e K :

1) Py_,.1 intersecte I'; transversalement en tout point;
2) il existe une 1-chaine holomorphe [S,] de masse finie de P}_, ,\I telle
que d[S,] = [v,] au sens des courants dans PY_, .1 (ot [v,] =[N Py_, ] est

le courant d’intersection de P}_, ., avec [I']).

Alors il existe une p-chaine holomorphe [T] de X\TI", de masse localement finie,
vérifiant d[T] = [T] dans X.

Démonstration. — De la méme maniere que dans la démonstration de I'impli-
cation 1) = 2), on montre qu’il existe vy € K, un voisinage de Stein Vj de
Suo Uy (01175, = NP 1) et un sous-ensemble dénombrablement (n —1)-
générique Kg de K tel que pour tout v € Ky, S, C V. De la proposition 5.1, on
déduit alors qu’il existe une sous-variété analytique K C X* de dimension p—1
et projectivement (p — 2)-générique tel que pour tout v € K, le probleme du
bord pour [y,] soit résoluble dans Vj. Soit ¥ : K x P,_p+1(C) — P,(C) la
projection canonique qui identifie {v} x P, _11(C) avec P;_, ;. Alors il existe

v € K tel que U~1({z}) soit fini pour tout z € PY_, 1. Il existe donc un voi-
sinage V de v € K tel que la restriction de ¥ & V' x P,_,4+1(C) soit propre et

d’ordre fini. L’image inverse [I'] = U*([I']) est donc bien définie et est encore un
courant rectifiable, fermé, maximalement complexe. De plus, cette p-chalne a un

support de classe Ag,—1. D’apres le théoreme 3.1, il existe un ouvert U de V' tel

que le probleme du bord pour [I'] admette une solution [T] dans U x P, 1(C).
Mais alors, I'image directe de [T donne une solution [T] = W, ([T]) au probléme
du bord pour [I'] dans un voisinage d'un (n — p + 1)-plan P de P,,(C). Soit P.
un e-voisinage de P dans P,(C). Pour € assez petit, la restriction [T] de [T]
a P, est une p-chaine holomorphe dont le bord est un courant rectifiable maxi-
malement complexe dont le support est de classe Ag,_1 et qui coincide avec [I']
au voisinage de P. Le courant [I'] — d[T¢] a donc un support dans P, (C)\P et
admet une solution [R] au probléme du bord d’apres le corollaire précédent. La
p-chaine holomorphe [R] + [T¢] nous donne alors une solution au probléme du
bord pour [T]. O
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4.2. Théoréeme de Hartogs-Levi généralisé. — On note A le disque unité
de C,

C(r):{zE(C; |z|:7"} et C(rlﬂ"g):{ze(c; 7"1<|z|<r2}.

COROLLAIRE 4.4 (théoréme de Hartogs-Levi généralisé)

Soit X une variété kdhlérienne disque convexe. Soit f une application mé-
romorphe, & valeurs dans X et définie sur C(1 —e€,1) x A. Soit {€,},ev une
famille non dénombrable de droites complexes. On suppose de plus que pour
toutv e V, 4,NC(1—¢,1)x A £, 0,NC(1—¢,1) x bA = & et pour tous vy,
va, v3 € V deuz a deux différents, £,, N0, Nl,, NA% = &. Supposons que f se
prolonge méromorphiquement a £, N A% pour tout v € V. Alors f se prolonge
méromorphiquement a A?.

Démonstration. — L’application f étant méromorphe, ’ensemble des points
d’indétermination de f est discret dans C(1 — €,1) x A. Soir r € ]1 — €, 1],
tel que M, = C(r) x A ne rencontre aucun point d’indétermination de f. La
restriction de f & M, est donc lisse et pour tout v € V C G(2, 3), la droite £,
est transverse a M,.. Soit

Iy={(w,c) e A>x X; we M, c=f(w)}

le graphe de f. De la méme mani¢re que dans la preuve du théoréme 2.3,
il existe une surface de Riemann V' C G(2,3), un point vy € V, un voisinage de
Stein W de Sy, U7, (ou Sy, est le graphe de 'extension méromorphe de f & ¢,
et vy = LN (L, x X)), tels que ensemble des points v € V vérifiant S, ¢ W
soit 0-générique. Soit ¢ : W — C™ un plongement de W dans l’espace affine.
D’apres 'hypothese faite sur les droite £, et le théoreme de Levi, ¢o f admet une
extension holomorphe au voisinage de A2N¢,,. Et donc f = ¢~ 1o go f admet
une extension holomorphe au voisinage de A2 N £,,. L’extension méromorphe
a tout A? se fait alors soit en appliquant & nouveau le théoréme 2.3, soit grace
au résultat de [22]. O

4.3. Généralisations du théoreme de Hartogs-Bochner. — Soit f une
fonction de classe C'! définie sur une variété maximalement complexe I'. Alors f
est une fonction CR si et seulement si son graphe est maximalement complexe.
Dans ce paragraphe, en appliquant le probleme du bord pour le graphe de fonc-
tions CR dans différentes situations, nous obtenons une extension analytique
de ce graphe et par conséquent une extension analytique de ces fonctions CR.

COROLLAIRE 4.5. — Soient X wune variété kihlérienne disque conveze et T’
une sous-variété réelle, orientée, compacte, de classe C?, de dimension 2p — 1
(p > 2), conneze et maximalement complexe de C™. D’aprés [18], il existe un
unique sous-ensemble analytique irréductible A de dimension p et de volume
fini de C"\I' solution au probléme du bord pour [I'] (i.e. d[A] = £[I] selon
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Uorientation de I'). Alors toute application CR continue f :T' — X admet une
extension méromorphe a A.

Démonstration. — D’apres [24], T' est une variété CR globalement minimale
(i.e deux points de T' peuvent toujours étre joints par une réunion finie de
courbes CR de I'). Par conséquent, d’apres le théoréme de Trépreau [38], T
admet une extension en variété complexe W qui, en chaque point de I', est
un voisinage ou un demi-voisinage de ce point. Nous noterons W cet ensemble
analytique. De plus, encore d’apres le théoréme de Trépreau, WV peut étre choisit
assez petit pour que f admette une extension holomorphe a W. Soit II: C"* —
CP~! la projection sur les (p—1) premieres coordonnées de C". Quitte & changer
de coordonnées, on peut toujours supposer que pour tout z € CP~ II-1({z})N
W est une surface de Riemann (pouvant étre vide). Quitte & déformer I' dans
W, on peut supposer sans perte de généralité que f est lisse sur I' et d’apres
la proposition 2.4 que

Pp={zx(w,y) € C"7 1 x (C"PH x X); (z,w) €T, y = f(2)}

vérifie les hypotheses a), b) et ¢) du théoreme 2.3 avec U = CP~! et w =
Cn~PHl x X. La variété I’ étant compacte, il existe R > 0 tel que si |z| > R, on
ait 771(z) NT = @ (rappelons que 7 : U x w — U est la projection sur le pre-
mier membre). Le probleme du bord pour [['f] est donc résoluble dans 'ouvert
{lz| > R} x (C"~P*! x X) (avec le courant nul comme solution au probléme du
bord). La variété w = C"~P+! x X est bien sir disque convexe, le théoreme 2.3
s’applique donc. Il reste a vérifier que I’extension ainsi obtenue donne une solu-
tion globale au probleme du bord pour [I'f]. D’apres le lemme 2.8, il existe un
ouvert connexe maximal U C CP~! contenant I'ouvert {|z| > R} tel que le
probléme du bord pour [I'f] admette une solution [Ty] dans U x (C" P! x X))
qui est nulle pour {|z| > R}.

LEMME 4.6. — On peuz toujours supposer que [Ty] vérifie la propriété sui-
vante : il n’existe pas d’ouvert W C U tel que Ty N (W) contienne un sous-
ensemble analytique de m=1(U) de dimension p, fermé et non vide.

Démonstration. — Pour cela, il suffit de montrer si R est une composante ana-
lytique irréductible de Ty, fermée dans 7= (W) (ott W est un ouvert de U) alors
R est fermée dans 7—1(U). Notons [R] la restriction de [Ty/] & R. Par définition
de [Ty, pour tout point w € W, R,, = RN~ (w) est une courbe compacte. En
particulier, si on note Il : C x X — C™ la projection sur le premier membre,
pour tout point w € W, IIa(R,,) est fini (car ¢’est un sous-ensemble analytique
compact de C™). Par conséquent Ilz, ([R]) est une chaine holomorphe de C™ de
dimension inférieure & p — 1. Or, on a

dlly, ([Ty]) = Uz, (d[Ty]) = M2, ([Tf]) = [T].
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Par conséquent, le bord (au sens des courants) de [R] ne peut étre le courant
d’intégration sur une composante de I'y et [R] est donc une p-chaine holomorphe
fermée de U x C"PT1 x X. Quitte & remplacer [Ty] par [Ty] — [R], on peut
donc toujours supposer que [Ty] vérifie la propriété du lemme. O

LEMME 4.7. — Le bord G = 9U est de mesure de Hausdorff (2p — 3)-dimen-
sionnelle nulle.

Démonstration. — Notons Winax 1'ensemble des point z € CP~! ayant un voi-
sinage W, tel que le probleme du bord pour I'y admette une solution dans
W, x (C" P! x X). Supposons que G est de mesure de Hausdorff (2p — 3)-
dimensionnelle non nulle. D’apres le lemme 2.8, il existe alors un point z dans
Winax N G. Soit W, un voisinage de z dans CP~! tel que le probleme du bord
pour [['¢] admette une solution [T%] dans W, x C"~P*! x X (on peut toujours
supposer que ’adhérence de T, ne contient aucun sous-ensemble analytique
fermé de dimension p de W, x C*~P+! x X). Comme W, n’est pas inclus
dans U, il existe au moins une composante connexe W de U N W, tel que les
restrictions de [T3] et de [Tyy] & W x C" P! x X ne soient pas égales. Mais alors
le courant [R] = [T,] — [Ty] défini dans W x (C"PT1 x X)) est fermé et est donc
une p-chaine holomorphe de W x (C*~P*1 x X). Comme les chaines [Ty/] et [T%]
n’ont pas de composantes fermées dans 7~ (W) (voir lemme précédent), toutes
leurs composantes admettent des composantes de I'y dans leur adhérence. Par
conséquent, il existe un point z € W tel que RN+, (ot v, =N t(2)) est
une courbe lisse non vide (donc n’est pas un ensemble fini). Or, RN7~1(z) est
une courbe compacte et donc sa projection sur C™ est un nombre fini de points.
Or cette projection doit contenir au moins la projection d’une composante de
la courbe v, ce qui donne la contradiction recherchée. [l

Le bord G = dU ne peut donc déconnecter CP~1 et donc G = CP~1\U.
D’apreés la proposition 5.17, la solution [T'] au probléme du bord pour [I'f] est
de volume borné au voisinage de G et admet une extension simple (que 1’on
notera aussi [T) sur (CP~! x C"~P*! x X)\TI'y qui est solution au probléme du
bord pour [['f] dans CP~! x C"~PT1 x X. Soit

M:CPixCcrrPilx X —C»
la projection canonique sur les deux premiers membres. On a alors :
dIL, ([T]) = 1L (d[T]) = IL.([Tf]) = [[] = d[4].

Par unicité du probléme du bord dans C™, on a alors I1.([T]) = +[A]. Les p-
chaines holomorphes [T et [A] étant de multiplicité +1, I}, est une injection
(en dehors d’un sous-ensemble analytique propre de T'). L’application inverse
de II}7 est donc une application méromorphe dont la valeur au bord (au sens
des courants) est égale a [I'f], c’est I'extension méromorphe de f. O
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De la méme maniére que dans [33], proposition 6, en remplagant 1'utilisa-
tion du théoreme d’extension CR-méromorphe par le corollaire précédent, nous
obtenons les deux corollaires suivants :

COROLLAIRE 4.8. — Soient w une variété kihlérienne disque convexe et I' C w
une sous-variété réelle de classe C?, de dimension 2p — 1 (p > 2), orientée,
connexe, compacte et marimalement complexe. Supposons que I' admette un
plongement CR ¢ de classe C? dans C™. Alors il existe un sous-ensemble ana-
lytique irréductible A de X\I', de dimension p, borné et de volume fini dans w
solution au probléme du bord pour [T] (i.e. d[A] = %[I['] selon lorientation de
T). De plus, si X est une variété kihlérienne disque convexe, alors toute appli-

cation CR continue sur T et a valeurs dans X admet une extension méromorphe
a A.

COROLLAIRE 4.9. — Soit M une hypersurface de classe C? de P,(C) (n > 2),
le séparant en deur domaines disjoints 1 et Qa. Supposons qu’il existe une
fonction holomorphe non constante définie dans un voisinage connexe de M.
Alors pour toute variété kdhlérienne disque convexe X, les applications CR

continues sur M et a valeurs dans X admettent une extension méromorphe soit
a Qy soit a Q. Le choix de Q1 ou de Qo ne dépend pas de 'application CR.

Dans le théoreme 2.3, 'obstacle a l'existence d’une solution globale au pro-
bleme du bord est ’apparition de courbes compactes au voisinage desquelles il
n’est plus possible d’appliquer la proposition 5.8. Cependant, si ’on suppose
que la variété kdhlérienne w, ne contient pas de courbe compacte, il n’y a alors
plus d’obstacle a ce que la solution obtenue soit une solution globale et nous
obtenons alors le corollaire suivant :

COROLLAIRE 4.10. — Supposons que ) est une surface kdhlérienne disque
conveze ne contenant aucune surface de Riemann compacte. Soit M une hyper-
surface réelle lisse, conneze et compacte de € la séparant en deur composantes
connexes Q1 et Q. Alors toute fonction holomorphe f au voisinage de M admet
une extension holomorphe sur Q1 ou sur Qy. Supposons de plus qu’il existe une
fonction holomorphe non constante sur un voisinage connexe de M et que X
est une variété kihlérienne disque convexe. Alors les applications méromorphes
dans un voisinage connexe de M et a valeurs dans X admettent une exten-
sion méromorphe a 1 ou a Q. Le choixz de Q1 ou de Q5 ne dépend pas de
Uapplication CR.

Démonstration. — Soit f une fonction holomorphe non constante définie au
voisinage de M (si les fonctions holomorphes au voisinage de M sont constantes,
il n’y a rien & montrer). De méme que précédemment, en considérant le graphe
['¢] de la restriction de f sur M (ou une déformation de M), on montre qu'il
existe un ouvert maximal Upnax tel que le probléme du bord pour [I'y] admette
une solution [T'] dans Upax X €. Montrons que Upyax = C. D’apres le lemme 2.8,
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si G = C\Upax est de mesure de Hausdorff' 1-dimensionnelle non nulle, il existe
un point z € C tel que [I'f] admette deux solutions [T1] et [T5] distinctes au
probléme du bord dans un voisinage W de {z} x X. Mais alors [R] = [T1] — [T%]
est une 2-chaine holomorphe fermée et non nulle dans W. En particulier, il
existe © € W tel que RN {z} x Q (ou R est le support de R) est une courbe
compacte non vide de {2} x Q ce qui contredit le fait que € ne contient pas de
surfaces de Riemann compactes. Par conséquent G est de mesure de Hausdorff
1-dimensionnelle nulle et ne peut déconnecter C. Par conséquent, G = C\Upax.
Mais d’aprés la proposition 5.17, [T'] est de masse finie au voisinage de G x Q
et admet une une extension simple fermée (que 1’on notera encore [T]) qui est
solution au probleme du bord pour [I'f] dans C x © et montre que Upax = C.

Il reste & montrer que cette solution au probleme du bord est bien le graphe
d’une extension analytique de f. Soit Il : C x 2 —  la projection canonique
sur le second membre, alors IL.([T]) définie une 2-chaine holomorphe de Q\M
et donc

IL ([T]) = k1 [Q] + k2[Q2]

avec ki, ko € Z (cela signifie que T définit un revétement & k; feuillets au dessus
de 7 et un revétement a ko feuillets au dessus de Q). De plus on a :

dIL ([T]) = L (d[T]) = IL([T]) = [M]
= d(k1[21] = k2[Q2]) = ki [M] — ko [M] = (k1 — k2)[M]
(on a supposé ici que M est le bord orienté de €21) et donc on a
k1 —ko = 1.

Pour conclure, il reste & montrer que ki ou kg est égal a zero. En effet, [T] sera
alors un revétement a un seul feuillet au dessus de I'un des c6tés de M. Ce sera
alors le graphe de I’extension holomorphe recherchée de f. Soit z la coordonnée
holomorphe de C et soit

Alors [F] vérifie
BIF] = BTN (+[T)) = L. (3[T]) = L (=['y]) = f[M].
Comme f est holomorphe au voisinage de M, on montre que
[F] = f1[Q] + f2[Q2]

ou les fonctions f; sont des fonctions holomorphes au voisinage de Q; et vérifient
fiae = fiiamr — fo|nm- Comme f est supposée non constante, l'un de ces deux
fonctions est non constante. Supposons, par exemple, que f1 n’est pas constante
et montrons alors que f admet une extension holomorphe & ;. Pour cela,
considérons

L r={(zw) eCx(CxX); we M, z= fi(w), y= f(w)}
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le graphe du l'application (f1, f). De la méme maniére que précédement, en
remarquant que C x X ne contient aucune courbe compacte, on montre que
[Ty, ] admet une solution [T, ¢] au probleme du bord dans C x (C x X).
Notons Iy : C x C x X — C x X la projection définie par s (z, y, w) = (z,w).
Définissons

Iy = {(va eCxX; weM, Z:fl(w)}’
Ty, = {(z,w ECxX; wey, z= f1(w)}-
On a bien str d[T},] = [I'y,] et 2, ([L'y,,f]) = [['s,]. Par conséquent,

de*([Tfl,f]) = HQ*(d[Tfl,f]) = HQ*([Ffl,f]) = [Ff1]
et donc Iy, ([T}, f]) est une solution au probleme du bord pour [T, ].

)
)

LEMME 4.11. — On a Iy, ([T}, f]) = [T},]. Par conséquent, Iy définit un bi-
holomorphisme entre Ty, ¢ et T, .

Démonstration. — Soit [R] = [T}, ¢] — [T,], alors [R] est une 2-chaine holo-
morphe fermée de C x X dont le support est, par construction, relativement
compact dans C x X. Mais alors son support R est un ensemble analytique
compact de dimension pure 2 de C x X. Par conséquent, la projection de R
sur C est un sous-ensemble analytique compact de C et est donc soit vide,
soit fini. Or f; étant supposée non constante, on a nécessairement R = & et
donc [Ty, ] = [Tf,]. Comme I'y, et T'y, ; sont connexes, [T, ] et [T, ] sont des
2-chaines holomorphes irréductibles de multiplicité £1. Par conséquent T, ¢
est un revétement a un seul feuillet au dessus de T, ce qui termine la preuve
du lemme. |

Par définition de T,, 7 définit un biholomorphisme entre T, et ;. Par
conséquent, oIl définit un biholomorphisme entre T, et €21, ce qui montre
que Ty, 5 est le graphe d’une extension holomorphe de I'application (f1, f). Par
conséquent, f admet une extension holomorphe a 2, ce qui termine la preuve
de la premiere assertion du corollaire 4.10.

Dans le cas d'une application CR g a valeurs dans X, la démonstration se
fait de la méme maniere en considérant le graphe de lapplication (f,g),

Lor={(29w) eCxXxQ; weM, z= f(w), y=g(w)}
et en appliquant le théoreme 2.3 avec U = C et w = X X Q. O

4.4. Plongement des structures CR. — Le but de ce paragraphe est
de donner une caractérisation des structures CR strictement pseudoconvexes
admettant une solution au probleme du bord dans une variété X donnée. Dans
le cas o X est de dimension 2 et compacte (et donc M une hypersurface
réelle de X)), une caractérisation de nature topologique est donnée dans [25].
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Dans le cas o X est kédhlérienne disque convexe de dimension quelconque,
la caractérisation suivante est valide :

PROPOSITION 4.12. — Soit M une sous-variété orientée, compacte, connexe,
de classe C? et mazimalement complexe de X vérifiant l'une des trois propriétés
suivantes :

1) M est plongeable dans l'espace affine et est de dimension supérieure ou
égale a 3 ;

2) M est strictement pseudoconveze et de dimension 5 ;

3) M est strictement pseudoconvexe, de dimension 3 et est le bord d’une
variété complexe abstraite.

Alors M admet une solution au probleme du bord. Réciproquement, si M est
strictement pseudoconvexe et admet une solution au probléme du bord alors M
est plongeable dans 'espace affine.

En effet, d’apres [27], [6], la deuxiéme propriété implique automatiquement
la premiere. D’apres [27], [21], la troisiéme propriété implique elle aussi la pre-
miere. Enfin la premiere propriété implique que M admet une solution au pro-
bleme du bord d’apres le corollaire 4.7. Réciproquement, supposons que M
admet une solution au probléme du bord dans X, d’apres les arguments de
[21], M est plongeable dans 'espace affine.

Dans le cas ou M est de dimension 3, la question se pose alors de savoir s’il
est possible de s’affranchir de I’hypothese de plongeabilité de M dans ’espace
affine. En effet, on ne connait pas d’exemple de structure CR plongeable dans X
mais non plongeable dans C™ (voir [12]). Le corollaire suivant permet alors de
montrer que de telles variétés n’admettent aucune fonction CR non constante :

COROLLAIRE 4.13. — Soit M une sous-variété compacte, connexe et stricte-
ment pseudoconvexe de dimension 3 de X. Alors l'une des deux propriétés
sutvantes est vérifiée :

1) les fonctions CR continues (ou les distributions CR) sur M sont cons-
tantes;

2) M admet une solution au probléme du bord dans X et M est plongeable
dans l'espace affine.

Démonstration. — Supposons qu’il existe une fonction CR f : M — C non
constante. D’apres le théoreme d’extension de Lewi, f admet une extension
holomorphe a une extension analytique locale du coté pseudoconvexe de M.
Quitte a déformer M dans cette extension, on peut toujours supposer que f
est lisse et que
Iy ={(f(z),z) eCx X; x € M}

le graphe de f vérifie les hypotheses a), b) et ¢) du théoreme 2.3 avec U = C
et w=X.
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La fonction f étant continue, son module admet un maximum R sur M. Le
probléme du bord est donc résoluble pour [I'yf] dans ouvert {|z| > R} x X
(prendre comme solution [T] = 0). D’apres le lemme 2.8, il existe un ou-
vert connexe maximal Upax contenant {|z| > R} tel que le probléme du bord
pour [I'y] admette une solution dans Umax x X nulle pour |z| > R. Soit

[T] = Z n;[ T3]

la décomposition de [T] en composantes irréductibles.

LEMME 4.14. — La 2-chaine holomorphe [T] est positive (i.e. pour tout i € I,
Démonstration. — Soit m : C x X — C la projection canonique sur C. Pour

tout i € I, w(T;) est un ouvert de C. Notons

W= [J 7(T) et V=Un\W.
i€l,n;<0

Supposons par 'absurde que l'ouvert W est non vide et donc que V est un
ouvert strictement inclus dans Upax. L'ensemble G = OV N Upax est alors de
mesure de Hausdorff 1-dimensionnelle non nulle car W est borné. Il existe donc
un point z € G, tel que {z} x X soit transverse & T. En particulier, [S,] =
[T, m,z] est une 1-chaine holomorphe positive. Par définition de V, il existe
i € Itel quen; < 0et {z} x X soit tangent & 9T; et vérifie {z} x XNT; = 2. 1
existe donc un point = € 7, tel que {z} x X soit tangent en x & 9T; et tel qu’il
existe un voisinage V, de z tel que d[T;] = £[['y] dans V,. Comme {z} x X
est tangent a I'y en x et que I'y est strictement pseudoconvexe, nécessairement
{z} x X est tangent du coté concave de I'y et donc T; est du c6té convexe
de T'y et par conséquent d[T;] = [I'y] dans V,. Soit n; > 0 la multiplicité de
la composante irréductible T} (si elle existe, sinon poser n; = 0) de [T] dans
Umax % X vérifiant d[T;] = £[I'f] dans V,. Du fait que {z} x X est tangent
a I'y en o, T est nécessairement du coté concave de I'y et par conséquent,

on a d[T;] = —[I'f] dans V,. Comme [I'f] est le courant d’intégration sur la
variété I'¢, il est de multiplicité 1 en tout point. On a donc n; —n; =1 et par
conséquent n; = n; +1 > 0 ce qui donne la contradiction recherchée. O
LEMME 4.15. — Soit [I'] un (2p — 1)-courant rectifiable fermé, mazimalement

compleze et dont le support est de classe Asp—1 d’une variété complexe Y.
Soient [T1] et [Tz] deux p-chaines holomorphes de Y\T', positives et solutions au
probléme du bord pour [I'] dansY . Supposons que T1UT" et ToUT ne contiennent
aucun sous-ensemble analytique de dimension p de'Y . Alors [Th] = [T5].

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



196 SARKIS (F.)

Démonstration. — En effet, la n-chaine holomorphe [T}] — [T3] est fermée
dans Y. On a donc
[T1] = [T5] = ) ni[Li]
iel
ol n; € Z* et L; sont des sous-ensemble analytiques de Y de dimension pure p.
Supposons que I n’est pas vide. Soit donc i € I et notons [L}] et [L?] les
restrictions de [T1] et [T2] & L; ; on a donc

L] = (L] = nalLi].

Quitte & intervertir le role de [L4] et [Ls], on peut toujours supposer que n; > 0.
Onaalors Ly ¢ L}UT et L; ¢ L? UT car T; UT et T, UT ne contiennent
pas de sous-ensembles analytiques de dimension p de Y. Il existe un compo-
sante irréductible R de L;\I telle que [R] soit de multiplicité 0 dans [L4]. Par
hypothese, on a

k>0
ol k est la multiplicité de [R] dans [Lg]. On a alors
0—k=mn,
et donc n; est négatif ce qui donne la contradiction recherchée. O

Soit G = O(C\Upax)- Si G # @, alors nécessairement G est de longueur non
nulle. En effet, si G était de longueur nulle, d’apres le contréle du volume du
lemme 2.7, [T] serait une 2-chaine holomorphe de (C\G) x X de masse finie
dans C x X. Par conséquent, d’apres [5], [26], [20], [35], [2], [T'] admettrait une
extension simple & ((C\G) x X)\I'y qui serait encore une solution au probléme
du bord pour [T’ f]. Ceci contredit la maximalité de Up.x. Par conséquent, de la
meéme maniere que dans le lemme 2.8, on montre qu’il existe un sous-ensemble
G C G de longueur non nulle tel que pour tout point z € G, il existe une
suite {w?} de points de Upax pour lesquels les 1-chaines holomorphes [Sw;] =
[T, 7, w}] (resp. les supports S,:) convergent au sens des courants (resp. au
sens de Bishop) vers une 1-chaine holomorphe [S;] encore solution au probléme
du bord pour [y.] = [I'f, 7, 2] (resp. vers un ensemble analytique S.). La chaine
holomorphe [T] étant positive, les 1 chaines holomorphes [S,,:] le sont aussi. Par

conséquent [S,] lest aussi et donc S, = supp[S,]. Soit [S;] I'unique 1-chaine
holomorphe positive solution au probléme du bord pour [y,] dont 'adhérence
du support ne contient pas de courbe compacte. Alors, de la méme maniere
que dans le théoreme principal, on montre qu’il existe un point zg € GG et un
voisinage ouvert et connexe W, de 2o tel que le probleme du bord pour [I'y]
admette une solution positive [T] au probleme du bord dans W,, x X. Mais
alors, d’apres le lemme 4.15, [T] et [T] sont égales dans W, N Upax, ce qui
contredit la maximalité de Umax. Finalement, G = @ et donc que [I'f] admet
une solution [T7] au probleme du bord dans C x X. L’'image directe de [T] par
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la projection sur X est une solution au probléme du bord pour [M] dans X,
ce qui termine la preuve du corollaire. [l

5. Annexes.

5.1. Probleme du bord non borné dans A, X A,,. — Notons Ay le
polydisque unité de C?. Nous nous intéressons ici au probléeme du bord pour
les variétés maximalement complexes de dimension 2n + 1 de A, x C™ dont la
projection sur C™ est bornée. En général il n’existe pas de solution au probleme
du bord pour de telles variétés. En effet, il suffit de prendre un courbe fermée
v C Ay, qui n’est pas le bord d’une surface de Riemann et de poser I' = C™ x ~,
pour obtenir un contre-exemple. Il est tout de méme possible de donner une
condition nécessaire et suffisante. En fait, cette condition est déja implicitement
utilisée dans [8] et nous nous bornons ici & reformuler les propositions de [8]
dans ce cadre.

On dit qu'un compact A C R" est géométriquement m-rectifiable ou encore
est de classe Ay, si A est (Hy,, m)-rectifiable et si le cone tangentiel de A
en H,,-presque tout point est un espace vectoriel réel de dimension m (ot H,,
est la mesure de Hausdorff de dimension m).

Soit X un espace complexe, on appelle p-chaine holomorphe de X toute
somme localement finie [T'] = Y n;[V;] a coefficients n; dans Z de sous-
ensembles analytiques irréductibles et deux a deux différents V; de dimension p
de X. On appelle volume de [T, expression

Vol[T] = |n;| Vol V;

ol Vol Vj est le volume 2p-dimensionnel de I’ensemble analytique V; ; Vol[T] est
aussi la masse du courant [T']. On notera T le support de la p-chaine holomorphe
[T] (i-e. T = Ujn, 20y V5)- Dans la suite, si [T] est un courant on notera
aussi Vol[T'] la masse de ce courant.

Soient X, Y deux variétés réelles lisses, Y de dimension p <met f: X - Y
une application C*° et I" un courant plat de dimension m (en particulier les
courants rectifiables sont plats). Alors pour H,-presque tout y € Y, la tranche
[T, f,y] est un courant plat de dimension m—p de support inclus dans TN~ (y)
vérifiant :

/Y B(y)(IT. f.4), ¥) - Q = [T, [*(@ - Q) A U]

ou ¥ est une (m — p)-forme & support compact, ® une fonction & support
compact et € est la forme volume de Y (voir [14]).

Soit [I'] un courant rectifiable dont le support I est de classe Agy, 41 de C* ™.
Alors, pour presque tous les n-plan C* C C"™™ et pour presque tous les points
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z € C2, la tranche [I', 7, z] (ou 7, est la projection orthogonale sur CI') est un
courant rectifiable dont le support est de classe Ay (voir [8] Lemme 1.4).

Notons 7 : A, x C™ — A, la projection (z1,...,2n) X (W1,...,Wy) —
(21,..., 2n). Soit [I'] un courant rectifiable, fermé et maximalement complexe
de A,, x C™ dont le support I" est de classe As,+1 et admet une projection
bornée sur C™. Pour presque tout z € A, la tranche [I', 7, 2] est un courant
rectifiable fermé de dimension 1.

Soient x., des fonctions de classe C°°, définies sur C, x,(z) = 0 pour

|| <<€ et xe; = (1/2m)i pour |z| > e.

PROPOSITION 5.1 (voir [8]). — Sous les hypothéses ci-dessus, pour tout
z € A, pour toute (1,0)-forme holomorphe ¢ de C", la fonction

M) = (06 A A dxe, (G - 2) A i)
j=1 G — %
est indépendante des x., et égale a ([I',7,z],¢) quand cette dernicre est bien
définie. En particulier la fonction M(z,®) est holomorphe dans A,,.

Cette proposition montre que la condition des moments (cas ol ¢ est une
(1,0)-forme holomorphe) sur les tranches d’une variété maximalement complexe
varie de maniere holomorphe. Le principe du prolongement analytique nous dit
alors que si la condition des moments est vérifiée pour un sous-ensemble assez
grand K C A, elle est vérifiée sur tout A,,. Il est alors possible de recoller ces
tranches pour trouver une solution au probléme du bord pour [I].

PROPOSITION 5.2 (voir [8]). — Soit K un sous-ensemble de A,, non inclus
dans une hypersurface analytique de A,. Supposons que pour tout v € K,
[T, 7, v] est bien définie et est un 1-courant rectifiable fermé dont le support est
de classe Ay et que pour toute 2-forme lisse © sur C™ on ait [[)AO = 0. Alors,
les propositions suivantes sont équivalentes :

1) M(v, ¢) est nulle pour tout v € K et toute (1,0)-forme holomorphe ¢
de C" (i.e. pour tout v € K, [y,] vérifie la condition des moments).

2) Pour tout v € K, il existe une 1-chaine holomorphe [S,] de masse finie
de A, x C™\T telle que d[S,] = [T, m,v].

3) Il existe une p-chaine holomorphe [T] de A, x C™\I' dont la projection
sur C™ est bornée et telle que d[T] = [T'].

Démonstration. — L’équivalence entre 1) et 2) provient directement de [8].
Pour toute ¢ fixé, M(z,¢) est holomorphe en z. L’ensemble des zéros
de M(z,¢) est donc une hypersurface analytique Hy, de A, contenant K.
L’intersection H de tous les Hy est donc un ensemble analytique contenant K.
Comme H contient K il ne peut étre de dimension inférieure ou égale a n — 1.
On a donc H = A,,. De maniére identique & [8], on montre que I' admet une
solution 7" au probleme du bord dans U. O
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REMARQUE 5.3. — L’hypothése [I'] A © = 0 pour toute 2-forme verticale ©
implique que pour Hay,t1-presque tout z € T' tel que la multiplicité de [I'] en z
soit non nulle, I'espace tangent a I' en z ne contient pas de droite verticale. En
particulier, [I'] ne contient pas de « composantes verticales ».

5.2. Propriétés de convergence des suites de chaines holomorphes

Nous nous intéressons ici a la convergence au sens de Bishop (ou de Haus-
dorff) des suites de surfaces de Riemann de volumes uniformément bornés :

DEFINITION 5.4. — Soit {E;} une suite de sous-ensembles d’un espace mé-
trique X. On dit que la suite {E;} converge au sens de Hausdorff (ou au sens
de Bishop si les E; sont des surfaces de Riemann) vers un ensemble £ C X (on
note E; — E) si:

1) l'ensemble E coincide avec I'ensemble limite de la suite {E;}, i.e. est
formé de I’ensemble des points de la forme lim;, z;,, z;, € E;, (en particulier,
E est fermé dans X);

2) pour tout compact K C E et pour tout € > 0, il existe un indice j(¢, K)
tel que K appartient au e-voisinage de E; dans X pour tout j > j(e, K).

PROPOSITION 5.5 (voir [5] et aussi [7]). — Soit {A;} un suite de sous-
ensembles analytiques de dimension pure 1 d’une variété complere X dont le
volume est uniformément borné sur tout compact :

Hao(A; NK) < Mg < oo pour tout K CC X

et admettant un point d’accumulation dans X . Alors il existe une suite extraite
{As)} de la suite {A;} qui converge dans X wvers un sous-ensemble analy-
tique A de dimension pure 1. De plus, on a l'inégalité
lim Hy(Agj) NU) = Ha(ANT)
Jj—
pour tout ouvert U CC X.
Dans le cas des chaines holomorphes, ce théoreme se généralise aussi :

PROPOSITION 5.6 (voir [17]). — Soit {[A;]} une suite de 1-chaines holo-
morphes d’une variété complexe X dont le volume est uniformément borné
sur tout compact. Alors il existe une suite extraite {[Ag;\]} de la suite {[A;]}
convergeant vers une 1-chaine holomorphe [A] de X au sens des courants.

PROPOSITION 5.7. — Soient w une variété complexe munie d’une distance d
et K C w un compact. Soit Ve = {z € w,d(z,K) < €} un e-voisinage de K.
Alors il existe une constante CX telle que tout ensemble analytique A de w\K

irréductible, de dimension 1 dont Uadhérence A rencontre K et w\Ve vérifie
Vol A > CEK,
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Démonstration. — Soit M = {z € w,d(z,K) = §}. Le compact M décon-
necte w. Il existe donc un point w € M N A. Notons B(w, 2¢) la boule de
, %e) est donc un sous-ensemble
analytique fermé et non vide de B(w, $¢). Or pour tout compact K dune
variété complexe et pour tout e > 0, il existe une constante CX minorant le
volume des sous-ensembles analytiques passant par le centre d’une boule de
rayon e qui rencontre K (voir [7] ou la proposition 5.5). D’out le résultat. [

rayon %e et de centre w. L'intersection AN B(w

5.3. Voisinage de Stein des surfaces de Riemann a bord. — D’apres
un résultat de Siu [36], toute surface de Riemann n’ayant pas de composante
compacte dans un espace complexe X admet un voisinage de Stein. Dans [29],
il est montré que si S est une surface de Riemann a bord v connexe et lisse
de l'espace projectif et telle que S U~ ne contient aucune surface de Riemann
compacte, alors S U~y admet lui aussi un voisinage de Stein connexe. Dans [11],
ce résultat est étendu au cas ou y est une réunion finie, disjointe de courbes de
Jordan, de longeur finie et S un sous-ensemble analytique de dimension pure 1
et borné de X\v. En fait, la preuve donnée dans [29], [11] est encore valide
dans le cas de courbes de classe A4 :

PROPOSITION 5.8. — Soit X une variété complexe. Soient v C X un compact
de classe Ay et S un sous-ensemble analytique de dimension 1 de X\~, relati-
vement compact dans X. Supposons que S U~y ne contient aucune surface de
Riemann compacte de X . Alors il existe un ouvert de Stein V. C X wvoisinage
de SU~.

En effet, dans [29], [11], le bord de S est supposé lisse uniquement afin de
s’assurer que S admet un nombre fini de composantes irréductibles et que I'on
peut rendre 7y connexe en lui ajoutant un nombre fini de courbes lisses. Dans
le cas ou 7 est de classe A, comme nous I’avons vu, S peut avoir un nombre
infini de composantes irréductibles et il n’est pas toujours possible de rendre ~
connexe en lui ajoutant une courbe de longeur finie. Cependant, dans notre cas,
on n’a pas besoin que le voisinage de Stein obtenu soit connexe (ce qui dispense
dans la preuve de rendre v connexe). De plus, si V est un voisinage de v, seul
un nombre fini des composantes de S ne seront pas incluses dans V et il suffit
alors d’appliquer la démonstration de [29], [11] aux composantes non incluses
dans V' (pour un V bien choisi).

Dans la suite de ce paragraphe, nous adaptons la preuve de [29], [11] au cas ol
le bord v est de classe A;. La preuve repose principalement sur la construction
suivante diie a Mihalache :

LEMME 5.9. — Soit C' un compact d’une variété compleze X . Soient Uy CC Us
deuzr ouverts de X. Notons A= CNUz, B=C\U;, A= ANJ9U,. Supposons
de plus que ces ensembles vérifient les deur propriétés suivantes :
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1) B admet une base de voisinages par des ouverts strictement pseudocon-
vexes a bord lisse et relativement compacts dans X ;

2) il existe une base A de voisinages de A (relativement compact dans X),
telle que si V; € A, alors VA U A admet une base de voisinages par des ouverts
strictement pseudoconvezes a bord lisse.

Alors C' admet un voisinage lisse par morceauz et strictement pseudoconveze.
En particulier, d’aprés Grauert [15], si C' ne contient pas d’ensemble analytique
compact de dimension > 1, il admet un voisinage de Stein.

Démonstration. — Tous les voisinages considérés sont des voisinages d’en-
sembles compacts. Par conséquent, on peut toujours supposer que tous les
voisinages que l'on considérera par la suite admettent un nombre fini de
composantes connexes. Soit Vp un voisinage strictement pseudoconvexe a
bord lisse de B tel que Vg N dU; C V3. Soit V4 un voisinage strictement
pseudoconvexe a bord lisse de VA U A tel que V4 NoU;, CC Vg et dont le bord
est transverse au bord de Vp. Soit W I'ouvert défini comme suit :

1) WNU, =VanUs;

2) wn (UQ\U]_) =VaiNnVg;

3) W\Us = Vg\Us.

Alors W est bien défini et est lisse par morceaux et strictement pseudocon-
vexe car il est localement intersection finie de domaines strictement pseudocon-
vexes a bords lisses. [l

LEMME 5.10 (voir [11]). — Soient K wun compact méromorphiquement
conveze dans une variété de Stein Z et H un compact de mesure de Haussdorff
2-dimensionnelle nulle. Alors K U H est méromorphiquement conveze dans Z.

LEMME 5.11. — Soient U,V C X deux ouverts de Stein et C' un compact de
Z =UUYV de mesure de Hausdorff 2-dimensionnelle nulle. Alors C' admet un
voisinage de Stein dans Z.

Démonstration. — Soient Uy CC Us CC U deux ouverts strictement pseudo-
convexes, & bord lisse et vérifiant C\U; C V. Soit A = CNU,, B = C\U;
et A = AN AU, Dapres le lemme 5.10, comme Hy(B) = 0, B admet une
base de voisinages méromorphiquement convexes dans V. De méme, comme
H2(A) = 0, A admet un voisinage V; dont ’adhérence est méromorphiquement
convexe dans U. Encore d’apres le lemme 5.10, V i U A est méromorphique-
ment convexe dans U. Par conséquent, d’apres le lemme 5.9, C' admet une base
de voisinages strictement pseudoconvexes dans Z = U U V. D’apres Grauert,
un tel voisinage contient au plus un ensemble analytique compacts maximal
de dimension supérieure ou égale a 1. Par conséquent, en prenant le voisinage
strictement pseudoconvexe assez petit, il ne peut contenir de tels ensembles
analytiques compacts et sera, par conséquent, de Stein. O
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Soit H un compact de mesure de Hausdorff 2-dimensionnelle nulle. En re-
couvrant H par des ouverts de Stein et en appliquant successivement le lemme
précédent, nous obtenons :

LEMME 5.12. — Soit H C X un compact de mesure de Hausdorff 2-dimen-
sionnelle nulle. Alors H admet un voisinage de Stein. En particulier, tout
compact de classe A1 admet une base de voisinages de Stein.

Enfin, nous rappelons que, d’aprés [28], [8], si £ est une courbe de classe A;
d’une variété de Stein V', alors I’enveloppe d’holomorphie ¢ de ¢ vérifie que £ \ ¢
est un sous-ensemble analytique de dimension pure 1 et de volume fini de V'\£.

Preuve de la proposition 5.8. — Soit W un voisinage de Stein de . Notons
S1,...,Sk les composantes irréductibles de S qui ne sont pas incluses dans W.
Notons Lq,..., Ly les courbes compactes irréductibles de X contenant 1'une
des Si,...,Sg. Comme S U~ ne contient pas de courbe complexe compacte,
choisissons V' C W un voisinage de Stein de 7 tel que pour tout ¢ € {1,...,¢},
L; ¢ VUS. Soit 7 I'enveloppe d’holomorphie de v dans V. D’apres le choix
de V', SU# ne contient pas de courbe complexe compacte. Soient [F] le courant
d’intégration sur S'U (7\7) et a le support de d[F] (on a alors a C ). Alors,
d’apres [26], [20], [35], [2], F = supp[F] est un sous-ensemble analytique de
dimension 1 de X\a. Quitte & remplacer S par S U F et v par a, on peut
supposer sans perte de généralité que v = supp d[S] et que ¥\y C S (ol 7 est
Penveloppe d’holomorphie de v dans V). Soient S la réunion des composantes
de S non incluses dans V et 5 = suppd[S]. Alors 5 est une courbe incluse
dans v et holomorphiquement convexe dans V. L’ensemble a = W vérifie
alors @\a = 7\y = S\S. Soit Vo C V un ouvert de Stein & bord lisse de V
tel que ¥ CC V5 et tel que 9Vs, le bord de Vs, soit lisse et transverse a S.
L’intgrsection ¢ = 5N 0V, est alors une courbe lisse incluse dans V' et donc
L = ¢\ est une réunion finie de sous-ensembles analytiques de dimension pure 1
de V\{. Soit V5 CC V5 un ouvert de Stein a bord 9V lisse et transverse a S
tel que ¥ CC Vs.

o Cas L = @. Notons Uy = V3, Uy = Vo, C = SU~y = SU7, A= CnNUy,
B =C\Uy et A= AN9JU; = (. De plus, comme B C S, en appliquant le
théoreme de Siu [36] & S dans des voisinages de B, on obtient que B admet une
base de voisinages de Stein. De plus, comme L = &, £ est holomorphiquement
convexe dans V et donc il admet une base de voisinages (W;) dont 1'adhérence
est holomorphiquement convexe dans V. D’aprés [8], [9], (W; U~)\(W; U~)
est un sous-ensemble analytique R; de dimension pure 1 et de masse finie de
V\(V ;4 U~) contenant 7\7.

o —

LEMME 5.13. — II existe un ouvert W, tel que (W;, U~)\(W;, Uv) C S.
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Démonstration. — Soit W; un voisinage de ¢ dont I’adhérence est holomorphi-
quement convexe dans V et notons

Ry = (W U)\(W;U7) C 8.

Alors R; est un sous-ensemble analytique de dimension pure 1 et de masse finie
de V\(W; U~). Comme W; est holomorphiquement convexe dans V', d’apres le
principe du maximum, il n’existe pas de sous-ensemble analytique de dimension
pure 1 de V\W, borné dans V. Par conséquent, R; ne contient qu’un nombre fini

de composantes analytiques irréductibles Ry, ..., Ri, dont le bord intersecte W;.
Comme 7\ C S par construction, toute composante irréductible de R; non
incluse dans S est égale a I'une des Ry,..., Ry,. De plus, par définition de

I’enveloppe holomorphiquement convexe, si W; C W; alors

(W, U\(T; Uny) € (W U).

Par conséquent, R;\(W; U~) est inclus dans R;. Si pour tout j € J tel que
W; cC Wi, il existe une composante irréductible D de R; non incluse dans S,
alors D\W; est 1'une des composantes Rj,...,Rg,. Mais alors, il existerait
une suite croissante d’ensembles analytiques irréductibles dont la limite se-
rait un sous-ensemble analytique Do, de V\(yU¥) borné dans V. On a Dy, C

o —

LU\ (U~) C S, ce qui donne la contradiction recherchée. O

Et donc en posant V; = W;,, I'ensemble VA U A est holomorphiquement
convexe dans V et admet donc une base de voisinages de Stein. D’apres le
lemme 5.8, C' admet une base de voisinages de Stein ce qui termine la preuve
de la proposition 5.8 dans le premier cas.

Cas général. — Notons K = LN+ alors par construction de S et v et d’apres
le théoréme d’unicité [8], K est un compact de longueur nulle de V. De plus,
quitte a ajouter un nombre fini de points a K, on peut toujours supposer que K
intersecte toutes les composantes irréductibles de L.

LEMME 5.14. — Il existe une base de voisinages de K Ua par des ouverts W;
vérifiant les propriétés suivantes :

1) leur adhérence est holomorphiquement conveze dans V' ;

2) leur bord est transverse a S, v et L;

3) r; := L NOW,; est une courbe lisse tel qu’il n’existe pas de composante
irréductible de S\W; dont le bord est inclus dans r;.

Démonstration. — Comme K est de longueur nulle, K Ua est holomorphique-
ment convexe dans V. Par conséquent, il admet une base de voisinage par des
ouverts dont I’adhérence est holomorphiquement convexe dans V. Bien stir, on
peut toujours supposer que ces ouverts ont un bord lisse transverse a S et ~.
Enfin si pour chaque ouvert W;, il existe une composante de S\W; dont le
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bord est inclus dans r;, nous obtenons une suite croissante d’ensembles analy-
tiques R; inclus dans S\W; dont le bord est entiérement inclus dans W,. Mais
alors la réunion R, des R; est un sous-ensemble analytique de S\K dont le
bord est entierement inclus dans K. Puisque K est de longueur nulle et .S est
de masse finie, d’aprés [5], [26], [20], [35], [2], R est une courbe compacte de X
incluse dans S U+, ce qui donne la contradiction recherchée. [l

Soient W11 CC W; deux ouverts obtenus grace au lemme précédent. Posons
So=S\Wji1 et v = (7v\Wj41) UDS,.
LEMME 5.15. — Le sous-ensemble analytique 72\7y2 admet un nombre fini de
composantes irréductibles.
Démonstration. — On a Y\Wj11 C ¥ C S5. Donc 72 est contenu dans Sy et
on a en fait vo C 9(S\Wj41). Par construction Wj11 D K Ua D (S\S). Par

conséquent vy C g\WjH C L. L’hypothese de transwersalite du bord de W,
permet alors de conclure. O

Soit H une hypersurface complexe de V' évitant v, U Sy et intersectant dans
W11 toutes les composantes de L et de 42\y2. Alors V\ H est un ouvert de Stein
et £ = So N OV4 est holomorphiquement convexe dans V\ H. Par conséquent,
d’apres le premier cas, y2 U .Sz admet une base de voisinage de Stein. Notons
alors C = SU~, Uy = X\Wjq1, Uy = X\W;, A =CnUs, B=C\U et
A = AN dU,. Alors B admet une base de voisinage de Stein car S U~ N W;
est holomorphiquement convexe dans V. Soit Z un voisinage de Stein de A,
alors d’apres le lemme 5.14, A est holomorphiquement convexe dans Z et admet
donc un voisinage V; dont ’adhérence est holomorphiquement convexe dans Z.
Par conséquent V; U A admet une base de voisinage de Stein. Le lemme 5.9
montre alors que C' admet un voisinage de Stein, ce qui termine la preuve de
la proposition.

5.4. Existence d’une solution au probléeme du bord de support
minimal

PROPOSITION 5.16. — Soient X une variété compleze disque-convere (munie
d’une métrique compleéte) et [y] un 1-courant rectifiable fermé dont le support
~ est un compact de classe Ay. Soit S l’ensemble des solutions au probléme du
bord pour [y] (i.e. l’ensemble des 1-chaines holomorphes [S] de masse finie de
X\ dont le support est relativement compact dans X et telle que d[S] = [7]).
Supposons que S n’est pas vide, alors il existe une 1-chaine holomorphe [Smin]
solution au probléme du bord pour [y] dont le volume du support est égal a

I = inf VolS
[S]eS

ot S est le support de la 1-chaine holomorphe [S].
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Démonstration. — Soit [S] = .., m;[S;] une solution au probleme du bord
pour [] ot les S; sont les composantes irréductibles de S\~v. Soit V un voisinage
de Stein de v et pour tout v, soit W, C V un v-voisinage de 7, posons

siom

Soit v tel que
1
Vol 8% < ZC

ot C' est une constante (obtenue grace a la proposition 5.7) telle que tout sous-
ensemble analytique irréductible de X\ donc adhérence intersecte v et X\V
ait un volume strictement supérieur a C'. S étant de volume fini, il existe alors un
nombre fini de composantes irréductibles {S¥ };=1..n de S non incluses dans W,,.
Pour toute composante irréductible S} notons, si elle existe, gi” une surface de
Riemann compacte irréductible de X contenant S} et §l” = @ sinon. Posons

A=SU (_p Ngg)

et montrons que le support de toute solution au probléme du bord [R] pour [7]
vérifiant VolR < I + %C est inclus dans A. On a

[R] = [S]= me]

ou les [V;] sont les courants d’intégration sur des surfaces de Riemann compactes
irréductibles V;. Si V; contient une composante irréductible S]l»’ de S\7y non

incluse dans W,,, on a V; C gj” C A par définition de g;’ Donc, si pour tout

i € {1,..., M}, V; contient une composante irréductible S7 de S\, non incluse
dans W,,, on a supp([R]—[S]) C A et donc R C A. Dans le cas contraire, il existe
un g € {1,..., M} tel que V;, ne contient que des composantes irréductibles

de S\7, incluse dans W,. Soit [R] (resp. [S]) la restriction de [R] (resp. de [S])
a Vi,. On a alors par construction

Vol S < Vol §* < %C.

Or [R] = [S] + ni,[Vi,] (avec n; # 0), et done, comme S C Vj, et que V;, est
de volume strictement supérieur a C' car, étant compact, il ne peut étre inclus
dans V, on a :
~ ~_ 3
Vol R > VolV,, — Vol S > ZC-

Le courant [R] — [R] + [S] est encore solution au probleme du bord pour [y].

De plus, supp([R] — [R]) et S n'ont pas de composantes analytiques communes.
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En effet, par construction, supp([R] — [ﬁ]) n’a pas de composante analytique
incluse dans V;, et S C V;,. Par conséquent on a

Vol (supp([R] — [R] + [S])) = Vol(supp([R] — [R])) + Vol(S).
De méme, [R] = ([R] — [R]) + [R] et supp([R] — [R]) et R sont par construction
sans composantes analytiques communes et donc

Vol(R) = Vol (supp([R] — [R])) + Vol(R).
Par conséquent

Vol (supp([R] — [R] + [S])) = Vol(supp([R] — [R])) + Vol §

= Vol(R) — Vol(R) + Vol(S)
C 3¢ C

< (I + > ) 1 + 1 <I
ce qui donne la contradiction recherchée et prouve que R C A. L’ensemble A ne
contenant qu’un ensemble fini de surfaces de Riemann compactes, on est réduit
au cas ou v est inclus dans une surface de Riemann irréductible L. Si [R;]
et [R2] sont deux solutions distinctes au probleme du bord pour [y] dans L, on a
[R1] —[R2] = m[L] pour un certain m € Z. En particulier, si deux solutions sont
nulles sur une composante irréductible de L\, elles sont égales. Il existe donc
une solution au probléme du bord pour [y] dont le complémentaire du support
est de volume maximal et donc tel que le support est de volume minimal. [l

5.5. Existence d’une solution globale

PROPOSITION 5.17. — Sous les hypothéses du théoréme 2.3, supposons que la
proposition 3 de ce théoreme est vérifiée, que I' est conneze et de dimension 3
et qu’il existe une solution au probléme du bord [T] pour [I'] dans (U\F) X w.
Alors il existe une 2-chaine holomorphe [T] de U x w\T', solution au probléme
du bord pour [T'] dans U x Q et qui coincide avec [T] dans (U\F) x w.

Démonstration. — Nous dirons que I' admet une extension analytique au point
xz € T, ¢’ existe un voisinage V, de x et un sous-ensemble analytique T
de V;\I', de volume fini et tel que [['] = +d[T}] dans V,. D’aprés le théoréme
de Trépreau [38], si I" est minimale au point z, elle admet une extension ana-
lytique au point z. De plus, si v : [0,1] — T est une courbe CR et si I" admet
une extension analytique au voisinage de v(0) alors elle admet une extension
analytique au voisinage de v(1).

LEMME 5.18. — T" admet une extension analytique en chacun de ses points.

Démonstration. — Par hypothese, I' admet une extension analytique en tout
point de I N7~ (U\F). Soit z € I N7~ (F), il faut montrer que I' admet une
extension analytique en . Soit Ocr(z) Porbite CR de  dans T'. Si cette orbite
est un ouvert de I" alors I' est minimal au point x est admet donc une extension
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analytique. Sinon, Ocg () contient une surface de Riemann lisse H,, > = (M est
supposé de dimension 3). Or d’apres les propriétés b et ¢, H, ¢ 7 *(F) et il
existe donc un point y € H, tel que I' admette une extension analytique au
point y. Du fait de la propriété d’extension analytique le long des courbes CR,
on a montré que I' admet une extension analytique au point y. O

Quitte a déformer légérement M dans l’extension analytique & un coté ob-
tenu dans le lemme précédent, on peut donc supposer qu'’il existe un voisinage
ouvert W de T' et un sous-ensemble analytique irréductible T' de W\T" exten-
sion analytique de T' (i.e. tel que d[T] = £[['] et T N7~ Y(U\F)NW =T NW.
Par conséquent, quitte & encore déformer I', on peut supposer que ’ensemble K
définit dans le lemme 2.7 est vide. Par conséquent, la preuve du théoréme prin-
cipal donne alors que I’ensemble F' n’est pas 1-générique. C’est-a-dire que F' est
inclus dans un ensemble dénombrable de points. Or F' est fermé par construc-
tion. Le théoréeme du type Thullen de Siu permet alors de montrer que F
n’admet pas de points isolés et donc que F' est vide. [l
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